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1. BOLUM
MATEMATIGE GIRIS

Bu béliimde matematigin ilk konularinda bazi islemleri yapabilmek i¢in
temel tegkil edecek ayrintilar islenecektir. Ama bu giris boliimiinde bahsedilen
kisimlar daha sonraki bolimlerde kapsaml sekilde tekrar verilecektir. Ayrica
bu kisimlarda matematikte kullanilan tanim, tanimsiz terim, teorem, aksiyom,
lemma gibi kavramlar izah edilecektir.

MATEMATIGE GIRIS

Matematik insanligin yaratilisindan beri, insanlarin ilgisini ¢eken ve
insanlarin siirekli arastirdiklar1 ¢ok 6nemli bir bilimdir. Glinlimiizde basta
mithendislik ve teknoloji olmak tlizere isletme, iktisat, siyaset, saglik, spor, tu-
rizm gibi sektorlerde 6nemli bir yer isgal eder.

Once matematigin amacini anlamaya calisalim:

Matematik;

1. Sayilar ve sayilar arasindaki iliskileri inceleyen,

2. Cisimlerin sekillerini uzunluk, alan, hacim gibi kavramlarla arasti-
ran,

3. Sekilleri bagint1 ve fonksiyon olarak ele alip onlar1 analiz eden,

4. Isletme ve ekonomi biliminin sayisal ihtiyacini karsilayan,

5. Bir takim sayisal verilerden yararlanarak daha anlaml sonuglar ¢i-
karmak icin Istatiksel sonuclar bulan,

6. Miihendisliklerin sayisal ihtiyaclarimi karsilayan,

7. Insanlarin ihtiyacina gére karar vermek icin cisimlerin en verimli
sekilde kullanma (yapay zeka) fonksiyonlar: olusturan,

8. Allah’in miihendislik bilimini inceleyen

bilimdir.

Matematikte temel teskil edecek bazi kavramlar ¢ok oénemlidir. Simdi
bu kavramlar: tanimlayalim:

Tanim: Bir ifadeyi izah etmek icin kullandigimiz terimlerdir.
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Tanimsiz Terimler: Tanima ihtiya¢ duyulmayacak kadar agik terimle-
re tanimsiz terimler denir. Nokta, dogru, diizlem gibi bazi terimler tanimsiz
terimlerdir.

Teorem: Dogrulugu ispatlanmis hipotezlerin hiikkiimlerine teorem de-
nir. Teoremlerin dogrulugunu ispatlamak i¢in;

1. Dogrudan ispat yontemi

2. Olmayana ergi (karsit-ters) ispat yontemi

3. Celiski yoluyla ispat yontemi

4. Matematiksel tiimevarim yontemi gibi yontemler kullanilir. Bu y6n-
temler, boliimiin sonunda bahsedilecektir.

AKksiyom: Ispata gerek goriilmeyecek kadar agik teoremlere aksiyom
denir. Aksiyomlar ispatlar1 a¢ik olan temel hiikiimlerdir. Bu hiikiimler;

1. Basit ve iyi anlasilir,

2. Olabildigince az sayida,

3. Birbirinden bagimsiz ve birbirinden elde edilemeyen,
4. Birbirlerini tamamlayici,

5. Sonuglar birbirleriyle celiskisizdirler.

Lemma: Bir teoremin ihtiyacini gideren yardimci teoremlere lemma
denir.

1. Not: Biz bu calismada toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme, biiytklik-
kiiciikliik gibi islemleri biliyor kabul edip derslere o sekilde baslayacagiz.

2. Not: Bu giris boliimde verecegimiz tanim ve teoremler ileride tekrar
inceleneceginden bu kisimdaki teoremlerin ispatlar1 yapilmayacaktir. Ileride
tekrar incelenirken yapilacaktir.

KUME KAVRAMI
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Kiimeler ayr1 bolim olarak ele alinacaktir. Ama say1 kavramlar1 birer
kiime olusturdugundan, say1 kavramina ge¢meden once, kiimeler uzerinde
bazi kavramlar verilecektir.

Tanim: Varliklarin iyi tanimlanis bir grubuna (listesine) kiime ad1 veri-
lir. Iyi tanimlamadan kast, herkesin ayni sekilde algilayabilecegi sekilde tanim-
lamasidir. Kiimeyi olusturan varliklarin her birine kiimenin elemani denir. A,
B, C, ... gibi sembollerle gosterilir.

Ornek: Haftanin giinleri bir kiime olusturur. Bunu,
A = {Pazartesi, Sal;, Carsamba, Persembe, Cuma, Cumartesi, Pazar}

seklinde gosterilir.

Tanim: iki kiimenin elemanlarinin bir araya getirilmesine bu iki kiime-
nin birlesimi denir. A ve B’'nin birlesimi A U B seklinde gosterilir.

Ornek: A kiimesi ilkbahar aylarinin kiimesi, B kiimesi yaz aylarinin
kimesi ise;

A = {Mart, Nisan, Mayis}

B = {Haziran, Temmuz, Agustos}

A U B ={Mart, Nisan, Mayis, Haziran, Temmuz, Agustos}
kiimesidir.

Tamm: iki kiimenin elemanlarinin ortak olanlarinin olusturdugu kii-
meye bu iki kiimenin kesisimi denir. A ve B’'nin birlesimi A N B seklinde goste-
rilir.

Ornek: A kiimesi Miisliiman iilkelerin kiimesi, B kiimesi Tiirk devletle-
rinin kiimesi ise;
A n B ={Tirkiye, KKTC, Azerbaycan, Kazakistan, Ozbekistan,
Tiirkmenistan, Kirgizistan}
kiimesidir.

Tanim: Bir kiimenin elemani yoksa buna bos kiime denir. { } veya &
sembollerinden biri ile gosterilir.
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Tanim: Bir A kiimesinin biitiin elemanlar1 bir B kiimesinin de ayni za-
manda elemanlari ise A kiimesine B kiimesinin alt kiimeleri denir. A € B (A, B
nin alt kiimesi) veya B D A (B kapsar A’y1) denir. Eger A kiimesi B kiimesinin
alt kiimesi degilse A ¢ B seklinde gosterilir. Bu kavram Venn semasinda,

B

gibi sekillerde gosterilir.

Ornek: A = {x : xbirrakam}, B = {x: x < 7, xeN} kiimelerinin Venn

semasl
A

bicimindedir. Buna gére B c Aveya A D B dir.

Ornek: A = {a,{1,2},b,{3,4,5},{c,d}} kiimesi verilsin. Bu kiime iize-
rinde,

a)beA

b)s(A) =8
c){c,d} €A
d){1,2}cA

ifadelerinden hangileri dogrudur.
Coziim: a) b elemani A kiimesinin elemani olup dogrudur.

b) 1. eleman a, 2. eleman {1, 2}, 3. eleman b, 4. Eleman {3, 4, 5}, 5. ele-
man {c, d} dir. Oyleyse s(A) = 5 oldugundan yanhstir.
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c) {c, d} eleman1 A kiimesinin elemani olup dogrudur.

d) {1,2} € A oldugundan {1, 2} c A degildir.

DOGAL SAYI ve TAMSAYI KAVRAMI

Tiim say1 kavramlar: bir takim sekillerle gosterilir. Bu sekillere rakam
denir. Rakamlar {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} seklindeki sembollerdir.

Tanim: Sayilari ifade etmede kullanilan, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} sem-
bollerinden olusan kiimeye rakam denir.

Tanim: Rakamlarin tek basina ya da birlikte ¢okluk ifade edebilecek
bicimde kullanilmasina say1 denir. Bu tanima gore her rakam bir sayidir, ama
her say1 bir veya birden fazla rakamdan olusur. Ornegin, 6 hem sayidir hem de
rakamdir. Ama 38 sayidir, iki rakamdan olusur.

Dogal sayilar ve tamsayilar kavrami bundan sonraki boliimlerde ayrin-
tisiyla izah edilecek, ama burada ihtiyaca binaen kisaca su sekilde izah edece-

giz.

Tanmm: N ={0,1,2,3,...,n, ...} seklindeki kiimeye dogal sayilar kiimesi
denir. Bu kiimede 0 (sifir)’'in olmadig1 kiimeye sayma sayilar veya pozitif dogal
sayilar adi verilir.

Ornek: m ve n dogal sayilardir.
m-n=12
olduguna goére m + n’'nin en biiytik degeri nedir?

Cozim: m-n=12ise 1-12 =2-6 = 3 -4 carpimlarindan m + n’in en
biiytik degeri 1 + 12 = 13 diir.
Ornek: iki dogal sayinin toplami 12 ise carpimlarinin en biiyiigiinii bu-

lunuz.

Coziim: a+ b = 12 ise a = b = 6 segilirse, a.b = 36 en fazla olarak bu-
lunur. //
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Dogal sayilar bazi islemlerde yeterli kalmamaktadir. Ornegin,n+ 1 =0
denkleminin ¢6ziimi dogal sayilarda yoktur. Bunun i¢in bu denklemleri ¢oz-
meK icin yeni bir sayi1 sistemine ihtiya¢ vardir. Simdi bu say1 sistemini tanim-
layalim.

Tanmm: Z={...,,—n,..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,..} bicimindeki Kkii-
meye tam sayilar kiimesi denir, Z ile gosterilir. Tam sayilar kiimesi
z- ={..,—n,..,—3,-2,—-1},{0},Z* ={1,2,3,...,n,...}

olmak iizere lige ayirabiliriz. Buradaki Z~ kiimesine negatif negatif tamsayilar
kiimesi, Z* kiimesine pozitif tam sayilar kiimesi ad verilir.

; 6
Ornek: A isleminin sonucu bir tamsay1 ise a’'nin alabilecegi ka¢ deger

vardir?

Coziim:ae{-6,-3,-2,-1,1,2,3, 6} olup 8 tanedir.

Ornek: a,b € Z* olmak iizere,
a
Z +b=238
olduguna gore, a’nin alabilecegi en biiylik deger kagtir?
Cozim: a en bliyiik degeri bulabilmek icin b en kiiciik degeri bulunma-
a
lidir. b en kiiciik 1 secilebilir. Bu takdirde 2 +1 = 8 olacagindan a = 28 olarak

bulunur.

BOLME ISLEMLERI

Bolme islemleri ilkokul ve ortaokullarda uzun uzun anlatilir. Bolme
isleminde bir ayrintiy1 unutmamak i¢in sunu hatirlatmaliyiz.

Boliinen x, bolen y, boliim z ve kalan k olsun. Bu yazim,
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2 ¥
z

ke

x=yz+Kk
biciminde olur.

Ornek: Bir bolme isleminde béliinen x, bélen y, boliim y + 3 ve kalan 6
ise boliinen en az kactir?

Cozum:
X y

43

6
6 < y olacagindan en az y = 7 alinir. Su halde;

x=y - (y+3)+6=7-(7+3)+6=76

olur.

Ornek:

a |b+1
-~ 4

2-3
Yukaridaki bé6lme islemine gore, a’nin b tiiriinden ifadesi nedir?

Cozim:a=(b+1).4+ (2—a)

a=4b+4+2—a

2a=4b + 6
4b+6
a:
2



a=2b+3
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YUKSEK BASAMAKTAN SAYILAR

Bir

Bin

Milyon

Milyar

Trilyon
Katrilyon
Kentilyon
Seksilyon
Septilyon
Oktilyon
Nonilyon
Desilyon
Undesilyon
Dodesilyon
Tredesilyon
Kotordesilyon
Kendesilyon
Seksdesilyon
Septendesilyon
Oktodesilyon
Novemdesilyo
Vigintilyon
Anvigintilyon
Dovigintilyon
Trevigintilyon
Katorvigintilyon
Kenkavigintilyon
Sesvigintilyon
Septemvigintilyon
Oktovigintilyon
Novemvigintilyon
Trigintilyon
Antrigintilyon
Dotrigintilyon
Tresgintilyon

1 — 3 basamakli say1

4 — 6 basamakli say1

7 — 9 basamakli say1

10 — 12 basamakl say1
13 — 15 basamakl say1
16 — 18 basamakli say1
19 — 21 basamakl say1
22 — 24 basamakl say1
25 — 27 basamakli say1
28 — 30 basamakl say1
31 — 33 basamakl say1
34 — 36 basamakli say1
37 — 39 basamakli say1
40 — 42 basamakl say1
43 — 45 basamakl say1
46 — 48 basamakl1 say1
49 — 51 basamakli say1
52 — 54 basamakli say1
55 — 57 basamakli say1
58 — 60 basamakli say1
61 — 63 basamakli say1
64 — 66 basamakli say1
67 — 69 basamakl say1
70 — 72 basamakli say1
73 — 75 basamakli say1
76 — 78 basamakli say1
79 — 81 basamakli say1
82 — 84 basamakl say1
85 — 87 basamakli say1
88 — 90 basamakli say1
91 — 93 basamakl say1
94 — 96 basamakli say1
97 — 99 basamakl say1
100 — 102 basamakl say1
103 — 105 basamakl say1
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Katortrigintilyon 106 — 108 basamakli say1
Kenkatrigintilyon 109 — 111 basamakl say1
Sestrigintilyon 112 — 114 basamakl say1
Septentrigintilyon 115 — 117 basamakli say1
Oktotrigintilyon 118 — 120 basamakl say1
Noventrigintilyon 121 — 123 basamakli say1
Katragintilyon 124 — 126 basamakl say1

ROMA RAKAMLARI

Tarihte pek ¢ok rakam kullanilmistir. Bunlardan bir tanesi de Roma
rakamlaridir. Matematikte islem yapma agisinda rahat olmayan Roma rakam-
lar1 gliniimiizde yer yer kullanilmaktadir. Simdi bu rakamlari verelim.

1 | 30 XXX 400 CD
2 1 40 XL 500 D

3 I11 50 L 600 DC
4 IV 60 LX 700 DCC
5 \Y 70 LXX 800 DCCC
6 VI 80 LXXX 900 CM
7 VII 90 XC 1000 M
8 VIII 100 C 1100 MC
9 IX 101 CI 1200 MCC
10 X 102 CII 1300 MCCC
11 XI 103 CIII 1400 MCD
12 XII 104 CIV 1500 MD
13 XIII 105 Cv 1600 MDC
14 XIV 110 CX 1900 MCM
15 XV 120 CXX 2000 MM
16 XVI 130 CXXX 3000 MMM
17 XVII 140 CXL 50 000 L
18 XVIII 150 CL 100 000 C
19 XIX 200 CC 500 000 D
20 XX 300 CCC 1000000 M

Simdi giiniimiizde ve tarihte kullanilan rakamlarin sekillerini verelim.

RASYONEL, iIRRASYONEL ve REEL SAYI KAVRAMI
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Dogal ve tamsay1 kavrami bazi islemlerde yeterli kalmamaktadir. Orne-
gin, 2a = 1 denkleminin ¢6ziimi tamsayilarda yoktur. Bunun i¢in bu denklem-
leri ¢ozmek icin yeni bir say1 sistemine ihtiya¢ vardir. Simdi bu say1 sistemini
tanimlayalim.

a
Tanim: a,b € Z, b # 0 olmak iizere B kesri seklinde ifade edilen sayi-

lara rasyonel (kesirli) sayilar denir. Bu kiime,

Qz{%:a,bez,b;t 0}

bicimindedir. Burada a’ya pay, b’ye payda ad1 verilir.

6 18 3

Ornek: > T3 birer rasyonel sayilardir.

Tamm: Paydas1 10, 100, 1000 gibi 10'un kuvvetleri olan rasyonel sayila-
ra ondalikh sayilar denir.

Ornek:
7 352 4578

10 100" 1000
sayilari
0,7, 3,52, 4,578
biciminde gosterilir. Bu gosterime ondalikh sayilar seklinde gosterimi denir. //

Rasyonel sayilar bazi islemlerde yeterli kalmamaktadir. Mesela,
x? —2 =0 denkleminin ¢6ziimii rasyonel sayilarda yoktur. Bunun icin bu
denklemleri ¢6zmek i¢in yeni bir say1 sistemine ihtiya¢ vardir. Simdi bu say1
sistemini tanimlayalim.

Tanim: Say1 dogrusu lizerinde rasyonel sayilar tarafindan doldurulma-
yan noktalara karsilik gelen sayilara irrasyonel say1 denir. I ile gosterilir. Bu
tanima gore rasyonel sayilar kesirli sekilde yazilabilen ondalikh sayilar oldu-
guna gore irrasyonel sayilar kesirli sekilde yazilamayan ondalikh sayilardir.

Ornek:
V2 = 1,4142135623730950488016887242097 ---
V5 = 1,7099759466766969893531088725439 ---
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m = 3,1415926535897932384626433832795 ---

e = 2,7182818284590452353602874713527 ---

¢ = 1,6180339887498948482045868343656 -+
birer irrasyonel sayilardir. Bu sayilarin virgiilden sonraki rakamlar bir yerde
bitmez. Virgiilden sonraki rakamlar sonsuza kadar devam eder. Ileride bu sa-
yilarin Tt sayisi harig irrasyonel oldugu ispat edilecektir.

Tanim: Rasyonel sayilar kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin birle-
simine reel (gergel) sayilar kiimesi denir ve R ile gosterilir. O halde,
R =QUI
seklindedir.

Sayi sistemlerinden;
NcZcQcR
kiimesi elde edilir. (Ileri de komplesk (karmasik) say1 tamimlanacak ve reel
sayilar1 kapsadig1 gosterilecektir.)

BiR BiLINMEYENLI DENKLEMLER

Matematigin temel kavramlarindan biri de denklem ¢6zmedir. Denk-
lem, bilinmeyen veya degisken olarak yazilan ifadelerdir. Sey anlamina gelen x
bilinmeyenini ilk defa Harezmi tarafindan kullanilmistir. Bu bilinmeyen veya
degisken degerleri tespit etme islemine denklem ¢6zme denir. Denklem ¢oz-
menin ¢ok ayrintilar1 vardir. Biz bu ilk etapta birinci dereceden denklem ¢6z-
me metodunu yapacagiz.

Tanim: a ve b reel say1 ve a # 0 olmak tlzere, ax + b = 0 seklindeki
esitliklere birinci dereceden bir bilinmeyenli denklem denir. Denklemi sagla-
yan x reel sayisina da denklemin kokii denir. Denklemin koklerinin olusturdu-
gu kiimeye de denklemin ¢6ziim kiimesi denir.

Ornek:
X+6 2
3x+8=0, = 10t-2=0,3m-¢g=0
birer birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemlerdir. Burada 1. ve 2. denk-

lemler x’e baghdir. 3. t'ye 4. m’ye bagh denklemlerdir.
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Teorem: a # 0 olmak lizere ax + b = 0 denkleminin koki x = — ; ve

¢ozim kiimesi C. K. = {— g} dir. (Burada a = 0 ise birinci dereceden bir bilin-

meyenli denklem olmaz.)

Ornek: (a— 3)x? + (b + 2)x — 10 = 0 denklemi x’e bagh birinci dere-
ceden denklem olabilmesi i¢in a ve b i¢in ne sdylenebilir.

Cozim: ileri de x? ifadesine ikinci dereceden denklem diyecegiz. Yani
denklem birinci dereceden bir bilinmeyenli olabilmesi icin x? olmamaldir.
Buna gore

a-3=0veb+2+#0
olmalidir.

Ornek: Asagidaki denklemlerin ¢éziim kiimesini bulunuz.

1.2x-8=12
2.3x+4=x+16
3. 3(2x-6) = (4x-5)+7

X—2 _ X+3
3 2
8x—3

5. =4x+ 10

Coztim: Birinci dereceden denklemi ¢ozebilmek i¢in bilinenler bir taraf-
ta bilinmeyenler bir tarafta toplanmalidir.

Pozitif ifade esitligin karsi tarafa negatif

Negatif ifade esitligin karsi tarafa pozitif

Carpim durumundaki ifade esitligin karsi tarafa bolim

Boliim durumundaki ifade esitligin karsi tarafa carpim
olarak gecirerek birinci dereceden denklemler ¢oziliir.

Ayrica dagilma 6zelligi varsa veya parantez varsa onlara dikkat edilme-
lidir. Oncelik dagilma 6zelligine ve parantezlere verilmelidir.

1.2x-8=12
2x=12+8=20, — 8 karsi tarafa +8 olarak gecer
20

X = ? =10, Her iki tarafi 2’ye boliintr



2.3x+4=x+16
3x-x=16-4,
2x=12
12

X:_:

2

)
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x karsi tarafa — x, 4 karsi tarafa — 4 olur

Her iki tarafi 2’ye bolintr

3.3(2x-6) = (4x-5)+7, 3’lin dagilma o6zelligi yapilir

6x-18=4x+2
6x-4x=2+18,
2x =20
20
x=—=10,
2
x—2_x+3
3 2’
2Xx-4=3x+9
-9-4=3x-2%,
x=-13
bulunur.
8x—3
S.T =4x + 10,
8x-3=8x+20
8x-8x=20+3,
0=23

4x karsi tarafa —4x, —18 karsi tarafa 18

Her iki tarafi 2’ye boliintr

icler dislar ¢carpimi yapilirsa,

9 karsi tarafa -9, 2x karsi tarafa —2x

2 karsi tarafa carpim olarak gecer

8x kars1 tarafa —8x, —3 karsi tarafa 3 olarak

olur ki bu denklemin ¢6zliimsiiz oldugunu gosterir.

Ornek: 4x + % (4x—7) = % denkleminin kokiinii bulunuz.

Cozim: 2 <4X + % (4x — 7)) = 2.%

8x+4x—7=5

12x=7+5=12

_12
X=127

1
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Ornek: (3m — 11)x = x+ 5 — n denklemi birinci dereceden bir bilin-
meyenli denklem olmayip bir reel say1 olduguna gore m ve n’nin degeri nedir?

Cozim: Bm—11)x=x+5—n
Bm—-11)x—x=5-—n
Bm-12)x—(5-n) =0

bulunur. Burada bu denklemin reel say1 ifade ettigine gore
3m—12=0ven—-5=0
3m=12ven=>5

olmalidir. Oyleyse, m = 4 ve n = 5 dir.

Tanim: Bir denklemi ¢6zen degere kok denir.

Ornek: (—a+3)x+3a=x—5 denklemini saglayan ¢6ziim kiimesi
C.K.= {2} olduguna gore a’nin degeri nedir?

Coztim: Denklemin ¢6ziim kiimesi C.K.= {2} olduguna gore denklemi
saglayan deger x = 2 dir. Su halde x yerine 2 yazilmaldir.
(—a+3)x+3a=x-5
(—a+3).2+3a=2-5
—2a+6+3a=-3
a=-3-6
a=-9

Ornek: x,y € N olmak iizere,
5x + 3y = 45
olduguna gore, x in en kiiciik degeri kactir?

Cozim: Denklemin ¢oziilebilmesi icin y = 10 secilirse x = 3 bulunur.

BIRINCI DERECEDEN ESITSIZLIKLER

Birinci dereceden bir veya birka¢ bilinmeyenli denklemlerin esitsizlik
coziimleri esitlik ¢6zlimlerine benzemektedir. Buradaki tek fark eksi (-) ile
her iki taraf ¢carpildiginda esitsizligin yon degistirmesidir.

Tanim: a sayisi b sayisindan kiiciikse, a < b seklinde
a sayisl b sayisindan biiyiikse, a > b seklinde
a sayisi b sayisindan kiigiik ve esitse, a < b seklinde



tir.
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a sayisl b sayisindan biiyiik ve esitse, a > b seklinde
sembolii ile gosterilir. Bu tanimda;
a < bvea > b esitsizliginde a ile b sayilar1 asla esit olmaz.

15

a < bvea > b esitsizliginde a ile b sayilarinin esit oldugu durum vardir.

Ornek: 2x—1<9
2x<9+1
2x < 10
x<5

C.K.={(=;5)}

Ornek: 8 —x < —4
8—(—4)<x
12 <x

C.K.= {(—o0; 12)}

Ornek: —2x+ 1< 7 +x
x—2x<7-1
—x<6
X> —6

C.K.={(=6; +o0)}

. X X
Ornek:— ——< -1
3 2

2X 33X
Cozim:— —— < —1
6 6
—-x< -6
x<6
C.K.= {[6; +0)}

BIR SAYININ KUVVETI ve KOKU

ileride tistlii ve koklii ifadeler ayrica anlatilacaktir. Ama bizim ihtiyaci-
miz dogrultusunda simdilik bir sayinin kuvveti tanimi ve bir teorem verilecek-



www.matematikl.com 16

Tanim: a ve n birer dogal say1 ve n # 0 olmak iizere, n tane a'nin ¢ar-
pimi olan a" ye tstlii ifade denir. Bu durum,
a" =a.a.a..a
~—————

n tane
seklindedir. Burada a" ifadesinde a’ya taban, n’ye de iist (kuvvet) denir. a" de,

“_)

a'nin issi n” ya da “a’nin n. kuvveti” diye okunur.

Tanim: x ve n birer reel say1 ve n # 0 olmak lizere,

3= 777~ 343

—n
X _—
] ]- ] . .].

Ornek: 773 =

Teorem: a,b e Rve m,n € N olmak tlizere,
1.a™. a" = gmtn

2.3a"%b" = (a.b)"

3. (am)n = gmn

4.2° =1

Not: 0° belirsizidir.

Ornek: 51°(5% + 5% + 5% 4+ 5% + 5%) = 510.5.54 = 515

Ornek: 8* - 25° islemini 10’un kuvveti seklinde elde ediniz.

Coziim: 8% - 256 = (23)*(52)6 = 212. 512 = (2 5)12 = 1012
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Tanim: ae R ve ne N* olmak lizere, x™ = a esitligini saglayan x sayi-
sina a'min n. kuvvet kokii denir. x = V/a seklinde gosterilir ve n. kuvvetten kok
a seklinde okunur.

n=1icin VYa=a (birinci dereceden kék kendisidir)
n=2icin ¥Ya=+a (karekok)

n=3icin Va (kiip kok)

n=4icin Va (dérdiincii kuvvetten kok)

seklinde okunur.

Ornek: V4 = +2, ¥8=2

OZDESLIKLER

Tanim: Bir birimde degiskenlerin biitlin degerler i¢in saglanan (dogru-
lanan) esitliklere 6zdeslik denir.

Ornek:
1. a3 + bcifadesi a, b ve c’ye bagh 6zdesliktir.

2. 3x + Sy ifadesi x ve y’ye bagh 6zdesliktir.

3. 10m? — 3n* ifadesi m ve n’ye bagh 6zdegsliktir.

ORTAK PARANTEZE ALMA

Bir 6zdesligin her teriminde ortak ¢arpan varsa, bu ifade ¢arpma isle-
minin toplama iizerine dagilma 6zelliginden yararlanarak ortak carpan paran-
tezine alinir. Terimlerin ortak ¢arpana béliinmesiyle elde edilen terimler pa-
rantezi igine alinir. Mesela,

A(x) - B(x)£A(x) - C(x) = A(x) - [B(x)£C(x)]
gibi...

Ornek:
1.5m+7m =m(4 + 6) = 10m

2.10x* +5x =5(02x +1)
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3.a%.b? + a%.b* +4a.b = a.b(a®.b+a.b®+4)

4.12xy? - 9x%y? + 3x%y = 3xy(4y? - 3xy + x)

IKi KARE FARKI

Teorem: a? — b2 = (a-b)(a+b)

Ornek:
1.332 132 = (33 -13)(33 + 13) = 20- 46 = 920
2.a2-4 =a*-2%2 = (a-2)(a +2)

3.9a2 - 16b% = (3a)%- (4b)% = (3a- 4b)(3a + 4b)

) 5052-4952
Ornek: ————— isleminin sonucu nedir?
112-92
Cozum:
505% — 4952 (505 —495)(505 +495) _ 10.1000 _
112-92  (11-9)(11+9) 220

Ornek: 1122 -104? = 16n ise n’nin degeri nedir?
Coziim: (112- 104)(112 + 104) = 16n

8:216 = 16n
n =108

TAM KARE IFADELERI

Teorem: a) (a + b)? = a? + 2ab + b?
b) (a —b)? = a? — 2ab + b?
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Ornek:
1.(k+1)? =k*+2.k1+1%2 =k*+2k + 1

2. (x-2)2 = x?-2.x.2+2% = x>~ 4x+ 4

MUTLAK DEGER KAVRAMI

Tanim: Say1 dogrusunda, bir sayinin belirttigi noktanin baslangi¢c nok-
tasina olan uzakligina bu sayinin mutlak degeri denir. a sayisinin mutlak dege-
ri |a] seklinde gosterilir. Bu durum su sekilde gosterilir. a € R olmak lizere;

la| = { a,a=0
—a, a<o
seklinde gosterilir.

P € IXl € x> o
—A 0 A
Ornek: |2| =2
|-3]=—-(-3)=3

4=~
Ornek: 0 < x<yise|x—y|=—-(x—y) =y —x

Ornek: |3x — 1] + [2x + 3| — x + 5 esitliginde x = —2 i¢in bulalim.

Cozim: [3x — 1|+ |2x+ 3| —x+5
=13(-2)—1|+12.(-2)+ 3| - (-2)+5
=|-7|+|-1]+2+5
=—(C-7)-(-1D+7
=74+1+7
=15

Ornek: m, n,p € R olmak iizere, [m — 1| + |2n — 4| + |p + 3| = 0 oldu-
guna gore, 2m + 3n-p nin degeri ne olmalhdir?

Cozim: m—1|+|2n—4|+|p+3| =0
olmasi icin
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Im—1|>0, |2n—4| =0, [p+3]=0
olmalidir. Sonug sifir oldugundan bu ifadelerin sifira esit olmalariyla miim-
kiindiir. Buna gore,
Im—1| = 0ise m=1
|2n — 4| = 0 ise n=2
l[p+3/=0 ise p=-3
elde edilir. Su halde,
2m+3n—p=2-1-43-2—-(-3) =11
olur.

iKiNCi DERECEDEN DENKLEM KAVRAMI

Tanimm: a,b,c € R olmak iizere ax? + bx + ¢ = 0 seklindeki ifadelere
ikinci dereceden denklem denir.

Ornek: 3x*> +8x—12 =0
k? — 6k —5=0
t2+t=0
3x2+8x—12=0
birer ikinci dereceden denklemlerdir.

2. dereceden denklemin ¢6ziim kiimesi olan kok olarak ifade edilir. Bu
koklerin bulunmasi iki tirli yapilmaktadir. Bunlardan biri ¢arpanlara ayirma
yontemi, digeri diskirimant yéntemidir. Oncelikle ¢arpimlara ayirma yéntemi-
ni 6rnekle gosterelim. Sonrada diskirimant yontemini teoremle izah edelim.
Daha sonra ilgili konularda detayiyla verilecektir. Ama burada ihtiyacimiz olan
on bilgiler verilecektir.

Ornek: x? — 3x — 4 = 0 denklemin koklerini bulunuz

Coziim: x? nin katsayisi 1 oluyorsa su metot tercih edilir. Toplamlar
sabit katsay1 olan —4, carpimlari x'in katsayisi olan -3 1 verecek iki say1 —4 ve
1 dir. Elde edilen bu degerlerin isaretlerinin tersi alinarak x =4vex = —1
bulunur. Boylece ¢6ziim kiimesi {—1, 4} olur.

Teorem: a,b, c € R olmak iizere ax? + bx + ¢ = 0 seklindeki ikinci de-
receden denklemler de x'in degeri;

—b + Vb2 — 4ac
X1 =
2a

ve
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—b — Vb2 — 4ac
X2 = 2a

olacak sekilde iki tanedir.

Ornek: x> —3x+ 2 =0 denklemindea=1, b=-3, c=2 olacagin-

dan
b? —4ac=(-3)?—-4-1-2=1
—(-3)+V1 3+1
Xl = = = 2
2.1 2
ve
—(-3)-V1 3-1
2.1 2
bulunur.
ISPAT YONTEMLERI

Teoremler hipotez ve hiikiim asamalarindan olustugunu teoremi ta-
nimlarken vermistik. p hipotez q hiikiim olarak alirsak, bir teorem p & q sek-
linde gosterilir. Eger bir teoremde hipotez verilip hiikiim bulunmaya calisilirsa
p =:q ve hiikiim verilip hipotez ispatlanmaya ¢alisilirsa q <: p seklinde goste-
rilir.

Eger bir teorem yanlis ise bu teoremin varligini bir 6rnek vererek gos-
termek yeterlidir. Bazen de bir teorem icin aksine 6rnek vermek kafi gelecek-

tir.

Simdi burada teoremlerin ispat yontemlerinden bahsedelim.

1. Dogrudan ispat Yéntemi:

Tanim: Bir teoremde hi¢bir ayrinti yapmadan, verilen tanimlarin ve
onceki teoremlerin bilgilerini kullanarak elde edilen ispat yontemidir.

Ornek Teorem: a ve b tek tamsay1 ise, a + b ¢ift tamsaydir.

ispat: a ve b tek tamsay1 ise; a = 2n + 1, b = 2m + 1 olacak sekilde n ve
m tamsayilari vardir.
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a+b=0Cn+1)+(Zm+1)=2(n+m+1)
bulunur. Burada n + m + 1 herhangi bir tamsay1 oldugundan a + b cift sayidir.

2. Olmayana Ergi Yontemi:

Tanim: Bir teoremde 1. kisim (hipotez) varken 2. kisim (hiikiim) olu-
yorsa 2. kisminin (hiikmiin) olumsuzu varken 1. kisminin (hipotezin) da olum-
suzu elde ediliyorsa buna “Olmayana ergi (sagmalamaya) yontemi” denir. Bu
durum p (hipotez) dogru, q (hiikiim) yanlisken ¢eliskinin olusmasidir.

Ornek Teorem: “Bir iilkeyi yoneten en iist bir makam vardir” (p: Ulke,
q: Yonetici bir makam)

Ispat: Kabul edelim ki bir iilkeyi yéneten en iist bir makam olmasin. O
zaman iki veya daha fazla tilkeyi yoneten makamlar olur. Bu ise i¢ ¢atismalara
ve cesitli sikintilarin olmasina vesile olur. Oyleyse bu iilke yénetilmez. O halde
kabul yanlistir.

3. Celiski Ispat Yontemi:

Tanim: Bir teoremde 1. kisim (hipotez) varken 2. kisim (htikiim) olu-
yorsa 1. kisminin (hipotezin) olumsuzu alinip 2. kisminin (hiikmiin) olumsuzu
elde edilirse buna “Celiski ispat yontemi” denir. Onermeler konusunda
p © q=q © p' biciminde ifade edilecek.

Ornek Teorem: Bir iilke varsa kanunlar1 da vardur. (p: Ulke, q: Kanun-
lar)

ispat: Kabul edelim ki kanunlarin olmadig bir topluluk olsun. Bu tak-
dirde bu insanlar arasinda diizensizlik, egitimsizlik, kurum ve kurulussuzluk,
anarsi ve teror gibi problemler olusturur. Oyleyse kanunsuz biryerde iilke
yoktur. //

Dogrudan ispat yontemi, olmayana ergi yontemi ve geliski ispat yonte-
mi ile ispat yapma tiimdengelim ispat yontemlerindendir. Tlimden gelim ge-
nelden ozele gecmedir. Simdi 6zelden genele gecme metodu olan tiimevarim
yontemini verecegiz. Timevarim ve tiimdengelim kavramlar Felsefe dersle-
rinde irdelenmektedir. Biz matematik olarak ihtiyacimiz dairesinde bahsedile-
cektir.
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4. Tiimevarimla ispat Yontemi: Tiimevarimla ispat metoduna gegme-
den once su agiklamay1 bakmak gerekir.

D bir kiime ve D € N olsun.
(i)1€D
(ikeD ise(k+ 1) €D
sartlarini gerceklerse D = N dir. Gergekten,

Kabul edelim ki (ii) gerceklesmesin, bu takdirde D # N dir. Bu durumda
en az bir (m+ 1) € D dir. Bu takdirde m & D dir mé&D isem—1¢&D dir.
Benzer sekilde m-2,m-3, ..., 3,2,1 sayilar1 da D’ye ait olmazlar. Halbuki (i)
de 1 € D oldugunu biliyoruz. Bu ise ¢eliskidir. O halde kabuliimiiz yanhstir,
D = N olmaldir.

Elde edilen bu 6nermenin sonucu olarak timevarim ispat metodu dedi-
gimiz su sekilde ifade edilir:

Tanim: P(n) dogal sayilarla ilgili bir 6nerme ve D de bu 6énermenin
dogruluk degerleri kiimesi;
D ={n:n € NveP(n) dogru}
olsun. Eger
(i)1€D
(ikeD ise(k+1) €D
ise D = N dir. Yani P(n) 6nermesi her n € N i¢in dogrudur. Bu dogrulugu is-
patlamaya tlimevarimla ispat yontemi denir.

n.(n+1)

Ornek Teorem: 1'den n’ye kadar olan sayilarin toplami
lindedir.

sek-

1+2+3+m+n=&$;9
ispat: P(1) icin n = 1 olacagindan 1 = 1'(12+1) olup dogrudur.

P(k) icin dogru olsun, yani 1 +2 +3 + -+ k =
icin dogruluguna bakacagiz.

w olsun. P(k+ 1)
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14243+ +k+ &+ D =28 L qep

_ k(k+1)+2(k+1)

2
_ (k+1D)(k+2)
=
oldugundan P(k + 1) icin de dogrudur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

Toplama Islemi

1.
B6a

+ 2b
92

24

Iki basamakl dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki toplama islemine gore,

a + b nin degeri nedir?

Coziim: 60 + 20 = 80 oldugundan 92 olmasi i¢in a + b = 12 olmalidir.

KL
+ MN
sSn

Iki basamakl dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki toplama isleminde

L + N < 10 dir. Buna gore K+ M en ¢ok kactir?

Coziim: L+ N < 10 oldugundan elde sayisi olmaz. Su halde K+ M en

cok 13 olur.
3.
4a2
1b3
+ 1c5
820

Uc¢ basamakl dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki toplama islemine gore

a + b + cnin degeri nedir?
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Cozuim: 2+ 3 + 5 = 10 oldugundan elde 1 olur. 4 + 1+ 1 in degeri 8
olmasi i¢in elde 2 olmalidir. Buna gérea+b+c+1=22yania+b+c =21
dir.

4. Iki pozitif dogal say1 arasinda yapilan bir toplama isleminde, toplam
toplanan sayilardan kiiciik olanin 3 katina esittir. Buna gore, toplam toplanan
saylilardan biiytik olanin kag katina esittir?

Coziim: a + b = c ve a sayis1 b sayisindan biiyiik olsun. Toplam c topla-
nan sayilardan kiiciik olani b’nin 3 katina esittir oldugundan ¢ = 3b dir. Buna

gore
a+b=23b
a=2b
. C o 2 3
dir.b = 3 oldugundan a = 3¢ olup c = 5a olur.
5.
abe
+ de
42

Biri t¢, diger iki basamakli dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki isleme
gore b + d nin kag farkh degeri vardir?

Cozum:

c+e=2iseb+d=4veyab +d = 14 olabilir

c+e=12iseb+d =3 veyab + d = 13 olabilir
Su halde b + d 4 farkli deger alabilir.

6. b + d > 10 olmak tizere, asagida iki basamakli dogal sayilar arasinda
yapilan iki tane toplama islemi verilmistir.

ab ba
+ ¢d + dc
83 X

Buna gore x’in degeri nedir?

Coziim: b+d>10 oldugundan b+d=13 olur. Buna gore
a+c+1=8yania+ c=7dir. Suhalde x = 137 elde edilir.
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7. Rakamlari birbirinden farkli ti¢ basamakl iki sayinin toplami en az
kactir?

Coziim: 104 + 235 = 339

8. Yagmur iki sayiy1 topluyor. Daha sonra sayilardan birini 5 artiriyor,
digerini 1 azaltiyor. Sonugcta ilk sayinin 2 kat1 say1 elde ediyor. Yagmur ilk du-
rumda hangi sonucu elde etmistir?

Coziim: Bu say1 a ve b olsun.
2(@+b)=a+5+b-1
2a+2b=a+b+4

a+b=4
9.
ab
ba
aa
+ bb
286

Yukaridaki verilen ikiser basamakli dort sayinin toplami 286 olduguna goére ab
sayisinin en kiiciik degeri nedir?

Coziim: Toplamanin birler basamagindaki degeri 6 oldugundan
2a + 2b = 26 olmasiyla mimkiin olur. Buna gére a + b = 13 olacagindan ab
iki basamakli say1 49 olur.

Cikarma islemi

10. Asagida iki basamakli dogal sayilar arasinda yapilan bir ¢ikarma
islemi verilmistir.
5a
- 2b
22
ise a — b’nin degeri nedir?

Cozim:a < bve (10 +a) —b = 2 olmasiigcina — b = —8 olmalidir.
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11.
a3

- b25
cde
U¢ basamakli dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki ¢ikarma isleminde
a — b — cnin degeri nedir?

Cozim: 13 —5=8=¢e

9-2=7=d
a—1—-b=c
a—b—-c=1

12. ab4, cde ve fgh licer basamakli dogal sayilar olmak iizere
ab4

- cde
fgh
isleminde h > 4 olduguna gore e'nin alabilecegi degerler toplami nedir?

Coziim: h > 4 olduguna gore 14 —e=h olup 5+6+7+8+9 = 38
olur.

13.
abc

- 2ab

123
U¢ basamakli dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki ¢ikarma isleminde
c'nin degeri nedir?

Cozim: ¢ > b > a olacagindan

c—b=3
b—a=2
a—2=1

taraf tarafa toplanirsa c — 2 = 6 olup ¢ = 8 duir.

14.
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42a
- b3c

de
U¢ basamakli dogal sayilar arasinda yapilan yukaridaki ¢ikarma isleminde so-
nug iki basamakl bir dogal say1 olduguna gore b'nin degeri nedir?

Cozim: 12 — 3 = d olmak zorundadir. Su halde ytzler basamag: 1 ek-

silmistir.
3—b=0
b=3
15.
a b c d
- b - C - d - e
" © T d ) T a

Bu islemlere gére c + d + 2e nin degeri nedir?

Cozim:a—b=c

b—c=d
c—d=e
d—e=a

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
a—e=a+c+d+e
ctd+2e=0

olur.

16. A'dan B ¢ikarildiginda C elde edilmektedir. B'den C ¢ikarildiginda
asagidakilerden hangisi elde edilir.

17. abc, def, dgh ti¢ basamakli birer dogal say1 ve b < e olmak iizere;
abc

— def
dgh
cikarma islemine gore a’nin birbirinden farkli alacagi degerler nelerdir?
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Cozliim: b < e oldugundan a —d = d ve a = 2d olmasi icin d € {1, 2, 3, 4}
olur. Buna gore a € {3,5, 7,9} olmalidir.

Carpma
18.
l. islem II. islem
94 92
% 93 % 84

Yukarida verilen iki islemden I ile Il arasindaki fark nedir?

Cozum:
94:93-92-84=94-(92+1)—92-84
=94-92+94—-92-84
=(94—-84)-92+94
=10-92+94
= 1014

19. abc li¢ basamakli bir dogal say1 olmak tlizere, asagida bir carpma
islemi verilmistir.

abc
X 33
0o
+ 8-8

islemde her nokta bir rakam olduguna gore, isleminin sonucu nedir?

Cozim: c - 3 = 12 olmasiyla miimkiindir. Su halde ¢ = 4 diir.
b-3 + 1 = 22 olmasiyla miimkiindiir. Su halde b = 7 diir.
a3 + 2 = 8 olmasiyla mimktindir. Su halde b = 7 dir.

276-33 = 9108

20. x-y carpiminda her carpanina 1 eklenirse ¢arpim ne kadar

buytlr?

Cozim: x+ D)(y+ D) =xy+x+y+1l=xy+x+y+1)
yani x +y + 1 kadar buytir.
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21. xy iki basamakli, xy1 ti¢ basamakl birer dogal say1 olmak tizere,
asagida iki tane ¢carpma islemi verilmistir.

Xy xy1
x 24 x 24
936

Buna gore ikinci ¢carpma isleminin sonucu nedir?

Cozim: 936 sayisi 24’e bolindiginde xy = 39
xyl = 391 ¢ basamakli sayisi
391-24 =9 384
olur.

Bolme

22. 3 330 444 sayist 333 sayisina boluntiyor. Bu islem dogal sayilar
kiimesinde sonuglandirildiginda, béliimde kag tane sifir rakami olur?

Coziim: Bolme islemi yapilirken 333 sayisinda 333 sayis1 1 defadir. 0
indirildiginde 333’te olmadigindan 444 indirilmesi i¢in 3 defa 0 atilmalidir.

23. xve y birer rakam olmak tlizere;

X ‘_y‘
12~y
Yukaridaki bolme isleminde kalan 12 — y dir. Buna gore y’'nin en az degeri ne-
dir?

Cozim: Bolen kalandan daima biiyiik oldugundan
y>12—-y
2y > 12
y > 6
y en az 7 degerini almalidir.

24. abc li¢ basamakl, ab iki basamakli bir sayidir.

abc | ab
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Bu bolme islemi dogal sayilarda sonug¢landirildiginda, boliim ile kalanin toplami
en fazla kagtir?

Cozlim: abc sayis1 ab sayisina boliindiiglinde ab’de ab, 1 defadir. Buna
gore c indirildiginde c bir tek basamakli olup ab’de bulunmamaktadir. Buna
gore boliimde bir 0 atmaliyiz. Yani boltiim 10 olur. C en fazla 9 alinirsa kalan 9
dir. Su halde boltiim ile kalanin toplami 19 olur.

25. a3 ve 4a iki basamakli birer dogal say1 olmak tizere,

x'aS

4a
verilen bolme isleminde kalan 4a olduguna gore, a’nin alabilecegi degerler nedir?

Coziim: Bolen kalandan daima biiyiik olacagindan a3 > 4a olmalidir.
Burada a € {5, 6,7, 8,9} rakamlarindan biri olur.

26.x vey birer dogal say1 olmak iizere,
X1y
: 3

4
yukaridaki bolme isleminde kalan 4’tiir. Buna gore x'in degeri en az nedir?

Cozim: y > 4 olacagindan x'in en kiiciik degeri i¢in y en kiiciik secilme-
lidir.
y=5almrsax=5-3+4 = 19 olur.

27.xvey birer dogal say1 olmak iizere,

X |20
- y
V2
yukaridaki bélme isleminde béliim y kalan y? dir. Buna gére x'in alabilecegi de-

gerler nelerdir?

Cézim: 20 > y? olacagindany € {1, 2, 3,4} bulunur.
x = 20y + y? de x'in alacag degerler x € {21, 44, 69, 96} olur.

28. %,y ve z birer dogal say1 olmak iizere,
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X |4 y |6
o ‘T _d l?
3 5
yukaridaki dogal sayilarda verilen iki tane bolme islemi verilmistir. Buna gore x’'in
24 ile bolimiinden kalan kagtir?

Cozim:x =4y +3vey=6z+5
x=4(6z+5)+3
oldugundan x’in 24’e boliimiinden kalan 23 diir.

29. a69 ii¢ basamakl a4 iki basamakli bir dogal sayidir.

a69 | a4
_ X

Bolme isleminde boliim x olduguna gore olduguna gore, x’'in alabilecegi deger-
ler nelerdir?

Cozim:a = 1 alimirsax = 12
a=2 almirsax=11
a>3 alimirsax =10

30.x# 0, x ve y birer say1

x }Vi
0,25x

Yukaridaki kalansiz bolme isleminde boliim, béliinenin 0,25 katina esittir. Bu-
na gore y'in degeri nedir?

Cozim: x =y-0,25x

1
1_Zy
y=4

31.
x’—2x|y
X
1

Yukaridaki bolme islemine gore, y + 2 in tiriinden ifadesi asagidakilerden
hangisidir?



No
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Cozim:x? —2x =yx + 1

x2—2x—1=yx

_ x2-2x—1
_ —Xz
=Xzl
2 ;.(
X —
y+2= -
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