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4. BOLUM
ASAL SAYILAR

ASAL SAYILAR

4.1. Tanim: 1 ve kendinden baska tam boéleni olmayan 1’den biiyiik
dogal sayilara asal say1 denir. Buna gore asal olmayan sayilar, bilesik sayidir.
Bilesik sayi ile ilgili bilgi “Boliinebilme” konusunda anlatilmistir. (Asal say1 ile
aralarinda asal kavramlar: karistirilmamasi gerekir.)

Ornek: {2,3,5,7,11,13,19, 23,29,31,37,41,43, ...} asal sayilar kiime-
sidir.

4.1. Not:

1. 2 en Kkiiciik asal sayidir.

2. 2 tek ¢ift asal sayidir. Ciinkii diger ¢ift sayilar 2 ile boliindiiglinden
asal say1 olmazlar.

3. Negatif tamsayilar asal say1 degildir. Mesela -2 asal say1 degildir.

Ornek: x bir asal sayy, y bir tamsay1 olmak iizere,
xy—3x=11
denkleminde y’nin degeri nedir?

Cozim: x - (y — 3) = 11 oldugundan x = 11 olmak zorundadir. Ciinkii x
asal sayidir.
y—3=1isey=4

Ornek: a, b ve c asal pozitif tamsayilar olmak iizere,
ab = 21,ac = 15,cd = 40
isea+b+c+d toplami kagtir?

Coziim: ab =21 =3-7veac=15=3-5oldugundana=3,b=7,c=
5 dir. c'yi yerine yazarsak cd = 40 ise d = 8 bulunur.
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Pierre de Fermat
17 Agustos 1601, Beaumont, Fransa - 12 Ocak 1665, Castres, Fransa

4.2. Not: Asal bir sayinin bulunmasi icin ¢esitli yontemler ve metotlar
gelistirilmistir. Bunlardan bir tanesi Fermat'nin uyguladig iki kare farki yon-
temidir.

Eger n pozitif dogal sayis1 n = x? — y? biciminde yaziliyorsa, o za-
man,
n = x-y)x+y)
esitligi saglanacagindan, n sayisi asal say1 olmaz. Burada vn < x dir. Bu
yiizden x sayisini bulurken, vn den yararlanilmalidir.

Ornek: n = 91 in asal veya birlesik say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: x > V91 olmasi gerektiginden, x = 10’dan baslamaliy1z.
x = 10 alinirsa, x2~n = 10%2-91 = 9 = 32 dir ve y = 3 olabilir. Demek ki,
91 = n = 10%-3% = (10-3)(10 + 3) = 7 - 13
esitligi gecerlidir. Su halde 91 bilesik sayidir.

4.1. Teorem: A bir pozitif tamsay1 ve k < VA < k + 1 olacak sekilde bir
k dogal sayis1 olsun. k dogal sayisindan dnceki asal sayilar A sayisini bolmii-
yorsa, A bir asal sayidir.

ispat: Bu teoremin ispat1 icin 2 durum séz konusudur. Birincisi k’dan
kiiglik asal sayilarin A'y1 boliip bélmedigi, ikincisi k’dan biiytlik asal sayilarin

A’'y1 boliip bolmedigidir.

1) kK’dan kiiciik asal sayilar A sayisi bolerlerse A sayisi zaten asal olmaz.
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2) K’'dan biyiik asal sayilar A sayisini bélemez. Ger¢ekten; kabul edelim

ki k’dan biiylik m asal sayin1 A'nin béleni olmasin. Su halde k < A <k + 1 ol-
dugundan A < m? olup A sayisinin béleni olmaz. Oyleyse A sayisini bolen hig-
bir say1 yoktur. Buna gore A asal sayidir.

dir.

Ornek: 127 sayis1 asal olup olmadigin gésteriniz.
Cozim: 12 < V127 <13

12 den 6nceki asal sayilar {2,3,5,7,11}
127 sayis1 bu asal sayilardan hig¢birine bélinmediginden 127 asal sayi-

Ornek: 5 021 sayisinin asal olup olmadigini arastiriniz.

Coziim: 70 < V5021 < 71 dir. p < 70 sartini saglayan asal sayilar 2, 3,

5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 67 dir ve 5021 bu sayi1-
larin hicgbiri ile kalansiz olarak 5 021 sayisini bolmez. O halde 5 021 sayisi
asaldir.

4.2. Teorem: Eger 22- 1 asal say1 ise a sayis1 da asaldir. Ama bunun

tersi dogru degildir.

Ispat: Kabul edelim ki a asal bir say1 olmasin. a sayisi asal olmadi-

gindan a = bn olacak sekilde b,n € N vardir. Carpanlara ayirma konu-
sunda gortlecek ki (bk. Carpanlara ayirma); hern € N igin

"=y =E-—PE"T 1"y 4 xy" 2 4y

olacaktir. Burada x = 22 vey = 1 alinirsa,

2= =" -1
=2 -D(E@H"+ 2P+ 420+ 1)

olacak sekilde iki sayinin ¢arpimi biciminde yazilabilir. Buna gore 22-1
asal say1 olmaz. Buna gore kabuliimiiz yanlistir.

Simdi de tersinin dogru olmadigini gosterelim. a = 11 asal sayisi-

n1 alalim.

211-1=2047 =23-89

olur ki, bu say1 23 ile 89 sayisinin ¢carpimina esittir.



www.matematikl.com 4

Ornek: 2°- 1 = 31 sayisi asal say1 oldugundan 5 sayisida asaldur.

ERATOSTHENES (ERATOSTEN) KALBURU

Matematikgi Eratosthenes (Eratosten) asal sayilar1 bulmak igin bir yon-
tem gelistirmistir. Bu yontem asal sayilar bir sinir olmadan bulabilmeyi sag-
lar.

Eratosthenes (Eratosten)
(M.0. 276, Kirene, Libya- M.0. 194, iskenderiye, Misr).

Eratosthenes (Eratosten) kalburu belirli bir tamsayiya kadar yer alan
asal sayilarin bulunmasi i¢in kullanilan bir yontemdir. Asagida birden yiize
kadar olan asal sayilarin Eratosten kalburu ile nasil bulunacagi anlatilmistir.

Birden yiize kadar sayilarin yer aldig yiizliik tablosu ¢izin

1. Adim 1’in lizerine ¢arpi atin.

2. Adim: 2’yi yuvarlak i¢ine alin, 2’'nin katlarinin (4, 6,8,10,12,--- ) lize-
rine ¢arp1 atin.

3. Adim: 3’ti yuvarlak icine alin, 3’iin katlarinin (6,9, 12,15, --- ) lizerine
carpi atin.

4. Adim: 5’i yuvarlak i¢ine alin, 5’in katlarinin (10, 15, 20, 25, --- ) tizeri-
ne ¢arpi atin.

5. Adim 7’yi yuvarlak i¢ine alin, 7’nin katlarinin (7, 14, 21, 28, --- ) lze-
rine ¢arpi atin.

Bu islemler bittigi zaman carpi atilmamis sayilar1 yuvarlak icine alin.
Yuvarlak i¢ine aldiginiz sayilar asal sayilardir.


http://i2.wp.com/ortaokulmatematik.net/wp-content/uploads/Eratosthenes.png
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Yuvarlak icinde kalan sayilar: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53,59,61,67,71,73, 79,83, 89, 97 olur.

ASAL SAYI TEOREMLERI
4.3. Teorem: Eger p bir asal say1 ve p |ab ise p la veya p b dir.

Ispat: p t a olsun. p’nin pozitif bélenleri sadece 1 ve kendisidir. p t a ol-
dugundan p|b olmak zorundadur.

Ornek: 5 bir asal say1 ve 5/30 =3 -10ise 5 + 3 ve 5|10 dir.

Ornek: p bir asal say1 ve a,b,c € Z olsun. pla% + b? ve p|b% + c2 ise
pl (a+c)veya pl (a — ¢) oldugunu gosteriniz.

Coziim: pla? + b? ve p|b? + 2
a? +b? =pl;veb? +c? =pl,, (£1,4, €ET)
(a® + b?) — (b% + ¢?) = pf, — p?,
a’ —c? =p(f; — ¥3)
p |aZ — 2
pl@a—c)(a+o)
4.3. teorem geregi p| (a + c) veya p| (a — c) oldugunu gosterir.

4.1. Sonug: Eger p bir asal say1 ve pla;a,-a, ise birk € {1,2,---,n}
icin p|ay dir.
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Ornek: 5/105 =357 olup 5/5 dur.

4.4. Teorem: Eger p,q4,q5, ", q, hepsi asal sayilar ve p | 19z *** qy ise
1 <k < nolanbirkigin p = qy dir.

ispat: p | d192 *** 9 oldugundan 4.1. Sonuca gore, 1 < k < n olmak iize-
re bir k i¢in p|qy dir. qk sayis1 asal oldugundan 1’den ve kendisinden baska
boleni yoktur. Buna gére p = qi olmak zorundadir.

4.5. Teorem: Her n > 1 tam sayisinin p gibi bir asal boleni vardir.

ispat: n asal ise n > 1 alinir. Eger n asal degilse, 1 < d < n olan d gibi en
az bir boleni vardir. Bu sekildeki biitiin d sayilar1 arasindan en kii¢iigtinti p ile
gosterelim. Bu durumda p asal olmak zorundadir. Aksi halde p'nin, 1 < q <p

olan q gibi bir boleni vardir. q|p, p|n den q|n elde edilir, bu ise p'nin, n’nin,
1 < d < n seklide olan en kii¢iik béleni olmasi ile celisir.

4.6. Teorem: Asal sayilar sonsuz tanedir.
ispat:

1. Oklid’in Ispati (M.0. 430-360): p;, P2, ***, Pn gibi sonlu sayida asal sa-
yinin var oldugunu kabul edelim.
m = p;py = pp+1
olsun. Her n > 1 tamsayisinin p gibi bir asal boleni olduguna gére m > 1 i¢in p
gibi bir asal boleni vardir. Fakat biitlin asal sayilar p4, p,, -, pn den ibaret ol-
dugundan p bu asal sayilardan biri olur. O halde p|p;p, - p, dir. Ote yandan
p |m oldugundan p |lm — pP1P2 " Pn yani p| 1 bulunur.

Buise p > 1 olmasi ile gelisir. O halde sonsuz sayida asal say1 vardir.
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Dr. Thomas Joannes Stieltjes
29 Aralik 1856, Zwolle, Hollanda-31 Aralik 1894, Toulouse, Fransa

2. Stieltjes’in ispati: Bir an icin kabul edelim ki asal sayilarin sayis1 son-
lu olsun. Bu taktirde bir en biiyiik p asal sayis1 vardir, p’ye esit veya p’den kii-
cuk asal sayilarin ¢arpimi n ile gosterilirse,

n+1=(2357...p)+1>P
yazilabilir. En buiytiik asal say1 p oldugundan n + 1 asal olmamasi gerek. Sayet
n + 1 birlesik bir say1 ise n + 1 in bir asal carpani vardir, n + 1 in p’den daha
biiytik bir asal ¢arpaninin olmasi gerekir. Ciinkii yukaridaki esitlikten dolay:
p’ye esit veya p’den kiiciik asallarla n + 1 in boliimiinde kalan 1'dir. Fakat en
biiytik asal p idi. O halde en biyiik bir asal say1 yoktur, yani asal sayilarin kii-
mesi sonsuzdur. //

Bu teoremin 3. Bir ispati Soyut Cebir dersi “Islem ve Sayilar Teorisi”
konusunda yapilacaktir.

OZEL TANIMLI ASAL SAYILAR

1. ikiz Asal Sayilar

4.2. Tanim: Aralarindaki fark 2 olan asal sayilara ikiz asal sayilar denir.

Ornek: 3ile 5,17 ile 19, 29 ile 31, 57 ile 59 sayilar ikiz asal sayilardir.

Ornek: Cevresi 72 cm olan bir dikdértgenin uzun kenari ile kisa kenari
uzunluklar ikiz asal say1 tiiriindendir. Buna gore bu dikdortgenin alanini bu-
lunuz.
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Coztum: Dikdortgenin iki kenarlarinin uzunluklari a ve b olsun.

Cevre = 2a+2b =72

a+b=36
Ayrica a ve b ikiz asal say1 olduklarindan a — b = 2 dir. Bu iki denklem ¢6zii-
lirse,

a=19veb =17

Alan = 19-17 = 323 cm?
bulunur.

2. Simetrik Asal Sayilar

4.3. Tanim: Iki basamakh bir AB sayis1 asal oldugunda BA sayis1 da
asalsa AB’ye simetrik asal denir.

Ornek: 17 ve 71 asal olduguna gore, 17 ve 71 simetrik asaldir.
79 ve 97 asal olduguna gore, 79 ve 97 simetrik asaldir.
37 ve 73 asal olduguna gore, 37 ve 73 simetrik asaldir.

3. Fermat Asal Sayilar

4.4. Tanimm: n dogal say1 olmak iizere, 22" 4+ 1 bigiminde yazilabilen
asal sayilara Fermat asal sayilar denir.

Ornek: n = 3 alimirsa 22° + 1 = 28 + 1 = 257 dir. 257 asal say1 oldu-
gundan 257 Fermat asal sayisidir.

Burada hemen belirtmek gerekir ki, her Fermat asal sayilar asal say1

degildir. Mesela n = 5 alimirsa 22° + 1 = 232 + 1 = 4 294 967 297 sayis1 641
ile bolinebilmektedir.

4.3. Not: Burada su bilgiyi de vermek gerek, Fermat'in bu sayilari ta-
nimlarken, Asal sayilar1 tespit etmek icin vermistir. Fermat, Mersenne’e yazdi-
g1 mektupta, bu sayilarin her n icin asal olduklarini iddia etmis, fakat bu iddia-
nin dogru olmadigini, 1732 yilinda Euler’in n = 5 i¢in gostermesiyle, Fermat'in
iddias1 ¢irutilmiustir.
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4. Chen Asal Sayilar

4.5. Tanim: p bir asal say1 olmak lizere, p + 2 sayisi1 asal oluyorsa veya
p + 2 sayisi iki asal sayiin ¢arpimi bigciminde yazilabiliyorsa p’ye bir Chen
asali denir.

Ornek: 37 sayisi icin 3+ 13 = 39 olup 3 ve 13 asal sayidir. Buna gore
37 Chen asalidir.

Ornek: 57 sayisi icin 59 asal sayidir. Bu yiizden 57 Chen asalidur.

5. Kuvvetli Asal Sayilar

4.6. Tanim: n pozitif tamsay1 olmak tizere, n’yi bolen her bir p asal sa-
yis1 icin p2 de n’yi béliiyorsa n’ye kuvvetli say1 denir. (p = aKise k > 2)

Ornek: 32 = 25 ise 2 ve 22 sayilan 32’yi béldiigiinden 32 kuvvetli sa-
yidir.

72 = 3223 ise 6 ve 62, 72 yi boldiigiinden 72 kuvvetli sayidir.

108 = 3322 ise 6 ve 62, 108 i boldiigiinden 108 kuvvetli sayidir.

99 = 3211%ise 11' 1 < 2 olup kuvvetli say1 degildir.

6. Kuzen Asal Sayilar

4.7. Tanim: p ve q asal sayilarinin arasindaki fark 4 ise (p; q) ikilisine
bir “kuzen asal cifti” denir.

Ornek: 7 ve 11 asal iki say1 oldugundan 7 ile 11 kuzen asal ¢iftidir.
19 ve 23 asal iki say1 oldugundan 19 ile 23 kuzen asal ciftidir. //

Askeri bilgiler, internet sayfalar1 gibi énemli sifrelemeler gerektiren
verilerin korunmasi gibi giivenlik alaninda daha ¢ok kullanilan asal sayilarin
2% +1,2" — 1,n?% + 1 seklindeki asal sayilarin sonsuz sayida olup olmadiklar:
heniiz ispatlanmis degildir. Asal sayilarin dagilimi ile ilgili, yani hangi siklikta
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goruldiikleri hakkinda, herhangi bir kural yoktur. Asagidaki teorem, verilen
her pozitif n tam sayisina karsilik daima n tane ardisik bilesik sayidan olusan
bir dizi bulunacagini gosterir. Bu da bize asal sayilar arasinda keyfi uzunlukta
bosluklarin oldugunu gosterir.

4.7. Teorem: Verilen her n > 1 sayisina karsilik, birbirini izleyen ve
q — p = nolan p ve q gibi iki asal say1 vardir.

Ispat: 2 <k < nise k| (n!'+ k) dir. O halde n! +2,n! + 3,n! + 3, -+, n! +
n sayilart n — 1 tane ardisik bilesik sayilardir. p, n! + 1 den kiiciik veya esit
olan en biuyiik asal say, q ise n! + (n + 1) den biiyilik veya esit olan en kiigiik
asal say1 olsun. Bu durumda p ve q birbirini izleyen ve q — p = n olan iki asal
sayidir.

ASAL CARPANLARA AYIRMA ve POZITIF-NEGATIF BOLENLER

4.8. Tanim: A bir tamsay1 a, a,, as, ... birer asal sayilar; A sayisinin bo-
lenleri m;, m,, ms, ... tamsayilar olmak iizere,
A=al".a)?.ay"
1A %.ag ..
yazilisina asal c¢arpanlarin ¢arpimi biciminde yazilis1 denir. Eger a; < a; <
az < --- seklinde siralama varsa, asal ¢arpanlara ayrilmanin kanonik sekli adi
verilir.

Ornek: 36 sayisini asal carpanlara ayiriniz.

Coziim: 36 = 22,32

Ornek: 420 sayisini asal carpanlara ayiriniz.

Coziim: 420 = 22.3.5.7

Ornek: 36 sayisinin pozitif bélenlerini bulunuz.

Cozum: {1,2,3,4,6,9,12,18,36}
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4.8. Teorem: A bir pozitif tamsayr a;,a,as .. asal sayilar;
m,, m,, mz, ... dogal sayilar olmak iizere,
A=aj%a%ay’
1.3 %.ag ..
asal carpanlarin ¢arpimi biciminde yazilsin. Buna gore A sayinin pozitif bélen-
leri sayisi
kadardir.

Ispat: A pozitif tamsayisinin bolenlerinden biri alllnl oldugundan bu sa-
yinin katlari;
{1,a,,a%,a3,...,a]""}
seklinde olup bu sayilarin hepsi A sayisini boler. Benzer sekilde a?z,agn3,
sayilarinin katlari;
{1,a,,a3,a3, ...,a5 2}
{1,a3,a%,a}, ...,a5 %}

kiimeleri de elde edilir. Bu kiimelerin eleman sayilar1
(m; +1),(m, +1),(m35 + 1), ...
kadarlar. Bir sayinin bélenleri asal bolenlerinin ve katlarinin birbirleriyle ¢ar-
pimlar: kadar olacagindan A sayisinin biitiin pozitif bélenleri sayisi
T=(m;+1)(m, +1)(mz + 1) ..
seklindedir.

Ornek: 36 sayisinin pozitif bélenleri sayisin1 bulunuz.

Coziim: 36 = 22 - 32 oldugundan t = (2 + 1)(2 + 1) = 9 tanedir.

Ornek: neN, A = 506" sayisimin pozitif tamsay1 olan bélenlerinin
sayisi 120 ise n kagtir?

Coziim: A =50-6" = 2-5%2-(2-3)" =2*1.32.52 djr. Buna gére A
sayisinin pozitif bolenlerin sayisi
T=Mm+1+1)(n+1)2+1)=Mm+2)(n+1)4 =120
n==4
tar.

4.2. Sonug: Her tamsay1 ya asal sayidir ya da asal sayilarin ¢arpimidir.
Bu ¢arpim tek tirlidiir.
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4.3. Sonug: A bir tamsay1 a,, a,, as, ... asal sayilar; m;, m,, ms, ... dogal
sayilar olmak tlizere,
A=altay)2a5°%..,
asal ¢carpanlarin ¢arpimi biciminde yazilsin. Buna gore A sayinin tiim boélenleri
sayisl (pozitif ve negatif)
2t =2(my +1)(m, + 1)(m3 + 1) ...
kadardir.

Ornek: 36 sayisinin tiim bélenleri sayisini bulunuz.

Céziim: 36 = 22 - 3% oldugundan 2t = 2(2 + 1)(2 + 1) = 18 tanedir.

4.1. Lemma: r,n € N olmak iizere;
24 g1 M1
I+r+ro+ - +1'" =——
dir.

Ispat: Bu teoremin ispatini tiimevarim yontemiyle yapalim.

| =

r_
P(1) i¢in 1= 1 olup dogrudur.

=

P(K) igin 1+ 1 +r2 + -+ = = dogru olsun. P(k + 1) igin dog-

ru olup olduguna bakalim.
k_1 K rk—14rk+1_rk rk+1_1

2 4 .. k-1 k _T
IT+r+rit-t+r " +rt=——g+r —1 "

olup dogrudur.

4.9. Teorem: A bir tamsay1 ay, a,, as, ... asal sayilar; m;, m,, ms, ... dogal

sayilar olmak iizere,
_ .Im m ms3
A=a ta,%a;" ..

asal carpanlarin ¢carpimi bigiminde yazilsin. Buna gore A sayinin pozitif bolen-
leri toplami
my_ 1 JM2_q ™
g —1oayt-l agtol
31—1 32—1 33—1

a

0o =

dir.
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Ispat: A pozitif tamsayisinin bélenlerinden biri a* oldugundan bu say1-
nin katlarinin toplami 4.1. Lemmadan dolay1

1+a,+a2+as+--+ ml—&

a; +a7 +aj a, ' = my—1
seklindedir. Benzer sekilde alznz, ar3n3, .-+ say1larinin katlarinin toplami
mp+1

2 34 ... m, _ a2 —1
l+a,+as3+a;+--+a,° = my—1

2 34 ... mgz __ a;n3+1_1
l+az+as+az+--+a;° = my—1

dir. Her bir ¢arpanin toplami bu sekilde bulunur. Su halde A sayinin pozitif
boélenleri toplami

mo+1 mq+1
1 a,2 -1 a3 -
G:

1. 2 .3
31—1 32—1 33—1

1

kadardir.

Ornek: 300 sayisin1 bélen pozitif tamsayilarin toplami nedir?
Cézim: 300 = 22,3152

22+1_1 31+1_1 52+1_1

0=—5—7 ""3-7 5-1 - 868

4.4. Sonug: A bir tamsay1 a;,a,, as, ... asal sayilar; m;, m,, ms, ... dogal
sayilar olmak tizere,
m m m
A=a ta,%a;’..
asal ¢arpanlarin ¢arpimi bigiminde yazilsin. Buna gére A sayinin tiim bélenle-
rin (pozitif ve negatif) toplami 0’dur.

4.5. Sonug: A bir tamsay1 aj,a,, as, ... asal sayilar; m;, m,, ms, ... dogal
sayilar olmak tizere,
A=at.a)% a5’
asal carpanlara gore asal tam boélenlerin toplami,
Yy=a;+a,+az+--
kadardir.

Ornek: 60 sayisinin asal bélenleri toplami nedir?
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Céziim: 60 = 22 -3+ 5 dir. Su halde 60’1 bolen asal sayilar 2, 3 ve 5 ol-
dugundan,

y=2+3+5=10
dir.

ASAL CARPANLARA AYRILABILEN OZEL TANIMLI SAYILAR

1. Miikemmel Sayilar

4.9. Tanim: A bir pozitif tamsay1 o bu sayinin pozitif bélenlerin toplami
olsun. Eger o = 2A ise bu A sayisina yetkin (miikemmel) say1 denir.

Ornek: 28 sayis1 bir yetkin (miikemmel) say1 midir?
Cozim: 28 = 22 - 71

22+1_1 71+1_1

o= =56
2—1 7—1

bulunur. 56 sayis1 28 sayisinin 2 kati oldugundan 28 sayis1 yetkin bir sayidir.

Ornek: 10 000 den Kkiiciik olan biitiin yetkin sayilar, 6, 28, 496, 8128
dir.

2. Zengin Sayilar

4.10. Tanim: A bir pozitif tamsay1 ¢ bu sayinin pozitif bolenlerin top-
lami olsun. Eger 6 > 2A ise bu A sayisina zengin sayilar denir.

Ornek: 20 sayis1 bir zengin sayidir. Ciinkii 2A = 40 ve 20 = 22+ 5 dir.

22+1_1 51+1_1

o= =42

2-1 5-1

42 > 40 oldugundan zengin sayidir.
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Ornek: 10 sayis1 bir zengin say1 midir?

Coziim: 2A = 20ve10=2-5
21+1_1 gl+l_g

o= =18
2—1 5-1

18 < 20 oldugundan zengin say1 degildir.
Arkadas Sayilar

4.11. Tanim: Bir dogal sayinin kendileri hari¢ o sayiy1 tam boélen sayi-
larin toplami baska bir sayiyi, o baska sayinin da tam bélen sayilarin toplami
ilk 6nceki sayiy1 veriyorsa bunlara arkadas (kardes) sayilar denir.

Ornek: 220 ile 284 arkadas sayilardir.

220'yi bolen sayilarin kimesi: {1,2,4,5,10,11,20,22,55,110} dir. Bu
sayilarin toplamlart:

1+2+ 4+ 5+ 10+ 11+ 20+ 22+ 55+ 110 = 284
dir. Bu 284 sayisini tam bolen sayilarin kiimesi: {1, 2,4, 71, 142} dir. Bu sayila-
rin toplami

1+2+ 4+ 71+ 142 =220
dir.

5. Smith Asal Sayilar

4.12. Tanim: 1'den biiytlik asal olmayan bir n tamsayinin rakamlarinin
toplami, n asal ¢arpanlara ayrilarak yazildiginda, bu yazilista bulunan tiim asal
sayilarin rakamlarinin toplamina esit oluyorsa bu tiir sayilara Smith sayisi de-
nir.

Ornek: 728 sayisi asal carpanlarina
728=2-2-2-7-1-3
biciminde ayriir. 7+2+8=2+4+2+4+2+4+7+ 143 oldugundan 728 bir
Smith sayisidir.
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Ornek: Asagidaki sayilar Smith sayidir.

4=2-2icin2+2=2+2
22=2-11icin2+2=2+1+1
27=3-3-3i¢in2+7=3+3+3

121 =11-11i¢in1+2+1=1+1+1+1

COZUMLU ALISTIRMALAR

Asal Sayilar

1. 5 ile boliinen kag tane asal say1 vardir?

Coztiim: 1 tanedir, o da sadece 5'dir. Clinku 5’in her kat1 bilesik sayidir.

x+30

kesrini asal say1 yapan, x tamsayilar1 nelerdir?

x+30 30
=1+ ? sayilari i¢in 30’u bélen sayilar {1, 2, 3, 5, 6, 10,

Cozum: "
15, 30} kiimesidir.

x=1licin1+ % = 31 asaldir

x=2i¢cin1+ % = 16 bilesiktir

x=3i¢cin 1+ % = 11 asaldir

x=5i¢cin 1 +% = 7 asaldir

x=6icin1 + % = 6 bilesendir

x=10i¢in 1 + 2—8 = 4 bilesendir
x=15i¢in 1 + % = 3 asaldir

x=30i¢in 1 + % = 2 asaldir

3. Asagidaki sayilardan hangisi asal sayidir?
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A)57 B)57+1 ()13 D)133+1 E)216+1

Cozum:

A) 5|57

B) 57 + 1, 5 tek say1 oldugundan 57 tek sayidir. 57 + 1 ¢ift say1 olur.

€)13]133

D) 133 + 1, 13 tek say1 oldugundan 137 tek sayidir. 137 + 1 ¢ift say1
olur.

E) 22" 4+ 1 Fetmat asal sayisidir. n < 5 Fermat asal sayilar1 asal oldugu
bilindiginden 21 + 1 asal sayidur.

4. 203 asal sayisinin asal oldugunu bulmak i¢in kullanilan asal sayilarin
kiimesinin en biiytik degeri nedir?

Coziim: 14 < /203 < 15 esitsizliginde 2, 3, 5, 7, 11 ve 13 asal sayilar
203'ti bélmediginden 203 asal sayidir. Bu sayiy1 bulmak i¢in kullanilan asal
sayilarin kiimesinin en biiytik degeri 13’diir.

5. Iki asal sayinin toplami tek basamakli say1 ise bu asal sayilardan en
biiytiigii nedir?

Cozim: Tek basamakl asal sayilar 2, 3, 5 ve 7 olduguna goére bu asal
sayilardan en biiytigi 7’dir.

6.y bir dogal say1 olmak lizere;
X = 30 +1
y

denkleminde, x’in ka¢ degeri asal sayidir?

Cozim: 30 sayisinin bolenleri {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} kiimesidir.
y = 1ise x = 31 asal sayidir.
y = 2 ise x = 16 bilesik sayidir.
y = 5ise x = 7 asal sayidur.
y = 6 ise x = 6 bilesik sayidir.
y = 10 ise x = 4 bilesik sayidir.
y = 15 ise x = 3 asal sayidir.
y = 30 ise x = 2 asal sayidir.
Buna gore x, 4 tane asal deger alir.
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7. Her biri 5’'ten biiyiik olan iki asal sayinin toplami, asagidakilerden
hangisine esit olamaz?

A)18 B)24 ()30 D)36 E)43

Cozum:

A) 18 = 13 + 5 olup 13 ve 5 asal sayidir.

B) 24 = 19 + 5 olup 18 ve 5 asal sayidur.

C) 30 = 13 + 17 olup 13 ve 17 asal sayidur.

D) 36 = 19 + 17 olup 19 ve 17 asal sayidir.

E) 2,3,5 7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37 ve 39 asal sayilardan ikisinin
toplami 43 sayisini vermez.

8. a ve b birer pozitif tam say1, a> — b? = 17 olduguna gore, a ve b'nin
degeri nedir?

Cozilim: 17 asal say1 oldugundan (a — b)(a+ b) = 1- 17 esitliginde
a+b=17vea—b=1
iki bilinmeyenli denklem olur. Bu denklem ¢6ziiliirse a = 9,b = 8 olur.

9. a bir tamsays, p bir asal say1 ve p = a? + 3 olduguna gore asagidaki-
lerden hangisi yanlistir.

A) acift sayidir

B) p’nin 2 ile béltiimiinden kalan 1’dir
C) a negatif bir sayi olabilir

D) a asal say1 olabilir

E) a sayis1 3 ile boliintr

Cozim: p = a® + 3 oldugundan p, 3’den biiyiik asal sayidir.

A) p asal say1 ise 3 eksigi cift bir sayidir. Su halde a bir ¢ift sayidir.
B) p tek say1 oldugundan kalan 1'dir.

C) a negatif bir say1 olabilir, ¢iinkii a? pozitif bir sayidir.

D) a = 2 alimirsa p = 22 + 3 = 7 oldugundan a asal say1 olabilir
E) Her a sayis1 3 ile boliinemez, a = 2 oldugu gibi.

10. 701 asal sayis1 bulunurken, asagidaki sayilardan hangisine bakil-
maz?
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A)13 B)17 (€19 D)23 E)29
Cozim: 26 <701 < 27 olup 26 sayisindan Kkiiciik asal sayilar incele-

nir. 29 asal sayis1 incelenmez.

11. a, b, c birer dogal say, a asal say1 olsun.
a?=(b+1)(c+2)
ise a, b ve c’'nin kiiciikten biiytige dogru siralamasi nasil olur?
Cozim: a? = (b+ 1)(c+2) olmasi i¢in b+ 1=c+2 =a olmasiyla
miimkiindiir. Buna gére ¢ < b < a olur.

Asal Carpanlara Ayirma

12. x sayis}, asagidaki gibi asal ¢arpanlarina ayrilmistir.

X|2
o |2
al|3
o |3
b|5
1

X
Buna gore b nin degeri nedir?
a

Cozlim:x=2-2-3-3-5=180
a=3-3-5=45

13. a ve b birer pozitif tamsay1 olmak tizere,
48 -a = b?
olduguna gore, a en az kagtir?

Coziim: 48 = 2* - 3 oldugundan
2%-3-a=0b?
a=3
olmasi ile miimkundiir.
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14. 24 sayis1 en kii¢lik bir pozitif tam sayi ile ¢arpildiginda bir tam kare
olduguna gore bu tam kare sayisi nedir?

A)3 B)5 C)6 D)8 E)9
Coéziim: Istenen say1 x olsun. 24 = 23 - 3 oldugundan
22:2-3=2%2-%?
X=06
olmasi ile miimkiindiir.

15. neN,A = 45- 2" sayisinin pozitif tamsay1 olan bdlenlerinin sayisi
54 ise n kagtir?

Coziim: A =5-32-20
t=(1+1D)Q2+Dn+1)
54 = 6(n + 1)

n=38

16. a < b olmak tzere, 200 sayisinin asal ¢arpanlara ayrilmis bigimi
a™b" dir. Buna gore, m + n nin degeri nedir?

Coziim: 200 = 2352
m+n=3+2=5

Pozitif ve Negatif Bolen Sayisi

17. Bes basamakl en kii¢iik dogal sayinin kag¢ tane tam say1 béleni var-
dir?

Cozim: Bes basamakli en kii¢lik dogal say1 10 000 dir.
10 000 = 25-5°
2t =25+1)(5+1) =72

18. neN, A = 12 - 8" sayisinin pozitif bolenlerin sayisi 24 olduguna go-
re n'nin degeri nedir?

Coziim: A = 12-8" = 3-22.230 = 3. 23n+2
t=(1+1)GBn+2+1)
24 =2(3n+3)
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n=3

19. meN, A = 2™ - 3M3 qayisinin pozitif bélenlerin toplami 819 oldu-

guna gore m’'nin degeri nedir?

dir?

Cozum:
_ 3

1 3

a;—1 a,—1

2m+1_1 3m—3+1_1

819 =—=—F—""373

1638 = (2™t - 1)(3™ 2 -1)
31-26 = (2™t —1)(3™ %2 -1)
2mtl 1 =31ve3™2-1=26
m=>5

1

20. n = 1261 alarak t(n) = t(n + 1) = t(n + 2) isleminin sonucu ne-

Cozim:n = 1261 =13-97iset(n) = (1+ 1)1 +1) =4
n+1=1262=2-631iset(n) = (1+1)(1+1) =4
n+2=1263=3-421iset(n) = (1+ D(1+1) =4
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