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5. BOLUM
OBEB ve OKEK

Bu boliimde; OBEB ve OKEK denklemlerinde alinan sayilarin en az biri
sifirdan farklidir. Bu konu boyunca biitiin kavramlarda en az birinin sifirdan
farkli oldugu tekrar edilmeyecektir.

ORTAK BOLEN ve OBEB

5.1. Tanmm: k sayis1 A sayisini boler ise k| A gosterimi ile gosterilmek
tizere; A,BeZ olmak uzere k| A ve k|B ise k’'ya A ve B’nin ortak béleni denir.
Ortak bolenlerin kiimesi OB(A; B) seklinde gosterilir.

Ornek: 72 ve 48 sayilarinin ortak bolenleri;
OB(72; 48) = {1,2,3,4,6,8,12,24}
kiimesidir.

Ornek: 27 ve 36 sayilarinin ortak bélenleri;
OB(54;36) = {1,2,3,6,9)
kiimesidir.

5.2. Tanim: A, B € Z olmak iizere OB(A; B) kiimesinin en biiytk ele-
manina ortak bolenlerin en biiyiigli denir. OBEB(A; B) seklinde gosterilir.

5.1. Teorem: A ve B birer tamsayillar a;,a, as, .. asal sayilar;
m,, m,, ms, ... Ve Ny, Ny, N3, ... dogal sayilar olmak tlizere;
A=ajt.a)%ay% veB =ajl.ayta; -
asal ¢arpanlarin ¢arpimi biciminde yazilsin.
min(mlf nl) = DPv min(mZ' nZ) = P2, min(mS' n3) = P3,
iseler OBEB(A; B) = af*.ah?.ab? -+ seklindedir.

ispat: Buradaki
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min(my,n;) = py, min(my, n;) = p,, min(mg, nz) = p3, -
oldugundan
b1 P2 . P3 b1 P2 P3
aj’.ay".az - <Aveaj'.ay.a; -+ <B

olur ki, bu bize A ve B sayilarina ait ortak bélenlerin en buyuginii verir.

Ornek: 72 ve 48 sayilarinin ortak bolenleri;

Cozim: 72 = 23-32ve48 =233
OBEB(72; 48) =23:3 =124

olur.
Ornek: 54 ve 36 sayilarinin ortak bélenleri;
Coziim: 54 = 21 - 33 ve 36 = 22 - 32
OBEB(54;36) = 21-32 =18
olur.

Ornek: Kenar uzunluklar1 120 m ve 50 m olan dikdértgen bicimindeki
bir bahgenin kenarlarina esit en genis uzunluklarda agaclar dikilecektir. Agac-
lar arasindaki uzunluklar ne olmalidir.

Cozim: Agaclar en genis uzunluklarda olmasi i¢in 120 ve 50 sayilarin
OBEB’lerini bulalim.

120 =22-3-5ve 50 =2-52

OBEB(120;50) =2-5=10cm

Ornek: Kenarlarin uzunluklar1 380 cm ve 560 cm olan dikdortgen bi-
cimindeki bir odaya esit ve en biiyiik boyutlu karelere ayrilarak fayanslar dé-
senecektir. Bu odaya désenecek fayans sayisi kac¢ tanedir?

Coziim: 380 = 22:5-19ve 560 = 2*-5-7
OBEB(380;560) = 22-5 = 20
bulunur. Su halde karelerin kenar uzunluklari 20 cm olmalidir. Buna gore,

Odanin Alani
Fayansin Alani
_380-560
—20-20

=532

Fayans Sayisi =
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dir.

5.1. Sonug: A, B € Z, bir pozitif C tam sayis1 icin OBEB(A; B) = C olmasi
ancak ve yalniz C | A ve C|B dir.

5.2. Sonug: A, B € Z, OBEB(A; B) = Cise D | C olacak sekilde D tamsayi-
s1vardir.

5.3.Sonug: A, B € Z olmak tizere OBEB(A; B) = A oluyorsa A|B dir.

Ornek: OBEB(18;6) sayisinda 18 =2:32ve6 = 2-3 oldugundan
OBEB(18; 6) = 6 olur.

Ornek: A, B, C pozitif tam sayilar olmak lizere;
OBEB(A; B) = 4 ve OBEB(B; C) =5
olduguna gore, A + B + C nin en kiigiik degerini bulalim.

Cozim: OBEB’in tanim geregi;

OBEB(A; B) = 4 ise A = 4x ve B = 4y olacak sekilde x, yeN vardir.
OBEB(B; C) = 5ise B = 5tve C = 5z olacak sekilde t,zeN vardir.

Su halde B sayis1 hem 4’iin hem de 5’in katidir. Oyleyse B en az 20 olma-
lidir. 5.3. Sonug geregi, A en az 4, C en az 5 segilirse,
A+B+C=44+20+5=29
bulunur.

Ornek: Toplamlar1 160 olan iki sayinin OBEB’leri 40 ise bu iki dogal
sayilardan biiytlik olani kiiciik olanina boéliindiigiine gore, biiyiik say1 nedir?

Coztim: Bu iki say1 A ve B olsun. Eger OBEB(A; B) = 40 ve A = nB ola-
cak sekilde neN vardir. Buna gore;
OBEB(nB; B) = 40
olacagindan B = 40 dir. Su halde, A = 120 dir.
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Ornek: m,n € Z, OBEB(A; B) = 1ise OBEB(m — n; m + n) nin sonucu-
nu bulunuz.

Coziim: OBEB(m — n; m + n) = k olsun. Bu takdirde;
klm—n;klm+n
m-—n=k?#;m+n=k¥, ({,%1 €EZ)
2m = k(¢; + ¢,),2n = k(£, + ¢,)
2|k oldugundan OBEB(m — n; m + n) ya 1'dir ya da 2'dir. //

Etienne Béout
31 Mart 1730, Nemours, Fransa-27 Eyliil 1783, Avon, Fransa

5.2. Teorem (Bezout Teoremi): A B € Z, OBEB(A; B) = Ax, + By,
olacak sekilde bir x,,y, € Z vardir.

Ispat: x,y € Z olmak iizere Ax + By seklindeki biitiin pozitif tam sayila-
rin kiimesini S ile gosterelim. Bu durumda

S={Ax+By:Ax+ By > 0,x,y € Z}
dir.

1. S # J tur: Eger A # 0 ise |A| = Ax+ B+ 0, S'nin elemanidir. Burada
eger A< Oisex =—1,A > 0ise x = 1 alinabilir.

2. S kiimesinin bir en kii¢iik eleman1 vardir. Bu elemani k ile gosterelim.
Bu durumda k € S oldugundan k = Ax, + By, olacak sekilde x,,y, € Z vardir.
Simdi OBEB(A; B) = k oldugunu gdosterelim: A’ya b6lme algoritmasini uygu-
larsak

A=qgk+r,0<r<k
olacak sekilde bir ve bir tek q,r € Z vardir. Buna gore

r=A—qgk=A-q(Ax, + Byy) = A(1 — gx¢) + B(—qyo)
dir. Eger r > O ise r € S olur ki bu k’'nin S’in en kiiciik elemani olmasi ile ¢elisir.
0 halde r = 0 oldugunu gosterir. Boylece A = gk, k € Z dir. Yani k| A, benzer
sekilde k| B elde edilir.



www.matematikl.com 5

Buna gore k, A ile B’'nin ortak boélenidir. Eger C, A ile B'nin herhangi bir
pozitif ortak boleni ise boliinebilme konusundaki 3.17. teoreme gore
Cl(Ax, + By,), yani Clk dir, buradan da C = |C| < |k| =k olur. O halde
OBEB(A; B) = kdir.

Ornek: OBEB(60; 45) = 15 = 60x, + 45y,
4X0 + 3y0 =1
XO = 4‘, yO = _5

5.3. Teorem: A,B € Z olmak tizere OBEB(A;B) = 1 oluyorsa A ve B
sayilar1 aralarinda asaldir.

Ispat: Aralarinda asal say1 tanimi béliinebilme konusunda tanimlanmis-
tir. Bu tanima gore A ve B’nin ortak bolenleri 1 olmasi ile gosterilmistir. Su
halde OBEB(A; B) = 1 oluyorsa A ve B sayilari aralarinda asaldir.

Ornek: 8 ve 9 aralarinda asal sayilardir. 8 ve 9 asal say1 degillerdir, ama
aralarinda asaldirlar. Ciinkii OBEB(8; 9) = 1 dir.

Ornek: 8 ve 10 sayis1 aralarinda asal degillerdir. Ciinkii Yani
OBEB(8; 10) = 2 dir.

5.4. Teorem: A ve B iki tamsay1 ve OBEB(A, B) = k olsun. Bu takdirde;

OEB(A'B) 1
k’k/
seklindedir.

ispat: A =alt.ay%.a3% -ve B =a;’.a,%.a3’ - asal carpanlara ayril-
sin;
min(mlf nl) = P1 min(mZ' nZ) = P2, min(mS' n3) = Pz,
olmak tizere;
OBEB(A; B) = al*.ab?.a5® -
seklindedir. Buna gore;

mp mp m3
A _a;.a,az " m;—p, m;—p, my—p,

- = a .a .a
k ai)l.agz.ag&-- 1 2 3
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B _ 321.31212.323"' nj—p, np—p, nz3—p,

kK a?l.agz.a?--- 4 %
bulunur. 5.1. Teorem geregi OBEB bulunabilmesi i¢cin minimum degerleri
alinmalidir. Oyleyse;

min(my, n,) = p; ise min(m; — p;,n; —p;) =0

min(m,, n,) = p, ise min(m, — p,,n, —p,) =0

min(mg, n3) = p3 ise min(mz — p3,n3 —p3) =0

dir. Su halde;
A B
OEB(E;E) = a(l).ag.ag =1
bicimindedir.

5.4. Sonug: A, B € Z olsun. A ve B’nin aralarinda asal olmasi ancak ve
yalniz Ax + By = 1, x,y € Z dir.

5.5. Teorem: OBEB(A; B) = 1 ve OBEB(A;C) = 1 ise OBEB(A; BC) =1
dir.

ispat: OBEB(A;B) =1 oldugundan 5.4. sonuca goére Ax+ By =1,
X,y € Z dir. Esitligin her iki tarafini C ile ¢arparsak CAx + CBy = C elde edilir.
OBEB(A; BC) = D olsun. D|A, D|BC ise D|C ve boylece D| OBEB(A; BC), yani
D|1 bulunur. O halde OBEB(A; BC) = 1 dir.

5.6. Teorem (Oklid Lemmasi): Eger A|BC ve OBEB(A; B) = 1 ise AlC
dir.

ispat: OBEB(A; B) = 1 oldugundan Ax + By = 1 olacak sekilde x,y € Z
vardir. Buna gore CAx + CBy = C seklinde yazlabilir. A| AC ve A| BC oldugun-
dan boliinebilme konusundaki 3.17. teoreme gore Al (ACx 4+ BCy) yani A| C dir.

//

Eger OBEB(A;B) =k >1 ise A|BC fakat A|C olmayabilir. Ornegin
618 -9 fakat 6 + 8 ve de 6 + 9 dir.

Ornek: Her n € Z icin 2|n? — n olup olmadigini arastiniz.
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Céziim: Her n € Z i¢cin n? — n = n(n — 1) dir. n ve n — 1 ardisik tamsay1-
lar oldugundan n veya n — 1 den biri daima cifttir. Oylece 2 |n? — ndir.

5.1. Lemma: Eger A = qB + r ise OBEB(A; B) = OBEB(B; r) dir.

ispat: OBEB(A; B) = k diyelim k| A ve k|B den k| (qB-A) yani k|r elde
edilir. O halde k, B ve r'nin bir ortak bolenidir. Ote yandan eger C, B ve r'nin bir
ortak béleni ise C| (qB 4 r) , yani C| A dir. C, A ile B’nin bir ortak bélenidir. Bu-

nun sonucu olarak C < k ve en biiylik ortak bolen tanimindan OBEB(A; B) = k
bulunur. //

A ve B gibi iki tam sayinin en biiytiik ortak bélenini bulmak i¢in kullani-
lan asagidaki metoda Oklid Algoritmasi denir.

OBEB(|A[; |B]) = OBEB(A; B) oldugundan A = B > 0 olarak alabiliriz.
Ilk olarak A ve B ciftine bélme algoritmasi uygulayalim.
A=qB+r;,0<r; <B
olacak sekilde bir ve bir tek q;,r; € Z vardir.

Egerr, = 0iseB |Ave boylece OBEB(A; B) = B bulunur. Eger r; # 0 ise

B=qyr; +r;,0<r, <ry
olacak sekilde bir ve bir tek q,,r, € Z vardir. Eger r, = 0 ise islem biter, aksi
halder, # 0 ise

r{ =qzr, +1r3,0<r3 <r,
olacak sekilde bir ve bir tek q3,r; € Z vardir. Bu islemlerin sonucunda bir yer-
den sonra kalan terim sifir olmak zorundadir. Cinkii B >r; >r, > - > 0 ol-
dugundan bu azalan dizi b’den fazla terim iceremez. (n + 1) inci adimda r,,_4
in r,, ye kalansiz olarak boéliindiigiinii varsayalim, yani r,,; olsun. Bu islemle-
rin sonucunda asagidaki denklem sistemi elde edilir.

A=qB+r;,0<r; <b

B=qyr; +r;,0<r, <r;

r{ =qzr; +r3,0<r3 <r,

I'n-2 = (qnln-1 + rn’O =TIy <TIn
In-1 = qn+1n +0
Simdi sifirdan farkli en son kalan r,, nin OBEB(A; B) ye esit oldugunu gostere-
lim: 2.1. Lemmaya gore
OBEB(A; B) = OBEB(B;r;) = - = OBEB(r,_4; ) = OBEB(ry; 0) =1,
elde edilir.
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Ornek: Oklid algoritmasini kullanarak 1454 ile 1444 {in en biiyiik ortak
bélenini bulalim:
1454 = 1444-1+10
1444 = 144-10+ 4
10=2-4+2
4=2-2+0
ohalde OBEB(1544; 1444) = 2 dir.

Simdi 2 = 1054 - x + 1444 -y olacak sekilde x,y € Z sayilarini bulalim:
Bunun i¢in sondan basa dogru hareket edilir, yani
2=10-1-2-4
2=10-1-2-(1444 — 144 -10)
2=10-289 —2-1444
2 = (1454 — 1444) - 289 — 2 - 1444
2 = 1454 -289 — 291 - 1444
elde edilir. Buna gore x = 289,y = —291 alabiliriz. //

Oklid algoritmasi yerine bir toplama, ¢ikarma, sayilari birbirine yaklas-
tirma gibi yontemler denenebilir.

5.7. Teorem: Eger k > 0 ise OBEB(k - A; k- B) = k- OBEB(A; B) dir.

ispat: A ve B ciftine Oklid algoritmasi uygulandig1 zaman elde edilen
denklemler k ile carpilirsa
Ak = q;(bk) + 1k, 0 < r;k < bk
Bk = q,(r;k) + r;k, 0 < r,k <r;k
r 1k = q3(r;k) + 3k, 0 < rsk < ryk

rp_ok=qu(rp_1k) +rpk, 0 < rpk <rp_;k
rn—lk = qn+1(rnk) +0
dan OBEB(k - A; k- B) = r,k = k- OBEB(A; B) elde edilir.

5.5. Sonug: Herhangi bir k # 0 ise OBEB(k - A; k- B) = |k| - OBEB(A; B)
dir.

A.B)zl.

5.6. Sonug: Herhangi bir k # 0 ise OBEB (E'E =+ OBEB(A; B) dir.
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5.8. Teorem: A, B, C € Z olmak lizere
OBEB(A; B; C) = OBEB((A; B); C) = OBEB(A; (B; C)) = OBEB((A; C); B)
dir.

ispat: OBEB(A; B; C) = OBEB((A; B); C) oldugunu gosterelim:
OBEB(A; B; C) = k;, OBEB((A; B); C) = k, olsun. kil A, ki|B, k1| C oldugundan
k1|OBEB(A, B), kil C ve boylece ki, OBEB(A, B) ile C'nin bir ortak boélenidir.
Buna gore k; <k, dir.

Tersine k2| OBEB(A, B), kz| C ve boylece kz| A, kz2| B, k2| C dolayisiyla k»
sayis1 A, B, C’'nin bir ortak boélenidir ve bunun sonucu olarak k, < k; dir. O
halde k; = k, dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilir.

Ornek: OBEB(88; 55; 66) bulup, k sayisini bu ii¢ saymnin lineer toplami
seklinde gosterelim: Bunun i¢in 6nce 88 ile 43’ii bulalim.

88 =1-55433
55 =1-33+22
33=1-22+11
22=2-11+0

OBEB(88;55) = 11, 6te yandan;
11 =33 -22

11 =33 - (55-33)
11=2-33-55
11 =2-(88—-55) —55
11=2-88-3-55

Simdi OBEB(88; 66) bulalim:
88 = 66 + 22
66 =3:22+4+0

OBEB(88; 66) = 22, 6te yandan;
22=1-88—-1-66

seklinde yazilabilir. 11|22 oldugundan
OBEB(88;55;66) = 11

olacagindan (88 ve 66 sayisini 88 sayisina benzeterek)
11=2-88-3-55
11=2-(4-88—-4-66)—3-55
11=8-88—-8-66—3-55

elde edilir. Buna gore x = 8,y = —8,z = —55 alabiliriz.

5.9. Teorem: A, B € N ve OBEB(A; B) = 1 olsun. Eger C € N, C| AB sar-
tin1 saglayan bir say1 ise OBEB(AB; C) = OBEB(A; C) - OBEB(B; C) dir.
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ispat: OBEB(A; C) = D, ve OBEB(A; B) = D, olsun. 5.4. sonuca gore

D; = OBEB(A; C) = Ax, + Cy;, D, = OBEB(B; C) = Bx, + Cy,
olacak sekilde x4, y4,X5,y, € Z vardir. Buna gore

DD, = (Ax; + Cy1)(Bx; + Cy,)

= ABx;X; + C(Ax1y; + By;x; + Cy1y2)
bu nedenle
clD,D, (1)

olur.

Diger taraftan OBEB(A; B) = 1 olmasindan dolay1 Ax + By = 1 ve bdy-
lece CAx + CBy = C olacak sekilde x,y € Z vardur. D1|A ve D2|C buradan
D,D, | CAx bulunur. Benzer sekilde D;D, | CBy bunun sonucu olarak

D,D,|C (2)
C,D4,D,, € N oldugundan (1) ve (2) den C = DD, elde edilir.

5.10. Teorem: A,B € N ve OBEB(A; B) = 1 olsun. Eger C € N, C|AB sar-
tin1 saglayan bir sayi ise D;|A ve D,|B ve D;D, = C olacak sekilde tek tiirlii
belirli D;, D, € N vardir.

Ispat: 5.9. teoreme gore OBEB(C; A) = D; ve OBEB(C; B) = D, nin yu-
karidaki sartlari saglar.

Simdi bu gosterilisin tek tirlii oldugunu gosterelim. Bunun ic¢in
D’;,D', €N

D', /A, D', |BveD’;D’, =C
sartin1 saglayan herhangi iki say1 ise OBEB(C;A) = D’; ve OBEB(C;B) = D',
oldugunu gostermek yeterlidir.

D’,|A,D,|B den D’;|OBEB(C,A) elde edilir. Benzer sekilde
D', | OBEB(C, B) oldugu gosterilebilir.

Buna gore D’; < OBEB(C, A) ve D', < OBEB(C, B) dir. Eger D'; # (C,A)
olsaydi
C =D’,D’, < OBEB(C; A)OBEB(C; B) = B
yani bu bizi C < C geliskisine gotirtr. Aym ¢eliski D', # OBEB(C, A) olmasi
halinde de dogar. O halde D’; = D, ve D', = D, olmak zorundadir.

ORTAK KAT ve OKEK
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5.3. Tanmm: A sayis1 k sayisini boler ise A|k gosterimi yapilmak tizere;
A, BeZ olmak tlizere Alk ve Blk ise k’ya A ve B’nin ortak kati denir. Ortak kat-
larin kiimesi OK(A; B) seklinde gosterilir.

Ornek: 12 ve 8 sayilarinin ortak katlari;
OB(12;8) = {24,48,72,96,...}
dir.

Ornek: 6 ve 9 sayilarinin ortak bélenleri;
OB(6;9) = {18,36,54,72,90,...}
dir.

5.11. Teorem: A ve B birer tamsayilar a;,a,, as, .. asal sayilar;
m;, m,, ms, ... V€ N1, Ny, N3, ... dogal sayilar olmak tizere,
A=aj.a)%a3% - veB =ajt.a)’ a3’ -
asal carpanlarin ¢arpimi biciminde yazilsin.
max(mq, n;) = r;, max(my, n,) = ry, max(ms,ng) =rg, -
iseler OKEK(A; B) = a;'.a}%.a;’ - seklindedir.

ispat: Buradaki;
max(m,,n;) = ry, max(my, ny) = ry, max(mg, nz) = rs, -
ler olduklarindan
m; _mp _Mgj n; _npz _ng
A<a '.a,’az;’---veB<ajt.a,’.a;’
olurlar ki, bu bize A ve B sayilarina ait ortak katlarin en kii¢tiglinii verir.

Ornek: 12 ve 8 sayilarinin ortak bdlenleri;

Coziim: 12 = 22 -3 ve 8 = 22
OKEK(12;8) = 223! = 24
olur.

Ornek: 6 ve 9 sayilarinin ortak bélenleri;
Coziim: 6 = 21 -3t ve 9 = 32

OKEK(6;9) = 2!1-32 =18
olur.
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Ornek: ki belediye otobiisiinden biri 40 dakikada digeri 50 dakikada
bir basladiklar1 noktaya geliyorlar. Saat 07.00 da beraber goreve baslayan iki
otobiis soforleri en erken saat kagta bir araya gelirler.

Cozim: 40 ile 50’nin OKEK’lerini bulacagiz.
40 =23-5ve50=2-52
OKEK(40;50) = 23 - 52 = 200 dakika
elde edilir. Goruldugu gibi 200 dk = 3 sa. 20 dk. olacagindan saat 07.00 de be-
raber olan sefere baslayan otobiisler, 10.20’de bulusurlar.

Ornek: iki hemsireden biri 6 giinde digeri 8 giinde bir nébet tutuyor.
Bugiin nobet tutan iki hemsire beraber ka¢ giin sonra tutarlar.

Cozim: 6 ile 8'in OKEK'lerini bulacagiz.
6=3-21ve8 =23
OKEK(6;8) = 3-23 = 24 giin
elde edilir.

Ornek: 5, 6 ve 8’e boliindiigiinde 4 kalanini veren say1 nedir?

Céziim: OKEK (5; 6; 8) + 4 = OKEK (5; 2 - 3; 23) + 4
=23-3-5+4=124
=124

Ornek: 5, 6 ve 8’e béliindiigiinde sirasiyla 2, 3 ve 5 kalanini veren say1
nedir?

Cézim: 5—-2=6—-3=8—-5=3
OKEK(5;6;8) — 3 = 120 — 3 = 117

Ornek: 8 ve 6 ile boliindiigiinde her iki béliimde 2 kalanini veren en
kiicliik tamsay1 nedir?

Cozum: Bu say1 ise A ise,
A=8x+2=6y+2
olacak sekilde x, yeN sayilar1 vardir. Buna gore,
A—2=8x=6y
dir. Su halde A — 2 sayis1 hem 8 hem de 6 ile boltinebilir. O halde,
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A — 2 = OKEK(8; 6) = 24
A =26
dir.

Ornek: 37 Kkisilik bir sinifta x kisi katilinca bu grup 6 veya 9’arli grup-
landiriliyor. Buna gore en kiigtik x sayis1 nedir?

Cozim: 37 + x sayis1 6 ve 9’un bir katidir. O halde k € Z olmak iizere,
37 + x = k- OKEK(6; 9)

dir. Ayrica
6 =2-3ve9 = 32%ise OKEK(6;9) = 18
OK(6;9) = {18,36,54,72,90, - }
37 +x =54
x=17
bulunur.

Ornek: Bir sepetteki giiller 5 er 5 er demetlenince 1 giil, 7 ser 7 ser
demetlenince de 3 giil artmaktadir. Buna gore, sepette en az kag gul vardir?

Coziim: Giil sayis1 G ile gosterelim.
G=5k+1=7m+3
Esitligin her li¢ tarafina 18 eklenirse,
G+4=5%k+14+4=7"m+3+4
G+4=5k+5=7m+7
G+4=5k+1)=7(m+1)
yani 5 ve 7 nin katlar olusur.
G + 4 = OKEK(5;7)
G+4=35
G=31
giil vardir.

Ornek: Farklar1 16 olan a ve b pozitif sayilarin en kiiciik ortak kati
105’tir. Buna gore a + b kactir?

Cozim: OKEK(a; b) = 105 olduguna gore a ve b sayilar1 105’i tam ola-
rak boler. 1,3,5,7,15,21, 35,105 sayilar1 105’i tam olarak boéler. Bu sayilar ve
a—b =16isea = 21veb = 5 alinmasiyla miimkiin olabilir. Bu durumda,

a+b=21+5=26
olur.
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5.7.Sonug: A, B € Z, bir pozitif C tam sayis1 icin OKEK(A; B) = C olmasi
ancak ve yalniz A| C ve B| C dir.

5.8. Sonug: A, B € Z, OKEK(A; B) = Cise C|D olacak sekilde sonsuz sa-
yida D tamsayisi vardir.

5.9. Sonug: OKEK(A;B) = C ve OBEB(A;B) =1 ise, AIC ve B|C ise
ABIC dir.

5.10. Sonug: A, BeZ olmak tizere OKEK(A; B) = B oluyorsa Al|B dir.

5.11. Sonug: ki veya fazla sayinin OKEK'i en az bu sayilarin biiyiigiine
esittir.

Ornek: OKEK(18;6) sayisinda 18 =2-32ve6 = 2-3 oldugundan
OKEK(18; 6) = 18 olur.

5.12. Sonug: A, B € Z olmak lizere OKEK(A; B) < |AB| dir.

5.12. Teorem: A,B € Z olmak iizere A-B = OBEB(A; B) - OKEK(A; B)
dir.

ispat: A ve B birer tamsayilar a;,a,as .. asal sayilar;
m,, m,, Mg, ... Ve Ny, Ny, N3, ... dogal sayilar olmak iizere,
m m m n n n
A=aj'.a,%a;’-veB=a;'.a,%a;’
asal carpanlarin ¢carpimi biciminde yazilsin.
min(my,ny) = p;, min(my, n,) = p,, min(mg, nz) = p3, -
max(my, n;) = r;, max(my,n,) = ry, max(ms,ng) =r3, -
iseler OBEB(A; B) = all)l.alz)z.ag3 - ve OKEK(A;B) = ail.agz.a? -+ seklinde-
dir.
.R) - -B) = gP1 gP2z 4P3 ... g1 T2 03 |
OBEB(A; B) - OKEK(A; B) = a}'.a5%.a5° ---a;'.a%. a5’

_ oP1tr1 _patrz _P3+rp
=a; .a, ‘.a, (D

bulunur. Beri taraftan
m; + n; = min(m4, n;) + max(m4, n;)
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m, + n, = min(my, n,) + max(m,, n,)
m3 + n; = min(ms, n3) + max(ms, n3)

dir. Su halde (1) esitligi,
OBEB(A; B) - OKEK(A; B) = ab* ¥ ab2*™2 a2z ...
=a;taj2.a,? --art.agt.ay’
1 %2 %3 1 %2 %3
=A'B
olur.

Ornek: OBEB(24;x) = 6, 0KEK(24; x) = 84 ise x kactir?

Coziim: 24 - x = OBEB(24; x) - OKEK(24; x)
24x = 6-84
x=21

Ornek: m, n € Z sayilarin ortak bélenlerin en biiyiigii OBEB(m;n) = 6
ve ortak katlarin en kii¢iigli OKEK(m; n) = 60 tir. m — n = 18 olduguna gore
m + n kactir?

Cozim: m - n = OKEK(m; n) - OBEB(m; n)
m-n=60-6 =360
m — n = 18 verildiginden ve 360’1n ¢arpanlar1 30 ve 12 alinabilir. Buna gore,
m+n=30+12 =42
olur.

5.13. Sonug: A,B € Z olmak iizere OKEK(A; B) = AB olmasi icin gerek
ve yeter sart OBEB(A; B) = 1

5.14. Sonug: A, B € Z olmak iizere
OKEK(kA; kB) = k- OKEK(A; B)
dir.

5.13. Teorem: a, b ve c pozitif tam sayilar olmak iizere,
OKEK(A; B; C) = OKEK((A; B); C) = OKEK(A; (B; C)) = OKEK((A; C); B)
dir.
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ispat: OKEK(A;B;C)|D; den A|D,, BID;, CID; dir, béylece D; ,
OKEK((A; B); C) ile C'nin bir pozitif ortak katidir. O halde
D, <D, (1)
dir.

Diger tarftan OKEK((A; B); C)ID,, C|D, den A|D,, B|D, bulunur. Yani
D2, A, B, C'nin bir pozitif ortak katidir. Bunun sunucu olarak
D, <D, (2)
bulunur. (1) ve (2) den D; = D, elde edilir.

5.14. Teorem: a, b ve c pozitif tam sayilar olmak lizere,
OKEK(A; B; C) - OBEB(AB, BC,CA) = ABC
dir.

Bu teorem 5.12. teoreme benzer yolla yapildigindan ispati okuyucuya
birakilmistir.

DIOFANT DENKLEMI

ax + by + ¢ = 0 bicimindeki cebirsel denklemlerin ¢dziimlerinin bu-
lunmasi tarih boyunca arastirilmistir. Burada tamsay1 degerler icin incelene-
cektir. Tam sayih problemlerle ¢alismay:1 baslatan Yunan asilli iskenderiyeli
matematik¢i Diophantos’un onuruna bu denklemlere Diofant denklemleri de-
nir.

AW\

iskenderiyeli Diophantus
M.S. 200-214-M.S. 284-298

5.4. Tanim: a,b,c € Z ve a # 0,b # 0 olmak lizere, tamsayili ¢6ziimleri
aranan ax + by + ¢ = 0 seklindeki bir denkleme Diofant (Diophantus) denk-
lemi denir. (ileride biitiin reel sayilar icin incelenecektir, onlara 1. dereceden
iki bilinmeyenli denklem adi verilecektir.)
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Bir Diofant denkleminin birden fazla ¢6ziimii olabildigi gibi,
8x + 6y + 23 = 0 denkleminde oldugu gibi tamsayilarda hi¢ ¢6ziimii olmaya-
bilir. Ciinkii X,y € Z oldukga sol taraf daima cift sayi, sag taraf ise bir tek sayi-
dir.

5.15. Teorem: Bir ax + by = ¢ Diofant denkleminin ¢6ziimlii olmasi
icin gerek ve yeter sart OBEB(a; b) | ¢ olmasidir.

Ispat: ax + by = ¢ Diofant denkleminin x,,y, € Z gibi bir ¢6éziimii var
olsun. OBEB(a; b) = d dersek, a = dr,b = ds olacak sekilde r,s € Z vardir. Bu-
nun sonucu olarak

c = ax, + by, = drx, + dsy, = d(rx, + sy,)
olur ki bu bize d| ¢ oldugunu gosterir.

Tersine d|c olsun. ¢ = dt olacak sekilde bir t € Z vardir. Ote yandan
OBEB(a;b) = d oldugundan ax, + by, = d olacak sekilde x,,y, € Z vardur.
Buradan

c = dt = (axq + byy)t = a(txy) + b(ty,)
elde edilir . Yani txg, by,, ax + by = c Diofant denkleminin bir 6zel ¢éziimiidiir.

Ornek: 4x + 3y = 36 Diofant denkleminde OBEB(4; 3) 136 oldugundan
bdyle x,y € Z vardir. Bunlar x = 6,y = 4 veya x = 3,y = 8 sayilar1 olabilir.

5.16. Teorem: Bir ax + by = ¢ Diofant denklemi ve OBEB(a; b) = d ol-

mak lizere, eger X, yo bu denklemin bir 6zel ¢6zlimii ise diger ¢oziimler,

x=x0+(g)t,y=y0—(%)t,tez

seklindedir.

Ispat: Verilen denklemin x,,y, € Z gibi bir ¢dziimii var olsun. Eger
X1,¥1 € Z ikinci bir ¢6ziim ise
axg + by, =c=ax; + by,
buradan a(x; — xq) = b(y, — y1) ve boylece

b
TG —%) =0,y (W

alb
dir. Béylecea 3 (y, — v,), OBEB(a;b) =d
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ab

oldugundan OBEB (a;a) = 1 dir. OBEB-OKEK konusundaki Oklid Lemmasina

(y, —¥,) yani yo —y1 = (%) t olacak sekilde bir y € Z vardir. Bunu

. a
gore —

(1) esitliginde yerlestirecek olursak
a

6 —m) =3 ()

ve buradan da x; — X, = gt elde edilir. Yani

=0+ () e =s0- (@)
seklindedir.//

Ote yandan bu sekildeki her x;,y; € Z cifti t € Z ne olursa olsun
ax + by = c denkleminin bir ¢6ziimiidir. Gergekten

ax; + by, =a[x0+(g)t],+b[yo—(%)t]

ab ab
=axgt+byy+ (E_T)t
=c
ve t € Z oldugundan verilen denklemin sonsuz sayida ¢6ziimii vardir.

Ornek: 1295x + 625y = 125
Diofant denkleminin biitiin ¢6ztimlerini bulunuz.

Coziim: a = 1295,b = 625 alinarak Oklid algoritmasi uygulanirsa;

1295 = 2-625+45
625 =13-45+ 40
45=1-40+5

OBEB(1295; 625) = 5 bulunur. 5| 125 oldugundan ¢6ziim var.
5=1-45-1-40
5=1-45—-(625—-13-45)
5=14-45-1-625
5=14-(1295—-2-625)—1-625
5=14-1295 - 29625

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafini 25 ile ¢arparsak
125 =350-1295 — 725 - 625

olarak elde edilir. Buna gore x, = 350,y, = —725tir. Diger ¢oziimler

x=x+(g) by =vo- (3
seklinde oldugundan

Xo = 350 + 125t,y = =725 — 259t
olarak elde edilir.
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5.15. Sonug: Eger OBEB(a; b) = 1 ve eger X,,y, bu denklemin bir 6zel
¢ozumi ise diger ¢ozimler
X=X, +bty=y,—at
seklindedir.

Ornek: Yukaridaki 6rnekteki 1295x + 625y = 125  denklemi
259x + 125y = 252 sekline indirgenerek ¢oziilebilir. OBEB(259;125) = 1 ve
1 =14-259 + (—29) - 125 seklinde yazilabilir. Buradan
25 =350-259 + (—725) - 125

ve Xo = 350,y, = —725 olarak bulunur. Ohalde diger ¢6ziimler
Xo = 350 + 125t,y = =725 — 259t

tir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1.x = 2%-32vey = 23 - 33 olduguna gore OBEB(x; y) kagtir?

Céziim: OBEB(x;y) = 2332 = 72

2.x =2%-3%vey = 23 33 olduguna gore OKEK(x; y) kagtir?

Coziim: OKEK(x;y) = 2% - 33 = 432

3. a, b ve c birer asal say1 olmak iizere,
x=a?-b3,y=a3-b3-cvez=a%-c
OKEK(x;y;2)

o ) o . Lo
olduguna gore OBEB(xy:2) orani asagidakilerden hangisidir?

3

OKEK(x;y;z) a3b3c3
OBEB(x;y;z) a2b0c0

Cozim: =a-b’-¢

4. OKEK(48; 48) — OBEB(30; 30) toplaminin degeri kactir?

Coziim: OKEK(48; 48) — OBEB(30;30) = 48 — 30 = 18
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5. k bir pozitif tam say1 olmak tizere,
x = 24k ve x = 18k
olduguna gore, OBEB(x; y) asagidakilerden hangisine esittir?

Céziim: OBEB(x;y) = OBEB(23-3-k;32-:2-k) =2-3 -k = 6k

6. x bir pozitif tam say1 olmak tUzere,
OKEK(48;x) = 144
olduguna gore, x'in birbirinden farkl ka¢ degeri vardir?

Coziim: OKEK(48; x) = 144
OKEK(2*-3;x) = 2*-32
oldugundan x’'in degerini saglayan kiime;
{3%2,2-32%,22-3%,23-32,2%-32} = {9,18,36,72,144}

olur.

7. OKEK(X; y) = 40 olan x ve y birbirinden farkl ise toplami en cok kac-
tir?

Coziim: x = 40,y = 20 alinirsa OKEK(x; y) = 40 olacagindan x +y = 60
olur.

8. OBEB'i 6 olan iki dogal sayinin ¢arpimi 720’dir. Buna gore, bu iki do-
gal sayinin OKEK'i nedir?

Coziim: OBEB(A;B) = 6 ve A-B = 720 olacak sekilde A ve B sayilari
olsun.

A-B = OBEB(A; B) - OKEK(A; B)

720 = 6 - OKEK(A; B)

OKEK(A; B) = 120

9. a ve b birer pozitif tamsay1 olmak tizere,
x=12a, x=8b
olduguna gore, x'in en kiiciik degeri nedir?

Cozum:
x=12a, x=8b
x=2%-3-3, x=2%D
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a=2b=3
x=23-3=24

10. Eni 100 m, boyu 24 m olan dikdortgen bicimindeki bir bahgenin;
kenarlarina ve koselerine esit araliklarla aga¢ dikilecektir. Bu islem i¢in en az
kac agac gereklidir?

Cozum:
OBEB(100; 24) = OBEB(2%2-5%; 23-3)=2%2-3°-50=4m
araliklarla yapilmahdir.
ABacS _ Bahcgenin Alam
5ag Kay1st = Agaclar Arasi Alan
_100-24
T 44
= 150
agaca ihtiyac vardir.

11. Bir kenar1 15 cm, diger kenar1 12 cm olan dikdértgen bi¢cimindeki
bir taban parkesinin kare seklinde bir doseme yapilabilmesi icin ka¢ parkeye
ihtiyac vardir?

Cozum:

OKEK(15;12) = OKEK(3+5; 22:3) =22-3:-5=60cm
kare kenarlar1 olur.
Kare Bicimindeki Parkenin Alani

Bir Parkenin Alani

Parke Sayis1 =
_60-60
~ 15-12
=20
parkeye ihtiya¢ vardir.

12. 60 kg elma, 54 kg armut, 48 kg ayva, birbirine karistirilmadan, bos
kasalara konacaktir. Her kasaya ayni kiitlede meyve konacagina gore, en az
kac kasa gereklidir?

Cozum:
OBEB(60; 54;48) = OBEB(2%2-3:5; 2-33%;2*-3)=2-3=6kg,
kapasiteli kasalar olmalhdir.
Kasa Sayis1 = Biitiin Meyvelerin Kiitlesi
Kasanin Kapasitesi
_60-54-48
666
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=720
kasaya ihtiya¢ vardir.

13. Bir pistti, 24 dakikada ile 20 dakikada da bir tur atan iki kisi bag-
langictan kac saat sonra tekrar baslangi¢ noktasinda bir araya gelebilirler.

Cozum:
OKEK(24;20) = OKEK(23:3; 22:5) =23-3-5=120dk
tekrar baslangi¢ noktasinda bir araya gelebilirler. Bu ise 2 saattir.

14. Ayritlar1 8 cm, 6 cm ve 12 cm olan dikdoértgenler prizmasi bicimin-
deki tuglanin en az kagi, yan yana veya st liste konularak bir kiip elde edilebi-
lir?

Coziim: Kipiin bir kenary;
OKEK(8; 6; 12) = OKEK(23;2-3; 22:3) =23-3=24cm

olur.
o Kiipiin Hacmi
Tugla Say1s1 = Tuglanin Hacmi
_ 24-24-24
8612
= 24
tuglaya ihtiyac vardir.

15. a pozitif tam sayisi, b pozitif tam sayisinin béleni olmak iizere,
OKEK(a; b) — OBEB(a; b)
farki asagidakilerden hangisi olur?

A)0 B)1 Ca D)a—b E)b-—a

Cozim: a pozitif tam sayisy, b pozitif tam sayisinin béleni ise a = bk ola-
cak sekilde k pozitif tam sayisi vardir.

OKEK(a;b) — OBEB(a;b) =bk—b=a—b
olur.

16. k bir pozitif tamsay1 olmak tizere,
x = 15k,
y = 12k
OKEK(x;y) = OBEB(x;y) + 228
olduguna gore, x — y kactir?
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Cozum:
OKEK(15k; 12k) = OKEK(3+5-k; 22-3-k) =22-3-5 -k = 60k
OBEB(15k; 12k) = OBEK(3-5-k; 22:3-k) =2°-3-5%9-k =3k

oldugundan
OKEK(x;y) = OBEB(x;y) + 228
60k = 3k + 228
k=4
x—y=15k—-12k =3k =34 =12
bulunur.

17. x bir dogal say1 olmak tizere,

LX)
OBEB (x;3) = 14
olduguna gore, x'in degeri nedir?

Coziim: x = 22 - 7 = 28 alinmasiyla miimkiin olur. Cl’inkiig = 2 - 7dir.

18. Bir miktar bilye 9’ar 9’ar sayildiginda ve 12’ser 12’ser sayildiginda
3 bilye artmaktadir. Bilye sayisi en az ka¢ tanedir?

Coziim: 9k + 3 = 12m + 3 olacak sekilde k ve m tam sayilar1 vardir.
OKEK(9;12) + 3 = OKEK(3%;2%2:3)+3=3%2-22+3 =139
bilye vardir.

19. Bir sepetteki karanfiller 5 er 5 er demetlenince 3 karanfil, 6 sar 6
sar demetlenince de 4 karanfil artmaktadir. Buna gore, sepette en az ka¢ ka-
ranfil vardir?

Coziim: 5k + 3 = 6m + 4 olacak sekilde k ve m tam sayilar1 vardir.
OKEK(5;6) — 2 = OKEK(5;2-3) —2=2-3-5—2 = 28
karanfil vardir.

20. Toplamlar1 23 olan a ve b dogal sayilarinin en kiiciik ortak kat1 102
tir. Buna gore, a ve b’nin degerleri nedir?

Cozim: a+b =23 ve OKEK(a;b) =102 =2-3-17 denklemlerinde
a = 17,b = 4 alinirsa denklem ¢oziiltir.
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21. 3, 4 ve 5 ile kalansiz boliinebilen 200’den kii¢iik sayilarin en biiyii-
gunun kactir?

OKEK(3;4;5) =3-2%2-5=60
60’1n kat1 olup 200’den kiigiik say1 180’dir.

22.a < ¢ < b pozitif tam sayilar ve
OBEB(a; b) = 5,0BEB(b,c) = 4
olduguna gore, a + b + c toplaminin alabilecegi en kiiciik deger kagtir?

Cozim:a = 5,b = 20,c = 8 alinirsa
OBEB(a; b) = 5,0BEB(b,c) = 4
denklemi saglanmis olur. Buna gore toplaminin alabilecegi en kii¢iik degeri
at+b+c=5+20+8=33o0lur

23. x > 36,0BEB(36;x) = 12 olduguna gore x’in en Kkiiciik degeri ne-

dir?

Cozim: OBEB(36;x) = 12
OBEB(22-3%;x) =223
x=23%-3=48

alinirsa
OBEB(22%-3%;23-3)=22-3
saglanir.

24. OBEB(a; b) = 1 olduguna gore OBEB(a?; ab; b?) nin degeri asagida-
kilerden hangisidir?

Coziim: OBEB(a?; ab; b2) = k olsun. Bu takdirde k|a?, k|ab, k|b? olur. a
ile b aralarinda asal oldugundan k = 1 olmasi durumu disinda baska sonug
olamaz.

25. Herhangi bir pozitif n sayisi i¢in,
OKEK(m;n+1)=n?+n
ise OBEB(n; n + 1) nin degeri nedir?

Cozim: n ve n + 1 aralarinda asal oldugundan OBEB(n; n + 1) = 1 olur.
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Diofant Denklemleri

26. OBEB(325;85) ise OBEB’in olusturdugu 325x + 85y = k denkle-
mindeki x + y tamsayisi kactir?

Coziim: 325 =3-85+70

85=1-70+15
70=4-15+10
15=1-10+5
10=1-5+0

oldugundan OBEB(325; 85) = 5 olur. Buna gore;
5=1-15-1-10
5=1-15-1-(1-70—-4-15)=5-15-1-70
5=5-(85-1-70)—1-70=5-85-6-70
5=5-85-6-(325—-3-85)=23-85-6"325

elde edilir. Buna gore x = 23,y = —6yanix +y = 23 — 6 = 17 bulunur.

27. OBEB(128;34) ise OBEB’in olusturdugu 128x + 34y = k denkle-
mindeki xy tamsayisi kagtir?

Cozum: 128 = 3-34 + 26

34=1-26+8
26=3-8+2
8=4-2+4+0

oldugundan OBEB(128; 34) = 2 olur. Buna gore;
2=1-26—-3"-8
2=1:26—-3-(1-34—-1-26)=4-26—3-34
2=4-(128—-3-34)—3-34=4-128—-15-34

elde edilir. Buna gore x = 4,y = —15 yani xy = 4(—15) = —60 bulunur.
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