www.matematikl.com 1

6. BOLUM
MODULER ARITMETIK
(KONGRUANSLAR)

MODULER ARITMETIK KAVRAMI

6.1. Tamim: a, b,k € Z ve p € Z* — {1} olmak iizere,
a=pk+b,0<b<p
seklinde olan bir ifade;
a =b (mod p)
biciminde gosterime modiiler aritmetik (kongriians) denir. Buna gore;
a = b (mod p)
pl(a—Db)
a—b=pk keZ
seklindedir.

Ornek: 34 = x (mod 7) ise x'in degerini bulalim.
Coziim: 34'lin 7’ye bolliindiiglinde 34 = 7 - 4 + 6 seklinde yazilabilir. Bu
yazilis,
34 = 6 (mod 7)
seklindedir. Yani x = 6 dir.
Ornek: 89 = x (mod 12) ise x'nin degerini bulalim.
Coziim: 89’un 12’ye boliindiigiinde 89 = 12 -7 + 5 seklinde yazilabilir.
Bu yazilis,
89 =5 (mod 12)
seklindedir. Yani x = 5 dir.

6.1.Not: Her a,b € Z ve p € Z* — {1} olmak iizere a = b (mod p) ise,

i) a — b sayisi p ile tam boliiniir.
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ii) a'nin p ile bolimiinden kalan ile b'nin p ile boltimiinden kalan
ayni sayidir. Bu durum a = b bigiminde gosterilir.
iii) 0 < a < pisea’nn pile bolimiinden kalan a’dir.

Ornek: 27 = 3 (mod p) olduguna gore, p’nin alabilecegi degerleri bula-
Iim.

Cozim: 27 = 3 (mod p)
p|27 =3
pl24
oldugundan, p’nin alabilecegi degerler 24’iin 3’den biiyiik pozitif bolenlerin
sayis1 kadardir. O halde p’nin alabilecegi degerlerin kiimesi;
{4,6,8,12,24}
tar.

Ornek: Bugiin giinlerden Pazartesi ise, 58 giin sonra hangi giine rast
gelir.

Cozim: Haftanin 7 giini oldugundan modiiler 7’ye gore hareket edece-
giz. Yani,
58 =2 (mod 7)
olup kalan 2’dir. Su halde bugiin Pazartesi oldugundan 2 giin sonra Carsamba
olarak bulunur.

Ornek: (5 —a) = 3 (mod 7) saglayan en kiiciik 2 pozitif a tamsayisinin
toplami kactir?

Coziim: (5 —a) = 3 (mod 7)
(5—-a)—3=7kKkeZ

2—a=17k
a=7k+2
olarak bulunur.
k=0isea=2
k=1isea=9

Buna gore en kiigtik iki pozitif tamsayinin toplami 2 + 9 = 11 dir.

Ornek: Bir askeri birlikte 3 giinde bir nébet tutan bir asker, ilk nébetini
Sal1 glinii tuttuguna gore, 9. ndbetini hangi giin tutar.
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Cozim: 3 giinde bir nobet tutan bir asker ilk nébetini Sali giini tuttu-
guna gore, 9. nobeti i¢in 8 ndbet kalmistir. 8. nébeti 8 - 3 = 24 giin sonradir. Su
halde,

24 =3 (mod 7)
olup Sali gliniinden 3 giin sonraya gelir. Su halde 9. ndbet Cuma giiniine rast
gelir.

KONGRUANSLARIN ANALIZI

6.1. Teorem: a,b,keZ ve p € Z*- {1} olmak lizere;
a =b (modp)isea—b =0 (mod m)

dir.
ispat:a = b (mod p)
a=pk+b
a—b=pk
a—b =0 (mod p)
6.2. Teorem: a,b,k € Z ve p € Z* — {1} olmak tizere;
a = b (mod p) ise —b = —a (mod p)
dir.
ispat:a = b (mod p)
a=pk+b
a—b=pk
—b —(—=a) = pk
—b = —a (mod p)
seklindedir.

Ornek: 2 —a = 3(mod 7) olduguna gére, a'min alabilecegi en biiyiik
negatif tamsayi ile en kii¢lik pozitif tamsayinin toplami kactir?

Coziim: 2 —a = 3 (mod 7)
2—a—3=0(mod7)
—1 =a(mod 7)
dir. O halde, a’'nin alabilecegi degerler kiimesi,
6 ={-,—15,-8,-1,6,13,20,27,-- }
olur. O halde istenen sonuglar;a =-1vea = 6olacagindan-1 + 6 = 5dir.
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6.3. Teorem: a,b,c,k € Zve p € Z* — {1}, a = b (mod p) olmak iizere,
i)a+ c =b +c(modp)
ii)c-a =c-b (modm)

dir.
ispat:
i)a = b (mod p)
a—b=pk

(@axc)—(b+tc)=pk
a *c=b+c(modp)

ii)a = b (mod p)
a—b=pk
c(a—b) =cpk
cra—c- b =p(ck)
cra=c-b(modp)

6.4. Teorem: Her a,b,c,d € Z ve p € Z*- {1} olmak lizere;
a = b (mod p) ve c = d (mod p)
olmak tizere,
i)jatc=bzxd(modp)
iiJa-c=b-d (modp)
dir.

ispat:

1.a = b (mod p) ve c = d (mod p)
a—b=pkvec—d=p?, KLEZL
(a=—b)* (c—d) =pk+p?
(a+c)—(b+d) =pkLd)

€z
atc=b+d(modp)

2.a = b (mod p) ve c = d (mod p)
a—b=pkvec—d= p¥, KLEL
a=pk+bvec=pf+d
ac = (pk+b)(pf +d)
ac = p%k¢ + pkd + pb? + bd
ac = p(pkf + kd + b¥) + bd, (pkf +kd +bf) =r € Z)
ac —bd = pr
ac = bd (mod p)
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6.5. Teorem: Her a, b,k € Z ve p € Z*- {1} olmak iizere;
a = b (mod p) ve ¢ = d (mod p)

ise
) OBEB(a: b; p) = ki 3—2( dg) k=0
i) (a;b;p) = 1sek_k mo K ,(k#0)
b
ii) OBEB(a; b) = k, OBEB(a; p) = OBEB(b; p) = 1 isei = = (modK)
dir.

ispat:
i)a = b (mod p)
a—b=pltel

a-b p?
T’ (k#0)

ii) i. 6zellige benzer sekilde yapilir.

6.1. Sonug: Her a,b € Zvep € Z* — {1} igin ac = bc (mod p) ise p,
p 1 colan bir asal say1 ise a = b (mod p) dir.

6.6. Teorem: Her a,b € Zve p € Z* — {1} icin
a = b (mod p) ise a" = b" (mod p)
dir.

ispat: Bu teoremin ispatin1 tiimevarim yontemi ile yapacagiz.

P(1) icina = b (mod p) ise a = b (mod p) olup dogrudur.
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P(k) i¢cin a¥ = bX(mod p) ise a = b (mod p) ve ak = b¥(mod p) olur. Bu
iki esitlik taraf tarafa carpilirsa,
ak*! = b**1(mod p), (6.3. teorem ii’den)
olup dogrudur. Bu ise istenendir.

Ornek: 2a — 1 = 5 (mod 8) denklemini saglayan a tamsayinin en bii-
yuk negatif degeri ile en kii¢iik pozitif degerinin toplamini bulalim.

Cozim: 2a— 1 = 5 (mod 8)
2a = 6 (mod 8)
a = 3 (mod 4)
a; = 3 (mod 4) vea, = —1 (mod 4)
a;+a,=3+(-1)=2

Ornek: 2430 sayisinin 6 ile béliimiinden kalan kagtir?

Cozliim: 24 = 0 (mod6)
243° = 03° (mod6) = 0 (mod6)

Ornek: 4235 sayisinin 5 ile béliimiinden kalan kagtir?

Coziim: 4235 = 2 (mod 5)
422 = 2% (mod 5) = 4 (mod 5)
423 =23 (mod 5) = 3 (mod 5)
42* = 2* (mod 5) = 1 (mod 5)
42'nin kuvveti 4 veya 4’lin kat1 ise, 1 kalanini verir. 4 sayisina modiilii 5’e gore
islemin periyodu denir. 35 sayisinin 4 periyoduna gore,

35=4-8+3

olacagindan
(42*%)8 = 18 (mod 5) ve 423 = 3 (mod 5)
4232 =1 (mod 5) ve 423 = 3 (mod 5)
4232423 = 1-3 (mod 5)
4235 = 3 (mod 5)

bulunur.

Ornek: 374* + 38** sayisinin 6 ile béliimiinden kalan kagtir?

Cozim: 37 = 1 (mod 6)
37** = 1** (mod 6) = 1 (mod 6) (1
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ve
38 = 2 (mod 6)
382 = 22 (mod 6) = 4 (mod 6)
383 = 23 (mod 6) = 2 (mod 6)
oyleyse 38’in modiilii 6’'ya gore periyodu 2’dir. Buna gore tek kuvvetlerde 2,
cift kuvvetlerde 4 kalanini verir. Su halde,
(382)%%2 = (2%)22 (mod 6) = 4 (mod 6) (2)
dir. (1) ve (2) esitliginden
37** +38% =1+ 4 (mod 6) =5 (mod 6)
bulunur.

Ornek: (- 11)** = a (mod 7) ise a kagtir?

Coziim: Z, de 3 = {---,—11,—4,3,10,17, - }

oldugundan
—11 = 3 (mod 7)
(=11)%? = 3% (mod 7) = 2 (mod 7)
(—=11)3 =33 (mod 7) = 6 (mod 7)
(=11)* =3* (mod 7) = 4 (mod 7)
(—11)> =3° (mod 7) = 5 (mod 7)
(=11)® =3°(mod 7) = 1 (mod 7)

bulunur. Buna gore -11 sayisinin modiilii 7 ye gore periyodu 6’dir. Ayrica,

44 =7-6 + 2

olup
((—11)®)7 =17 (mod 7) ve (—11)% = 2 (mod 7)
(—11)*2 =1 (mod 7) ve (—11)? = 2 (mod 7)
(-11)*2(=11)> = 1- 2 (mod 7)
(—11)** = 2 (mod 7)

bulunur.

Ornek: 187 sayisinin birler basamagindaki rakam kagtir?

Cozlim: Bir sayinin birler basamagindaki rakami bulmak i¢in modiili
10’a bakmaliy1z.
18 = 8 (mod 10)
182 = 8* (mod 10) = 4(mod 10)
183 = 82 (mod 10) = 2(mod 10)
18* = 8* (mod 10) = 6(mod 10)
185 = 8° (mod 10) = 8(mod 10)
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Goruldugu gibi kalanlar {8, 4, 2, 6} periyoduna gore hareket etmektedir.
70 = 4-17 + 2 oldugundan

(18)7° = (18)% = 2 (mod 7)
elde edilir.

Ornek: x tamsayisinin 8 ile boliimiinden kalan 3, y tamsayisinin 8 ile
boliimiinden kalan 5 ise x3y* sayisinin 8 ile boliimiinden kalan kagtir?

Cozim: x = 3 (mod 8)
x? = 3% (mod 8) = 1(mod 8)

x3 = 33 (mod 8) = 3(mod 8) (1D
ve

y = 5 (mod 8)

y? = 52 (mod 8) = 1(mod 8)

(y?)? = y* = 1% (mod 8) = 1(mod 8) (2)

(1) ve (2) esitliklerini taraf tarafa ¢arparsak,
x3y* =3-1 (mod 8) = 3 (mod 8)
bulunur. O halde x3y* sayisini 8 ile boliimiinden kalan 3’diir.

Ornek: 1!+ 2!+ 3!+ 4!+ 5!+ .-+ 100! sayisimin birler basamagin-
daki rakami bulalim.

Cozim: 1!'=1, 2! =2, 31 =6, 4! =24, 5! =120 olup 5""den sonraki
sayilar 10’un katidir. Su halde,
5!+ -+ 100! = 0(mod 10)
11+ 2!+ 31+ 4! =33
33 = 3 (mod 10)
oldugundan
1U+214+3"+4!'+ 5!+ .-+ 100! = 3(mod 10)
bulunur.

6.7. Teorem: OKEK(p,,p,) = p ise
a =b (modp;) vea = b (mod p,) isea = b (mod p)
dir.

ispat:a = b (mod p;) vea = b (mod p,)
a—b=p;kvea—b=p,¥f, kKlEL
bu iki esitlikten p;k = p,¢ dir. Ote yandan OKEK(p;, p,) = p oldugundan p|p,
ve plp, oldugundan a — b = pt, t € Z olacak sekilde yazilabilir. O halde
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a = b (mod p)
dir.

6.8. Teorem: Eger a;, a,, --,a, sayilar1 mod p’ye gore kalan sistemi,
k,b € Z ve OBEB(k, p) = 1ise
ka; +b,ka, +b,---,ka, +b
de mod p bir kalan sistemidir.

ispat:

1. Eger kaj+b=kaj+b(modp) ise ka;=ka;(modp) ve
OBEB(k,p) =1 oldugundan 6.1. Sonucuna goére a;=aj(modp) dir.
a, ay, --+,a, mod p bir kalan sistemi oldugundan i = j olur.

2. OBEB(k,m) =1 ise herhangi bir a€Z icin kx =a— b (mod p)
kongriiansinin x, gibi bir ¢6ziimi vardir. a;,a,,---,a, mod p bir kalan sistemi
oldugundan x, = a; (mod p) olacak sekilde 1 < i < n olan bir i indisi vardir.
Buna gore kx, = ka; = a — b (mod p) ve boylece kx; + b = a (mod p) bulunur.

FERMAT ve WILSON TEOREMLERI

6.9. Teorem (Fetmat'in Kiiciik Teoremi)l: p asal say1 olmak iizere
OBEB(a,p) = 1ise;
aP™! =1 (mod p)
dir. Bu teoremin tersi dogru degildir. (Fakat a'nin p-1'den daha kii¢iik kuvvet-
leri i¢in de denklik 1’e esit olabilir.)

Ispat: p asal a ise ona béliinmeyen bir sayidir. a, 2a, 3a, -+, (p — 1)a say1-
larina bakalim bunlardan herhangi ikisi p modunda denk olamazlar, olsalardi
farklar p ile boliintirdi ki bu p’nin asal olmasi ve OBEB(a,p) = 1 olmasiyla
celisirdi. Oyleyse bu sayilar p modunda farkh kalanlara denk gelmelidir. Yani
tlim bir kalanlar sinifini (0 harig) olusturur. Bunlar1 ¢arpimlari da p modunda-
ki sifir hari¢ kalanlarin ¢arpimina egit olmalidir. Buna gore,

a-2a-3a--(p—1a = 1.2.3--(p—1) (mod p)

aP"l(p—1D!'=1-(p—1)! (modp)

aP™! = 1(mod p)
elde edilir.

! Pierre de Fermat'in 6ne siirdiigii bu teoremi, 1734 yilinda Leonhard Euler
ispatlamistir.
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Ornek: OBEB(2;7) = 1 oldugundan 2° = 1 (mod 7) dir.

Ornek: 2135 sayisinin 13 ile béliimiinden kalani bulalim.

Cézim: OBEB(2; 13) = 1 oldugundan 22 = 1 (mod 13) tiir. O halde 2
sayisinin 13’in modili 12'dir. Buna gore;
135=12-11+4
(211 = 1" (mod 13) ve 2* = 3 (mod 13)
(21%)112% =1 -3 (mod 13)
2135 = 3(mod 13)
bulunur.

6.2. Sonug: Eger p bir asal say1 ise herhangi bir p sayisi1 icin
aP = a (mod p)

dir. //

Kiiclik Fermat teoremini asagidaki bicimde kullanmak islemlere kolay-
lik saglar;

1. Fermat Teoremi, verilen bir modiile gore yapilan hesaplamalardaki
islemleri kolaylastirmada kullanilabilir.

Ornek: 4023% y1 mod 79’a gore hesaplayalim: p = 79 asal, 79 4 40 oldu-
gundan Fermat teoremine gore 40’8 = 1 (mod 79) dir. Buna goére
40235 = (4078)3 - 40 = 1-40 = 40 (mod 79)
elde edilir.

2. Verilen bir sayisinin asal olup olmadigini belirlemede kullanilir.

Ornek: a € Z olmak iizere, aP = a (mod p) kongriiansi, a’nin bazi de-
gerleri i¢in saglanmiyorsa p asal olamaz. Bu yontemi p = 247 i¢in a = 2 sege-
rek deneyelim:

2247 = (28)30.27 = 2563 - 27 = 93%. 27 (mod 247)

930.27 = (3%)12.27 = 24312.27 = (—4)12- 27 (mod 247)
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(—4)12-27 = (28)3-27 = 256°-27 = 93 - 27 (mod 247)
93.27=3-35-27=3-243-27 =3 (—4)-27(mod 247)
3-(—4)-2"=-3-28-2=-6-256=—6-9 (mod 247)
—6+9 (mod 247) # 2 (mod 247)

olduguna gore 247 sayisi asal degildir.

6.10. Teorem: Eger p, ve p,, aP* = a (mod p,) ve aP2 = a (mod p,) sar-
tin1 saglayan asal sayilar ise
aP1Pz = a (mod p;p,)
dir.

Ispat: 6.2. Sonucuna gére (aP?)P1 = aP2 (mod p,) dir. Ote yandan hipo-
teze gore aP?z = a(modp,) oldugundan (aP2)P1 =a (modp;) ve boylece
pil(aP1Pz —a) elde edilir. Benzer sekilde p,|(aPiPz —a) oldugu gosterilir.
OBEB(py; p,) = 1 oldugundan p,p, | (aPPz — a), yani

aPtP2 = 3 (mod pyp3)

dir.
Ornek: Bu teoremi kullanarak 3°° = 1 (mod 90) oldugunu bulunuz.
Cozim: 91 =7-13
37 =3-(3%)3 =3 (—4)3 (mod 13)
3:(—4)3=3:(-2% =-3:64=-3-12 (mod 13)
—3-12 =-36 = 3 (mod 13)
ve

313 =3.(3%)¢=3:2%(mod?7)

3:26=3:64=3-1(mod7)
den 6.10. teoreme gore;

3! =3 (mod 91)

390 =1 (mod 91), (OBEB(3;91) = 1)
bulunur. Bu durum ayni zamanda Fermat teoreminin karsitinin dogru olmadi-
g1n1 gosterir.
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Robert Daniel Carmichael
01 Mart 1879-02 Mayis 1967

6.2. Tanim: p bilesik bir tamsay1 olmak tlizere, eger OBEB(x; m) =1
olan bir a tamsayisi icin aP~! = 1 (mod p) oluyorsa p sayisina Carmichael

say1 denir. Carmichael say1 asal olmayabilir.

Ornek: 341 sayisinin 2 tabanina goére Carmichael say1 oldugunu géste-

riniz.
Cozim: 341 = 1131 ve
211 =2-(25?2 =2 (mod31) ve 23t =2 (2193 = 2 (mod 11)
oldugundan 6.10. teoreme gore
2341 = 2 (mod 31) ise 23 = 2+ (21°)3 = 2 (mod 11)

bulunur.
2 tabanina gore en kii¢iik Carmichael say1 341, 3 tabanina gore en kii-

clik Carmichael say1 ise 91 dir.
Ornek: 561 = 3-11-17 olsun. Eger 3 t a,11 4 a,17 } a ise Fermat Teo-
remine gore
a? =1 (mod 3),a'® = 1 (mod 11),a'® = 1 (mod 17)
dir. Buna gore
a°%% = (a?)?8% = 1 (mod 3), a%% = (a'%)%¢ = 1 (mod 11),

a®%% = (a'%)3> = 1 (mod 17) ve béylece a°®° = 1 (mod 561) bulunur. O halde
561 sayisi bir Carmichael sayisidir. Bu say1 ayni zamanda bu sekildeki sayila-

rin en kiictigidiir.
6.11. Teorem: Her a > 1 tamsayisi i¢in sonsuz sayida Carmichael sayi-

s1 vardir.
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ispat: p > 2, p t a(a? — 1) olan bir asal say1 olsun.

n= aZp—1
T oat-1
_ (ap—l ) ap+1)
“\a—-1 a+1

=@ 1T+aPt 2+ -+ D@ a2+ AP -+ 1) EZ
ve carpanlardan her biri 1’den biiyiik bir tamsayidir. O halde n sayisi bir bile-
sik sayidir.

@ —-1Dm-1)=at1-a2=a@ 1-1)(@EP +a)

Ayrica p-1 cift oldugu icin (a® —1)|(aP~! — 1), Fermat teoemine gore
pl(aP~1 = 1) ve béylece p t (a2 — 1) oldugundan p(a? — 1)[(@P~1 —1) elde
edilir. Diger taraftan a ve aP nin ikisi birden tek veya ikisi birden cifttir, ohalde
2|/ (@P +a) dir. Sonuc¢ olarak 2p(a®?—1)|(a®—1)(n—1) ve buradan da
2p|(n — 1) bulunur. O halde n = 1 + 2pt, t € Z dir.

a’? = (a?—1)n+1 =1 (modn)
buna gore

a" ! =a?P' =1 (mod n)
olur.

6.1. Lemma: Eger p > 2 olan bir asal say1 ise
a2 =1 (mod p)
sartini saglayan a tamsayilari, mod p ye gore, sadecea = 1 veyaa = p — 1 dir.

Ispat: a = 1 bu kongriiansin bir ¢éziimiidiir.

a # 1 (mod p),a® = 1 (mod p)
kongriiansinin baska bir ¢oziimii ise

a? —1= 0 (modp)

(a=—1)(a+1) =0 (modp)

pl@a=1D@+1)
dir. p asal oldugundan ya pl(a— 1) ya da pl(a+ 1) dir. a # 1 (mod p) oldu-
gundan p|(a + 1) dir. Suhaldea = —1 = p — 1 (mod p) bulunur.
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John Wilson
06 Agustos 1741, Westmorland - 18 Ekim 1793, Westmorland, ingiltere

6.12. Teorem (Wilson Teoremi): Eger p bir asal say1 ise

(p—1)!'=—1 (mod p)
dir.

ispat:p = 2i¢cin 1! =1 = —1 (mod 2)
p=3i¢cin2! =2 = —1 (mod 3)
dir. p > 3iginve asayis1 1 < a < p — 1 olan herhangi bir tamsay1 olak iizere,
ax = 1 (mod p)
kongriiansini goz oniine alalim. OBEB(a; p) = 1 oldugundan bu kongriiansin
mod p ye gore tek ¢oziimii vardir. O halde aa’ = 1 (mod p) olacak sekilde
1<a' <p-1olanbira’ € Z vardir.

6.1. Lemma ya gore a=a’ isea=1veyaa=p—1 dir. Eger a # 1 ve

a# p— liseax = 1 (mod p) kongriiansinin ¢6ziimii olan a’, a sayisindan fark-
hdir. Simdi 2,3,4,---,p — 2 sayilarini a # a’ ve aa’ = 1 (mod p) olan ciftlere
ayiralim. Bu sekildeki (p —3)/2 tane kongrians taraf tarafa ¢arpilir ve ¢ar-
panlar uygun bir sekilde diizenlenirse

234 (p—2)=1(modp)

(p—2)!'=1 (mod p)
bulunur. Bu kongriiansin her iki tarafi (p — 1) ile carpilirsa

(p—1!'=—1 (mod p)
elde edilir.

Tersine; (p — 1)! = —1 (mod p) ise p asal oldugunu gosterelim:

(p — 1! = —1 (mod p) olsun. Eger p asal degilse 1 < k < p olan k gibi
bir béleni vardir. Bundan baska k < p — 1 oldugundan k| (p — 1)! dir. Ote
yandan (p —1)! = —1 (mod p) den pl(p— D!+ 1ise k| (p— 1)+ 1 dir. Bu-
nun sonucu olarak k|1 bulunur. Bu ise k > 1 olmast ile celisir. O halde p asal
sayidir.

Ornek: 16! Sayisinin 17 ile boliimiinden kalan kagtir?
Coziim: Wilson teorem geregi 16! Sayisinin 17 ile boliimiinden kalan

—1'dir.

6.13. Teorem: Eger p > 2 olan bir asal say1 ise
a? = —1 (mod p)
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kongriiansinin ¢6ziimlii olmasi ancak ve yalmiz p = 1 (mod 4) olmasi ile miim-
kiindiir.

ispat:

1. a, a?=-1(modp) Kkongriansimin bir ¢oziimi olsun. a% =
—1 (mod p), p t a oldugundan Fermat Teoremine gore

1=aP ! = (@*)®PV/2 = (-1)P-1/2 (mod p)
dir. Eger p =4k + 3,k € Z olsa 1 = —1 (mod p) bulunur bu ise p > 2 olmasi

ile ¢elisir. O halde p = 1 (mod 4) olur.

-1
2. Tersine p = 1 (mod 4) olsun. pT cift buna gore

-1 p+1
p-Di=1-2-E=-Ep-2)p-1)
seklinde yazilabilir.
+1 -1
p—-D!'=-1p-2= —2,~--,pT = —pT(modp)

oldugu goz 6ntline alinir ve ¢arpanlarin sirasi yeniden diizenlenirse

p—-D!'=(1)>2 (1 : 2(pT) > = (1 VAR (pT) )(mod p)
bulunur. Ayrica Wilson Teoremine gore (p — 1) = —1 (mod p), sonug olarak

p—1\? . p—1 ) . .
(T !) = —1 (mod p) yani T! sayist X2 = —1 (mod p) kongriiansinin bir

coziimudiir.

6.14. Teorem: Eger p > 2 olan bir asal say1 ise
32.52...(p—2)% = (-1)®P*D/2(mod p)
dir.

ispat: a = —(p — a) (mod p) yazilabilir. Buna gére

2:4:6-(p—1)=(-1)PV2(p-2)(p—4)-5-3-1(mod p)

1.2.3...(p_1) (1'3'5-"(p—2))(2'4'6"'(p—1))

(—=1)P~1/212.32.52... (p — 2)?(mod p)

Wilson Teoremine gore (p — 1)! = —1 (mod p), sonug olarak
(—1)®P-D/212.32.52... (p — 2)%(mod p)
12-32.52...(p—2)2 = (_1)(p+1)/2(m0d p)

bulunur.

Wilson Teoremi n! 4+ 1 seklinde sonsuz sayida bilesik sayinin var oldu-
gunu soyler.
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1 <n <100 icin n! + 1 in asal oldugu n degerleri 1, 2, 3, 11, 27, 37, 41,
73 ve 77 dir.

LINEER KONGRUANSLAR

6.3. Tanim: p > 1 bir dogal say1 a,b € Z olmak iizere,
ax = b(mod p)
seklindeki bir kongriiansa bir bilinmeyenli lineer kongriians denir. Burada
OBEB(a; p) = kise kongrii olmayan k tane say1 vardir denir.

Tanima gore ax, = b (mod p) olmasi ancak ve yalniz ax, — b = py, ola-
cak sekilde bir y, € Z olmasi ile miimkiindiir. Yani ax, = b (mod p) kongriian-
sin1 saglayan bitiin tamsayilari bulma problemi ile OKBEB ve OBEK konusun-
daki ax — py = b Diofant denklemini ¢6zmek problemi aynidir.

6.3. Not: x(, ax = b(mod m) kongriiansinin bir ¢éziimii ise X, ile mod p
ayni kalan sinifina ait biitiin tamsayilarda bu kongriiansin bir ¢ozimiudir.
ax = b (mod p) kongriiansinin birbirinden farkli ¢6ziimlerinin sayis1 dendigi
zaman kongriiansi saglayan fakat mod p ye gore kongrii olmayan tamsayilarin
sayisl anlasilacaktir.

6.15. Teorem: OBEB(a; p) = k olmak {izere, ax = b (mod p) kongriian-
sinin bir ¢dziimiiniin olmasi ancak ve yalmz k|b olmasi ile miimkiindiir. Eger

klDb, b ise bu kongriiansin mod p ye gore kongri olmayan tam k tane ¢é6ziimi
vardir.

ispat: Daha énceden verilen kongriiansin ax — py = b Diofant denkle-
mine esdeger oldugunu gormiistiik. OBEB ve OKEK konusunda Diofant teo-
remlerine gore bu Diofant denkleminin ¢6ziimlii olmas icin gerek ve yeter
kosul OBEB(a; p) | b olmasidir. Eger bu Diofant denklemi ¢6ziimlii ise xo, y, € Z
bir 6zel ¢6ziim olmak tizere, diger ¢ozliimler
p a

X =Xg+ (E)t,yzyo + (E)t'te Z
seklindedir.t = 0,1, ...,k — 1 icin

Xo, Xo + %o+ 28, %0 + (k= DL (1)
cozliimlerini gézonlne alalim. Bu tamsayilar mod p ye gore kongrii degildirler.
Aksi halde

Xo+ b =X+ t2(modp),0 <t <t; <k—1
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olsa Etl = Etz (mod p), OBEB (E, n) = E, oldugundan t; = t,(mod k) elde

edilir ki bu miimkiin degildir.

Simdi x = x¢ + (E) t, seklindeki bir ¢6ziimiin mod p ye gore (1) deki sa-
yllardan herhangi birine kongrii oldugunu gosterelim: t ve k ¢iftine bélme al-

goritmasi uygularsak
t=qgk+r,0<r<k-1

olacagindan
x=x,+ (B)t
=Xo + (E) (gk+7r)
=Xotpq-+ Er

= X, +§r (mod p)

ve Xg + %r, (1) de siralanan tamsayilardan biridir.

6.3. Sonug: i) Eger x, , ax = b (mod p) kongriiansinin bir ¢o6ziimi ve
OBEB(a; p) = kise, bu kongriiansin mod p ye gore kongrii olmayan
X0, Xo +%,x0 + 2%,"',X0 + (k- 1)%
gibi tam k tane ¢6ziimi vardir.

ii) OBEB(a; p) = k = 1 ise ax = b(mod p) kongriiansinin mod p ye gore
tek ¢6ziimi vardir. //

ax = b (mod p) kongriiansin1 ¢6zmek igin, kongriians1 Diofant denkle-
mine doniistirmek veya verilen kongriiansin her iki tarafini p ile aralarinda
asal bir say1 ile carparak x’in katsayisini 1 yapmak, gibi ¢esitli ¢6ztim yontem-
leri vardir.

Ornek: 140x = 133 (mod 301) kongriiansim ¢dzelim.

1. Cozim: 140x =133 (mod 301) kongriiansin1 ¢6zmek demek,
140x — 301y = 133 Diofant denklemini ¢c6zmeye denktir.
301 =2-140+ 21
140 =6-21+ 14
21=1-14+7
14=2-7+0
oldugudan OBEB(301; 140) = 7 ve 133 = 19 - 7 olup
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7=1-21-1-14
7=1-21-1-(140—-6-21)=7-21-1-140
7=7-(301—2-140)—1-140=7-301—-15-140

133 =133-301 — 285+ 140

elde edileceginden ¢6ziim vardir. x, = —285, y, = 133 Diger ¢oziimler
a
X =Xg + (E)t,yzyo + (E)t,te Z
denkleminden
Xo = —285 + gt = —285 + 43t, y, = —133 +£70t = —133 + 20t

seklinde bulunur. x, = —285 + 43t burada t =0, 1, 2,3,4,5, 6 icin mod 301’e
gore kongrii olmayan biitiin ¢c6ziimler

t = 0igin Xy, = —285 = 16 (mod 301)

t = 1licinxy = —242 = 59 (mod 301)

t=2i¢cinxy = —199 = 102 (mod 301)

t = 3i¢in Xy = —156 = 145 (mod 301)

t =4icinxy = —113 = 188 (mod 301)

t =5icinx, = =70 = 231 (mod 301)

t = 6icinxy = —27 = 274 (mod 301)
olarak bulunur.

2. Coziim: 140x = 133 (mod 301)
20x = 19 (mod 43)
28-20x = 2819 (mod 43)
560x = 532 (mod 43)
x = 16 (mod 43)
(mod 301)’e gore kongrii olmayan pozitif ¢éziimler
x = 16,59,102, 145,188,231, 274(mod 301)
olarak bulunur.

6.16. Teorem (Cinlilerin Kalan Teoremi): pq,py, -, pri#]j icin
OBEB(pi; p]-) = 1 olan 1’den biiyiik pozitif tamsayilar olmak lizere,

X = a; (mod p,)
X = a, (mod p)

X = a, (mod p;)
kongriians sisteminin modiili pq, py, :**, pr ye gore tek tiirli belirli bir ¢oziimii
vardir.

ispat: py,p2, -+, pr ve k = 1,2, -+, ricin
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Ny = p% = P1P2 """ Pk-1Pk+1 """ Pr
ile gosterelim. Hipoteze gore p; ler ikiser ikiser aralarinda asal olduklarindan
OBEB(Ny; px) = 1 dir. Bu nedenle Nyx = 1 (mod py) kongriiansinin mod py
ya gore tek turli ¢6ziimii vardir, bu ¢6ziimi py ile gosterirsek,

Xo = a;Nyxq +ayNyxy, + -+ + apNex,
verilen sistemin bir ¢oziimudir. Gercekten i#j icin, ng|N; oldugundan
N; = 0 (mod py) dir. Bunun sonucu olarak x, = agNyxy (mod py) bulunur. Ote
yandan py, Nyx = 1 (mod py) nin bir ¢éziimii oldugundan Nyx, = 1 (mod py)
ve boylece k = 1,2, -+, r icin X, = agNyxx = ax (mod py) bulunur. Bu ise x, 1n
verilen sistemin bir ¢6ziimi oldugunu gosterir.

Simdi bu ¢6zlimiin modulo p4, py, -**, pr ye gore tek tiirlii belirli oldugu-
nu gosterelim: Verilen sistemin x', gibi bir baska ¢éziimiiniin oldugunu kabul

edelim. Bu durumda k = 1,2,---,r icin , X, = X'y (mod py) yani pk| X0 —%'p)
dir. Ote yandan i # j icin OBEB(pi;pj) =1 oldugundan (p1,pa -, pr) | (X0 —
x'y) ve buradanda x, = X'y (mod p4, p2, ***, pr) bulunur.

Ornek:
x = 1 (mod 2)
x = 1 (mod 3)
X = 4 (mod 5)
. .. . 1 30 30
sistemini ¢ozelim: p=2-3:-5=30 ve N;= - = 15, N, = 3= 10,
N; = % = 6 dir.

15x =1 (mod 2) isex = 1 (mod 2) olupx; =1
10x = 1 (mod 3) ise x = 1 (mod 3) olup x, = 1
6x =1 (mod5)isex =1 (mod5) olupx; =1

Xg=1-15-1+4+1-10-14+4-6-1=49 =19 (mod 30)
olur. //

k = 1,2,--+, ricin py lar ikiser ikiser aralarinda asal olmak tizere,
a;x = by (mod p,)
a;Xx = b, (mod p,)

arx = b, (mod p,)
gibi bir lineer kongriians sistemi verilmis olsun. Bu sistemin ¢6ziimli olabil-
mesi icin On sart, sistemdeki her bir lineer kongriiansin ¢éziimli olmasidir. Bu
durumda k = 1,2, -+, r icin OBEB(ay; px) = hy olmak tizere hy |a, olmalidir. Bu
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sart saglandiktan sonra her bir k. kongrians hy ile sadelestirilerek, ilk sistemle
ayni ¢ozlimlere sahip yeni bir

a’;x =b’; (mod p,),a’,x =b’, (mod p,),...,a'rx = b, (mod p,)
n

sistemi elde edilir, burada py = h_llz 1 # jicin OBEB(pi; p]-) =1, OBEB(a’i; pj) =
1 dir. Bu sistemdeki kongriianslarin ayr1 ayri ¢éziimleri
X = ¢; (mod p1), X = ¢, (mod p,),..., X = ¢, (mod p;) (D

seklinde ise problem, (1) sisteminin ¢éziimlerini bulmaya indirgenir.

Ornek:
2x =1 (mod 5)
3x = 3 (mod 6)
4x = 1 (mod 7)

5x = 9 (mod 11)
sistemini ¢6zelim:

1. Cozum: 5, 6, 7, 11 ikiser ikiser aralarinda asaldir. OBEB(2;5) = 1 ol-
dugundan 2x = 1 (mod 5) kongriiansi ¢6ziimlii, OBEB(3; 6) = 3 oldugundan 2.
kongriians ¢o6zimli ve 3x = 3 (mod 6) yani x = 1 (mod 2) dir. OBEB(4;7) =1
o halde 4x = 1 (mod 7) ¢6ziimli ve son olarak OBEB(5;11) = 1 oldugundan
5x = 9 (mod 11) kongriiansi ¢ézliimliidiir. Béylece ilk sistemle ayni ¢éziimlere
sahip olan

2x =1 (mod5),x =1 (mod 2),4x = 1 (mod 7), 5x = 9 (mod 11)
gibi yeni bir sistem elde edilir. Ote yandan bu sistem

x =3 (mod5),x=1(mod2),x=2(mod?7),x=4(mod11)
sistemine denktir. Problem yukaridaki sistemi ¢6zmeye indirgenir. Cinlilerin
kalan teoremin deki notasyonlara gore,

p=770;a; =3,N; = 154;a, = 1, N, = 385; a; = 2, N5 = 110; a, = 4,
N, = 70

154x = 1 (mod 5) ise x = 4 (mod 2) olup x; = 4
385x = 1 (mod 2) isex =1 (mod 3) olupx, =1
110x = 1 (mod 7) ise x = 3 (mod 7) olup x5 = 3
70x =1 (mod 11) ise x = 3 (mod 11) olup x, = 3

Xg=3-154-4+1-385-1+2-110-3+4-70-3
= 3733 =653 (mod 770)
bulunur. //

Simdi bu sekildeki sistemleri ¢6zmek i¢in kullanilan bir baska metodu
bu 6rnek iizerinde gosterelim.
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2. Cozum:
2x =1 (mod 5) ise x = 3 (mod 5) olup x = 3 + 5k;,k; EZ
dir. x icin bulunan bu deger sistemin 2. kongriiansinda yerlestirilir.
3x = 3 (mod 6)
x =1 (mod 2)
3 + 5k; =1 (mod 2)
k; =0 (mod 2)
ky = 2k,, k, EZ
k; =3 +5(2k,)
x icin bulunan son deger sistemin 3. kongriiansinda yerlestirilirse,
4x = 1 (mod 7)
4(3 + 10k,) = 1 (mod 7)
5k, = 3 (mod 7)
k, = 2 (mod 7)
k, =2+ 7k, kz €EZ
X =3+ 10k, =34+ 10(2 + 7k3) = 23 + 70k,
bulunur ve x’in bu degerini sistemin son kongriiansinda yerlestirirsek bura-
dan
5(23 + 70k3) = 9 (mod 11)
20k; =4 (mod 11)
—2k; =4 (mod 11)
k; = —2 (mod 11)
k; =9+ 11k,, k, € Z
X =234+ 70k; = 23 + 70(9 + 11k,) = 653 + 770k,
bulunur. Buna gore x = 653 (mod 770) tir.

6.17. Teorem: Eger p = p1p, - px ve 1 <i <j < kicin OBEB(p;; p;) =
1 ise ax = b (mod m) kongriiansi

ax = b (mod p,), ax = b (mod p;),.., ax = b (mod px) (1)
sistemine denktir, yani kongriiansinin her bir ¢6ziimii ayn1 zamanda (1) sis-
teminin de bir ¢6zlimiidiir ve bunun tersi de dogrudur.

Ispat: X, ax = b (mod p) kongriiansinin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
axo = b (mod p) vei = 1,2, -, kicin n; | n oldugundan ax = b (mod p;) dir.

Karsit olarak i =1,2,--,k icin axy, = b (mod p;) olsun. Bu durumda
n;lax, — b ve OBEB(pi;pj) = 1 oldugundan nlax, — b yani ax, = b (mod p)
bulunur. //
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Bu teoreme gore biyiik bir bilesik modile sahip kongriuanslari ¢6zmek
icin Cinlilerin Kalan teoreminden yararlanilabilir.

Ornek: 131x = 21 (mod 77) kongriiansini ¢é6zmek icinn = 77 = 7 - 11
oldugundan bunun yerine
131x = 21 (mod 7)
131x = 21 (mod 11)
sistemini ¢ozebiliriz. Bu sistemde
x = 0 (mod 7)
x =1 (mod 11)
sistemine denktir. Simdi Cinlilerin Kalan teoremini kullanarak bu sistemi ¢oze-
lim:
Xx=0(mod7),x=7ky,k; EZ
bu degeri 2. kongriiansta yerlestirirsek
7k; = 1 (mod 11)
k; =8 (mod 11)
k; =8+ 11k,, k, € Z
ve buradan da
x =7k, =56 +77k,, k, €EZ
elde edilir.

6.4. Tanim: a;x; + a,x, + -+ + apXy = ¢ (mod p) kongransina birden
fazla bilinmeyen iceren lineer kongriianslar adi verilir. Bu birden fazla bilin-
meyen iceren lineer kongriianslarin ¢6ziimi, belirli sayida tek bilinmeyenli
kongriianslarin arka arkaya c¢oziilmesi ile gerceklestirilir.

Ornek 4. 4x + 3y = 5 (mod 8) iki bilinmeyenli lineer kongriiansini ¢é-
zunuz?

Cozim: Bu kongriiansin OBEB(4;3;8) =1, 1 |5, Cinlilerin Kalan teore-
mine gére k- m" ! = 8 tane (mod 8) kongrii olmayan ¢oziim vardir? Simdi
bunlar1 inceleyelim:

k' = OBEB(4;8) = 4 ve 3y = 5 (mod 4)

—y =1 (mod 4)

y = 3 (mod 4)

y = 3 (mod 8) vey = 7 (mod 8) icin:

4x +9 =5 (mod 8)

4x = 4 (mod 8)

x =1 (mod 2)
boylece x = 1 (mod 8), x = 3 (mod 8),x = 5 (mod 8), x = 7 (mod 8) bulunur.
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Boylece mod 8’in biitiin ¢6ziim takimlari
xy) =(0,7),(2,7),(4,7),(6,7),(1,3),(3,3),(53),(7,3)
dir.

KALAN SINIFLAR KUMESI

Bir tamsay1 5 ile boliindigiinde kalanlarin kiimesi {0, 1, 2, 3, 4} oldugu-
nu biliy_oruz. Bunlardan 5 ile béliindiigiinde kalanlarin kiimesi;

0=¢{-,—15,-10,-5,0,5,10,15,---}
1={,-14,-9,-4,1,6,11,16,--}
2=1{-,-13,-8,-3,2,7,12,17,---}
3={-,-12,-7,-2,3,8,13,18,---}
4=1{-,-11,-6,-1,4,9,14,19,---}

biciminde gosterilir. Bu yazima denklik siniflar1 adi verilir.

6.5. Tanim: p kongriiansina gore,
Z,=1{0,1,2,3,-,p— 1}
ifadesine kalan siniflarin kiimesi veya denklik siniflarin kiimesi adi verilir.

Ornek: e L
Z, ={0},Z, ={0,1},Z; ={0,1,2},Z, = {0,1,2,3}, Z, = {0,1, 2, 3, 4}
bir kag¢ kalanlarin sinifidir.

6.6. Tammm: m kongriiansina goére Z, kalanlarin kimesi, her
a,b € Z ve p € Z*- {1} olmak iizere,
i) adb=a+b
ii)a®b=a-b

biciminde tanimlanir.

Ornek: Z, = {0,1, 2,3} kiimesinde 3@ 2 = 3 + 2 = 1 dir.

=

Ornek: Z, = {0,1,2,3,4,5} kiimesinde 4 ® 3 = 4- 3 = 0 dir.
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S
N
@D
~

N
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=

Ornek: Z, = {0,1,2,3} icin toplama ve ¢arpma isleminin tablosunu

yapiniz.
S ©li i 7 3
@&/ 0 1 2 3 = = —————
=~ = = 35 3 0|0 O O0 O
ojo0o 1 2 3 - = Y5\ 5
=l = 5 35 = 170 1 2 3
171 2 3 0 = | = s = =
sl 5 5 = = 210 2 0 2
212 3 0 s/0 3 2 1
3/3 0 1 2
6.7. Tanim: Z, de;
aPe=edPa=a
sartini saglayan Z,, nin a sayisina @ isleminin etkisiz elemani denir. Yine,
aRQe=e®a=a

sartini saglayan a sayisina &) isleminin etkisiz elemani denir.

Ornek: Yukaridaki Z, 6rnegine gore @ isleminin etkisiz elemani
0, ® isleminin birim (etkisiz) elemani 1 dir. Ciinkii

060=0

1p0=1 1®1=1
200=0p2=2 21=1Q2=2
300=0H3=3 31=1Q3=3

dir.

6.8. Tamim: Z;, de € birim (etkisiz) eleman olsun.
apal=algpa=e
sartini saglayan a~lsayisina Zy, nin @ isleminin ters elemani denir. Yine,
a®al=al®a=¢
sartini saglayan a~! sayisina & isleminin ters elemani denir.
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_(")rnek: Yukaridaki Z, o6rnegine gore @ isleminin birim (etkisiz) ele-
mani 0 olduguna g('jre ters elemanlar,

00 1=01®0=00lup0t=0
103 1=31@1=00lup3t=1
2021=2"1®2=00lup27t =2
301 '=11@®3=00lupl™t=3

dir. Yine ® isleminin birim (etkisiz) eleman1 1olduguna gore ters elemanlar,
1®11'=11'R1=1
33 1'=31®3=1

dir. 0 ve 2 sayilarin tersi yoktur.

nuz.

Ornek: Zs de (X @ 3) ® 2 = 4 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

Cozum:

Z®3)R2=4

EOIR2®21=4® 2!

XP3)R2®3=4QR3 (® islemine gore 271 = 3)
XO3)R®2-3=4-3

EO3HR1=2

XP3=2

XP3P31=2¢3"

XP3P2=2P2 (D islemine gore 37! = 2)
XP3+2=2+2

XP0=4

X=4

Ornek: Z: de (x> @ 1)(x @ 4) = 0 denkleminin ¢éziim kiimesini bulu-
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COZUM ALISTIRMALAR
Modiiler Aritmetik Tanimi

1. Asagida iki bolme islemi veriligtir.
37 FL 21 ’_g
- -
Buna gore, asagidakilerden hangisi yanhstir?

A)21=3(mod6) B)37=1(mod6) C)1=37(modb6)
D)3 =21 (mod6) E)3=1(modb6)

Cozim: 3 = 1 (mod 6) disindaki kongiianslar dogrudur.

2. Asagidakilerden hangisi yanlhistir?

A)34=-1(mod5) B)48=0(mod6) C)51 =9 (mod?7)
D)83 =9 (mod12) E)—94 = 2 (mod 8)

Cozum:

A)34=-1(mod5)<34+1=-1+1(mod5)<35 =0 (mod5)

B) 48 = 0 (mod 6)

C) 51 = 9 (mod 7)< 51 = 2 (mod 7) olup yanhstir.

D) 83 = 9 (mod 12)

E) —94 = 2 (mod 8)<> 94 — 94 = 94 + 2 (mod 8)<> 0 = 96 (mod 5)
<96 =0 (mod 5)

3.1. 58 =33(mod5)
[I. 12x=0(mod4),x€ Z
[II. 9! = 0 (mod 42)
Yukaridaki bilgilerden hangileri dogrudur?

I. 58 =3 (mod8)ve 33 =3 (mod5) < 58 =33 (mod 5) dogrudur.
II. 12 =0 (mod4)vex = x(mod4) < 12x = 0 (mod 4) dogrudur.
[II. 9! =0 (mod 42) dogrudur. Ciinkii;

1! =1 (mod 42)
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2! =2 (mod 42)
3! = 6 (mod 42)
4! = 24 (mod 42)
5! = 36 (mod 42)

6! = 6 (mod 42)
7! = 0 (mod 42)
8! = 0 (mod 42)
9! = 0 (mod 42)

4.8527 - 4256 = a (mod 5)
olduguna gore, a asagidakilerden hangisidir?

Coziim: 8527 = 2 (mod 5) ve 4256 = 1 (mod 5)
8527 -4256 =2 -1 (mod 5)
8527 - 4256 = 2(mod 5)

5.46 = 10 (mod a),a € N\{0,1}
olduguna gore, a’nin birbirinden farkl alacagi deger nelerdir?

Cozim: 46 = 10 (mod a)
46 — 10 = 10 — 10 (mod a)
36 = 0 (mod a)
oldugundan a’'nin degeri 2, 3, 4, 6, 10, 12, 18, 36 olur.

Modiiler Aritmetikte Ustlii ifadeler

6.(—7)3° = x (mod 8)
olduguna gore, x asagidakilerden hangisidir?

Cozim:
(=7)3° = x (mod 8) < (—1)3° - 73° = x (mod 8)< 73° = x (mod 8)

7 = 7 (mod 8)

72 = 1 (mod 8)
(72)15 = 115 (mod 8)
739 = 1 (mod 8)
(=7)3% =1 (mod 8)
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7.55%71 = m (mod 6)
olduguna gore, x asagidakilerden hangisidir?

Coziim: 5 = 5 (mod 6)
52 =1 (mod 6)
(52)285 = 1285 (mod 6)
5570 = 1 (mod 6)
5570.5=1"-5 (mod 6)
5571 = 5 (mod 6)

8.x = 3 (mod 8)
olduguna gore, x* sayis1 8 ile béliindiigiinde kalan kag olur?

A)0 B)1 (€2 D)3 E)4
Cozim: x = 3 (mod 8)

x? =1 (mod 8)
(x3)? = 12 (mod 8)
x* = 1 (mod 8)

9.10'® = a (mod 17) olduguna gore, a’nin degeri nedir?

A)1 B)2 C)3 D)4 E)S5
Coztim: 10 = 10 (mod 17)
102 = 15 (mod 17)
103 = 14 (mod 17)
10* = 4 (mod 17)
(10)* = 4* (mod 17)
106 = 1 (mod 17)

10. x dogal sayis1 12 ile boliindiigiinde kalan 5 oluyor. x? sayisin 6 ile
boldigiinde kalan nedir?

Cozum:
x=5(mod12)<x=12k+5,KkEZ
& x=6(2K) +5,2k € Z
< x =5 (mod 6)
< x? = 5° (mod 6)
< x? =1 (mod 6)
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11.x = 17* olduguna gére, x sayisi 15 ile boliindiigiinde kalan kag olur?

Cozim: 17 = 2 (mod 15)
17? = 22 (mod 15) = 4 (mod 15)
(17%)% = 42 (mod 15) = 1 (mod 15)

12.2%6 + 326 = 3 (mod 5) olduguna gore, a’nin degeri nedir?

Cozum:

2 =2 (mod5)ve3 =3 (mod5)

22 = 4 (mod 5) ve 32 = 4 (mod 5)

23 = 3 (mod 5) ve 3% = 2 (mod 5)

2* =1 (mod 5) ve 3* = 1 (mod 5)

(2)® = 1% (mod 5) ve (3*)® = 1° (mod 5)
22% = 1 (mod 5) ve 3* = 1 (mod 5)
224.22=1-4(mod5)ve 3?32 =1-4(mod5)
226 = 4 (mod 5) ve 3% = 4 (mod 5)

2%6 + 326 = 4 + 4 (mod 5)

226 + 326 = 3 (mod 5)

13. n pozitif tamsay1 olmak iizere,
5120%5 = ¥ (mod 7)
olduguna gore, x'in degeri nedir?

Cozim: 5 =5 (mod 7)

52 = 4 (mod 7)
53 = 6 (mod 7)
5% = 2 (mod 7)
55 = 3 (mod 7)
56 = 1 (mod 7)

(5%)2"- 55 = 12" 3 (mod 7)
512045 = 3(mod 7)

Modiiler Aritmetik Uygulamalari

14. Bugiin Carsamba ise 100 gilin sonra hangi glindiir?

Coziim: 100 = 2 (mod 7) oldugundan 2 giin sonra Cuma’dir.
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15. Bugiin Pazartesi ise 53 giin 6nce hangi giindiir?

Coztim: 53 = 4 (mod 7) oldugundan 4 giin sonra Cuma’dir.

16. Bugiinden 151 6nceki glin Cuma ise, bugtlin hangi glindiir?

Coziim: 151 = 4 (mod 7) oldugundan 4 giin 6nce Pazartesi’dir.

17. 8 glinde bir nobet tutan astsubay, ilk nébetini Pazartesi tutarsa 5.
Nobetini hangi giin tutar.

Coéziim: Ilk nobet tutulunca geriye 4 nobet kalir. 8-4 =36 ise
36 = 1 (mod 7) oldugundan 1 giin sonra Sali'dir.

18. Pazartesi saat 08.00 da havalanan bir ugak 80 saat sonra geri done-
cegine gore, bu ucak hangi giin, saat kacta geri donecektir.

Coziim: 80 = 8 (mod 24) oldugundan 3 giin 8 giin saat sonra yani Per-
sembe glinii saat 16.00 dir.

Modiiler Aritmetikte Denklemler

19. x ve y dogal sayilan 8 ile béliindigiinde kalanlar sirasiyla 5 ve 4
oluyor. x - y'nin 8 ile béliimiinden kalan nedir?

Coziim: x = 5 (mod 8) vey = 4 (mod 8)
X'y =5-4(mod 8)
X'y = 4 (mod 8)

20. 3x+ 11 = 5 (mod 7)
olduguna gore, x'in en kii¢iik dogal say1 degerini nedir?

Coztim: 3x + 11 = 5 (mod 7)
11 =4 (mod 7) ise 3x = 1 (mod 7)
5:-3x=5-1(mod 7)
x =5 (mod 7)
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21.2x+ 3 =5 — x (mod 8)
olduguna gore, x'in en kiiciik dogal say1 kactir?

Cozim: 2x + 3 =5 — x (mod 8)
2x+x=5-—3(mod 8)

3x = 2 (mod 8)
3:-3:x=3-2(mod8)
X = 6 (mod 8)

22.(x+ 1)(x—2) =0 (mod 11)
olduguna gore, x'i saglayan degerler nelerdir?

Cozim: (x+ 1)(x—2) = 0 (mod 11) olmasi
x+1=0(mod11)vex—2 =0 (mod11)
x=10vex =2

23. 5 sayisinin 11 modiiliine gore tersi asagidakilerden hangisidir?
A)9 B)10 (€11 D)12 E)13

Cozim: 5 sayisinin 11 modiliine gore tersini bulmak 5x = 1 (mod 11)
lineer kongriiansinin ¢6zmek gerekir.
9:5x=9-1(mod 11)
45x = 9 (mod 11)
X =9 (mod 11)

24. x = 3 (mod 12) ve x = 6 (mod 8) kongriians sisteminin ¢ozimiini
bulunuz.
Cozim: x = a (mod p) ve x = b (mod q) ve OBEB(p; q) = ¢ kongrans

olsun. c|b — a ise sistemin ¢oziimii var. ¢ + b — a ise sistemin ¢éziimii yoktur.
Buna gore OBEB(12; 8) = 4 tiir. 4 t 6 — 3 oldugundan ¢6ziim yoktur.

25. x =9 (mod 12) ve x = 5 (mod 8) kongriians sisteminin bir x, ¢06-
zUimii nedir?

Coziim: OBEB(12; 8) = 4, 4/9 — 5 dir. Sistemin ¢6ziimii vardur.
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12 9-5 8
—x =—— | mod —

4 4 4
¢O6zUimiini bulalim.

3x =1 (mod 2)
x =1 (mod 2)
dir. Buna gore;
Xo = 12 + 9 (mod OKEK(12; 8))
Xo = 21 (mod 24)
olur.

Kalan Siniflarn
26.7Zg de 5 6 - 7 isleminin sonucu asagidakilerden hangisidir?
Coziim: 5+ 6 -7 = 2 (mod 8) oldugundan Zg de 5 - 6 - 7 isleminin sonu-

cu 2 olur.

27. Zo de x € 5 olduguna gore, x'in iki basamakli en biiyiik tamsayini
toplami nedir?

Coézim: Zg = {...,—4,5,14,23, ...,95, ...} oldugundan cevap 95 olur.

28.7Z¢ icin 5 - (4 + 3) + 2 isleminin sonucu nedir?
Coziim: 5+ (4+3) +2 =1 (mod6) oldugundan Z; de 5- (4 +3) + 2
isleminin sonucu 1 olur.
29.Zs te (2x + 3) - (3x + 5) isleminin sonucu nedir?
¢ozim: (2x + 3) - (3x + 5)
=2x-3x+2x-5+3x-3+3-5
=1x?2+0x+4x+0
= x? + 4x
30. Z, de asagidakilerden hangisi x> = 2 denklemini saglar?

A)0 B)1 ()2 D)3 E)4
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Coéziim: Cevap 3 diir. Clinkii 3% = 2 (mod 7) dir.
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