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5. BOLUM
FONKSIYONLARA GIRIS

Gottfried Wilhelm Leibniz
(01 Temmuz 1646, Leipzig, Almanya - 14 Kasim 1716 Honnever, Almanya)

FONKSIiYON KAVRAMI

5.1. Tanim: A # & ve B # & olmak lizere, A’dan B’ye bir f bagintis1 ve-
rilmis olsun. A’nin her elemani B’nin elemanlariyla bir ve yalniz bir kez esle-
niyorsa bu bagintiya fonksiyon denir. Her x € A ve y € B olmak iizere, A’dan

B’ye bir f fonksiyonu f : A - Byada A 5 Bya da x - f(x) =y seklinden biri
ile gosterilir. Burada A kiimesine tanim kiimesi, B kiimesine deger kiimesi,
deger kiimesinde olusan goriintiilerin olusturdugu kiimeye goriinti kiimesi
denir. f(A) goriinti kiimesini olusturur. Her zaman f(A) c B seklindedir.

& f B

Tanim Deder
Klmesi Klmesi
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Ornek:

Ao f B s 9 B

d -"-

b 1] | |

Come ] | |
fonksivon degdildir fonksiyon dedildir

Venn semalarinda da goriildiigi gibi 1. ve 2. semada A (tanim) kiimesinin her
elemaninin B (deger) kiimesinde bir ve yalniz bir gériintiisii oldugundan fonk-
siyonlardir. Ama 3. semada a noktasinin 2 gorintisi, 4. semada d noktasinin
gorintiisii olmadigindan fonksiyon degillerdir.

Ayrica

1. semada B = {m, n, o,p} kiimesi deger kiimesi olup f(A) = {m, n, o, p}
gorinti kiimesidir.

2.semada B = {m, n, o, p} kiimesi deger kiimesi olup f(A) = {m,n, 0} go-
riinti kiimesidir. Su halde her iki fonksiyonda da f(A) c B dir.

5.1. Not: f : A — B bagintisinin fonksiyon olmasi i¢in

i) A’daki her elemanin f altinda bir goriintiisii olmahdir. Bu durum her
X € Aicin f(x) =y € B dir.

ii) A’daki her elemanin f altinda yalniz bir tek goriintiisii olmalidir. Bu
durum f(x) = y dir.//

Simdi de fonksiyonlari koordinat sistemlerinde gosterimine bakalim.
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5.2. Tanim: f: A > B, f={(x,y):x € A,y € B,y = f(x)} fonksiyonuna
ait olan ikililere analitik diizlemde karsilik gelen noktalarin olusturdugu kii-
meye, f fonksiyonunun grafigi denir. (Koordinat sistemlerinde x eksenleri ta-
nim kiimeleri, y eksenleri deger kiimeleri olarak alindigi unutulmamahdir.)

Ornek
Akl}r. Jl.y Ah},
4 4 .—e 4
3 4o e 3 PO ] T S
2""ﬁ """ r""r""+ 2"' ,‘"";‘""ir""'| 2 *'--"l'--"l'--"'|
1 +----l—----l------li 1 ——————————————— ; ————— 1 —————————— - -@----H
Cox : %
) N S S S S
1 ‘2 '3 4 1 2 '3 2 T R
fonksiyon fonksiyon dedgil fonksiyon dedil

1. grafikte x ekseninin (tanim kiimesinin) her elemaninin y ekseninde (deger
kiimesinde) bir ve yalniz bir gériintiisii oldugundan fonksiyondur. Ama 2. gra-
fikte 2 noktasinin 2 goriintiisii ve 4 noktasinin goriintiisii olmadigindan, 3.
grafikte 4 noktasmin gorintiisi olmadigindan fonksiyon degillerdir.

Simdi biitiin reel sayilar icin ayn1 durumu saglayalim. Yani biitiin reel
sayilar icin noktalarin goriintistini bulalim.

Ornek:

>
=

4
=

x
// b 7 b
fonksivon fonksiyvon
Ahy .lhy
C 1)
«\ > Ny >

fonksiyon fonksivon
deil degil
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1. ve 2. grafiklerde x ekseninin (tanim kiimesinin) her elemaninin y ek-
seninde (deger kiimesinde) bir ve yalniz bir goriintiisii oldugundan fonksi-
yondur. Ama x’in bazi noktalarinin gorintiisii olmadigindan fonksiyon degil-
lerdir.

Bir bagintinin grafiginde y eksenine ¢izdigimiz her paralel dogru grafigi
en fazla bir noktada kesiyor ise grafik fonksiyon grafigidir. Sayet y eksenine
¢izdigimiz en az bir paralel dogru grafigi en az iki noktada kesiyor ise grafik
baginti grafigidir, fonksiyon olamaz. Bizim yukaridaki érnekte grafiklerde y
eksenine paralel cizilen dogrular oldugunda 1. ve 2. semada fonksiyon bir no k-
tada kesmekteler, ama 3. ve 4. semada iki noktada kesmekteler.

Goruldign gibi fonksiyonlar grafikler lizerinde inceleniyor. Ama fonk-
siyonlarin bir bagka 6zelligi daha var ki, o da hi¢ stiphesiz fonksiyonlarin denk-
lemleridir. Simdi denklem kavramini anlamaya ¢alisalim.

Ornek: A ={0,1,2,3} ve B={1,2,3,4} olmak iizere f: A - B fonksi-
yonu “Her bir say1 kendisinin bir fazlasina gotiiriir” seklinde tanimlaniyor. Bu
fonksiyonun grafigini ciziniz ve denklemini bulunuz.

Cozim: Her say1 kendisinin bir fazlasina gotiirdiigtinden
f(0) =1,f(1)=2,f(2)=3,f(3) =4
gibi olacagindan

.‘Ly

| L
i
1“____§+ __________
RENRRRE >

bulunur. Gorildigu gibi, X tanim kiimesinden alinan bir sayinin Y deger kii-
mesinde bir fazlasina gotiiriiyor. Buna gore,

f(x) =x+1
elde edilir.

Ornek: Bir havuzunda baslangicta 3 m3 su bulunmaktadir. Musluk acil-
diktan sonra saatte 2 m3 su akmaktadir. Buna gére havuzun dolmasinin siiresi
ve su miktarini goésteren fonksiyonunu bulunuz.
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Cozim: Havuzun dolmasinin siiresi ve su miktarini gésteren ¢izelge su
sekildedir.

0 saat | 1 saat 2 saat | 3 saat
3 m3 5 m3 7 m3 9 m3

Buna gore f(x) = 2x + 3 fonksiyonunu verir. //
Burada fonksiyonlarin grafiklerini incelemesini sonraya birakalim.
Simdi fonksiyonlarin denklemleri lizerine bazi 6rnekler ¢ozmeye calisalim.
Fonksiyonlar (x,y) = (x,f(x)) swrali ikililerinden olustuguna gore islem-
lerinizi bu mantiga gore yapacagiz.
Ornek: f = {(x,y) : y = 3x — 6 ve x,y € R} bagintis1 fonksiyon mudur?
Cozim: Her x ER icin y = 3x — 6 € R oldugundan f bagintisi bir fonk-

siyondur.

Ornek: f = {(x,y) : |y| = x ve x,y € R} bagintis1 fonksiyon mudur?

Cozim: |y| = x oldugundan y = x veyay = —x dir. Buise {(x,y), (-x,¥)}
bagintisini verir. Bu durum tanim kiimesinin en az iki elemaninin bir noktada
gorlntisl oldugunu gosterir.

Ornek: f: R—> R, f (x) = 2x — 4 ise f (0) ve f (5) i bulunuz.

Cozim: f (0

=2:0—
f(5)= 5

2 -

S

Ornek: f(x) = x-|3—_2 fonksiyonun tanimsiz yapan degeri bularak tanim

kiimesini belirleyiniz.

Cozim: Bir rasyonel ifadenin tanimsiz olmasi i¢in paydanin degeri 0
olmalidir. Buna gore,
x+2=0isex= -2
olur. Su halde fonksiyon tanimli olmasiigin f: R — {—2} —» R olmalidir.
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Ornek: f (x) = vx— 4 fonksiyonun tanimsiz yapan degeri bularak ta-
nim kiimesini belirleyiniz.

Cozium: Kara kokli bir ifadenin i¢i negatif bir reel (gercel) say1 olmaya-
cagindan
x—4>0isex=>4
olmasi ile miimkindiir. Su halde tanim kiimesi 4 < x < oo araliginda olup
f:[4,00) > [0,0)
fonksiyon tanimlanabilir.

Ornek: f: R - R, f(x) = (x-1)%ise f(x+ 1) i hesaplayimniz.

Cozum: f fonksiyonunda f (x) biciminde iken f (x+ 1) sekline girmesi
istenmistir. Buna gore f (x) de x goriinen yere x + 1 yazarsak,
f(x+1) = (x+1-1)% = x?
olarak bulunur.

Ornek: f: R - R, f(2x — 4) = 5x + 8 ise f (0)’1 bulunuz.

Cozim: f(2x— 4) = f(0) olmasi i¢in 2x — 4 = 0 olmalidir. Oyleyse x = 2
dir.
f(0)=5-2+8 =18

Ornek: xy + 2y — 5x+ 6 = Oise y = f (x) i bulunuz.

Cozim: Bu denklemde y yalniz birakilmahdir.
y(x+2) =5x—6
_ 5x—6
T ox+2

Ornek: f : R — R,f(x) = x? + 4 ise f(2x)'i f(x) tiiriinden bulunuz.

Cozium: f(x) denkleminde f(2x) yazilmasi istendiginden
f(2x) = (2x)*+ 4

=4x*+4+12—-12

=4(x?+4)—-12

=4 f(x) —12
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olarak bulunur.

Ornek: f: R — R,f(x+ 1) =f(x) + 2x ve f(1)=1 olarak veriliyor.
Buna gore f(5) in degerini bulunuz.

Cozim:x=1icinf(14+ 1) =f(1)+2-1isef(2)=1+2=3
x =2icinf(2+1) =f(2)+2-2isef(3)=3+4=7
x =3icinf(3+1)=f(3)+2-3isef(4)=7+6 =13
x =4icinf(4+1) =1(3)+2-4isef(5) =13 +8 =21

Ornek: f: R — R, f(n) = %f(n —1), f(5) = 15 ise f(2) yi bulunuz.

Coziim: £(5) = 3 £(5 — 1) ise 15 = 2 f(4) olup f(4) = 6
f(4) = 5 (4 — 1) ise 6 = 2£(3) olup f(3) = 3
f(3) =5(3 — 1) ise 3 = 5 £(2) olup f(2) = 2

Ornek: f: R — R,a € R i¢in f(x) = ax biciminde tanimlaniyor. Buna
gore asagidakilerden hangisi yanhstir?

a) f(m + n) = f(m) + f(n)
b) f(2m) = 2f(m))

c) f{(m — n) = f(m) — f(n)
d) f(m- n) = f(m) - f(n)

Cozim: f(m) =a-mvef(x) =a'n

a)f(m+n) =a(m+n) =a-m+a-n = f(m) + f(n) olup dogrudur.
b) f(2m) = a(2m) = 2(a*m) = 2f(m) olup dogrudur.

c)f(m—n) =a(m—n) =a-m—a-n=f(m)— f(n) olup dogrudur.
d) f(m-n) =a(m-n) # (a-m) - (a-n) = f(m) - f(n) olup yanhstir.

5.1. Teorem: A ve B boslamayan iki f: A— B bir fonksiyon ve
s(A) = m,s(B) = n olsun. Bu takdirde A’dan B’ye tanimlanan fonksiyon sayisi
n™ tanedir (Burada n > m dir).

Ispat: s(A) =m,s(B) =n ise A'nin her eleman n tiirlii secilebilir. A
kiimesi m elemanli olduguna gore,
s(B)S(®A) = pm
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dir.

5.2. Teorem: A ve B boslamayan iki f: A— B bir fonksiyon ve
s(A) = m,s(B) = n olsun. Bu takdirde A’dan B’ye tanimlanan fonksiyon olma-
yan baginti sayis1 2™" — n™ tanedir (Burada n > m dir).

Ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek: A = {1,2,3} ve B = {1, 2,3, 4} kiimelerinde A’dan B’ye tanimla-
nan fonksiyon sayis1 s(B)S® = 43 = 64 tanedir.

ESIT FONKSIYONLAR

5.3. Tanim: f : A — B ve g: A — B iki fonksiyon olsun. Her x € A i¢in
f(x) = g(x) oluyorsa f ve g fonksiyonlari esittir denir ve f = g ile gosterilir.

Ornek: A = {-2,0},B = {1,5} olmak iizere,
f:A— B f(x)=x%+1
g:A—>B,gkx)=-2x+1

ile tanimlanan f ve g esit fonksiyonlar midir?

Coziim: f(0) = 02+ 1=1vef(-2)=(-2)2+1=5
g(0)=—-2:0+1=1veg(-2)=(-2)-(-2)+1=5
olduguna her iki kiimenin de deger kiimeleri B = {1, 5} olmaktadir. Su halde
f=gdir.

Ornek: f: R — R, f(x) = |x|,g: R — R, g(x) = Vx? birer esit fonksi-
yonlardir. Gercekten her x € R i¢in |x| = Vx2 dir.

. 2
Ornek: f: R— {1} — R,f(x) =x - 1,g: R— {1} — R g(x) =5
birer esit fonksiyonlardir. Gergekten her x € R — {1} icin

x*-1  (x-1)(x+1)

= =x+1
x—1 (x—-1) X

dir.
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FONKSiYONLARDA DARALMA ve GENiSLEME

5.4. Tanim: B € A olmak tlizere f: A — Cve g: B— C fonksiyonlari
verilsin. Her x € B i¢in f(x) = g(x) ise g fonksiyonuna f'nin kisitlanisi, f fonksi-
yonuna g'nin genislenisi denir.

Ornek: A ={a,b,c,d,e},B={a,b,c}ve C={1,2,3}

f={(a1),(b3),(c3)}veg={(a1),(b3),(c3),(d4),(e2)}
fonksiyonlarinda her x € B i¢in f(x) = g(x) oldugundan g fonksiyonuna f'nin
kisitlanisy, f fonksiyonuna g'nin genislenisidir.

BIREBIR, ORTEN ve ICINE FONKSIYON

1. Birebir Fonksiyon

5.5. Tanim: f: A — B fonksiyonunda tanim kiimesindeki farkli her
elemanin goriintiisii de farkh ise, bu fonksiyonlara birebir fonksiyon denir.
1-1 sembolii ile gosterilir. Buna gore, her x,,x, € A icin

f(x,) =f(x,) = x; =X,
ya da

X, # X, = f(x;) # f(x,)
dir.

Ornek:

Goruldugu gibi A kiimesinin biitiin elemanlarinin B kiimesindeki goriintiileri
farkhdir. Buna gore 1-1 fonksiyondur.

Ornek:
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flx)
f(x)
x x
/ } N~ }
1-1 fonksiyan 1-1 fonksiyon dedil

1. grafikte y deger kiimesinden alinan her noktanin 1 tane x tanim kiimesinde
goruntisu vardir. Buna gore 1-1 fonksiyondur. 2. grafikte ise y deger kiime-
sinden alinan bazi noktalarin 2 tane goriintiisii oldugundan

1-1 fonksiyon degildir.

Ornek: f: R — R, f(x) = x3 + 1 fonksiyonunun birebir olup olmadigin
bulunuz.

Cozum: Her x,,x, € Ai¢in
fx)=f(x,)=>x3+1=x3+1
= x3 =x3
= X, =X,
olacagindan 1-1 fonksiyondur.

Ornek: f: R — R, f(x) = x? + 3 fonksiyonunun birebir olup olmadigini
bulunuz.

Cozum: Her x,,X, € Aigin
f(x;)=f(x,)=>x?+3=x%+3
= X§ = xZ
= x; = X,
olacagindan 1-1 fonksiyon degildir.

3x+5
4x—7

Ornek: f: R—7/4 > R—5/3,f(x) = fonksiyonu 1-1 midir?

Cozim:
3x1+5 3x,+5
fGxy) = f(x;) = 4x1—7 = 4x§—7
= (3x; + 5)(4x, —7) = (3x, + 5)(4x, — 7)
= 12x,x, — 21x; + 20x, — 35 = 12x,x, — 21x, + 20x; — 35
= —21x, + 20x, = —21x, + 20x,
=> —41x, = —41x,
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=X, =X,
olup 1-1 dir.

2. Orten Fonksiyon

5.6. Tanim: f : A — B fonksiyonu i¢in deger kiimesi ile gorinti kiimesi
esit olan (f(B) = A) fonksiyonlara érten fonksiyon denir. Buna gore, her y € B
icin f(x) =y olacak bigimde en az bir x € A varsa, f érten bir fonksiyondur.

Yani, deger kiimesinde ag¢ikta eleman kalmamasi olayidir.

Ornek:

sekilde goriildiigii gibi f fonksiyonun deger kiimesinin a¢ikta elemani kalmad1-
gindan orten fonksiyondur.

Ornek:

F.

4y ¥
()
/ \ ()
. .
> >

trten fonksiyon drten fonksivon dedil
1. grafikte y deger kiilmesinden alinan her noktanin en az 1 tane x tanim kiime-
sinde goruntiisu vardir. Buna gore orten fonksiyondur. 2. grafikte ise y deger
kiimesinden alinan bazi noktalarin goriintiileri olmadigindan 6rten fonksiyon

degildir. Ama 2. Fonksiyonun deger kiimesi goriinti kiimesi olacak sekilde
daraltilirsa, o zaman 6rten fonksiyon olur.

Ornek: f : Z - Z,f(x) = x + 4 biciminde tanimlanan f fonksiyonu érten
bir fonksiyon mudur?
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Cozim: a € Z olsun. x + 4 = a ise olacak sekilde en az bir x = a — 4 sa-
yis1 bulunur. Burada (a — 4) oldugundan f 6rten bir fonksiyondur. Bu durum

A t B
a-4 d
» |

semasi ile gosterilir.

Ornek: f(x) = x? + 2x fonksiyonunun érten fonksiyon olmasi icin ta-
nim kiimesini bulunuz.

Cozim: a € R olsun. x? + 2x = a alimirsa x2 + 2x —a = 0 olur. Bu du-
rumda A> 0 olmalhdir. Buna gore,
A=22—4-1(-a) >0isea > -1
dir. Su halde fonksiyonun oOrten fonksiyon olmasi i¢in tanim kiimesi
f:[—1,00) — R seklindedir.

Ornek: Asagida Venn semalari verilen fonksiyonlarin birebir ve drten
olup olmadiklarini bulunuz.

f ve g fonksiyonlarinda B kiimelerindeki her elemanin goriintiisii bir tane ol-
dugundan her ikisi de 1-1 dir. f fonksiyonunda B kiimesinde 4 noktasinin go-
rintiisii olmadigindan orten degil, ama g fonksiyonu her noktanin gériintiisii
oldugundan orten fonksiyondur.

Ornek: f: R — R,f(x) = 4x + 3 biciminde tanimlanan fonksiyon nasil
bir fonksiyondur?

Cozim:
f(x) = f(x,) = 4x;, + 3 =4x, +3 = x; = X,



www.matematikl.com 13

olup 1-1 dir.
Her y € R icin 4x + 3 =y ise olacak sekilde en az bir x = %Bbulunur.

-3
Burada YT € R oldugundan f 6rten bir fonksiyondur.

Su halde f fonksiyonu 1-1 ve 6rtendir.

5.3. Teorem: A ve B boslamayan iki f: A— A bir fonksiyon ve
s(A) = m,s(B) = n olsun.

i) n > m olmak lizere A’dan B’ye tanimlanan 1-1 fonksiyon sayisi
n!

(n—m)! tanedir.

ii) A’dan A’ya tanimlanan 1-1 ve drten fonksiyon sayis1 m! tanedir.

Ispat: i) m elemanh bir A kiimesi {a,,a,,*:,a,,} ve n elemanh bir B Kii-
mesi {b,,b,, -, b, } olsun. A’dan B’ye tanimlanan 1-1 fonksiyon olacagindan

a1 elemani n elemandan birisi ile eslesir,

azelemani geriye kalan n-1 elemandan birisi ile eslesir,

azelemani geriye kalan n-2 elemandan birisi ile eslesir,

amyerine geriye kalan n — (m — 1) elemandan birisi ile eslesir.

Buna gore, m elemanin birbirinden farkli n-li tercih sayis;,
nn—1)(n—2)-[n—(m—1)]
olarak bulunur. Elde edilen ¢arpim (n — m)! ile ¢arpilip béliiniirse,
Al Y _ (n—m)! _ n!
n(n—1)(n-2)[n—(m-1)] T e —"
olacagindan m elemanli bir A kiimesinin n elemaninin eslesme sayisi,
n!

(n—m)!
tane olur.

ii) n = m alinirsa istenen elde edilir.

Ornek: A = {1, 2,3} ve B = {1, 2,3, 4} kiimeleri veriliyor.
a) A’dan B’ye tanimlanan 1-1 fonksiyon sayisi
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b) A’dan A’ya tanimlanan 1-1 ve érten fonksiyon sayisini bulunuz.

Cozim: s(A) = 3,s(B) = 4 olduguna gore,

n! 4!
D om) . (4=3)!
b) 3! = 6 tanedir

= 24 tanedir

Ornek: f : A — B bir fonksiyon ve s(A) = 2,s(B) = 4 ise A’dan B’ye
1-1 olamayan fonksiyon sayisi nedir?

Céziim: A’dan B’ye tanimlanan fonksiyon sayisi 4% = 16 tanedir
4!
= 12 tanedir

(4-2)!
A dan B ye 1-1 olamayan fonksiyon sayis1 16 — 12 = 4 tanedir.

A dan B ye 1-1 olan fonksiyon sayisi

3. icine Fonksiyon

5.7. Tamim: Orten olmayan bir fonksiyona icine fonksiyon denir. Buna
gore f : A— B fonksiyonu i¢in goriintii kiimesi, deger kiimesinin alt kiimesi
(f(B) c A) olan fonksiyonlar i¢ine fonksiyondur.

Ornek: f: N — N,f(x) = 2x + 5 biciminde tammmlanan f fonksiyonu
icine bir fonksiyon mudur?

Cozim: y = 2x+ 5 ise x = %5 ¢ N oldugundan o6rten fonksiyon degil-
dir, orten fonksiyon olmadigindan icine fonksiyondur.

Ornek: f: A — B bir fonksiyon ve s(A) = 3,s(B) = 4 ise A’dan B’ye
1-1 ve i¢ine (6rten olamayan) fonksiyon sayisi nedir?

Cozuim: s(B) = 4 > s(A) = 3 oldugundan A’dan B’ye 6rten fonksiyon
tanimlanamaz. A’dan B’ye ve 6rten olmayan fonksiyonlarin sayisi, A’dan B’ye
tanimlanabilecek tiim fonksiyonlarin sayisindan A’dan B’ye tanimlanabilecek
1-1 fonksiyonlarin sayisini ¢ikartarak buluruz. Buna gore,

A’dan B’ye tanimlanan fonksiyon sayis1 43 = 64 tanedir

4!
@_3)! = 24 tanedir

A’dan B’ye 1-1 olan fonksiyon sayisi
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A’dan B’ye 1-1 ve icine (6rten olamayan) fonksiyon sayis1 64 — 24 = 40
tanedir.

SABIT ve BiRiM FONKSiYONLAR
1. Sabit Fonksiyon

5.8. Tanim: f: A — B fonksiyon olsun. Her x € A i¢in f(x) = ¢, c€ B
sabit bir sayi ise f fonksiyonuna sabit fonksiyon denir. Sabit fonksiyon tanim
kiimesindeki her elemani, deger kiimesindeki ayni elemana esleyen fonksi-
yondur.

Ornek:

f: A— B fonksiyonu her x € A icin f(x) = 3, 3 € B oldugundan f fonksiyonu
sabit fonksiyondur.

Ornek: f: R — R,f(x) = (a— 2)x%?+ (b + 5)x + 8 sabit fonksiyon ise
a+ b+ f(x)nedir?

Cozum:

1. yol: f fonksiyonu gortniiste ikinci dereceden bir fonksiyondur. Hal-
buki f(x) sabit fonksiyondur. O halde x? ve x katsayilar1 0 olmahdir.
a—2=0b+5=0isea=2veb=-5
dir. Buna gore f(x) = 8 olur.
a+b+ f(x)=2-5+8=5
dir.

2. yol: Sabit fonksiyon her x € A icin c gibi sabit say1 olacagindan,
f(0) =f(1) =£(2) = -
saglayacaktir. Buna gore f(0) = ¢ = 8ve
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f(0) = f(1)
8=a—-2+b+5+8
at+tb=-3
at+b+ f(x)=-3+8=5
dir.
Ornek: f: R— {4} > R,f(x) = a;j—f sabit fonksiyon ise a’nin degeri
nedir?
Coziim: Onceki 6rnekteki gibi 2. yolla ¢6zersek
f(0) = f(1)
a-0+5 a-1+5
0-4  1-4
5 a+5
-4 -3
-_10
=73
dir.

5.2. Not: Sabit fonksiyonun grafigi x eksenine paralel bir dogrudur.

Ornek: f: R— {1} > R, f(x) = —1 ve f: R— {2} — R, f(x) = 2 fonksi-
yonlarin grafigi asagidaki gibidir.

F 3 y F 3 Y
f{x):

X

F o=

1(x)=-1

5.4. Teorem: A ve B boslamayan iki f: A— B bir fonksiyon ve
s(A) = m,s(B) = n olsun. A’dan B’ye tanimlanan sabit fonksiyon sayis1 m ta-
nedir.

Ispat: Ispat1 okuyucuya birakilmistr.

Ornek: A ={1,2,3} ve B= {1,2,3,4} kiimeleri veriliyor. A’dan B'’ye
tanimlanan sabit fonksiyon sayis1 nedir?
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Cozim: s(A) = 3 tanedir

5.9. Tanim: f : A — B fonksiyon olsun. Her x € A i¢in f(x) = 0 olan sa-
bit fonksiyonuna sifir fonksiyon denir.

2. Birim Fonksiyon

5.10. Tanim: f : A — B fonksiyon olsun. Her x € A icin f(x) = x ise, f
fonksiyonuna birim (6zdeslik, etkisiz) fonksiyon denir ve I ile gésterilir. Buna
gore,

[:A—>AIx)=x
tir.

Ornek: Birim fonksiyon Venn semasi ve grafik halinde asagidaki sekil-
deki gibidir.

A —— A LY
! 1 I(x)=x
2 2 al----
3 3 .
L
- y G | :

Ornek: f: R — R,f(x) = (a— 2)x%+ (b + 4)x + ¢ — 8 birim fonksiyon
ise a+ b + c nedir?

Cozium:

1. yol: Birim fonksiyon 1. dereceden ve ilk katsayis1 1 olduguna gore,
a—2=0b+4=1,c—8=0
a=2b=-3,c=8
a+b+c=2-34+8=7
bulunur.

2. yol: Birim fonksiyon her x € A i¢in x olacagindan,
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f(0) =0,f(1) = 1,f(2) = 2, -
saglayacaktir. Buna gore,
f(0)=0ise(a—2)-0°+(b+4):0+c—8=0
f(1)=1ise(a—2)-1°+(Mb+4)-1+c—-8=1
denklemlerinden
c=8vea+b=-1
elde edileceginden a+ b+ ¢ = —1 + 8 = 7 olarak bulunur.

BiR FONKSIYONUN TERSI

5.11. Tanim: f : A — B,y = f(x) birebir ve 6rten fonksiyon iken, B’den
A’ya olan fonksiyona f'nin tersi denir ve
f71:B—> A,x=f"1(y)
biciminde gosterilir. Yani f fonksiyonunun tersi f 1 ile sembolii ile ifade edilir.

s LB

e
.F-l

Ornek: A ={0,1,2,3} ve B={1,2,3,4} kiimeleri veriliyor. f: A — B,
f(x) = x + 1 fonksiyonunun tersini bulunuz.

Cozim: f(x) =x+1 icin f(0)=1,f(1) =2,f(2)=3,f(3) =4 olaca-
gindan,

i £
A _— B B — A
\ L
| | | |
| |
flw)=n+1 flfwy=u-1

cizilebilir. f fonksiyonunun biitiin noktalarinin goruntiileri 1 fazlasina gittigi
halde, f~?! fonksiyonun biitiin noktalarmimn goériintiileri 1 eksigine gitmekteler.
Bu yiizden f~'(x) = x — 1 bulunur.
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Ama bitiin fonksiyonlarin ters fonksiyonlar: boyle ¢6ziilmez. Bu yon-
tem uzun ve karisik yontemdir. Bunun daha kisa bir hali vardir. Oda ters fonk-
siyonun tanimi geregince x olan yere y, y olan yerlere x yazilir. Sonra y cekile-
rek ters fonksiyon elde edilir.

Ornek: f: R — R, f(x) = 2x — 8ise f~1(x) ters fonksiyonunu bulunuz.

Cozlm: y = f(x) oldugundan y = 2x-5 yazilir. y goriilen yere x, z gorii-
nen yere y yazarsak ve buradan y'yi cekersek

Xx=2y—15
x+5=2y
f‘l(x)=y=xzi5

elde edilir.

Omek: f: R — R, f(x) = % + 5ise f1(x) ters fonksiyonunu bulunuz.

Coztim: y = f(x) oldugundan y = % + 5yazilir. y goriilen yere x, x goru-
nen yere y yazarsak ve buradan y'yi cekersek
X = % +5
x—5=2
2x—10=y

f~1(x) = 2x—10
elde edilir.

4x+1
2x—3

Ornek: f: R — R, f(x) = ise f~1(x) ters fonksiyonunu bulunuz.

Coztim: y = f(x) oldugundan y = gi—té yazilir. y goriilen yere x, x gori-
nen yere y yazarsak ve buradan y'yi cekersek
_4y+1
X = 2y—3

2xy —3x=4y+1
2xy —4y =3x+1
y(2x—4)=3x+1

. 3x+1
0=y =53

elde edilir.
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5.3. Not: Yukaridaki 6rnekleri kullanarak su genellemeleri buluruz.
1.f: R—> R, f(x) = ax+bise f71(x) =%dir. (a+0)

-b
cx+a

Z.f:]R—{—%}—HR—{ }f()— 1ef1()_ dir.

Ornek: f: R — R, f(x) = x? + 4x — 1 ise f~1(x) ters fonksiyonunu bu-
lunuz. (x < —2)

Cozim: y = f(x) oldugundany = x? + 4x — 1 yazilir. y gériilen yere x, x

gorunen yere y yazarsak ve buradan y’yi cekersek

x=y?+4y—1
bulunur. 2. dereceden denklemlerde fonksiyonun tersini bulabilmek i¢cin tam
kareye tamamlamak gerekir.

x=y’+4y+4—-4-1

x=(y+2)>-5

x+5 = (y+ 2)?

VX+5=y+2

f1(x)=—-24+Vx+5
elde edilir.

Ornek: f:R — (1,00),f(x) = 22*73 +5 biciminde tanimlanan f(x)
fonksiyonu icin f~1(13) kactir?

Cozim: y = f(x) ise x = f~1(y) oldugundan,
f71(13) = aise f(a) = 13
bulunur. Bunu fonksiyon denkleminde yazarsak
22873 4+ 5=13
22a—3 — 23
2a—3=3
a=3
olarak bulunur.

Ornek: f: (—,1) — (01,),f(x) = 2¥ 4+ 2**1 biciminde tanimlanan
f~1(x) = 3 denklemini saglayan x sayisini bulunuz.

Coziim: y = f(x) ise x = f~1(y) oldugundan,
f~1(x) = 3ise f(3) = x
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bulunur. Bunu fonksiyon denkleminde yazarsak
x =f(3) =23+ 231 =24
olarak bulunur.

Ornek: 1-1 ve orten olan f(x?+ 5) = x3 — 2 fonksiyonunda f~1(25)
nin degerini bulunuz.

Cozim: y = f(x) ise x = f~1(y) oldugundan,
f(x2+5)=x3-2
x2+5=f"1(x3-2)
x3-2=25
x=3

bulunur. Bunu fonksiyon denkleminde yazarsak
f~1(33-2)=32+5
f~1(27) = 14

elde edilir.

Ornek: f: R — R,f(x) = x3 + ax? — 6x— 5 fonksiyonu veriliyor. f~!
fonksiyonunun grafigi (—1,2) noktasindan gegtigine gére a’nin degeri kactir?

Cozim: (—1,2) € f~! oldugundan (2,—1) € f seklindedir. Bu durum

f(2) = —1 oldugunu gosterir. Buna gore,
f(2)=23+a-22-6-2-5=-1
a=2

dir.

5.4. Not: Her fonksiyonun tersi olmayabilir, ama belirli aralikta 1-1 ve
orten ise, o fonksiyon o aralikta tersi mevcuttur.

Ornek: f: R — R, f(x) = x? fonksiyonu 1-1 ve érten olmadigindan ter-
sinden s0z edilemez. (Yukarida 1-1 ve 6rten olmadigi benzer 6rneklerde izah
edildi) Ama f: [0, ) — R, f(x) = x? igin 1-1 ve orten ters fonksiyonu vardr.
Tersini bulursak,

X =y?
Vx=y
f~1(x) = vx

olur.
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A(x
5.5. Not:
(%)

yapmayan x degerlerinin kiimesidir. Bir fonksiyonun goriintii kiimesi, tersi
olan fonksiyonlar icin tersinin tanim kiimesidir.

bicimindeki fonksiyonlarin tanim kiimesi, payday1 sifir

Ornek: f(x) = XE—3 fonksiyonunun tanim kiimesi R — {3} olduguna gore
gorunti kiimesini bulunuz.

Coziim: Gorlntl kiimesini bulmak icin 6nce ters fonksiyonunu elde et-
meliyiz.

X=i(:)xy—3x=2

y—3
S xy=3x+2
_ 3x+2
ey=—

olur ki, bu fonksiyonun tanimli olmasi i¢in x # 0 dir. O halde goriintii kiimesi
R — {0} dir.

FONKSiYONLARDA iSLEMLER

5.12. Tanmm: f : A — R,g : B— Rve AN B # J olmak lizere,

1. (f+g):AnB— R ve (f+ g)(x) =f(x) + g(x) fonksiyonuna f ile
g’'nin toplami denir.

2. (f—-g:ANnB—>R ve (f—g)(x)=f(x)— g(x) fonksiyonuna f ile
g'nin ¢ikarmasi denir.

3. (frg): AnB — R ve (f- g)(x) = f(x) - g(x) fonksiyonuna f ile g'nin
carpimi denir.

4. c € Rolmak tizere (c- f) : A— Rve c- f(x) = (c - f)(x) fonksiyonuna
f'in skalerle ¢arpimi denir.

f f f(x)
5. tAnB— Rve |— (X) = ——, (g(x) # 0) fonksiyonuna f ile
g g g(x)

g’'ye bolimi denir.

6. n € R olmak tizere f: A — R ve f?(x) = [f(x)]" fonksiyonuna f'nin
n. kuvveti denir.
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Ornek: f: A — R,g:B— Rve AN B # & olmak iizere,
f(x) =2x+3veg(x)=5x—1
ise
) f+g i) f—g
iii) 6-f iv)f-g
leri bulunuz.

Cozim:
D+ =1fx)+gx)=02x+3)+ (5x—1)= 7x+ 2

i) f-g®=fx)—gx)=2x+3)—(5Bx—1)= -3x+4
i) (6-)(x)=6-f(x)=6-(5x— 1) =30x—6

iv) (f-gx) =fx)-g(x) =(2x+3)(5x—1) = 10x?+ 13x—3
Ornek: f: A — R,g: B — Rve AN B # & olmak iizere,

f(x) = 4x — 2 ve g(x) = 3x
ise 3f — 2g yi bulunuz.

Cozim: (3f — 2g)(x) = 3f(x) — 2g(x) =3(4x—2) — 2(3x) = 6x— 6

Omek: f: R —> R f(x) =x—1
g: R R f(x)=2x+1
fonksiyonlari veriliyor. Buna gore (4 - f- g)(x) fonksiyonu nedir?

Cozim: (4-f-g)(x) = 4 (f(x)) - (8(x)
=4-(x—1)-(2x+ 1)
=8x%—4x—4

Ornek: f: A — R,g:B— Rve ANB # I olmak iizere,
f
(frg9® =x*—2x3+x%+ 12x + 20, (—) (x) =x* +2x +5
g
olduguna gore f(2) i bulunuz.
Cozim:
(f-2(2)=2%—2-23+22+12-2+20= 44

f
(g)(z)=22+2-2+5=13
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oldugundan
(f-g)(2)- (é) (2) = 44 -13

£2) -g(2) - L2 — 577

g(2)
f2(2) =572
f(2) =+/572

FONKSIYONLARIN BiLESKESI

5.13. Tanim: f: A — B,x -y =f(x),g: B— C,y » z= g(y),f(A) c C
olsun.
g(f(x)) =g(y) =z
seklinde olan fonksiyona f ve g fonksiyonlarinin bileskesi denir. g o f sembolii
ile gosterilir. Bu durum

Gof

go D)™ =z = g(y) = g(fx)
bicimindedir.

Ornek: f: R — R,f(x) =3x+4,g: R — R, g(x) = x? + 5ise
i) gof
ii) fog
yi bulunuz.

Cozum:
i) (go (X)) = g(f(x))
(x24+5)0(3x+4) =3x+4)2+5=9x*+ 24x+ 21

ii) (feg)(x) = f(g(x))
(B3x+4)o(x?+5)=3(x*+5)+4=3x*+19

5.6. Not: Bu 6rnekten go f # fo g oldugu anlasilir. Oyleyse fonksiyonla-
rin bileskesinde degisme 6zelligi yoktur.
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Ornek: f: R — R,f(x) =5x—8,g: R — R,g(x) = 6x + 4 ise
i) (goH(4)
ii) (fo g)(4)

U bulunuz.

Cozim:

i) (go N(x)=g(f(x)
(6x+4)o(5x—8)=6(5x—8)+4=30x—44
(gof)(4)=30-4—-44=76

ii) (fog)(x) = f(g(x))
(5x—8)o(6x+4)=5(6x+4)—8=30x+ 12
(fog)(4)=30x+12=30-4+12 =132

Ormek: f:R— Rf(x) =x—3,g: R > R,g(x) =4x+6 ise (gof™1)
yi bulunuz.

Coziim: Soruda f~! e ihtiyac oldugundan f~! i bulmahyiz. Ters fonksi-

yon

f(x) =x—3

f1x)=x+3
olur. Su halde,

(gof DX = (gf~*(x)))

(4x+6)o(x+3)=4(x+3)+6=4x+18
bulunur.

Ornek: f: R — R,f(x) = 3x + 5ise (fo f) 'u bulunuz.

Cozim: (fo £)(x) = f(f(x))
(3x+5)o(3x+5)=33Bx+5)+5=9x+ 20

5.5. Teorem (Birlesme Ozelligi):
f:A—>Bx->y=f(x),g:B—Cy—->z=g(y),h:C—>D,z->t=h(z),
f(A) € D olsun. Bu takdirde,
(fog)oh="fo(goh)
dir.

Ispat: Bileske tanimina gore,
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((feg) oh) = (fog(h(x))
= (f(gh(x)))
= (f(geh(x))
= (fe(goh)(x)
yazilabilir. Buna gore (fo g) o h = fo (goh) dir.

Ornek:
f:RDRf(x) =x—2,g:R—>R,g(y) =x%h:R— Rh(x) =3x+ 2
ise (fog) o h = fo (goh) esitligini gercekleyiniz.

Cozim:

(fog)oh=((x—2)0 (x*)o (3x+2)
=(x%*—-2)o(3x+2)
= (3x+2)2 -2
=9x%2+ 12x—2

fo(goh) = (x—2)0((x*)e(3x+2))
=(x—2)0((3x+2)%)
= ((3x+2)? — 2)
=9x%+ 12x—2

5.6. Teorem: [ : A — A, x > y=f(x),f : A— B,x »y = f(x) olsun. Bu
takdirde,
[of=fol=f
dir.

Ispat: Bileske tanimina gore,
(Fo D) = (F(1(0) = £(x)
(o HE) = (A(f)) = f(x)
yazilabilir. Bu iki esitlikten 1o f = fo [ = f elde edilir.

5.7. Teorem: [ : A — A, x -> y=f(x),f : A— B,x »y = f(x) olsun. Bu
takdirde,
fofl=f1lof=1
dir.

Coziim: y = f(x) ise x = f~1(y) olsun.
(fof D) =f(f(y)=f) =y fof* =1
(Lo =f1(fx)=fy)=xeflof=1
yazilabilir. Bu iki esitlikten fo f™1 = f~1 o f = I elde edilir.
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Ornek: f: R — R, (fof~1)(2x + 3) = 15 ise x'in degeri nedir?

Coziim: (fo f~1)(x) = I(x)
(fofH)(2x+3)=12x+3)=2x+3 =15
X=6

Ornek: f: R — Rf(x) =2x+4,g&R >R, (flog)(x)=x+7 ise g
fonksiyonunu bulunuz.

Cozim: g(x) = (fo (f~ 2 g))(x)
=(2x+4)o(x+7)
=2(x+7)+4
=2x+ 18

Ornek: g(x) =x— 5, (fog)(x) = 4x + 3 ise f fonksiyonunu bulunuz.

Cozim: g(x) =x—5iseg ! (x) =x+5
f(x) = ((fog) og™")(x)
= (4x+ 3) o (x+ 5)
=4(x+5)+3
= 4x+ 23

Ornek: (fog ™) (x) = 2x—3, (go )(x) =5x+ 1 ise (fo f)(3) iin dege-
rini bulunuz.

Cozim: (fo g™ o(gof) = ((fo (g7 o g))of) = ((fe D)o f) = (fof)
olduguna gore,
(2x—3)o(5x+1)=2(05Bx+1)—-3=10x—1
(fof)(3)=10-3-1=29
elde edilir.

Ornek: f: R - R, f(4x + 10) = 2x + 6 ise f(x) i bulunuz.

x—10

) olarak bulunur.

Coziim: Burada g(x) = 4x+ 10 alinirsa g7 (x) =

Ayrica,
f(4x+ 10)=2x+6
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f(g(x)) =2x+6
dir. Buna gore,

f(x) = ((fog) o g™H (X
= 2x+6)° (*57)

4
_ 2(X—410)+ 6
_xt2

2

olarak bulunur.

28

5.8. Teorem: f: A— B,x »> y =f(x),g: B— C,y -» z = g(y) olsun. Bu

takdirde,

(fog)t=gltof!
dir.

Ispat: 5.7. teoremden,
(fog)to(geD =1 (1)
oldugu goziikiir. Ayrica yine ayni teorem ve 5.5. teoremden,
(g7 of ) o(feg) =g o((fT oM og)
=g lo(log)
=g log
=1 (2)
bulunur. Buna gore (1) ve (2) 6zelliginden,
(fog) ™t =gof™
elde edilir.

5.9. Teorem: f: A — B,x - y = f(x) olsun. Bu takdirde,
(FH =t
dir.

Coziim:y = f(x) ise x = f~1(y) olsun. 5.4. teoremden,

((FTH e f7H 0 = 1(%)

yazilir. Buna gore, 5.6 ve 5.7. teoremden
(((FTH et e H) = (1o H(x)
(™7 e (FH(x)) = 1(f(x))
(D7) = f(x)
(D70 = (%)

bulunur. Buna gore,
fH1t=f

dir.
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5.10. Teorem: f ve g; 1-1 iki fonksiyon olsun. Bu takdirde (go f) da 1-1
dir.

Cozum: f ve g 1-1 iki fonksiyon ise her x,,x, € A i¢in,
f(x,) =f(x,) 2 x; =X,
g(xy) = g(x3) = x; = X,
dir. Buna gore,
(g° D(x;) = (g o N(x;) = g(f(x))) = g(f(x,))
= g(x;) = g(x3)
=X, =X,
oldugundan (go f) da 1-1 dir.

5.11. Teorem: f: A — B ve g: B — C iki orten fonksiyon olsun. Bu
takdirde (go f) fonksiyonu da 6rten fonksiyondur.

Cozim: g fonksiyonu orten fonksiyon oldugundan, her z € C igin,
(y,z) € g olacak bicimde B’nin bir y elemani vardir. f fonksiyonu 6rten fonksi-
yon oldugundan, her y € B i¢in (x,y) € f olacak bigimde A kiimesinin bir x
elemani vardir. Ayrica, y = f(x ),z = g(y) oldugundan, z = g(f(x)) dir. Oyleyse,
her z € C icin z = g(f(x)) olacak bicimde A kiimesinin bir x elemani vardir. O
halde (g o f) fonksiyonu, 6rten fonksiyondur.

FONKSIYONLARIN GRAFIGINI OKUMA

Fonksiyonlarin grafigini okuma i¢in 6zel bir tanim ve ¢esitli aciklamala-
ra gerek yoktur. Verilen grafikleri kartezyen koordinat sisteminde nasil okun-
dugunu bilmemiz yeterlidir. Bu konuyu simdi ¢esitli 6rnekler ¢6zerek cevap

verelim.

Ornek: Asagida grafigi verilen f(x) fonksiyonu [—2,0] da olsun.

¥
|
ﬂzxy 2
=2 X,
T8 '
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f(-2)+f~1(2)
—— —__ ifadesinin degeri kagtir?
f(—1)+f(0)
Coziim: y = f(x) ise x = f~1(y) oldugunu bildigimize gore,
f(=2) =-3,f71(2) = 0,f(-1) = 0,f(0) = 2
f(-2)+f"'(2) -3+0 3

f(-1)+f(0)  0+2 2
bicimindedir.

Ornek:

325:""1{7{\\ X

Bir y = f(x ) fonksiyonun grafigi asagida verilmistir. Buna gore
f(6) +f1(3)+1f(4)
iin degeri nedir?

Coziim: f(6) = 0,f~1(3) = 0,f(4) = 5 olduguna gore
f(6) +f1(3)+f(4)=0+0+5=5
dir.

Ornek: Asagidaki grafigi verilen fonksiyon y = (x + 1)?(ax-1) oldu-
guna gore a’nin degeri nedir?
Ly /

N

Cozum: Bir fonksiyonun degerleri o fonksiyonu saglar. C6ziim i¢in bize
verilen (-1, 0) veya (0, -1) veya (1, 0) degerlerinden birini denklemde yerine
yazmamiz yeterlidir. Biz (1, 0) 1 alirsak

0=(1+ 1)%*(a-0-1)
olacagindan a = 1 dir.

-
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Ornek:

Yukaridaki sekilde f ve g fonksiyonlari verilmistir. Bu sekle gére

f(3) +g(0) + f~%(8)
in sonucu nedir?

Coziim: f(3) = 0,g(0) = 0,f71(8) = 0 oldugundan

f(3)+g(0)+f1(8)=0+0+0=0
bulunur.

Ornek: f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafigi asagidaki verilmistir.

L]

o

-2
Grafikteki bilgilere gore Abe)(t) degeri kactir?
"g(2)+f(4) '

Cozum: g(1) = 2,f(2) = 2,g(2) = 3,f(4) = —2 oldugundan
(femd(1)  f(2) 2
1

g(2)+f(4)  3-2

bulunur.

KAPALI FONKSIYONLAR

5.14. Tanim: f: Ac R — R,y = f(x) fonksiyonu F(x,y) = 0 seklinde
yazilmasina kapali fonksiyon denir.
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Ornek: F(x,y) = x? + y? = 0 bir kapali fonksiyondur.

Ornek: F(x,y) = 2xy — x2 + y® = 0 bir kapali fonksiyondur.

GORUNTU ve TERS GORUNTU

5.15. Tanim: f : X — Y bir fonksiyon, A € X ve B c Y olsun.
f(A) = {f{(x) e Y,x € A}
kiimesine A’'nin f altindaki gériintiis,
f71(B) = {x € X f(x) €EB
kiimesine B’nin f altindaki ters goriintiisi denir.

Ornek: f:R — R,f(x) =x? fonksiyonu verilsin. A ={-2,0,3} ve
B = {1,4,16} ise f(A) = {0,4,9} ve f "1 (B) = {—4,—-2,—1, 1, 2,4} seklindedir.

5.12. Teorem: f: X — Y bir fonksiyon, A, B € X olsun. Bu takdirde;
i) Ac B= f(A) cf(B)
ii) f(An B) c f(A) nf(B)
iii) f(A U B) = f(A) U f(B)
iv) f{(A\B) c f(A)
dir.

Ispat: i) A c B oldugundan her x € A icin x € B olacagindan f(x) € f(A)
icin f(x) € f(B) olur. Buna gore f(A) c f(B) elde edilir.

i) AnNBcAveANn BcB oldugu asikardir. Her x€ ANB ise
X € Avex € Bolacagindan f(x) € f(A) ve f(x) € f(B) dir. Buna gore;
f(An B) c f(A) nf(B)
olur.

iii) A c AUBve Bc A UB oldugu asikardir. Buna gore,
f(A) c f(AU B) ve f(B) c f(AU B)
f(A) U f(B) c f(AU B) (1)
olur. Tersine her x € AU Bisex € A veya x € Bolacagindan f(x) € f(AU B) ise
f(x) € f(A) veya f(x) € f(B) dir. Buna gore;
f(Au B) c f(A) U f(B) (2)
olur. (1) ve (2) denkleminden
f(AU B) = f(A) U f(B)
elde edilir.
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iv) A\B c A oldugundan f(A\B) c f(A) olur.

5.13. Teorem: f : X — Y bir fonksiyon, A, B € X olsun. Bu takdirde;
i) AcB=>f"1(A) cf(B)
ii) f71(AnB)=f"1A)nf1(B)
iii) f71(AUB) =f"1(A)uf1(B)
iv) f71(A\B) = f~1(A)\f"1(B)
v) £1AD = [f1(A)]!
vi) f"H(@) =
dir.

Ispat: i) x € f~1(A) olsun. Ters goriintii tammindan f(x) € A dir. Hipo-
tezde A c B oldugundan f(x) € B dir. Ters gériintii tanimindan x € f~1(B) dir.
Buna gore f~1(A) c f~1(B) elde edilir.

ii) Her x i¢in,
x € f71(AN B)
f(x) eANB
f(x) eAvef(x)€EB
x €f71(A) vex € f71(B)
x € f71(A) n f~1(B)
dir. Buradan
f71(AnB) c f71(A) nf~1(B) (D
olur. Tersine her x icin,
x € f~1(A) n f~1(B)
x €f71(A) vex € f71(B)
f(x) eAvef(x)€EB
f(x) EANB
x € f71(AN B)
dir. Buradan
f~1(A) nf71(B) c f"1(ANB) (2)
olur. (1) ve (2) denkleminden
f~1(AnB) = f~1(A) nf~1(B)
elde edilir.

iii) Her x i¢in
x € f71(A) Uf~1(B)
x € f71(A) veyax € f71(B)
f(x) € Aveya f(x) € B
f(x) EAUB
x € f"1(AUB)
bulunur. O halde;
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f71(A)u f1(B)c "1 (AUuB)
olur. Tersine her x i¢in

x € f71(AU B)

f(x) EAUB

f(x) € Aveya f(x) € B

x € f71(A) veyax € f~1(B)

x € f71(A) Uf~1(B)
bulunur. O halde;

f71(AUB) c f1(A) Uf1(B)
olur. (1) ve (2) denkleminden

f71(AUB) = f~1(A) Uf1(B)
elde edilir.

iv) Her X igin,

x € f71(A\B)

f(x) € A\B

f(x) e Avef(x) ¢ B

x €f71(A) vex & f~1(B)

x € [fH(W\f1(B)]
olur ki bu bize,

f~1(A\B) c f"1(A)\f1(B)
oldugunu gosterir. Tersine her x icin;

x € [f- (A)\F1(B)]

x €f 1(A) vex & f1(B)

f(x) e Ave f(x) ¢ B

f(x) € A\B

x € f71(A\B)
dir. Olur ki bu bize,

f~1(A\f~H(B) c f~1(A\B)

oldugunu gosterir. Buna gore (1) ve (2) denkleminden

f=*(A\B) = f 7 (A)\f"*(B)
elde edilir.

v) Her x icin,
x € f71(AYH
f(x) € At
f(x) €A
x ¢ f71(A)
x € [fH(A)]°
olur ki bu bize,
f~1(AY) c [f1(A)]
oldugunu gosterir. Tersine her x icin;
x € [f71(A)]*

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

34
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x ¢ f71(A)

f(x) €A

f(x) € A

x € f71(AYH
olur ki bu bize,

[£71(A)]F < £ (A% 2)
oldugunu gosterir. Buna gore (1) ve (2) denkleminden

f71(A) = [ (A)]°

elde edilir.

vi) (1V) ozelliginde A = B alinirsa,
f71(A\B) = "1 (A)\f"}(B)
f71(A\A) = (AN (A)

f1(@) =0

bulunur.

5.14. Teorem: f : X — Y bir fonksiyon, A, B € X olsun. Bu takdirde;
i) Ac f1(f(A),f(f"*(B) cB
i) f(A)—f(B)c f(A—B),f1(A)—f1B)=f"1(A-B)

dir.

Ispat: i) a € A ise f(a) € f(A) dir. Béylece a € f~1(f(A)) olacagindan
A c f71(f(A)) dir. c € f(f~* (B)) ise b € f~1(B) olacak sekilde ¢ = f(b) vardur.
Boylece f(b) € B dir. Yani ¢ = f(b) € B olacagindan f(f~*(B) c B

ii) b € f{(A) — f(B) olsun. Bir a € A icin b = f(a) dir. Fakat a € Bicin bu
esitlik yoktur. Boylece b € f(A — B) dir. Yani
f(A) —f(B) c f(A—B)
dir. a € f71(A — B) olsun. f(a) € A — B dur. O zaman f(a) € A ve f(a) ¢ B dur.
Yani a € f71(A) ve a € f~1(B) dur. O halde a € f~1(A) — f~1(B) dur. Diger yo-
nii de benzer sekilde yapilr.

COK DEGISKENLI FONKSIYONLAR

5.16. Tanim: Bos kiime olmayan herhangi A, B ve C kiimeleri verilsin
ve A ve B kiimelerinin kartezyen ¢carpimy;

AxB={(xy)|x€ A y€ B}
olsun, A X B kiimesinden alinmis her (X, y) ciftini C kiimesinden bir ve yalniz
bir z elemani ile esleyen bir f fonksiyonu verilmisse bu f fonksiyonu A X B kii-
mesinden C kiimesine iki degiskenli fonksiyon denir ve

f: AXB->C
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xy) - z=f(xy)
biciminde gosterilir. A X B ye fonksiyonun tanim kiimesi veya tanim boélgesi, C
ye ise deger kiimesi denir.

Ornek: A = {1,2,3},B = {-2,—-1},C = {3,4, 5} kiimeleri verilsin.
AxB={(1,-2),(1,-1),(2,-2),(2,-1),(3,-2),(3,—-1)}
olsun. Burada,
f(1,-2) = 3,f(1,-1) = 3,f(2,-2) = 4,f(2,—-1) =4,f(3,-2) =5,f(3,-1) =5
biciminde bir fonksiyon tanimlanabilir.

Ornek: f:R? > R,f(x,y) =x? —y? +4xy iki degiskenli fonksiyonu
icin f(0,1),f(3,2) y1 bulunuz.

Cozim: f(0,1) =02 —12+4-0-1=—1
f(3,2) =32 —-224+4-3-2=29

5.7. Not: Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi iki degiskenli fonk-
siyonlarda da degiskenlerin ve kuralin hangi harflerle gosterildiginin 6nemi
yoktur. Ornegin,

f(x,y) =log(x*+ /y)

g(m,n) =log(m? ++/n)
denklemleri ayni fonksiyonlari ifade eder.

5.17. Tanmm: n € N olmak iizere, bos kiime olmayan A,,A,,---,A, ve C
kiumeleri verilsin. x, € A;,x, €A,,---,x,, € A, olmak lizere, her bir

(X1 Xg, X)) € (Ap X Ay X=X Ap)
n-lisinin C kiimesinden bir ve yalniz bir z eleman ile eslesmisse A}, A,,--+, A
den C ye n-degiskenli fonksiyon denir ve

f: Ay XA, X--xXA, >C

Xy, Xy, 0, X)) = f(Xq,%X,, 0, %X,) =2

biciminde gosterilir. A;,A,, -, A, kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi C kii-
mesine ise deger kiimesi denir.

n

Ornek: f:R3 > R, f(x,,X,,X3) = x2 — 3x2 + 4x,x2li¢ degiskenli fonk-
siyonu icin f(0,1,2) y1 bulunuz.

Cozim: £(0,1,2) = (-1)2—3-1+4-(-1)-22=—18//
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Bu kisimda meshur birkag iki degiskenli fonksiyonlarin denklemini ve
grafigini verecegiz.

1. Kiire:
x% +y? = r?
2. Silindir
/#\
/’_:‘_\ Y
X ;
XZ y2
; + b_2 =1
3. Koni
XZ y2 5



www.matematikl.com

5. Elipsoid

XZ y2

R — =7

aZ +b2

7. Hiperbolik Paraboloid

38
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8. Tek Kanatli Paraboloid

XZ y2 ZZ

a2 b? 2

5.8. Not: Cok degiskenli fonksiyonlar ayr1bir konu olarak anlatilacaktir.
Burada ihtiyaca binaen anlatilmistir. Simdilik kisa kesiyoruz.
FONKSIYONLARIN CESIiTLERI
Fonksiyonlar asagidaki sekilde siniflandirilir.
1. Cebirsel Fonksiyonlar
a) 1. Dereceden (Dogrusal) Fonksiyonlar
b) 2. Dereceden (Paraboller) Fonksiyonlar
c) Polinom Fonksiyonlari
d) Rasyonel Fonksiyonlar
2. Pargal Fonksiyonlar
a) Parcali Yazilabilen Fonksiyonlar
b) Mutlak Deger Fonksiyonlar:
c) isaret Fonksiyonlar1
d) Tam Deger Fonksiyonlar:
3. Ustel ve Logaritma Fonksiyonlari
4. Trigonometrik ve Hiperbolik Fonksiyonlari
5. Metrik Fonksiyonlar
6. Isletmecilik Fonksiyonlar1

7. Istatistik ve Olasihik Fonksiyonlar:
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8. Karar Alma Fonksiyonlari
a) Bulanik Mantik Fonksiyonu
b) Esnek Kiime Fonksiyonu

COZUMLU ALISTIRMALAR

Fonksiyon Kavrami

1. Asagidaki fonksiyonda A’dan B’ye f fonksiyonu verilmistir.

Buna gore asagidakilerden hangisi yanhstir?

A) f(5) = 6 tir.

B) f(x) = 1 ise x’in iki tane degeri vardir.
C) f(x) = Oise x’in degeri yoktur.

D) Gorlinti kiimesi {1, 6} tir.

E) f(x) en bliyiik degeri 5'tir.

40

Cozim: f(x) goriinti kiimesidir. Goriintii kiimesinin en biiyiik degeri

6’drr.

2. Asagida f : A — B fonksiyonunu verilmistir.

Buna gore asagidakilerden hangisi dogrudur?

Cevap: E
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A) f(x) = x B) f(x) = 2x Ofx)=x+1
D)f(x) =x* E)f(x)=3x-1

41

Cozim: f = {(1,1),(2,4),(3,9)}fonksiyonu f(x) = x? olarak gosterilir.

3.f: A— (—4,6],f(x) = 2x — 8 ise A tanim kiimesi nedir?

A) (2,7] B)(2,6] C)(—1,5] D) (1,4] E)(1,5]

Cevap:D

Cozum: Bir fonksiyonda tanim kiimesi verildiginde deger kiimesini
bulmak i¢in tanim kiimesinin elemanlari1 fonksiyonda yerine konulur.

—4<2x—8<6
4 <2x<14
2<x<7

4.f:[4,7) — B,f(x) = —2x + 1 ise B deger kiimesi nedir?

A)(-15,-7] B)(-13,-7] €)(-1,5] D)(1,8]

—x+1

Coziim: f(x) = —2x + lise f71(x) = 5

Cevap: A

E) (1,10]

ters fonksiyonu elde edilir. Bir fonksiyonda tanim kiimesi verildiginde deger
kiimesini bulmak icin tanim kiimesinin elemanlari fonksiyonda yerine konu-

lur. O halde
43_?437
8<—=x+1<14
7<-—-x<13
—13<x< -7
olur.

5.f(x) =5+ f(x— 1) ve f(1) = —5ise f(16) nedir?
A)50 B)55 C)60 D)65 E)70

Cozim: f(x) — f(x—1) =5
x = 2icin f(2)— (1) =5

Cevap: B
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x = 3icin f(3) - f(2) =5
x = 4icin f(4) — f(3) =5

x = 16icin f(16) — f(15) =5
elde edilir. Bu 15 denklem taraf tarafa toplanirsa,
f(16) —f(1) =15-5
f(16) — (=5)=15-5
f(16) =70
olur.
Cevap: E

6.: R — R, f(2%*"1) = x3 — 4x? + 3x + 10 ve f(8) in degeri nedir?
A)5 B)6 ()8 D)10 E)15
Coziim: 221 =8=23isex =2

f(2%271) =23 -4-22+3-2+10=8
Cevap: C

Sekilde f(x) fonksiyonun grafigi cizilmistir. Buna gore asagidakilerden hangisi
yanhstir?

A)f(—6)=f(-1)=0 B)f(5)+f(2)=3 C)f(0)f(-4) = —8
D) f(—4) - £(5) > 0 E) f(4) +£(7) = 7

Cozim:

A) f(—6) = f(—1) = 0 olup dogrudur.

B) f(5) + f(2) = —2 + 5 = 3 olup dogrudur.
C) f(0)f(—4) = 4- (—2) = —8 olup dogrudur.
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D) f(—4) - f(5) = (—2)(—2) > 0 olup dogrudur.
E) f(4) + f(7) = 0+ 0 # 7 olup yanhstr.
Cevap: E

8. Asagidaki grafiklerin hangileri fonksiyon degildir.

A~ VA

Cozum: Bir grafigin fonksiyon oldugu yukaridan asagiya dik dogrular
cizmekle tespit edilir. Bu dik dogrular verilen bagintiy1 1 noktada kesmesi ge-
rekmektedir. Bu sarti saglamayan C sikidir.

Cevap: C

9.A={1,2,3},f:A — B, f(x) = x? + 5x ise B deger kiimesinin eleman-
lar1 toplami nedir?

A)35 B)36 ()38 D)44 E)15

Cozim:
x=1licinf(1)=12+5-1=6
x=2icinf(2)=2%2+5-2 =14
x=3icinf(3) =32+ 5-3 =24
B = {6,14,24}
B kiimesinin elemanlarinin toplami 44 olur.
Cevap:D

10. 3f® = x + 5 ise f(4) + f(22) toplami asagidakilerden hangisidir?
A)5 B)6 C)7 D)8 E)9

Coziim: 3™ =4 + 5 = 32 oldugundan f(4) = 2
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3f(22) = 22 + 5 = 3% oldugundan f(22) = 3
f(4)+f(22)=2+3=5
Cevap: A

11. R — R, f(x) = x® — 3x% + 3x — 1 ise f(1 + 3/4) {in degeri nedir?

A)2 B)4 ()6 D)8 E)9

Cozim: f(x) = x3—3x%2+3x—-1=(x—1)3
f(1+V4)=1+V4-1)3=4

Cevap: B
12. f(x + 1) = x- f(x) ve f(1) = 10 ise f(20) nedir?
A) 10! B)20! () 20!-10 D)20!-20 E)10!+ 20
szim: f(x + 1) ()i f(x+1) di

Cozuim: f(x +1) = x - f(x) ise 0 xdir.

f(2
X = 2icin o] =2

f(1)

f(3
Xx=3 igin% =3

f(4
X = 4i¢in % =4

= 20 ici = 20
X icin £(19)
olur. Bu denklemleri taraf tarafa carparsak,
f(2) f(3) f(4 f(20
().().()...( ): 3.4...20
f(1) f(2) f(3) f(19)
f(20) = 20!-10
elde edilir.
Cevap: C

13.f,g: R? > R,f(x,y) =x* +x+y, g(xy) =y?+ 2xyise
3f(4,2) + 2g(3,1) nedir?

A)72 B)78 ()83 D)86 E)90
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Cozim: f(4,2) =42+ 4+2=22, g(3,1)=12+3-3-1=10
3f(4,2) + 2g(3,1) =3-22+2-10 =86
Cevap:D

14. f(x) = x? — 3ise f(2x) in f(x) cinsinden ifadesi asagidakilerden

hangisidir?

dir?

A) 3f(x) B)4f(x)+5 C)4f(x)+9 D)5f(x)—1 E)f(x)+9
Coziim: f(x) = x? — 3ise f(x) + 3 = x2dir.

f(2x) = 4x? -3 =4(f(x)+3) -3 = 4f(x) +9
Cevap: C

15.f: R — R*, f(x+ y) = 2 - f(x) - f(y) olduguna goére f(0) in degerine-

A)-1 B)-5 ()0 D)% E)1

N~

Coziim: x =y = 0 alinirsa,
f(0+ 0) = 2-f(0) - f(0)
f(0) —2 - [f(0)]> =0
f(0)(1—2-f(0))=0

1

f(0) = 0 ve f(0) = >

Cevap:D

16. g R — R,g(x) =3x—2ve f(x+ 1) = g(x— 1) olarak veriliyor.

Buna gore f(x) fonksiyonu nedir?

A) 2x+5 B)4x+5 (C)3x+8 D)-2x+6 E)3x—8

Cozim:
gx)=3x—-2iseg(x—1)=3(x—-1)—-2
f(x+1)=3x-5

bulunur. Elde edilen bu fonksiyonda x yerine x — 1 yazilirsa

olur.

f(x—1)+1)=3x—-1)-5
f(x)=3x—8
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Cevap: E

17. Asagida f fonksiyonun grafigi verilmistir.
Ay

JaN VAN
ANV

f(x) > 0 esitsizligini saglayan farkl x tamsay1 degerleri ka¢ tanedir?
A)4 B)5 (€6 D)7 E)8

Cozium:
f(—=5) > 0,f(—4) > 0,f(—=3) > 0,f(—=2) > 0,f(5) > 0,f(6) > 0,f(7) > 0
7 tanedir

Cevap:D

18. f(x) ==

2 () —
—Xxf%l ise f(x) asagidakilerden hangisidir?

X+3 x—1 x—1 x+1 X+5
AAd— B)— QO-—]/ D)— E—
X X X X X
_ x2—x-f(x)—1
(;ozum: f(X) = —Xz—
X2 f(x)=x?’—-x-f(x)— 1
2 fx)+xf(x) =x2-1
f(x) (x2+x)=x*-1
_x%-1_ (x=D(x+1) _x—1
fx) = “+x  x(x+1) T x

Cevap: B
19. f(x) = 222

gecmesi icin a ne olmahdir?

fonksiyonun olusturdugu egrinin A(1; 1) noktasindan

Ao B)8 €7 D)4 E)O

Cozim: A(1;1) noktasi egri lizerinde oldugundan koordinatlar1 egri
denklemini saglar;
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dir.
Cevap: C

20. A ={a, b, c} kiimesinden B = {1, 2, 3, 4} kiimesine, tanimlanan asa-
gidaki bagintilardan hangisi bir fonksiyon belirtir?

A) Bl = {(a' 1),(3, 2),(3, 3),(b, 1)'(C' 3)}
B) B2 ={(a, 2),(b, 1),(c, 1)}

C) B3 = {(ar 3),(b, 2),(b, 3),(3, 1)}

D) B4 ={(a, 1),(b, 2),(b, 3),(c, 4)}

E) Bs = {(a, 2),(c, 1),(c, 4)}

Cozim: Bir bagintinin fonksiyon olmasi icin “Tanim kiimesinin her
elemaninin bir ve yalniz bir goériintiisii vardir.” Su halde A kiimesinin biitlin
elemanlarinin bir tane goriintiisii sadece B sikkinda vardir.

Cevap: B
. x+4
21, A={x:x=2nven€Z},f:A—B fonksiyonu f(x)= —— ol

duguna gore B deger kiimesi nedir?

A) Tek sayilar B) Cift sayillar ~ C) Tam sayilar
D) Asal sayilar E) Dogal sayilar

Cozim: Tanmim kiimesi ¢ift tamsayillardan olusmaktadir. n € Z,n = 2n
olduguna gore,
f(2n) = 2n2+4 = 2(n;—2) =n+2
olur ki bu bize deger kiimesinin tamsayilar kiimesinin oldugunu gosterir.
Cevap: C

22,y = f(x) fonksiyonu asagidaki sekilde gibi olsun.
R4
fx) =y

-1 0 1 2 X
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f(x— 2) = 1 denklemini saglayan x degerlerin kiimesi nedir?
A){1,2,4} B){1,2,5} (C){1,3,4 D){0,1,6} E){1,3,6}

Cozim:x—2=—-1lisex =1
x—2=1isex=3
Xx—2=2isex=4
olup denklemi saglayan x degerlerin kiimesi {1, 3, 4} dir.

Cevap: C
Fonksiyon Ozellikleri
23. n pozitif bir tamsay1 olmak tlizere,
fx) =1+x+x%+-+x"
gx) = 1+t L
X ' x2 x1
. . faoy o :
biciminde tanimlaniyor. Buna gore, 10) isleminin sonucu nedir?
g
A)1 B)10 Cx D)x 1% E)x!0
f(10)  1+x+x2+---+x10
Cozum 10 = 1 1 1
8(10) 14+ +—z+- g
_ 14xd e 4x10
o x104x94 41
10
— x10
Cevap: A

24. f(x) = (a— 3)x+ b — 5 birim fonksiyon, g(x) = (c — 6)x + 8 sabit
fonksiyon ise a + b + ¢ nedir?

A)12 B)15 ()18 D)20 E)21

Cozum: f(x) bir birim fonksiyon ise f(x) = x olmasiicina —3 =1veb—
5 = 0 olacagindana = 4 veb = 5 dir.

g(x) sabit fonksiyon ise g(x) = 8 olmasi icin ¢ — 6 = 0 olacagindan
c= 6dir.

at+b+c=4+5+6=15
Cevap: B
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25. f(X+ 1) xi_l g(x) = % ise (f + g)(x) isleminin sonu nedir?

3 X 1
A- B O-; D)5x+4 E)8x+5

Cozim: f(X+1) fll-l ise f(x) == olur
2 3

(f+g)(x)=§+§=§
Cevap: A

26. f: A—> A,s(A) =3 bir fonksiyon olmak tizere, her n € A icin
f(n) # n sartin1 saglayan bire bir f fonksiyonlarinin sayisi kactir?
A)1 B)2 (€3 D)4 E)5

Cozlm: n = m olmak lizere A’dan B’ye tanimlanan 1-1 fonksiyon sayisi
n!

tanedir. Fakat f(n) # n sarti oldugundan,

(31)! - (i) (i) =6-4=2

bulunur.

(n—m)!

Cevap: B

27. A = {0,3,8}, B = {1, 3,4} olmak iizere,
f={(04),(33),(xx—m)}
ifadesi birebir fonksiyon olduguna gére, m'nin degerinedir?
A)3 B)4 (C5 D)6 E)7

Cozlim: Fonksiyon 1-1 oldugundan A kiimesinin 0 ile 3 sayis1 eslendigi-
ne gore 5 sayisinin eslenmesi kalmigtir. O halde,
x=8vex—m=4%4
m =4
olur.
Cevap: B

Ters Fonksiyonlar
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28.a,b,c € R~ {0} igin f(x) = 24P

b, ci¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

se f(x) = f71(x) olduguna gore a,

A)a=b#c B)a=-c (Cb=-c
D)b=c#1 E)a=b=c

Cozum: f(x) = ax;i—b fonksiyonun tersini bulalim. y yerine x, x yerine y
yazalim.
_ay+b __cx=b 1 _cx—b
X=—="—®y=— e (X)) = 3

olur. Burada f(x) = f~*(x) ise
ax+b cx-b

32;:( + ab =aczx —cb
dir. Burada x’li katsayilar birbirine esit, diger katsayilar birbirine esittir. (Bu
durumun sebebi Polinomlar konusunda Polinomlarin esitliginde detayh izah
edilecektir.)

a’? =c?veab= —cb

a=-—c
olur.

Cevap: C

29. x =t—2vey=t+5 biciminde tanimh y = f(x) fonksiyonu i¢in
f~1(x) in kurali asagidakilerden hangisidir?

A) f(x) =3x+5 B)f(x) =2x+5 Qfx)=x-7
D)f(x) =—x+6 E)f(x)=x+7

Cozim: x =t— 2 ise t = x + 2 dir. Bu denklemi y = t + 5 denkleminde
yerine yazilirsa,
f(x) =x+2+5=x+7
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun tersi,
f1x)=x—-7
olur.
Cevap: E

30. Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin tersi bir fonksiyon degildir.
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A)y=§ B)y=x+3 C)y=4x D)y =x? E)y=x3
Cozim: Bir fonksiyonun tersini bulmak icin birebir ve 6rten fonksiyon
oldugunu gostermeliyiz.
2

A) f(x,) =f(x,) = xz_l =% = X, = X, olup birebir ve érten fonksiyondur.

B) f(x,) =f(x,) ®x, +3=x,+ 3 = X, =X, olup birebir ve orten fonksi-

yondur.

C) f(x,) = f(x,) = 4x, = 4x, = X, = X, olup birebir ve 6rten fonksiyondur.

D) f(x,) = f( x,) = xi = X7 = X; = X, olup birebir fonksiyon degildir.

E) f(x,) = f( x,) = x3 = X3 = x; = X, olup birebir ve oérten fonksiyondur.
Cevap: D

31.

Verilen sekilde f : R — R bir fonksiyondur. Bu fonksiyona gore asagidakiler-
den hangisi yanhstir?

A)f1(0)=-1  B)f1(0)>0 C)fl(4)=1
D)f~1(0) = 4 E)f~1(1) <0

Cozim: f~1(1) < 0 ifadesi yanhstir.
Cevap:E

Bileske Fonksiyonlar

32.f: R — R, (fof)(x) = 4x + 15 ise f(3) in degeri nedir?
A){11,-12} B){2,5} (C){4,2} D){-2,6} E){3,6}
Cozim: Verilen bileske fonksiyon 1. dereceden fonksiyondur.

f(x) = ax + b secilirse,
(fof)(x) = 4x+ 15
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(ax+Db)o (ax+b) = 4x+ 15
a(ax+b)+b=4x+ 15
a’x +ab+b =4x+ 15
bulunur. Burada x’li katsayilar birbirine esit, diger katsayilar birbirine esittir.
a’?=4veab+b =15
olur. Eger
i) a=2ise2b+b=150lupb =3
iija=—-2ise—2b+b=150lupb =-15
dir. Buna gore verilen fonksiyon iki tane olup
f,(x)=2x+5vef,(x) =—x—9
seklindedir. O halde,
f,(3)=2-3+5=11vef,(3) =-3-9=-12
bulunur.
Cevap: A

33.f,g:R — R, f(x) = ax + b, g(x) = bx + a fonksiyonlariicin
(fog)(x)=(g°Hx

sarti saglanmasiicin a ile b arasinda nasil bir baginti olmahdir? (a # b)
A)a=b Bla—-b=1 C(Ca+b=0 D)a+b=1 Ela-b=1

Cozum:
(fog)(x)=(goN(x)
(ax+b) o (bx +a) = (bx+ a) o (ax + b)
a(bx+a)+b=b(ax+b)+a
abx+a’+ b =abx+b?+a
a?+b=b%+a
a?—b?=a—-b
(a—b)(a+b) = (a—b)
at+b=1
Cevap:D

34.f,g22R — R, (go )(x) = 4x — 4,f(x) = x — 3 ise g(x) = —4 saglayan
x degerinedir?

A)-5 B)-3 (€0 D)2 E)4

Coziim: f(x) = x — 3ise f71(x) = x + 3 olur.
((gof)of™)(x) = (4x—4)o (x+3)
=4(x+3)—4
=4x+ 8
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g(x) =4x+8=—4isex = -3
Cevap: B

35.f: R — R,f;(x) = x,f,(x) = 2x,f;(x) = 3%, -+, f,(x) = nx ise
(fn ° fn—1 00 f2 ° fl)(X)

nedir?
A)nx B)x®™ C)x™ D)n!'x E)(n+ 1x
Cozum:
(fpofyqoefyef))(X = (fof,_; 0o f)f(X)
= (f o fy g oo f)f5(X)
=(f,of,_;0-0f)2x
= (fn ° fn—l oo f4)3(2X)
= (f,of,_; o 0f)4(3(2x))
=n(n—1)(n—2)---3-2-x
=n!-x
Cevap:D
36. f(2x — 1) = 8x— 1vef(k+ 1) = 27 ise k'nin degeri nedir?
A)1 B)2 C3 D)4 E)5
Cozim: f(g(x)) = 6x — 1 olarakyazilirsa g(x) = 2x — 1veg 1(x) = x-l2-_1
olur.
f(x) = ((fog) °g‘1)(i<)
= (8x—1)0 (X1
= (8x 11) (3)
_ x+1)
=8(%)-1
=4x+3
Ayrica
f(k+1)=4(k+1)+3 =27
k=5
olur.

Cevap: E

37.f(x) =ax+ 2veg(x) = 3x+ bve (fog)(x) = 3x — 1 olduguna gore,
a + b toplami kagtir?
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A)-2 B)-1 (€0 D)1 E)2

Cozim: (fog)(x) =3x—1
(ax+2)o(3x+b)=3x—-1
a(3x+b)+2=3x-1
3ax+ab+2=3x-1
olur. “x’li katsayilar birbirine esit, diger katsayilar birbirine esittir.” Aksiyomu
geregi,
3a=3veab+2=-1
a=1lveb=-3
at+b=1-3=-2
elde edilir.

Cevap: A

38.

o} m n > X
B2 N\

f ve g fonksiyonlarin grafikleri sekildeki gibidir. KL.//OX ve K noktasinin apsisi
m ise L noktasinin apsisi asagidakilerden hangisidir?

A) (feg)(m) ~ B)(f™ eg)(m) C)(fog™)(m)
D)(gof(m) E)(gef")(m)

Cozum: Sekilden f(n) = g(m) oldugu agiktir.
(fteH(m) = (f~* og)(m)
n=(f""og)(m)
Cevap: B

39. f(x) fonksiyonun grafigi asagidaki sekilde verilmistir.
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l\y

f(x)

-3 2 (0 1

—
(fo £)(0) + (f~1o f71)(0) kagtir?

A)-1 B)0 C1 D)2 E)3

Cozum:
(fo H)(0)+ (7" o £71)(0) = £(£(0)) + f~(F(0))
=f(1)+ f1(-2)
=2+ (-3)
=-1
Cevap: A

40. f(x) = x%?ve g(x) = % ise (fo g) fonksiyonun A = {2,4, 6,8} kiimesi-

ni asagidaki kimelerden hangisi ile eslesir?

A){1,2,4,8) B) {5,16,25,75}  C){2,4, 16, 64}
D) {2, 4, 64,100} E) {1,4,9, 16}

2
Comiim: (Fe ) () = () () = (§) =%

2
(feg)(@=2=1

2
(fog)(M) =2 =4
2
(fog)()=5=9
82

o =2=16
olduguna gore deger kiimesi {1, 4, 8, 16} elde edilir.
Cevap: E
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