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7. BOLUM
IKINCI DERECEDEN FONKSIYONLAR

iKINCI DERECEDEN FONKSiYONLAR

7.1. Tanim: a,b,c € R ve a # 0 olmak tizere
f:R->R,y=f(x)=ax?*+bx+c
biciminde tanimlanan fonksiyonlara ikinci dereceden fonksiyon denir. Ikinci
dereceden fonksiyonun grafigine parabol ad1 verilir.
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gibi sekiller birer parabollerdir. 1. ve 2. sekil fonksiyon iken 3. ve 4. ters fonk-
siyonun grafikleridir.

Ornek: f : R —» R olmak iizere
i) f(x)=2x2—4x+7
i) f(t) =3t> — 8t
iii) f(m) = 3m? + 10
iv) y = /5x%+ 3x+ 12
ifadeleri birer ikinci dereceden fonksiyonlardir. //

Parabol tizerinde bulunan herhangi bir noktanin koordinatlari parabol
denklemini saglar.

Ornek: y = f(x) =2x?>—3x+m —1 parabolii A(—1,2) noktasindan
gecmektedir. Buna gore, m’'nin degerini bulalim.

Cozim: Verilen parabol, A(—1,2) noktasindan gectiginden, bu noktala-
rin koordinatlar: parabol denklemini saglar.
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x = —1liginy = 2 olur.
y=2x?—3x+m-—1
2=2(-1)%?-3(-1)+m-1
m=—2

7.2. Tanim: x eksenine gore paraboliin en alt ya da en tist nokrasina
tepe noktasi denir.

7.1. Teorem: a,b,c € R ve a # 0 olmak lizere
f:R-> R, f(x) =ax?+bx+c
ikinci dereceden fonksiyonun tepe noktalarinin koordinatlari T(r, k) ile goste-

rirsek,
2
b 4ac—b
T(rk) = T(‘Z' T )

bicimindedir. O halde r = — 23 vek = 2a-b
a 4a

2

seklindedir.

Ispat: Tepe noktasmin x eksenindeki degeri r ile gosterilirse, x eksenini
X, Ve X, noktalarinda kesiseceginden,

b
X1+Xs 3 _ —B—r
2 2 2a

bulunur. Simdi k degerini bulalim.
f(x) =ax?+ bx+c

=a(x2+9x+£)
a®a

a 43
b ? 4ac—b2
:a<x_(_5)) LT
b 4ac—b2 N
bulunur. Burada r = —55 Ve k= ia alinirsa, bu sayilarin en st ve en az

noktalar1 olup olmadiklarini inceleyelim.
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Eger a>0 ise a(x—r)2=0 olur. Buradan her x€ R igin
f(x) = a(x—r)? + k = k elde edilir. Bulunan bu k degeri gériintii kiimesinin en
kii¢lik elemanidir.

Eger a<0 ise a(x—r)><0 olur. Buradan her x€ R igin
f(x) = a(x—r)? + k < k elde edilir. Bulunan bu k degeri goriintii kiimesinin en
biiyiik elemanidir.

7.1. Sonug: a > 0 ise tepe noktasi en az noktay: aldigindan paraboliin
kollar1 yukar1 dogru, a < 0 ise tepe noktasi en ust noktay1 aldigindan parabo-
liin kollar1 asag1 dogrudur. //

Simdi ikinci dereceden fonksiyonun grafiginin (paraboliin) c¢izilmesini
gorelim: f(x) = ax?+ bx + ¢ fonksiyonunun grafiginin cizimi icin ti¢ énemli
nokta vardir. Bunlar; eksenleri kestigi noktalar, tepe noktasi ve a’nin isaretidir.

1. Eksenleri kestigi noktalar, x = 0 ve y = 0 yazilarak bulunur.

2. Tepe noktasiin koordinatlarini T(r, k) ile gosterirsek,

—Lve K = 4ac—b*
2a T 4a

r =

ile bulunur.

3. y = ax? + bx + ¢ fonksiyonunun grafigi a > 0 ise paraboliin kollar1
yukar1 dogru, a < 0 ise paraboliin kollar1 asag1 dogrudur.

2
7.1. Not: Fonksiyon tanimi geregi k = f(r) olup k = f(r) = 4ac4;b bi-

¢iminde k iki tlirlii bulunur.

Ornek: f : R - R, f(x) = x? + 4x — 5 fonksiyonun grafigini cizelim.
Cozim: Simdi tic hamleyi gerceklestirelim.

1.x=0isey=f(0) =—-5vey=0isex?+4x—5= 0,x, =-5x,=1
bulunur.
b

__b__4__ = (=2 = (=212 + 4(-2)-5 = —
2. 1= = =2 vek=1f(-2) = (-2)2 + 4(-2)-5 = -9
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yani, T(—2,—9) elde edilir.

3.a= 1> 0 oldugundan paraboliin kollar1 yukar1 dogrudur.

F

Ll
/

Ornek: f: R - R, f(x) = —x? + 2x + 3 fonksiyonun grafigini cizelim.

Cozlim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
x=0isey=3vey=0ise —x*+2x+3=0,x, =—-1,%x, =3
A(0,3),B(-1,0),C(3,0)

2.r=—5-= =1vek =f(1) =4 olup T(1, 4) dir.

2
2a  2:(-1)

3.a = —1 < 0 oldugundan paraboliin kollar1 asagi dogrudur.
F 9

¥

x

A
flw)=-x"+2x+3

Ornek: f : R - R, f(x) = x? — 1 fonksiyonun grafigini ¢izelim.

L

Cozlim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
x=0isey=—1vey=0isex*—1,x;,=-1,x,=1
A(0,—-1),B(—1,0),C(1,0)

bulunur.

2.r=—o=—--==0vek=f(0)=(0)2—1=-1

b 0
2a 2-1
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yani, T(0, -1) elde edilir.

3.a= 1> 0 oldugundan paraboliin kollar1 yukar1 dogrudur.
¥

AN

-1

-

Ornek: f : R - R, f(x) = x% + 4x + 4 fonksiyonun grafigini cizelim.

Cozim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
x=0isey=4vey=0isex* +4x+4=0,x;, = X, = —2
A(0,4),B(-2,4)

bulunur.

b 4
2.r=—5r=—gz=—2vek=f(-2)= (-2)2+4-(-2) +4=0

yani, T(-2, 0) elde edilir.

3.a=1 > 0 oldugundan paraboliin kollar1 yukari dogrudur.
N

y
4
x
—2 0 »

Ornek: f : R > R,y = —2x? + 2x — 1 fonksiyonun grafigini cizelim.

Cozim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
x=0isey=—1,A(0,—1)vey=0ise —x*+2x—1=0
denkleminin reel kokii yoktur. Ciinkii, A = —4 < 0 dur.

2r=-p= = tvek=rf(})=-2(3) +2(3)-1=-

1

2
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yani, T (% , %) elde edilir.

3.r = —2 < 0 oldugundan paraboliin kollar1 asag1 dogrudur.

4+
1/2 5’;
o
-1/2) -
-1

Ornek: f: R - R, f(x) = x% — |x| — 2 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Coziim: Bu fonksiyonu x > 0 ve x < 0 olmak lizere 2 asamada ¢ozeriz.
x>0 isef(x) =x?—x—2vex<0 isef(x) =x2+x—2

i) f(x) = x? — x— 2 icin,

1.x=0isey=f(0)=-2vey=0isex*—x—2=0,%x, =2,x, = —1
bulunur.

— 2
2r==omzteduek=i) = () - (-2

yani T (%, — %) elde edilir.
3.a =1 > 0 oldugundan paraboliin kollar1 yukar1 dogrudur.
ii) f(x) = x2 + x — 2 igin,

1.x=0isey=f(0)=—2vey=0isex?+x—-2=0,x;, =—-2,x, =1
bulunur.

pem= ey mdve kn (d) = (-3 (-2
yaniT(—%,—%) elde edilir.

3.a=1 > 0 oldugundan paraboliin kollar1 yukari dogrudur.
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7.3. Sonug: y = ax? fonksiyonu biciminde ise fonksiyon 0(0,0) nokta-

sindan gecer.
F &Y

\J
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a > 0 ise 1. sekil, a < 0 ise 2. sekil gibidir.

7.3. Sonug:

1. a > 0 iken, a bliylidiikge paraboliin kollar1 y eksenine yaklasir, a kii-
culdiikge paraboliin kollar1 y ekseninden uzaklasir.

2. a < 0 iken, a biiytidiikce paraboliin kollar1 y eksenine uzaklasir, a kii-
culdiikce paraboliin kollar1 y ekseninden yaklasir.

Ornek: f:R—-> R ye taniml, f,(x) = %XZ, f,(x) = x?, f5(x) = —x?,
f,(x) = —2x? fonksiyonlarin grafiklerini ayni1 koordinat sisteminde giziniz.
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7.4. Sonug: f: R - R, f(x) = ax? + ¢ fonksiyonunun grafigi;

i) ¢ > 0 ise f(x) = ax? fonksiyonunun grafigi y ekseninin pozitif yéniin-
de c birim kayar.

i) ¢ < 0 ise f(x) = ax? fonksiyonunun grafigi y ekseninin negatif yo-
ntnde |c| birim kayar.

Ornek:
4y ¥ = 2xE4 ,
y‘!xz ¥
- on? 2o g
=\

2] -1 1 f2
h 1
2
Q X 3
=1

1. sekil y=2x* ve y=2x?+1 fonksiyonundur. 2. sekil y=2x* ve
y = 2x2 — 4 fonksiyonundur.
7.5. Sonug: f: R - R, f(x) = a(x — r)? fonksiyonunun grafigi;

i) r > 0 ise f(x) = ax? fonksiyonunun grafigi x ekseninin pozitif yéniin-
de r birim kayar.

i) r > Oise f(x) = ax? fonksiyonunun grafigi x ekseninin negatif yoniin-
de r birim kayar.
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Ornek:

Sekily = 2x?ve y = 2(x— 1)? fonksiyonundur.

7.6. Sonug: f: R - R, f(x) = a(x —r)? + k fonksiyonunun grafigi;

i) k> 0 ise f(x) = a(x — r)? fonksiyonunun grafigi y ekseninin pozitif
yoniinde k birim kayar.

i) k < 0 ise f(x) = a(x — r)? fonksiyonunun grafigi y ekseninin pozitif
yoniinde |k| birim kayar.

Ornek:

2
y-- (22 Y={X+2) +1
Sekily = —x%y = —(x+ 1)?2ve y = —(x+ 2)? + 1 fonksiyonundur.

7.7. Sonug: f: R - R, f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda;
1. A > 0 ise parabol x eksenini farkl iki noktada keser,
2. A = 0 ise parabol x eksenine tegettir,
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3. A < 0 ise parabol x eksenini kesmez ve teget olamaz.
(Yukaridaki 6rneklerde bu sonug¢ goziikmektedir.)

IKINCi DERECEDEN TERS FONKSIYONLAR

ikinci dereceden fonksiyonlarinda belirli aralikta ters fonksiyonlar:
mevcuttur. Simdi ikinci dereceden ters fonksiyonlarin grafiklerini ¢cizmeyi 6 g-
renelim. Tersi de ayni islemlerle gerceklesir. Yalniz islemleri yaparken x ve
y’'nin yer degistigini unutmamak gerekir. Ayrica,

1. x = ay? + by + ¢ fonksiyonunun grafigi a > 0 ise paraboliin kollar1 x
ekseninin pozitif yoniinde (saga dogru), a > 0 ise paraboliin x ekseninin kolla-
r1 negatif yontindedir (sola dogrudur).

F } F }

'll'H

/N

T
7

a= < ()

2. Tepe noktasinin koordinatlarini T(k, r) ile gosterirsek,

r——ﬁvek—%c_b2
~ 2a T 4a

ile bulunur.

Ornek: x=2y? paraboliiniin grafigini ¢iziniz.

Cozim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
y=0isex=0vey=1isex=2
A(0,0), B(1, 2)
bulunur.

2.1 = —5a = —% = 0 ve k = f(0) = 0 yani, T(0,0) elde edilir.

3.a = 2 > 0 oldugundan paraboliin kollar1 saga dogrudur.
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IL?
x=2y2

—
S

¥

Ornek: x = y? + 2y — 3 fonksiyonun grafigini ¢izelim.

Cozim: 1. Paraboliin eksenleri kestigi noktalar,
y=0isex=—-3vex=0isey’+2y—3= 0,y, =1,y, = -3
A(-3,0),B(0,1),C(0,-3)

bulunur.

__b__2 __ —f(—1) = (—1) - (1) -3 = —
2.r=—5-=—52 = 1vek=f(-1)=(-1)-2+2-(-1)-3=—-4
yani, T(—4,—1) elde edilir.

3.a = 1> 0 oldugundan paraboliin kollar1 saga dogrudur.

F

¥
1|

-

PARABOL DENKLEMI iLE iKiNCi DERECEDEN DENKLEMLERIN BU-
LUNMASI

1. Parabol x Eksenine Teget ise
Verilen parabol x eksenini iki noktada kesiyorsa

y =a(x—x)?
bicimindedir.
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y

=l
*
xY

Ornek:

sekildeki paraboliin denklemi nedir?

Cozum: Paraboliin x eksenini kestigi noktalarin apsisleri x, = —2 oldu-
gundan, paraboliin denklemi,
y =a(x— 2)?
olur. Bu paraboliin y eksenini kestigi nokta (0, —1) oldugundan

—1=a(0—2)%isea =—%

bulunur. Buna gore paraboliin denklemi,

y=—%(x—2)2=—%xz—x—1

elde edilir.

2. Parabol x Eksenini iki Noktada Kesiyorsa

Verilen parabol x eksenini iki noktada kesiyorsa

y =a(x—x)(x—x;)
bicimindedir.
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Ornek:
| RJ
-1\ 0 } 3,
\ /"
-2
sekildeki paraboliin denklemi nedir?
Cozum: Paraboliin x eksenini kestigi noktalarin apsisleri x; = =1 ve

X, = 3 oldugundan, paraboliin denklemi,
y=ax+ 1)(x—3)
olur. Bu paraboliin y eksenini kestigi nokta (0, —2) oldugundan

~2=a(0-1)(0-3)isea=2

bulunur. Buna gore paraboliin denklemi,
2
y = §(X+ D(x—3)
elde edilir.

3. Parabol Tepe Noktasi Biliniyorsa

Verilen paraboliin tepe noktada biliniyorsa
y=a(x—r)*+k
bicimindedir.

» ¥

Ornek:
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sekildeki paraboliin denklemi nedir?

Cozim: Paraboliin tepe noktasi (1, 2) dir. Paraboliin denklemi
y=a(x—1)*+2
Ayrica parabol (0,5)noktasindan gectiginden,
5=a(x—1)2+2isea=3
olur. Buna gore paraboliin denklemi
y=3(x—1)?2?+2=3x*—6x+5
dir.

4. Paraboliin Herhangi U¢ Noktasi Bilinen Denklemi

Paraboliin denklemi y = ax? + bx + c ise verilen koordinatlar1 denk-
lemde yerine yazilarak denklem elde edilir.

Ornek: A(0,6),B(1,0),C(4,6) noktalardan gecen paraboliin denklemi
nedir?

Coziim: Paraboliin denklemi f(x) = ax? + bx + c olsun. A, B, C noktalar1
denklemi sagladigindan,

A(0,6)icinf(0)=a-0°+b-0+c=6isec=6

B(1,0)icinf(1)=a-1°+b-1+c=0isea+b+6=0

C(4,6)icinf(4)=a-4°+b-4+c=6ise 1ba+4b+6=16
denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziliirse a = 2,b = —8 bulunur. Buna
gore paraboliin denklemi f(x) = 2x? — 8x + 6 dir.

PARABOL iLE DOGRULARIN BiRBiRLERINE GORE DURUMLARI

7.3. Tanim: ki egri en az bir noktada kesisiyorsa bu iki egri tegettir
denir.
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Ornek:

S

Verilen sekle gore 1. sekilde parabol dogruya bir noktada tegettir, 2. sekilde
parabol ve dogru hicbir yerde teget degildir.

7.2. Teorem: y = f(x) = ax? + bx + ¢ parabolii ile y = g(x) = mx +n
dogrusunun durumunu belirtmek icin ortak ¢éziimden yararlanir. f(x) = g(x)
ortak denkleminde;
dy JLy “.?-

H 0 H

VA Vi

-1

i) A > 0ise parabolile dogru farki iki noktada kesisirler,
ii) A =0 ise dogru parabole tegettir,
iii) A <0 ise parabolile dogru kesismezler.

Ispat: f(x) = g(x) ortak denklemi varsa,
ax?+bx+c=mx +n
ax’+ (b—m)x+(c—n) =0
ikinci dereceden denklemi elde edilir. Bir fonksiyonun kesisime noktalar: o
denklemi sagladigindan,
—b+vA —b—vA
Xy = VeX; = ——%—
iki koku bulunur. Bu takdirde,
i) Parabolile dogru farki iki noktada kesisir ise A > 0 dur,
ii) Dogru ile parabole teget ise x; = x, kokler ayni oldugundan A = 0

dir,
iii) Parabol ile dogru kesismiyorsa x, ve x, olmayacagindan A < 0 dur.



www.matematikl.com 16

Ornek: y = x? — 5 parabolii ile y = 2x — 2 dogrusunun kesim noktala-
rini bulunuz.

Cozim: Iki fonksiyonun kesim noktalarin1 ya da degme noktalarim
bulmak i¢in iki denklemi ortak ¢6zmek yeterlidir. Buna gore,

x*—5=2x—2
x?2—=2x—3=0
x=-3)x+1)=0
x =3veyax=-—1

bulunur. Bulunan bu x degerini parabol veya dogru denkleminin birinde yeri-
ne yazilirsa,

x=3isey=2-3—2=4oluo (2,4)

x=—1lisey=2-(—1)— 2 = —4 oluo (3,—4)
noktalarinda kesistikleri elde edilir.

Ornek: y = x? + 4x + 3 paraboliiniin y = 2x + m dogrusuna teget ola-
bilmesi icin m ka¢ olmahdir?

Cozim: Parabol ile dogru birbirine teget ise ortak ¢éziimlerin tek kokii

olmalidir. Buna gore,

x?+4x+3=2x+m

x*4+2x+ (3-m)=0
denkleminde A = 0 olmaldir. Buna gore,

A=22—-4-1-3—-m) =0

m= 2
olur.

Ornek: y = x? — 2x — 3 paraboliiy = 4x + 1 dogrusu ile hicbir noktada
kesismiyor ise paraboliin dogruya paralel olan tegetinin degme noktasini bu-
lunuz.

Cozim: Paralel dogrularin egimleri esit olacagindan y = 4x + 1 dogru-

suna paralel olan dogru y = 4x + c biciminde yazilabilir.

y=x?—2x—3vey=4x+1
denklemlerinin ¢6zim kiimesi bir elemanl olacagindan

x?—2x—3=4x+c

x> —6x—3—c=0
denkleminde A = 0 olmaldir. Buna gore,

A=(—6)>—4(-3-0) =0

c=-12
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bulunur.y = x? — 2x — 3 ve y = 4x — 12 denklemleri elde edilir. Su halde bu
denklem c¢oziliirse

x?—2x—3=4x—-12

x2—6x—9=0
denkleminin kokii x = 3 olur. 3 degeri parabol veya dogru denkleminin birin-
de yerine yazilirsa y = 0 olur ki, bu bize tegetin degme noktasi (3, 0) oldugunu
gosterir.

Ornek: Denklemleri,
f(x) =4x> - (m—2)x+3n—1
g(x) =2x>+ Bm+ 1)x+n+ 2
olan paraboller, x eksenini ayni noktalarda kesmektedir. Buna gére m ve n’nin
degerleri nedir?

Cozim: Parabollerin x ekseni tizerinde kesismeleri demek, f(x) = 0 ve
g(x) = 0 denklemlerinin ¢6ztim kiimeleri esit demektir. Buradan
4x2 - (m—-2)x+3n—-1=0
2x>+ (Bm+1x+n+2=0
sisteminin katsayilarinin oranlarsak
4 —-(m-2) 3n-1

2 3m+1 n+2
m=0ven=>5

bulunur.

Ornek: y = (6m? + 7)x? — (2m + 4)x + 5 paraboliiniin tepe noktasmimn
y ekseni lizerinde olmasi icin m ka¢ olmahdir?

Coziim: Paraboliin tepe noktasi T(r, k) ise y ekseni ilizerinde ise

r=— % = 0 ise b = 0 olmalidir. Buradan,
2Zm+4=0isem= -2
bulunur.
Ornek: y = —2x? + 6x+m + 3 parabolii x eksenine teget ise m’nin

degeri nedir?

Cozim: Paraboliin x eksenine teget olmasi tepe noktasinin x ekseni
lizerinde olmasi demektir. Tepe noktas: T(r, k) ise
k=0iseA=0
dir. Buna gore y = —2x2 4+ 6x + m + 3 paraboliinde,
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4ac—b2
k= A =0
A= Db? — 4ac
A=6%—4-(-2) - (m+ 3)
15

-2

olur.

Ornek: f(x) = x? + 4x + m + 3 olan paraboliin grafigi
&y

f
A\ /B .
sekildeki gibi olsun. Bu parabol x ekseni A ve B noktalarinda kesmistir.
|AB| = 6 birim ise m kactir?

Cozum: A'nin apsisi x,, B'nin apsisi x, olsun.
y=0icin f(x) =x?+4x+m+ 3
denkleminin kékleri x,, x, olur. Buna gore,

|AB| = 6
A
|x; —%,| = 6, (le—le =%)
VA
—_ = 6
|al
JI6—4m+3)=6
m= —8
m=-8

dir.

Ornek: y = x%? —3x+ 5 olan parabole A(1,—1) noktasindan cizilen
tegetlerinin denklemleri nedir?

Cozum: Teget denklemi y = mx + n olsun. A(1,—1) denklemi saglaya-
cagindan
—1=m-1+n
n=-m-—1
olur. Buna gore,
y=x?—-3x+5vey=mx—m—1
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denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimesi bir elemanl olacagindan
x?—=3x+5=mx—m-—1
x? = (B3+m)x+(6+m)=0
A=0igin[-(3+m)]*—4-1-(6+m) =0
m?+2m—15=0

m=—-5veyam=23
bulunur. m = -5isen=—(-5)—1=4vem=3isen=—-3—1 = —4 olur.
Buradan tegatin denklemi y = —5x + 4 ve y = 3x — 4 olarak bulunur.

7.8. Sonug: y = f(x) egrisi ile y = g(x) egrisinin durumunu belirtmek
icin ortak ¢oziimden yararlanir. f(x) = g(x) ortak denkleminde,

i) A> 0 ise egriler iki noktada kesisirler,

ii) A= 0 ise egriler tegettir,

ili) A< 0 ise egriler kesismezler.

Ornek: y = x> — (m — 2)x — 4 parabolil ile y = 2x?parabolii teget ise
m’nin alabilecegi degerleri nedir?

Cozim: Ortak ¢6zlim yapilirsa,
x?—(m—2)x—4 = 2x?
x24+(Mm-2)x+4=0
denklemi elde edilir. Paraboller teget oldugundan A= 0 olmaldir.
A=(m—-2)2—4-4=0
m?—4m—-12=0
m=6veyam= —2
bulunur.

Ornek: y = 2x% — 2x + a parabolii ile y = x? — 6 paraboliiniin kesis-
memeleri icin a’nin alabilecegi en biiylik tamsay1 degeri nedir?

Coziim: iki paraboliin kesismemeleri icin A< 0 olmalidir. Buna gére,
2x?2—2x+a=x%*-6
x?—2x+(a+6)=0
A=(-2)>—4-1-(a+6)<0
-5<a
dir.

IKINCi DERECEDEN FONKSIiYONLARIN DAIMA POZITIiF ve DAIMA
NEGATIF OLMASI
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7.3. Teorem: f(x) = ax? +bx+c
i) f(x)>0isea>0veA<O
ii) f(x) < 0isea<0veA<O
dir.

Ispat: Kabul edelim ki A > 0 olsun. Oyleyse ax? + bx + ¢ > 0 denklemi-
nin kokleri iki tane olacagindan denklemin pozitif veya negatif durumlari var-
dir. Bu durum denklemlerin daima pozitif ya da daima negatif olamaz. Oyleyse
kabul yanlstir.

Ornek: f(x) = x? + mx + m > 0 olmasi i¢cin m ne olmahdir?

Cozim: f(x) = x?+mx+m >0 isea= 1> 0veA < 0 olmahdir. Buna
gore,
A=m?-4m <0
m(m—4)<0

m |"°° 0 4 + o0

m?—4m< 0 + - +

C={xeR:0<m< 4}

Ornek: (m + 1)x? + mx — m > 0 ikinci dereceden denklemi veriliyor.
Her x € R icin ax? + bx + ¢ > 0 olmasi icin m hangi arahkta bulunmahdir?

Cozim: (m+ 1)x*+mx—m >0 ise a> 0veA<O0 olmaldir. Buna

gore,
a=m+1>0
A=m? —4(m+ 1)(-m) < 0
5m? +4m< 0

esitsizlik sistemleri ¢oziillrse,

A + + O-0
a - o + +
|

C={XEIR{:—%<m<0}=(—%;O)

bulunur.
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IKINCI DERECEDEN FONKSIYONLAR iLE BiR m SAYISININ KARSI-

LASTIRILMASI

7.4. Teorem: meR ve f(x)=ax?+bx+c fonksiyonunda,

ax?+ bx + ¢ = 0 denkleminin kokleri x, ve x, olsun.

maz.

i) A=0ve

a)m< X, = X, veyax, = X, < misea-f(m)>0
b)x, = x, =misea-f(m) =0

ii) A> 0 ve

a)m<x, < X, veyax; < X, <misea-f(m) >0
b)m=x, < x,veyax,; < x, =misea-f(m) =0
)x, <m< x,isea-f(m) <0

iii) A< 0 ise denklemin reel kokii yoktur. Bu nedenle siralama yapila-

Ispat: i) a) A= 0 ve a > 0 ise fonksiyonun grafigi asagidaki sekline ben-

zer bir sekil olusur.

olur.

r

\

-w =

m<x, = X,isea-f(m) >0
X, = X, <misea-f(m) >0

Benzer sekilde a < 0 i¢in de ispatlanir.

b) a-f(m) = 0 ise f(m) =r = 0 olacagindan x, = x, = m dir.

ii) A>0,a>0vem<x; < X, veyax; < X, <m olsun. Fonksiyonun

grafigi sekline benzer bir sekil olusur.
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=] S
/ Y
1
1
1
1
1
1
1
1
\
3
w x

A> 0 oldugundan a- f(m) > 0
olur.

Benzer sekilde a < 0 i¢in de ispatlanir.

1y 1

X4 t(m)/ X1/-\\r‘\n —> X
=K X2 \i
m \’/Xz /f(m) ...............

a>0 A>0 a<0 A>0
f(m)>0 f(m)<0
Diger kisimlarin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek: 2mx? —2x—3m —2 =0 denkleminin kokleri x, vex, dir.
x; < 1< x, olmasii¢in m'nin degeri ne olmahdir?

Cozim: Burada k = 1 olarak verilmistir. Oyleyse,
A>0vea-f(t) <0
olmalidir. a - f(t) < 0 ise A> 0 a bakmaya gerek yoktur. Su halde,
a-f(1)=0Cm)(2m-12-2-1-3m—-2)=2m(-m—-4) <0
dir. Esitsizligi ¢ozilirse,

m |-ee

—4 0 + o
_ ++ _

bulunur. Su halde ¢6ziim kiimesi ¢ = (—o0,—4) U (0,+) olarak bulunur.

a.f(k)

Omek: (M —-2)x*4+2(m—1)x+m—-3=0 denkleminin kokleri
X; ve X, dir. 1 <x; < x, olmasi i¢in m’'nin degeri ne olmahdir?

Coziim: Bu durum A> 0,a- f(m) < 0, m < r olmasi ile miimkiindtr.
A=[2(m—-1)]?—-4(m—2)(m—3) >0ise3m—5>0

a-flm)=a-f(1)>0
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(m—-2)(m—2+4+2m—-2+m—-3)>0
(m—2)(4m—-7)>0

b

m<r,r=-—o

2(m—1)
1 <=5m=2)
L

m-—2

2m-—3

<0
m-—2

32 53 7/4 2
s | -] -4+] | +

afm| T aF + 0 — (.) +

m-r<0 +([)—- —++
I |

7.5. Teorem: m,n € R ve f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda r = — %,

ax?+ bx + ¢ = 0 denkleminin kokleri x;,x, olsun.
i) n<x; <m<x,isef(n) -f(m) <0,(n<r)
ii) x;, <n<x, <mise f(n) - f(m) <0, (r <m)

Bu teoremin ispat1 7.3. teoremine benzer oldugundan okuyucuya bira-
kilmustir.

Ornek: 4x>—-2x+m =0 denkleminin kokleri x;vex, dir.
—1 < x; <1 < X, olmasi i¢in m'nin degeri ne olmahdir?

Cozim: -1 <x, <1< x,
a-f(—1)<Oveyaa-f(1) <0
f(—1) > 0 veya f(1) <0
f(—1)-f(1) < 0
[4(-1)?=-2(-1)+m][4-12=2-14+m] <0
(m+6)(m+2)<0

b _ -2 _ 1
14 =-14+75=-3<0
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f(1).f(=1) + 4)—(:) +
—1+r -_— | — | —

¢=(-6,-2)

Omek: (m—1)x>—4(m—2)x+2m—4=0 denkleminin koKkleri
X, ve X, dir. 0 <x; < 1 < x, olmasi i¢in m’'nin degeri ne olmahdir?

Cozim: 0 < x; <1 <x, ise
f(0)-f(1) < 0
2m—-4)(m—-1-4m+8+2m—-4)<0
2m-4)(—-m+3)<0
0<r
4(m—2)

O<m<0

+

—0—0— ~
+

—0—1-0— ©
|

f0).f(1) | — —

0+r —_ +

C = (_00'1) U (3,-|-OO)

IKINCi DERECEDEN FONKSiYONLARIN ESIiTSIZLiGi (PARABOL BA-
GINTISI)

7.6. Tanim: a,b,c € Rvea # 0,f: R - R, f(x) = ax? + bx + ¢ parabolii
tizerinde taniml f(x) > 0, f(x) < 0, f(x) = 0 ve f(x) < 0 esitsizliklerine ikinci
dereceden fonksiyonlarin esitsizligi (parabol bagintis1) denir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x? — 1 < 0 esitsizligini saglayan (x, y) noktala-
rinl analitik dizlemde bulunuz.

Coziim: Once paraboliim grafigi ¢izilir. Sonra paraboliin i¢ ya da dis bo1-
gesinden bir nokta secilerek verilen esitsizligi saglayip saglanamadigina baki-
lir. Simdi O(0, 0) noktasinin esitsizliklerde olup olmadigini inceleyelim.

f(x) =x>—-1<0
02-1<0
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-1<0
olup esitsizlik dogru oldugundan taranacak boélge 0(0, 0) noktasini tarar. Buna
gore,

sekli gizilir.

Ornek: f(x) = —x2+ 2x+3 > 0 ve f(x) = x + 2 < 0 esitsizligini sagla-
yan (%, y) noktalarini analitik diizlemde bulunuz.

Cozlim: Paraboliin ve dogrunun grafigini ¢izelim. Sonra 0(0,0) noktasi-
nin esitsizliklerde olup olmadigini inceleyelim.

f(x) = —x?+2x+3=>0i¢cin —0>+ 20+ 3 >0 ise 3 = 0 dogrudur

f(x) =—x—2=0ic¢cin —0 — 2 = Oise —2 = 0 yanhstir

f(x) = x4+ 2 < 0 dogrusu acik koyu renkle, f(x) = —x? + 2x + 3 = 0 parabolii
yar1 koyu renkle, iki denklemin kesistigi yer siyah renkle taranmustir.

7.2. Not: Parabole ait baz1 bilgiler “Analitik Geometri” dersinin “Para-
boliin Analitik incelmesi” konusunda ele almacaktir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

ikinci Dereceden Fonksiyon Kavram

1. f(x) = 2x? + 8x + m — 1 paraboliiniin x eksenini farkli iki noktada
kesmesi i¢in m ne olmahdir?
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A)m<3 Bim<4 (m<5 D)m<6 Ejm<7

Coziim: Paraboliin x eksenini farkli iki noktada kemesi i¢gin A > 0 olma-

Iidir.
A=82—4-2-(m—1)>0
64 >8m+8
56 > 8m
m<7
olur.

Cevap: E

2. f(x) = x? + 10x + 5m + 15 paraboliiniin tepe noktasinin x ekseni
lizerinde olmasi i¢cin m ne olmahdir?

A)0 B)1 €2 D)3 E4

Coziim: Tepe noktasinin x ekseni lizerinde olmasiigin k = 0 olmahdir.
10
==~ =-5

f(=5) =52 —-50+5m+15=0isem = 2

Cevap: C

YA

o

v

0

Yukarida verilen fonksiyon i¢in agsagidakilerden hangisi dogru olabilir?

A)y=x*+5x—3 B)y=x?’+4x+6
Cy=x?—6x+3 D)y=x%—14x-3
E)y =x%*+5x+2

Cozim: x eksenini kesmediginden A < 0 olur. Bunu gergekleyen fonksi-
yony = x? + 4x + 6 dur.

Cevap: B
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4. A(0,8),B(1,15),(—1, 3) noktalarindan gecen paraboliin denklemi
asagidakilerden hangisidir?

A)x?+6y+8 B)x’—6y+8 C(C)x*—6y—38
D)x?+6y—8 E)x?+6y

Cozim: f(x) = ax? + by + ¢
x=0isey=a-0°+b-0+c=8olupc=8
x=1lisey=a-124+b-1+8 =150lupa+b =7
x=—lisey=a-'(—1)?+b-(—-1)+8=3olupa—b= -5
olupa=1veb=6drr.
f(x) =x*+6y+8
Cevap: A

¥

VAR
N

Sekilde KLMN dikdortgeninin alani 18 birim kare; M noktasinin koordinatlari
birbirine esittir. f(x) = —2x? + m — 1 ise m’nin (m>0) degeri nedir?

A)1 B)2 (3 D)4 E)5

Cozim: L(a,0),M(a,b) olarak ahnirsa N(—a, b),K(—a,b) olur. M nokta-
sinin koordinatlar1 birbirine esit oldugundan a = b dir. Buna gore,

ILM| = ave |[KL| = 2a

2a-a=18

a=3
olacagindan L(3, 0) dir. Verilen bir nokta denklemi saglayacagindan

f(0)=-2-0°+m—-1=3

m=4
olur.

Cevap:D
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Paraboliin Grafiginden Denklem Elde etme

6.

Paraboliin denklemi nedir?

A)f(x) =2x*’+4x—4 B)f(x)=2x%>+5x+ 4
C)f(x)=2x?—4x+4 D)f(x)=2x>+4x+4
E) f(x) =2x*+4x+ 8

Cozim: Paraboliin tepe noktas1 T(—1, 2) ve paraboliin bir noktasi (0, 4)
dir.
f(x) =a(x—r)?+k
f(x) =a(x—(—1))?*+2=ax+1)*+2
olur. Ayrica (0, 4) oldugundan
f(0)=a(0+1)?>+2=4
a=2
bulunur. Buna gore parabol;
f(x) =2(x+1)*+2=2x*+4x+ 4
elde edilir.

Cevap:D

Paraboliin denklemi nedir?

A)fx)=x?*+4x—3 B)f(x) =x*+4x+4
C)f(x)=x?—4x+3 D)f(x) =x%2—4x-3
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E)f(x)=x?>+4x+6

Cozim: Ikinci dereceden denklemin kokleri x;, = 1,x, = 3 ve bir nokta-
s1(0, 3) bilinmektedir.

y=ax—x)(x—X;)

y=a(x—1)(x—3)
olur. Ayrica (0, 3) oldugundan

f(0) =a(0-1)(0—-3) =3

a=1
bulunur. Buna gore parabol;

f(x) =(x—1)(x—3) =x?>—4x+3
elde edilir.

Cevap: C

Paraboliin denklemi nedir?

Ay=-3(x-2? Bly=-26-2? Cy=3z(x-2)
D)y = -3 (x+2)* E)y=2(x—2)

Cozlim: Verilen parabol x = 2 noktasinda x eksenine teget oldugundan
¢cift kat kok vardir. O halde,

y =a(x — 2)?
olur. Ayrica (0,—2) noktasi parabolde bilinen bir nokta oldugundan,
-2 =a(0—2)?
1
a=— E
bulunur. Buna gore paraboliin denklemi;
1
y=—3(x—2)

olur.
Cevap: A
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e\l
/ \\ f(x)

g(x)
Sekilde taniml f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir. Buna gore
(fo g™1)(4) degeri nedir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Cozim: f fonksiyonu bir paraboldiir. Bu paraboliin ikinci dereceden
denkleminin kokleri x, = —2,x, = 2 ve bir noktasi (0, 4) bilinmektedir.

y=ax—x)(x—X;)
y=a(x+2)(x—2)
olur. Ayrica (0, 4) oldugundan
a(0+2)(0—2) =4
a=-1
bulunur. Buna gore parabol;
fx) =—(x+2)(x—2) = —x*+4
elde edilir.

g dogrusal fonk51yon olup, denklemi x +35 Y=1 yani g(x) = 2 — 2xdir.

Buna gore g~ 1(x) = T X olur.

1y =274 _ _

(fog™@) =g (4)=f(-D)=-(-1)*+4=3
Cevap: B

10.
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Yukarida f ve g fonksiyonlarin grafikleri verilmis. f o g fonksiyonu asagidaki
hangisidir.

A)x?—4x  B)x®*+4+4x C(Cx*—4 D)x*+4 E)—=x*+4x

Coziim: f fonksiyonu bir paraboldiir. Bu paraboliin ikinci dereceden
denkleminin kokleri x, = —2,x, = 2 ve bir noktasi (0, 4) bilinmektedir.

y =a(x—x)(x—X;)

y=ax+2)(x—2)
olur. Ayrica (0,—4) oldugundan

a(0+2)(0—2)=—-4

a=1
bulunur. Buna gore parabol;
f(x) =x?>—4

elde edilir.
Xy
g dogrusal fonksiyon olup, denklemi St = 1 yani g(x) = 2 — xdir.

(fogxX)=x%?—-4)0o(2—-x)=Q2—-x)*—4 =x>—4x
Cevap: A

Parabol ile Diger Fonksiyonlarin Birbirine Gére Durumlar

11.y = x? — 3x + 1 paraboliiile y = x — m dogrusunun teget olmasi
icin m’'nin degeri ne olmahdir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Coziim: x*—3x+1=x—m
x2—4x+1+m=0
A=(=4)?—4-(1+m) =0
16 —4—-4m =20
m = 3
Cevap: B

12.y = x* — 3x — 1 paraboliiile y = 2x + 5 dogrusunun kesim noktala-
rindan biri asagidakilerden hangisidir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6
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Cozim: x> —3x—1=2x+5

x?—5x—6=0
x—6)(x+1)=0
x=6veyax=—1

Cevap: E

13.y = x* — 3x + 6 paraboliine y + 2x + t = 0 dogrusu teget ise t' nin
degerinedir?

A)8 B)9 C)10 D)11 E)12

Cozim: y = x? — 3x + 6 paraboliine y + 5x + t = 0 dogrusu teget ise
x> —3x+6=5x+t
x?—8x+(6+1) =0
A=(-8)?-4-(6+1) =0
64 —4(6+t)=0
t=10
Cevap: B

14.y = x? — 2x + 5 paraboliiniin y = 2x + 4 dogrusuna en yakin nok-
tas1 asagidakilerden hangisidir?

AV2 B)2—-+v2Z (242 D)1++v2 E)1-+2

Coziim: Parabolile dogrunun en yakin noktalar1 degme (teget) nokta-
lardir. Buna gore;
x> —2x+6=2x+4
x2—4x+2=0
A=(-4)2-4-2=0
_ —b+vE _ —(=2)+V8 _ 2422 _ 142

X1 2a 21 5 2
_ —b—vA _—(-2)—V8 _2-2J2 _
X2 =" -~ 21 - 2 -1 -2

Cevap: D

15.
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Ay

-4
Paraboliin denklemi nedir?

A)-y*+4y B)y’—-4 C(Qy?’+4 D)y -4y E)y*+4y

Coziim: Ikinci dereceden denklemin kokleri y, = 0,y, = —4 ve tepe
noktasi (—4,—2) bilinmektedir.

x=a(y-y)y—v2)

x=a(y—-0)y—-(-4)
olur. Ayrica (—4,—2) oldugundan

f~1(=2)=a(-2-0)(-2+4)=—-4

a=1
bulunur. Buna gore parabol;

f='(y) = (y—0)(y+4) =y*— 4y

elde edilir.
Cevap: D
16. Denklemi f(x) = x? — 2mx + 2m olan parabolile denklemi,
f(x) = —x? — (2m + 4)x + m olan parabol teget olduklarina gore m nedir?
A)2 B)3 (4 D)5 E)6
Cozum:
x2—2mx+2m=—-x?—-(2m+4)x+m
2x2+4x+m=0
A=42—4-2-m=0
m =2
Cevap: A

17.y = x? — 2x + 5 paraboliiy + 2x + t = 0 dogrusunu iki farkli nok-
tada kesiyorsa t'nin degerinedir?

A)-2>t B)2>t (3>t
D)-3>t E)-1>t
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Cozim:y = x*—2x+5vey= —2x—t
x2—2x+5=-2x—t

x?—4x+ (54+1) =0
A=42—4-1-(5+1) >0

4>5+1

1>t

ikinci Dereceden Fonksiyonlar ile Bir m Sayisinin Karsilastirilma-
s1

18.

+ x
n\P/Xz

Yukaridaki seklin grafiginin fonksiyonu
fx)=(m—-2)x*-(2m+1)x+m-3
diir. Buna gére m nedir?

A)—co<m<2 B)2<m<+o0 (C)2<m<13
D)-2<m<13 E)13<m< +oo

Cozim:x; < 2<x,isea-f(2) <0
f2)=(m—-2)22—-(2m+1)24+ m-3
(m—-2)(m-=13)<0

+

Cevap: C

19. f(x) = ax? + bx + ¢ denkleminin kékleri x1, x2 olduguna gére, bir m
sayis1 verilmisken a-f(x) < 0 ise m sayisinin kéklere gore yeri asagidakiler-
den hangisidir?

A)x;,=m<x, B)x;<m<x, (0Om<x <X,
D)x, <x, <k E)x; <m=x,
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Cozim: Bir k sayis1 verilmisken, f(x) = ax® + bx + cve a- f(x) < 0 ise a
ile f(x) ters isaretlidir. Su halde m sayis1 kokler arasindadir. Yani, x; < m <x,
olur.

Cevap: B

20. 2mx?* — 2x — 3m — 2 = 0 denkleminin kokleri x,, x, dir.

x; < 1 < x, olmasii¢in m asagidakilerden hangisi olamaz?

A)0 B)1 (€2 D)3 E)4

Coziim: A > 0,a - f(m) < 0 olmaldir.

a-f(m) =2m)(2m-12=2-1—-3m—2) = 2m(—m — 4)

m
a.f(m) |

¢ = (=0,—4) U (0, +x)

Cevap: A

21. Her x € R i¢in f(x) = (m — 5)x% + 4x — m < 0 olmasi i¢cin m hangi
aralikta bulunmahdir?

A)-1<x B)x<1l (0)1<x<4
D)-1<x<0 E)-1<x<1

Cozim: f(x) = (m—5)x*+4x—m<0 ise a<0veA<O0 olmahdur.
Buna gore,
a=m-5>0
A=4?—-4(m—5)(—-m) <0
m?>—5m+4<0
esitsizlik sistemleri ¢oziillirse,

1 4
A + O =0 +
a - - - O+

C={xeR:1<m<4}
bulunur.
Cevap: C
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Parabol Bagintisi

22.

y < x? — 7x + 10 paraboliiile y > x — 2 dogrusu grafikteki hangi noktanin
bdlgesini tarar.

A)K B)L CM D)N E)T
Coziim: y < x% — 7x + 10 paraboliin alt kismidir. y > x — 2 dogrunun

tist kismidir. Bu durum T boélgesini tarar.
Cevap:E

23.

y < x% + 3 paraboliiiley > —x? + 5 dogrusu grafikteki hangi noktanin bélge-
sini tarar.

A)A B)B (C)C D)D E)E
Coziim: y < x? + 3 paraboliin i¢ kismini tarar.y > —x? + 5 paraboliin i¢

kismini tarar. Bu durum D boélgesini tarar.
Cevap:D

KAYNAKCA
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