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2. BOLUM
UCGENLERE GIiRiS ve UCGENDE ACILAR

UCGEN KAVRAMI

2.1. Tanim: Ayni dogru iizerinde bulunmayan ti¢ farkh noktanin birer
dogru ile birlesmesinden elde edilen geometrik sekle liggen denir. A, B ve C

A
noktalarindan gecen dogrularin olusturdugu ticgen AB C sembolii ile gosterilir.
A

a

b c
B C

[AB] U [BC] U [CA] = ABC

Burada A, B, C noktalar: ticgenin késeleri, [AB],[BC],[CA] ticgenin ke-
narlaridir. Kenarlar1 |AB| = ¢, |BC| = a, |CA| = b birim uzunluktadir.

A
2.2. Tanim: ABC {iggeninde m(ABC), m(BCA) ve m(CAB) agilarina iig-
genin i¢ acilary, i¢ agilarin biitiinleri a¢gilarina dis acilar denir.

A
2.3. Tanim: ABC li¢geni bir diizlemi; ticgenin kendisi, i¢ bolge, dis b6 l-
ge olmak ii¢ bolgeye ayrilir. Uggenin kendisi ve i¢ bélgesinin birlesimine ii¢-
gensel bolge denir.
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(ABC) (Uc¢gensel Bolge) = {ABC i¢ bolgesi}
A dsg

UCGEN CESITLERI
Kenarlarina Gore Ucgen Cesitleri

2.4. Tanim (Cesitkenar Uggen): Uc kenar1 farkh uzunlukta olan iig-
genlere cesitkenar ticgen denir.
A

B a C
a # b # c olup ABC cesitkenar bir tiggendir

2.5. Tanim (Ikizkenar Uggen): iki kenar uzunluklar: esit olan iiggenle-
re ikizkenar ti¢gen denir.

A
|AB| = |AC| = avea # b olup ABC ikizkenar bir tiggendir

ikizkenar iiggende uzunlugu farkli olan kenara taban, taban kenarmn
karsisindaki aciya tepe agis1 denir.
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2.1. Aksiyom: 2.5. tamima gore; |AB| = |AC| ise m(ABC) = m(ACB) dir.

2.6. Tanim (Eskenar Ucgen): Ug kenar uzunluklar esit olan licgenlere
eskenar liggen denir. Eskenar iicgende i¢ agilarin tamami birbirine esit ve 600
derecedir.

A
|AB| = |BC| = |CA| = a olup ABC eskenar bir tiggendir

2.2. Aksiyom: 2.6. tanima gore,
|AB| = |BC| = |CA| ise m(ABC) = m(ACB) = m(BCA) = 60°
dir.

Acilarina Gore Uggenler
2.7. Tammm (Dar Ag¢ih Ug¢gen): Uc acisinin 6lciisii de 900 den kiigiik

olan tiggenlere dar acil ticgen denir.

y z
B C

x<90,y<90,z<90

2.8. Tanim (Dik Uggen): Bir acisinin 6lciisii 90° olan ticgenlere dik iig-
gen denir. Dik tiggende 909 karsisindaki kenara hipotentis denir. Bir dik liggen
dik acinin karsisindaki kenara “Hipoteniis”, a¢inin yanindaki kenara “Komsu
Dik Kenar”, acinin karsisindaki kenara “Karsi Dik Kenar” olarak tanimlanir.
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B Hipotends C
m(C) =90°

2.9. Tanim (Genis acili Uggen): Bir acisinin 6lciisti de 900 den biiyiik
olan tiggenlere genis acili ticgen denir.

x >90°

UCGENDE YARDIMCI DOGRULAR

Ucgenin kenarlarma ve acgilaria gore temel yardima dogrular vardir.
Bunlar yiikseklik, kenarortay ve aglortaylardir. Simdi bunlari izah edelim.

2.10. Tanim (Yikseklik): Bir kdseden karsi kenara veya karsi kenarin
uzantisina cizilen dik dogru parcasina ytikseklik denir. Yiikseklikler h ile gos-
terilir.

A

h, , a kenarina ait ytikseklik, h_, c kenarina ait ytiksekliktir.
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2.11. Tanim: Yiksekliklerin kesim noktasina ticgenin diklik merkezi

(Orthocenter) denir.
A

t diklik merkezidir

Dik licgende diklik merkezi dik acinin oldugu késedir. Genis acih tiggen-

lerde diklik merkezi ticgenin dis bolgesindedir.
A

2.3. Aksiyom: Diklik merkezi, Bir licgenin kenarimi ¢ap olarak kabul
eden li¢ cemberin kuvvet merkezidir.

A/"_\

K_ ¢

2.12. Tanim (Agiortay): Ucgenin bir kdsesindeki aciy1 iki es parcaya
ayiran 15ma o kdsenin aglortay1 denir. Uggenin i¢c agisini iki es parya ayirmasi-
nai¢ aglortay, dis acisini iki es parcaya ayirmasina dis agiortay denir. n ile go s-
terilir.
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B M - N’
Ny, m(BKC) agisinin aglortayi (i¢ aglortayi), n’, ya dis a¢1 aglortayidir.

2.13. Tanim: Uggenin i¢ agiortaylar bir noktada kesisirler. Bu noktaya
lcgenin i¢c teget cemberinin merkezi denir. Bir ticgende herhangi iki dis agior-
tay ile diger kdsedeki i¢ aciortay bir noktada kesisirler. Bu noktaya da licgenin
dis teget cemberinin merkezi denir. Cember konusu ileride islenecektir.

[AO], [BO], [CO] i¢ aciortaylar
r i¢ agiortaylarin olusturdugu ¢cemberin yarigapi

(Aglortaylarin kesistigi noktadan kenarlara ¢izilen dikmelerin uzunluklari esit-
tir. Ciinkii cemberin yarigaplaridir.)

[OA] ile [CO] dis agiortay
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[BO] ise i¢ aclortay
Bir licgenin toplam ii¢ tane dis teget cemberi vardir.
2.14. Tamim (Kenarortay): U¢genin bir kenarinin orta noktasini karsi-

sindaki kose ile birlestiren dogru parcasina o kenara ait kenarortay denir. V ile
gosterilir.

B D = C
|AD| = V,,|BC| dogrusuna ve m(BKC) acisina ait kenarortay,
|IBE| = V},,|AC| dogrusuna ve m(AﬁC) acisina ait kenarortaydir.

2.15. Tanim: Kenarortaylarin kesistigi noktaya agirlik merkezi denir.

G agirlik merkezidir

2.16. Tanim: Herhangi bir liggenin kenarlarina, orta noktalarinda dik
olan dogrulara, ticgenin kenar orta dikmesi denir.
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2.17. Tanim: Uggenin kenar orta dikmelerinin kesistigi noktaya, o {i¢-
genin cevrel cemberinin merkezini denir. Cevrel cember, ticgenin kdselerinden

gecen cemberdir. ileride cember konusunda tekrar ele alinacaktir.
A

[EO, a kenarinin, [FO, b kenarinin, [DO, c kenarinin orta dikmeleridir.
UCGENDE ACI OZELLiKLERI

2.1. Teorem: Bir ii¢genin i¢ agilar toplami 1800 dir.

A]% C bir iiggen < m(&) = m(B) = m(C) = 180°

Ispat: ABC tiggenini sekildeki gibi ¢izelim. |BC|//|AD| olsun.

Yéndes agilardan m(CBA) = m(DAE) = b

i¢ ters agilardan m(BCA) = m(CAD) = ¢
oldugundan a +b + ¢ = 180° dir. Buna gore ABC iiggenin i¢ agilar toplami
1800 dir.

Ornek: Bir {icgenin i¢ agilarmm 6lciileri 2, 3, 4 sayilari ile orantil old u-
guna gore i¢ aclar1 bulunuz.
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Cozim: ABC liggenin i¢ agilary,
m@® _mw® m©)

2 3 4
orantili olsun. Bu takdirde,

m(ﬁ) = 2k,m(§) = 3k, m(C) = 4k

dir. Ayrica,

m(ﬁ) +m(B)+ m(C) = 180°
oldugundan,

2k + 3k + 4k = 180° ise k = 20

m(A) = 40,m(B) = 60,m(C) = 80
bulunur.

Ornek: Bir iiggende A =50° B — C = 30° olduguna goére, B acisinin
degeri asagidakilerden hangisidir?

Cozim: A+ B+ C= 180
50+B+C =180
B+C =130
dir. Ayrica B — C = 30° olduguna gore taraf tarafa toplarsak
2B =160%ise B =80°
bulunur.

2.2. Teorem: Bir licgenin dis agilar toplami 3600 dir.

AB C bir ficgen < m(DAC) + m(ABE) + m(FCB) = 360°

Ispat: ABC iicgenini sekildeki gibi olsun.

a+a =180,b+b’'=180,c+ c' =180
Her li¢ denklemi taraf tarafa toplarsak
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(a+b+c)+ (@ +b' +c") =540
bulunur. 2.1. teorem geregi,
180+ (@’ +b’' + ¢') =540
a'+b"+c =360
elde edilir.

Ornek:
E ABC bir dggen
Alaa
m(FAC) = 3a
i
m(EBC) = 4a
s m(ACD) = 5a
B -
g/ 4a CpD

Yukaridaki verilere gore a ka¢ derecedir?
Cozlim: Dis acilar toplami 3600 olduguna gore,

3a +4a+ 5a =360
a=30°

dir.

2.3. Teorem (Dis A¢1 Teoremi): Ucgende bir dis acinin élgiisii kendi-
sine komsu olmayan iki i¢ aginin 6lgtileri toplamina esittir.

A]AB C bir iiggen <> m(ACD)m(BAC) + m(ABC)

Ispat: ABC tiggenini sekildeki gibi ve |AB| // |CE| olsun.
il

A
ol
7E
ars
b CAAD
B e D

Yondes agllardan m(ABC) = m(AED) = b
i¢ ters agilardan m(BAC) = m(ACE) = a
oldugundan,
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m(ACD) = m(BAC) + m(ABC)
dir.

Ornek:

Verilen liggene gore x’'in degeri nedir?

Coziim: I¢ acilar toplammdan
x+y+60 =180
x+y =120
dir. Ayrica ters agilardan m(AFE) = m(CFD) = y ve dis ag1 teoremine gore
x=y+20
dir. Bulunan iki denkleme ¢éziiliirse,
y+20+y =120
y = 50°
ve
x=y+20=50+20=70°
olur.

2.1. Aksiyom: ikizkenar iiggende tepe noktasindan tabana indirilen
dikme, tabani ve tepe agisini iki esit pargaya boler.
A

B~ H ¢
Burada [AH]; hem ytikseklik, hem a¢iortay, hem de kenarortaydir.

i) Eger [AH]; hem ytikseklik, hem aclortaysa yine tiggen ikizkenar tiggen
olup [AH] ayni zamanda kenarortaydir.

ii) Eger [AH]; hem aciortay, hem de kenarortay ise bu licgen ikizkenar
licgen olup [AH] ayn1 zamanda yiiksekliktir.

iii) Eger [AH]; yiikseklik ve kenarortay ise bu tliggen ikizkenar ti¢gen
olup [AH] ayni zamanda ag¢iortaydir.
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2.2. Aksiyom: Eskenar licgende biitlin agiortay, kenarortay ve yiiksek-
lik birbirlerine esittir. (Ikizkenar ticgende oldugu gibi eskenar iicgende de
yardimci dogrulardan herhangi biri olmas1 durumunda diger ikisi de vardir.
Mesela, eskenar li¢gende ylikseklik dogrusu, ayn1 zamanda kenarortay ve agi-
ortaydir.)

2.4. Teorem (Muhtesem iiglii): Bir ABC iiggeninde, |BD| = |[DC| =
|AD| olacak sekilde [AD] dogru pargasi varsa, m(BDC) =909 dir. Bu teoremin

tersi de dogrudur.
A

B T D =~ ¢

ispat: ABC bir iiggen |[BD| = |DC| = |AD| ise m(ABD) = m(BAD) = a,
m(DAC) = m(ACD) = b olacak sekilde yazlabilir.
A

B ¥ D + o)
Uggenin i¢ agilar toplamindan 2a + 2b = 180 olup m(BAC) = 90° olur. //

i) BAC dik liggeninde |BD| = |[DC]| ise |BD| = |DC| = |AD| dir.
A

B ' D ' C

ii) BAC dik iicgeninde |AD| = |DC|ise |BD| = |DC| = |AD| dir.
A
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Ornek:
ABC bir Giiggen

IBEI = IECI

m(ACD) = 22°

8 — C m(BXC):oz
Verilere gore a ka¢ derecedir?

¢6ziim: Muhtesem {glii teoreminden m(BDC) = m(ADC) = 90° olur.
ADC li¢geninin i¢ acilar toplamindan,
a+22+90=180
a=68°
olur.

A
2.5. Teorem: ABC ticgeni sekildeki gibi icinde BDC ii¢geni var ise
m(BDC)=a+b+c

dir.

dis ac1 gore,
m(DEC) = m(ABE) + m(BAE) = a+b
m(BDC) = m(DEC) + m(ECD) =a+b+c
dir.
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Ornek:

40

Sekle gore m(ADC) nedir?

Cozim: 2.4. teorem geregi,
m(ADC) = 55 + 40 + 35 = 130°
dir.

2.6. Teorem: Bir tiggenin iki i¢ aglortaymin kesim noktasindaki agi,

liclincii a¢inin yarisindan 9009 fazladir.
A

. A .
Ispat: ABC iiggeninde 2a + 28 + m(A) = 180°

B B Ciiggeninde a + B +x = 180°
bulunur. Bu iki esitlikten,
2(a+B) + m(A) =180ve a+ =180 —x
2(180 —x) + m(A) = 180
m(A)
x=90+ T
elde edilir.
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s A A
Ornek: AB Cli¢geninin i¢ aciortaylarindan BD C ti¢geni olsun.
B

Yukaridaki verilere gore m(A) in degeri nedir?

¢éziim: m(BDC) = 180 — 70 = 110

110 =90 + @
m(A) = 40°

15

2.7. Teorem: Bir liggenin iki dis aciortayin olusturdugu ac¢inin 6lgiist,

900 den ii¢iincii acinin yarisinin ¢ikarilmasi ile elde edilir.
A

m(A)
y=90-—~

Ispat: A+ B+ C =180

a+B+y=180
B +2a =180
C+2p =180

denklemleri elde edilir. (3) ve (4) denklem taraf tarafa toplanirsa,
B+C+2a+2B =360
bulunur. (2) denklemi (5) de yazarak,

B+C+2(a+B) =360
B+C+2(180 —y) = 360
B+C=2y

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)
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dir. (6) denklemi (1) de yazarak,

A+ 2y =180
m(A)
y=90-—~

elde edilir.

s A A
Ornek: AB Cii¢geninin dis aglortaylarindan AD C ti¢ggeni olsun.
A

80

c
Yukaridaki verilere gore m(A) in degeri nedir?

A
¢oziim: 80 = 90 — # ise m(A) =20° dir.

. A A
Ornek: AB Cii¢geninin dis aclortaylarindan AD C ti¢geni olsun.

A
>

D

Yukaridaki verilere gore x acis1 nedir?

Cozim: 2.6. teorem geregi,
2x = 90 — 3 ise x = 36°
dir.

2.8. Teorem: Bir l¢gende bir i¢ aciortay ile bir dis aglortayin olustur-
dugu agy, liclincii aginin yarisina esittir.
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A

Ispat: 2.3. teoremden
8o . m(A)
ABCiggeninde 2 = 2a+ m(A) ise f — a = —
A
BD Cii¢geninde 3 = a + X
bulunur. Her iki esitlikten,
m(A)

-2
elde edilir.

Ornek:
A

140

1N
Yukarida verilere gére, m(BDA) = a kag derecedir?

Coziim: m(ACB) = 180 — 140 = 40
_ m(ACB)

a=— =20°

A
2.9. Teorem: Aciortay ile yiikseklik arasinda kalan ac¢i; AB C liggeninde
[AD], A agisina ait aglortay ve [AH] yiiksekliktir.
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A
K
B H D ¢
Aciortay ile yiikseklik arasindaki acgiya m(HKD) = x dersek,
__ |m(8)-m(0)
- 2
olur.
Ispat: [AD] dogru pargasi m(CF&B) agisinin aglortayl olmak tizere
m(BAC) = m(DAC) = @

A " . Y m(A)
dir. CAH tggeninde m(CAH) =90 — m(C) dir. Ayrica m(CAH) —X=—
yazilabilir.

A]AB C iiggeninde m(A) + m(B) + m(C) = 180° oldugundan
m(A) = 180 — [m(B) + m(C)]
2[90 — m(C) —x] = 180 — [m(B) + m(C)]
__m(®)-m(0)
- 2
dir.
Ornek:
A
X
B D c

A
ABC liggeninde [AD] i¢ agiortay, m(B) —m(C)=50° olduguna gére
m(ADC) = x kag derecedir.

A )
Cozim: # = y ve m(C) = z olsun. Oyleyse m(ABC) = 50 + z dir.
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A
ABD tg¢geninde dis ac1 x'dir, 2.3. teoremden
x=50+y+z

dir. A[A)C ticgeninde i¢ agilar toplamindan
Xx+y+z=180
x+ (x—50) =180
x =115

bulunur.

2.10. Teorem: Bir iicgende herhangi bir kdseden cizilen ytikseklikler
arasinda kalan agi, kdselere ait i¢ agilarin toplamina esittir.

m(BOC) =x = m(B) + m(C)

ispat: m(BAC) = a,m(ACD) = b olsun.

A
ABC tuggeninde a+ b +90 = 180 oldugundan b = 90 — a dur.

A
EO C tggeninde x dis a¢1 oldugundan x = b + 90 duir.
Bu iki denklemden
x=b+90=90-a+90=180—a
a=180—-x
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bulunur. A]ABC iiggeninde m(A&) + m(B) + m(C) = 180° olduguna gore,
180 —x+ m(B) + m(C) = 180
x = m(B) + m(C)

dir.

Ornek:

m(E) = m(C) = 50 olarak verildigine gore x acisinin degeri nedir?

Cozim: x = m(B) + m(C) = 50 + 50 = 100°

UCGENDE ACI KENAR iLiSKILERI

2.11. Teorem: Bir tlicgende biiyiik a¢1 karsisinda buiyuk kenar, kiiciik

acl karsisinda kii¢iik kenar bulunur. Bu teoremin tersi de dogrudur.
A

B a &
m(K)>m(§)> m(C) Sa>b>c
[spat: Bu teoremin ispati icin |AB| > |AC| & m(ACB) > m(AEC) oldu-

A
gunu gostermek yeterlidir. |[AB| > |AC| olsun. Bu ABC ii¢ggeninde, |AD| = |AC]|
olacak sekilde [AB] lizerinde bir D noktasi alalim.
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A

B c

A(Aj C ikizkenar ti¢gen oldugundan

m(ADC) > m(ACD) (1)
bulunur. Buradan

m(ACB) = m(ACD) + m(DCB)

m(ACB) > m(ACD) (2)
elde edilir. 2.3. Teoremden

m(ADC) = m(B) + m(DCB)

m(ADC) > m(B) (3)
(2) ve (3) den

m(ACB) > m(ACD) > m(B)

m(C) > m(B)

olur.

Bu teoremin tersinin dogrulugu benzer yolla yapilir.

Ornek:

a 55140N\d

e
g <350 80>D
b 75 [60-%
c

A A
Sekildeki ABC ve ACD tiggeni veriliyor. Bu iki liggenden en uzun kenar hangi-
sidir?

A
Cozum: ACD uggenine gore,
40 <60 < 80
c<d<e
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A
ABC ug¢genine gore,
50 <55<75
e<b<a

A A
olur. ABC lg¢genine gore en uzun kenar e kenari ama ABC liggenine gore e
kenarindan daha biiyiik b ve b’den daha biiyiik a kenar1 vardir.

2.11. Teorem (Uggen Esitsizligi): Bir iicgende bir kenarin uzunlugu
diger iki kenarin uzunluklar1 toplamindan kiiciik, iki kenarin uzunluklar far-
kinin mutlak degerinden biiytktiir.

A

B a (B
Ib—cl]<a<b+cla—c/]<b<a+cla—b|<c<a+b

Ispat: [BC] dogrusu pargasi iizerinde [DB] dogru parcasimni ve [AC] dog-
rusu parg¢asl uizerinde [AE] dogru parc¢asini ¢izelim.

D C
2.10. Teoremden;
1. m(ADC) < m(DAC)iseb< a+colupb—c<a
2. m(BEC) < m(EEC) isea<b+c

olur. 1 ve 2 den,
Ib—c|<a<b+c
bulunur.

A A
Ornek: AB Cve BCD iiggenleri sekildeki gibi verilsin.
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A
6 9
5 c
6 4
D
|BC| uzunlugunun araligini bulunuz.
A
Cozium: ABC lg¢genine gore,
9-6<|BCl<9+6ise3 <|BC|< 15 (1)
A
B CD uggenine gore,
6 —4<|BC|<6+4 ise2 <|BC|< 10 (2)
olur. (1) ve (2) den,
3 <|BC| <10

olarak bulunur.

2.13. Teorem: Bir dik licgende hipoteniis daima dik kenarlardan uzun-

dur.
A

B C
|IBC| < |AC| ve |AB| < |AC|

Ispat: A]ABC dik iiggende m(B) = 90° oldugundan m(A) + m(C) = 90°
dir. 2.11. Teoremden,
m(K) < m(E) ise |BC| < |AC]|
m(C) < m(ﬁ) ise |AB| < |AC|
olur.

A
2.14. Teorem: Bir ABC iiggeninde; kenarlar a, b, c ise;
) m(A)<90°ise a® < b? + c?
i) m(&) >90° ise a? > b? + c?
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iii) m(&) =90° ise a2 = b? + c? (Pisagor teoremi)
olur.

ispat: a) m(A) < 90° ise asagidaki sekil cizilir.

|IBC| = |BD| = |CE| =a
olacak sekilde [BD] ve [CE] dogru pargalari gizilir. Ucgen esitsizligine gore;
m(A) < m(B)isea <b
m(A) < m(C)isea<c
olur. Bu esitsizliklerden
a’ <b?vea? < c?
2a? <b? +c?
a* <b? +c?
elde edilir.

Benzer sekilde m(A&) > 90%ise a? > b? + c¢? oldugu géziikiir. Buna gore
(i) ve (i) 6zelliginden m(A) = 90° ise a? = b? + c? oldugu ortaya ¢ikar. Bu iii
ozellige Pisagor teoremi adi verilir.

Pythagoras (Pisagor)
(M.0. 570 Sisam, Yunanistan - M.O. 495 Metaponto, italya)

. A A
Ornek: Sekildeki ABC ve ADC tiggenlerinde |AB| =5 cm, |[BC| = 3 cm,
IDC| = 4 cmise |AD| kag¢ cm dir?



www.matematikl.com 25

A

D 4 C 3 B

A
Cozlim: ABC liggeninde Pisagor bagintis1 uygulanirsa,
|AB|? = |AC|? + |CB|?
52 = |AC|* + 32
|AC| = 4

Yine A]A)C t¢geninde Pisagor bagintis1 uygulanirsa,
|AD|?> = |AC|? + |DCJ?
|AD|? = 4% + 42
|AD| = 42

bulunur.

Ornek: ABCD dértgeninde [AD] L [AB], [DC] L [BC], |AD| =2 cm,
IDC| = 4 cm, |[BC| = 6 cmise |AB| kag cm dir?

A
Cozum: [DB] dogru pargasini ¢izelim. Olusan DCB liggeninde Pisagor
bagintis1 uygulanirsa,
IBD|? = [DC|* + |CB|?

IBD|2 = 62 + 42
IBD| = 2v/13

Yine A]A3D licgeninde Pisagor bagintisi uygulanirsa,
IDB|? = |AD|? + |AB|?
(2V13)? = 2% + |AB/?
|AB| = 4v/3
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bulunur.

us A PR
Ornek: ABC iiggeninde m(A) > 90° |AC| =12 cm, |BC| = 13 cm ise

|AB| nin ¢6ztim araligin1 bulunuz.
A

B 13 c
Cozim: “Bir kenar diger iki kenarin toplamindan kiiciik farkindan bi-
yuktiir.” teoremine gore,
13-12<x<13+12
1<x<?25
2.13. teorem ii geregi,
|IBC|? > |AB|? + |AC|?
132 >x% + 122
x <5
bulunur. Her iki esitsizlikten,
1<x<5
elde edilir.

BAZI ACI-KENAR TEOREMLERI

A
2.15. Teorem: Bir ABC licgeninde; a, b, ¢ kenarlarma ait ytikseklikler
sirasiyla; h,, h,,h, ise

h, +h,+ h.<a+b+c
dir.

A
Ispat: ABC tiggeninde |AF| = h,,|BE| = h,, |CD| = h, olsun. 2.12. Teo-
remden,

A
EBC iiggeninde |[BE| < |BC| ise h, < a (1)
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A
D CA tggeninde |DC| < |AC| ise h, < b (2)

A]AB F liggeninde |AF| < [AB|ise h, <c (3)
bulunur. (1), (2) ve (3) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,
h, +hy+ h.<a+b+c
olur.

2.16. Teorem: Bir licgenin i¢ bolgesindeki bir nokta K ise;
A

B Cc
|KB| + |KC| < |AB| + |AC|
esitsizligi vardir.

Ispat: [CK] dogru parcasina |KP| olacak sekilde bir dogru cizelim.
A

P
B C
Ucgen esitsizliginden,
A
PB K iicgeninde; |BK| < |KP| + |PB]| (1)
A
AP C ticgeninde; |[KP| + |[KC| < |AP| + |AC| (2)

(1) ve (2) esitsizligini taraf tarafa toplarsak ve |PB| + |AP| = |AB| oldugundan,
|IBK| + |KP| + |[KC| < |KP| + |PB| + |AP| + |AC]|
|IBK| + |KC| < |AB| + |AC|

bulunur.

2.17. Teorem: Bir ABC li¢geninin i¢ bolgesinde alinan bir P noktasinin,
koselere olan uzakliklar1 toplami liggenin ¢evre uzunlugunun yarisindan b-
yuk, cevre uzunlugundan kiigtiktiir.
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A

P

B a c
a+b+c

<k+m+n<a+b+c

Ispat: |PA| = m, |PB| = n ve |PC| = k diyelim.

A A A
PBC, PC Ave P A B tiggeninde;
a<n+kb<m+kvec<m+n
esitsizlikleri yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplarsak,
a+b+c<2k+2m+2n =2(k+ m+n)
a+b+c

<k+m+n (1)

bulunur. 2.15. Teoremden;
k+n<b+cm+n<a+bvem+k<a+b
esitsizlikleri yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplarsak,
2(k+n+m) <2(a+b+c)
k+n+m<a+b+c (2)
bulunur. (1) ve (2) esitsizliklerinden
a+b+c

<k+m+n<a+b+c

elde edilir.

Ornek: Bir ABC ii¢geninin icindeki P noktasi verilsin.
|AB| =8 cm, |AC| = 12 cm ve |[BC| = 10 cm

ise |PC| + |PA| nin alabilecegi degerler araligini bulunuz.
A

B 10 Cc
Cozim: 2.15. Teoremden;

IPC| + [PA| < 8+ 10 = 18 (1)



www.matematikl.com 29

AlADC licgeninde liggen esitsizliginden;

|PC| + |PA| > 12 (2)
bulunur. (1) ve (2) den;

12 < |PC| + |PA| < 18
olur.

TRiIGOMETRiI KAVRAMI

Trigonometri konusu genis bir sekilde, ayr1 bir konu olarak incelene-
cektir. Ama geometride bazen kullanilan baz kavramlar: ihtiyacima binaen
kisaca, ihtiyacimiz dogrultusunda bahsedecegiz.

2.18. Tanim: 0° < a < 90° olmak tizere,
_ Kars1 Dik Kenar _ Komsu Dik Kenar

sinoa = - = , cosa= ~ —
Hipoteniis Hipotenis
tan a = Karsi Dik Kenar cota = Komsu Dik Kenar
~ Komsu Dik Kenar ’ ~ Kars1 Dik Kenar
Hipotenus Hipotents
seca = cos o=

Komsu Dik Kenar ’ Kars1 Dik Kenar

dir.

90° < a < 360° igin trigometrik degerler trigonometri konusunda in-
celenecektir.

e .. . 3.
Ornek: 0° < a < 90° olmak iizere sina = t isecosa, tan o, cot o, sec o

ve csc a y1 bulunuz.

Cozim: Sintisiin tanimi geregince karsi dik kenar uzunlugunun hipote-
niis uzunluguna esittir. sina = g oldugundan Pisagor teoremi geregince kom-

su dik kenar 4 olarak bulunur
A

Bu ug¢gene gore,
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4 3 4
cosa =z,tana =,cota =z,seca = 5

5 ) 4 ) 3 )
elde edilir.

Ornek: 0° < x < 90° olmak iizere tan x = % ise sin X + cosx i bulunuz.

Cozim: Tanjantin tanimi karsi dik kenarin uzunlugunun komsu dik ke-
narin uzunluguna oraniydi. Buna gore
&

B 12

1 =

bulunur. Su halde;
5
13

12 17

T3T13

sinx + cosx =
dir.

2.17. Teorem: Bir liggende bir kenarin karesi, diger iki kenarin kareleri
toplamindan, bu iki kenar ile bu kenarlar arasindaki aginin kosintisii ¢arpiminin
iki kat1 eksigine esittir.

C

Y
B ¢ A

a’? =b? + c? —2bccosA

ispat: i) m(&) < 90° ise agagidaki sekil izilebilir.

Pisagor teoremine gore,
a’ = (c—n)?+ h?%b? =n?+ h?
dir. Bu iki esitlikten,
a? =b%+c?—-2cn (1
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bulunur. CAD ii¢geninde

cosA=% isen=bcosA (2)
dir. (2) esitligini (1) esitliginde yerine yazilirsa,

a’? =b%? +c? —2bccosA
elde edilir.

i) m(A) > 90° durumunun ispati okuyucuya birakilmigtir.

Ornek: ABC ii¢genin de m(K) = 60° |AB| = 4 cm, |AC| = 5 cm ise;

|BC| uzunlugunu bulunuz.

Cozim: |BD| = a denirse, cos 60 = %oldugundan
a?=4%2+5%2—-2-4-5cos 60=21

a=+21
dir.

31

Ornek: ABC ticgeninde |AC| =5 c¢m, |BC| = 6 cm ve DCE licgeninde

IDC| = 2 c¢cm, |CE| = 5 cm, |DE| = 4 cm ise |AB| ka¢c cm’dir?

E
Cozim: DCE licgenine cosliniis teoremini uygularsak,
42 =52 4+ 22 —2-5-2 cos aesitliginden cos a = %

bulunur. Bunu ABC licgenine uygularsak,
x2=5%24+62—2-5-6cosa

2_c24¢2_9.e.¢.13
Xx“=5+6 25620
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X =422 cm

elde edilir.

Ornek: Sekilde verilen ABCD karesinde; E, F orta noktalardir.
D A 5 E Ay C

cos x in degerini bulunuz.

Cozim: Verilere gore bir kenar1 2 birim olsun. Buna gore sekilde asagi-
daki degerler bulunur.
D E 1 C

3
ﬁ/ﬁ;
AR

/
/é/@'**

A 2 B
Buna gore AEF’de kosiniis teoremi uygulanirsa;

V2 =5 +5 —2-V5-V5 cosa

4
COSX = ¢
olarak bulunur.

<

lan Ncholas Stewart
24 Eylil 1945 (Dogum Tarihi), Ingiltere
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A
2.18. Teorem (Stewart Teoremi): Bir ABC li¢geninde icindeki |AP|

dogrusunun uzunlugu ile tiggenin kenarlari arasinda,

bagintis1 vardir.

. A
Ispat: ABC liggenine Kosiniis teoremi uygulanirsa,
c? =b? + (m +n)? — 2b(m+ n) cosB

2 2 2
_b"+(m+n)"—c
cosp = 2b(m+n) (1)
bulunur. Yine ABP li¢genine Kosiniis teoremi uygulanirsa,
x? = b%? + m? — 2bm cos B (2)

elde edilir. (2) esitligini (1) esitliginde yerine yazarsak,

b +(m+ n)z—c2
2b(m+n)

b2m+ (m+n)2m—c2m>

X2=b2+m2—2bm<

2 _ 2 2
X“=b*“+ m < e

<2 = (b2m+b2n+m3+m2n)—(b2m+m3+2m2n+n2m—c2m)

m+n

2 b2n+c2m—m2n—n2m
X% =

m-+n
2 b2n+c2m—mn(m+n)
X< =

m+n
2 b2n+c2m

= ——————mn
m-+n

olur.

Ornek:
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A

B 4 D2 C
Verilere gore |AD| = x uzunlugu ne kadardir?

Coziim: b =5,c =4, m = 4,n = 2 olmak iizere Stewart teoremi kullani-
lirsa;

2 2
2 _D2+4%4
Xi= " 42
x=+11
olur.
COZUMLU ALISTIRMALAR
Ucgende Acilar
1.
% ABC bir G¢ggen
IACI = IBCI
[AC] L [CD]
C Y o
B = m(BED)_12O
m(ABC) =«

D
Verilere gore m(B) = « kag derecedir?

A)15 B)20 C)25 D)30 E)35

Goziim: ABC ikizkenar tiggen oldugundan m(A) = m(B) = a ve
m(ACB) = B diyelim.

Tam acidan $+ 90 + 120 = 360 ise 3 = 150 dir.
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I¢ acilar toplamindan 2a + 150 = 180 ise a = 15° dir.

Cevap: A
2.
L m(BAF) =a
a m(ECB) =b
D ~
2 m(CDF) =¢
a+b b ~
B F CN\ m(ABC)=a+b
a+b=68°
Verilere gore m(FDC) = c kac derecedir?
A)40 B)42 (C)44 D)46 E)48
Cozim: ABF liggenine gore m(DFC) bir dis agidir.
m(DFC)=a+b+a=2a+b
olur. DFC iicgeninden i¢ a¢ilar toplamindan,
2a+b+b+c =180
2(a+b)+c=180
2-68+ c= 180
c=44
Cevap: C
3.
A ABC bir iggen
IADI = IDCI
IBEI = ECI
m(BAC) = x
m(ABC) =y

m(ECD) =50°
Yukaridaki verilere gore, m(ACB) kag derecedir?
A)110 B)115 €)120 D)125 E)130

Cozim:
|EB| = |EC| oldugundan m(EEC) = m(ECB) =y dir.
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|AD| = |DC| oldugundan m(CAD) = m(ACD) = x dir.
ABC iiggeninin i¢ agilar toplamy;

50+x+x+y+y= 180

2(x+y) =130

x+y =065

m(ACB) = 65 + 50 = 115°

A ABC bir Giggen
[AE] ve [BD] agtortaylar
D m(ACB) = 40°

40N m(BDE)=a
B E [o]

Verilere gore o kac¢ derecedir?
A)55 B)60 C)65 D)70 E)75

Coziim: iki i¢c acinin olusturdugu ag1 2.6. teoreme gore

m(A
m(ADB) = 90 +—g ) =90+20 =110
olur. Biitlinler agilardan,
110+ a =180
a=70°
bulunur.
5.

ABC bir Giggen
[AE], disg agiortay
IAF| = IBFI = IFCI

B F c
Verilere gore EAD acisinin 6lgiisii ka¢ derecedir?

A)65 B)60 C)55 D)50 E)45

36

Cevap: B

Cevap:D
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Cozum:
|AF| = |BF| oldugundan m(AEF) = m(BF&F) =x
|AF| = |CF| oldugundan m(ACF) = m(CKF) =y
alinirsa, ABC liggeninde i¢ acilar toplamindan x + y = 90 sonucu elde edilir.
Ayrica m(CKE) + m(EKD) = zalnirsa D dogrusunda biitiinler agilardan,
90 + m(CAE) + m(EAD) = 180
90+z+z =180

z = 45°

bulunur.
Cevap: E
6.
A ABC egkenar dggen
\D m(ABD) =x
m(ADB) = 2x + 30°
2L
B C

Verilere gore, x ka¢ derecedir?
A)25 B)30 C)35 D)40 E)45

Cozim: ABC eskenar ticgen oldugundan m(K) = 60° dir. ABD ii¢genin
ic agilarindan,

x+2x+ 30+ 60 =180
x = 30°

Cevap: B

A ABC bir Gggen
[BD] ve [CD],
dis agiortaylar.

m(BDC) = 2m(BAC)

D
Verilere gore m(ﬁ) kac derecedir?

A)28 B)30 C)32 D)36 E)40
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¢ozim: m(A) =x diyelim. m(BDC)=2m(BAC) oldugundan
m(BDC) = 2xolur. 2.7. teoreme gore;

m(BAC
m(BDC) = 90 — (2 )
2x =90 -3
x = 36°
olur.
Cevap:D
8.
A ABC bir iggen
IACI = IBCI
D
IBDI = IDCI
m(ABC) = 40°
40° ~
B c M(ACD)=x
Verilere gore, x ka¢ derecedir?
A)40 B)45 (C)50 D)55 E)60
Cozum:
|AC| = |BC| oldugundan m(ABC) = m(BAC) = 40
IBD| = |DC| oldugundan m(ABC) = m(BCD) = 40
dis a¢1 teoremi geregi m(ADC) =40+ 40 = 80 dir. ADC iiggeninden,
80+ 40+ x =180
x = 60°
olur.
Cevap: E
9.
A ABC bir ikizkenar Giggen
IABI = IACI
IADI = IDEI
IBCI = IBDI

m(BDE) = 30°

B H C m(AED) =a
Verilere gore, a ka¢ derecedir?
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A)18 B)20 C)22 D)24 E)25

Cozim:

B i c

BED licgenine gore dis a¢1 kuralindan m(DEA) = 30 + a dur.
|AD| = |DE| oldugundan m(EAD) = m(DEA) =30 + a dur.
AED t¢ggenine gore dis a¢1 kuralindan m(BﬁC) = 2a+ 30dur.
IBD| = |BC| oldugundan m(BDC) = m(BCD) = 2a + 30 dur.
|AB| = |AC| oldugundan m(AEC) = m(ACB) =a + 30 dir.
ABC tliggenin i¢ a¢1 toplamy;

30+a+a+a+30+2a+30 =180

a=18°
olur.
Cevap: A
10.
A
ABC bir eskenar liggen
ACD bir dik Gggen
m(ADC) =70°
g -z . MAEB) =«
70
D

Verilere gore a ka¢ derecedir?
A)70 B)75 C)80 D)85 E)90

Cozum: ACD dik ti¢geninin i¢ agilar toplamindan,
70 + 90 + m(DAC) = 180
m(DAC) = 20

ABC eskenar licgen oldugundan,
m(ABD)60 — m(DAC) = 60 — 20 = 40
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olur. ABE licgeninin i¢ ac¢ilar toplamindan,
60 +40 + o =180

a = 80°
bulunur.
Cevap: C
11.

ABC bir iggen
[BD], acgiortay
[DE] L [BC]
m(BAC) =102°

E * c IBEI=IECI

B
Verilere gore m(AﬁB) kag derecedir?
A)48 B)50 C)52 D)54 E)56

Cozim: 2.1. Aksiyom geregi, D noktasindan indirilen dikme tabani ikiye
bsldigiinden dolay1 BDC ikizkenar iiggen olur. m(DBC) = m(DCB)

m(ABD) = m(DBC) =m(DCB) =x almirsa dis ag teoremi geregi
m(ADB) = 2x olur.
x4+ 2x+ 102 =180
x =26
m(ADB) =2x = 2-26 = 52°
dir.
Cevap: C

12,
A ABC bir ikizkenar tiggen
BED bir dik Gggen
IABI = |ACI
[DE] L [AB]

B C D 'm(BXC) =50°
Verilere gore m(EDB) kac¢ derecedir?
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A)25 B)30 C)35 D)40 E)45

¢éziim: ABC ikizkenar tiggen oldugundan m(ABC) = 1802_50 = 65°dir.
EBD ti¢geninin i¢ ac¢ilar toplamindan
65 +90 + m(EDB) = 180
m(EDB) = 25°
bulunur.
Cevap: A
13.

ABC bir tiggen
B, C ve F dogrusal

m(DAC) = m(ECF)
m(ABC) = 50°

m(ACE) = 70°
Verilere gore m(BKD) kac derecedir?

A)15 B)20 C)25 D)30 E)35
¢6ziim: m(ABD) = y ve m(DAC) = m(EFB) = x alimirsa ABC iiggeninin

dis a¢1 teoremi geregi;
x+y+50=70+x

y = 20°
olur.
Cevap: B
14.
A ABC bir Giggen

[CE] aclortay

. 5 [CE] L[AB]
[ED] // [BC]

r . 4m(DEC) =m(ABC)

Verilere gore m(DEC) kac¢ derecedir?

A)14 B)15 C)16 D)18 E)20
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¢6ziim: m(DEC) = x alinirsa m(ABC) = 4x olur.
Yondes agllardan m(AED) = 4x
Biitiinler agilardan m(AEC) = 4x +x = 90 olup x = 18° dir.
Cevap:D

15.
A ABC bir tGggen

IADI = IDCI = IBDI

m(BDC) = 140°

140

B c
Verilere gore m(BAC) kag derecedir?

A)14 B)15 C)16 D)18 E)20

Cozim: |AD| = |[DC| = |BD| oldugundan ADB, BDC ve CDA birer ikizke-
nar l¢gendir.
m(ABD) = m(BAD) = x ve m(ACD) = m(CAD) =y
alinirsa, ADB ve ADC li¢genlerinin i¢ acilar toplamindan
m(ADB) = 180 — 2x ve m(ADC) = 180 — 2y
olur. Buna gore;
180 — 2x + 180 — 2y + 140 = 360
x+y=70
m(BAD) + m(CAD) = 70°
olur.

Ucgen Aci1-Kenar Iliskileri

16.



www.matematikl.com 43

ABC ve ACD
birer Gggen

m(BAC) =48°
M(ACB) = 54°
m(ACD) =68°
m(ADC) = 40°

Verilere gore en uzun kenar nedir?
A)a B)b C)c D)d E)e

Cozum: Verilere gore asagidaki sekil olusur.

ABC liggeninde 48 < 54 < 78 acilarinin karsisindaki kenar b < a < e dir.
ADC ti¢ggeninde 40 < 68 < 72 agilarinin karsisindaki kenar e < d < c dir.

ABC liggenine gore en biiyiik kenar e’dir. Ama ADC licgenine gore e’den
daha biiyiik c kenari vardir.

Cevap: C
17.
A ABC bir Gggen
4 8 IABlI =4 cm
IACI =8 cm
B a ¢ IBCl=a

a € Z, m(A) > m(B) sartin1 saglayan kag tiggen gizilebilir?
A)2 B)3 C)4 D)5 E)6
Cozim: |8 —4|<a<8+4

4<a<12
olur. m(A) > m(B) sart1 oldugundan a > 8 olmaldir.
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8<a<12
Bu sarti saglayan a € {9,10,11} olup 3 tane ii¢gen cizilebilir.

18.
A ABC bir G¢gen

IABI = 12 cm
IACI = 16 cm

m(BAC) >90°

B c
Verilere gore |BC| = x degerinin en kii¢iik tamsay1 degeri nedir?

A)17 B)18 C)19 D)20 E)21

Cozim: |16 — 12| <a <16+ 12
4 <x< 26
olur. Ayrica,
x% > 162+ 122 = 400
x> 20
olacagindan
20<x< 26
olur. En kiigiik tamsay1 x = 21 dir.

19. ABD ve BCD birer licgen

A
IABl =5 cm
5 3
IADI =3 cm
B D IBCI=7cm
7 2  ICDI=2cm
C

Verilere gore |BD| = x degerinin en kii¢iik tamsay1 degeri nedir?
A)7 B)8 C)9 D)10 E)11

Cozum:

ABD iiggenine gore |5 — 3| <x <5+ 3 yani2 < x < 8 dir.
BCD ti¢ggenine gore |7 — 2| <x <7+ 2 yani 5 < x < 9 dir.

44

Cevap: B

Cevap: E
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Buna gore 5 < x < 8 dir. En kii¢clik tamsay1 degeri x = 7 dir.

Cevap: D
20.
A ABCD bir doértgen
ﬂ\ IABI = 7 cm
B p IADI=4cm
IBCl =11 cm
b b ICDI = 15 cm

Verilere gore |AC| + |BD| degerini asagidakilerden hangisi olamaz.
A)15 B)17 )19 D)22 E)25

Cozim:

ABC tiggenine gore |11 — 7| < |AC| < 114 7 yani 4 < x < 18 dir.

ADC tiggenine gore |15 — 4| < |AC| < 15 + 4 yani 11 < x < 19 dir.
Buna gore 11 < |AC| < 18 dur.

ABD ti¢genine gore |7 — 4| < |BD| < 7+ 4 yani 3 < x < 11 dir.

BDC tiggenine gore |15 — 11| < [BD| < 15+ 11 yani 4 < x < 26 dir.
Buna gore 4 < |AC| < 11 dur.

11+ 4 < |AC|+ |BD| <18 + 11

15 < |AC| + |BD| < 29

Cevap: A

21. Bir ABC lg¢geninin kenar uzunluklarmin ikiser ikiser toplami 9 cm,
12 cm ve 13 cm’dir. Buna gore en uzun kenar ile en kisa kenarin farki nedir?

A)40 B)48 C)52 D)56 E)60

Cozim: ABC liggeninin kenarlari a, b ve c olsun.

a+b=9
b+c=12¢2a+2b+2c=9+12+ 13
c+a=13

a+b+c=17

a+12=17,b+13=17,c+9 =17
a=5b=4c=8
c* —b? =8%—-4% =48



www.matematikl.com 46

olur.

Cevap: B

22,

A ABC bir iggen
G(ABC) = 16 cm
IBDI = x

IADI =y

ICDI =z

D, liggen icinde bir nokta olmak iizere, x +y + z toplamini saglayan tamsayi
sayis1 kactir?

B o]

A)4 B)5 C)6 D)7 E)8
16
C('jzijm:?<x+y+z<16

8<x+y+z<16

x+y+z€{910,11,12,13,14,15}
7 tane say1 bu denklemi saglar.

Cevap:D
23.
A ABC bir ikizkenar Gggen
IABI = IACI
Wy m(BAD) =5°
P r

m(DAE) = 20°

B D 5 E  C  mEAC)=15

Verilere gore p, r ve s hakkinda asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) p enbilyiiktir B) sen buyiiktiir C) r en biiytktiir
D)p<r E)p<s

¢oziim: ABC ikizkenar ti¢gen, |AC| = |BD|ise m(ABD) = m(ACE) = 70°
dir. Ayrica dis ag1 teoreminden m(ADE) = 75° m(AED) = 85° dir.
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s<r<p
Cevap: A
24.
A ABC bir Gcgen
IBCI, tamsayi
3 4
m(BAC) <90°
IABl =3 cm
B c
IACI =4 cm

Yukaridaki verilere gore kac tane ikizkenar ti¢gen cizilebilir?
A)0O B)1 C2 D)3 E)4

Céziim: m(BAC) < 90 ise |BC|? < 3% + 4% = 25 olup|BD| < 5 dir.

Yine 4 — 3 < |BC| <4 + 3 yani 1 < |BC| < 7 dir.

Bu iki esitsizlikten 1 < |BC| < 5 olur. |BC| uzunlugu 3 ve 4 degerleri
almasi halinde bu iki tiggen ikizkenar ticgen olur.

Cevap: C
25.
A ABC bir tiggen
IABl = 4 cm
4 8 IBDI = 2 cm
IACI =8 cm
B 2D 6 C IDCl=6cm

Verilere gore, |AD| ka¢ cm dir?
A)8 B)7 ()6 D)5 E)4

Cozum: Stewart teoreminden,

_ |AC|?|BD|+|AB| “|DC]

2 — .
|ADI? = == e IBD| - |DC|




olur.

w

Nk
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2 2
2 8724476 . _
|AD| =16 2-6=16
|AD| = 4 cm
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