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6. BOLUM §
UCGENDE YARDIMCI DOGRULAR

Bu kisimda yardimci dogrular olan ve 2.10. tanimda verilen ytikseklik,
2.12. tamimda verilen aciortay 2.14. tanimda verilen kenarortay hakkinda
bilgiler verilecektir.

YUKSEKLiIK TEOREMLERI

Lazre Carnot
(13 Mayis 1753, Nolay, Fransa - 2 Agustos 1823, Magdeburg, Almanya)

6.1. Teorem (Carnot Teoremi): Bir licgende kenarlardan cizilen
dikmeler bir noktada kesisiyorsa, dikmelerin kenarlar lizerinde ayirdiklar
parcalar i¢in, komsu olmayan kenar parcgalarin karelerinin toplami birbirine
esittir.

[PF] L [AB], [PD] L [BC], [PE] L [AC]
< |AF|? + |BD|? + |EC|? = |BF|? + |DC|?* + |AE|?

Ispat: [BP], [PC], [PA] dogru pargalarini gizelim. Pisagor teoreminden,
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B D &
FPD ve BPD ii¢genleri icin |FP|? + |FB|? = |BD|? + |PD|?
DPC ve CPE li¢genleri icin [DP|? + [DC|? = |EP|? + |EC|?
EPA ve APF ili¢genleri icin |EP|? + |AE|? = |AF|? + |FP|?
yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,
|[FP|? + |FB|? + |DP|? + |DC|? + |EP|? + |AE|? =
= |BD|? + |PD|? + |EP|? + |EC|? + |AF|? + |FP|?

|AF|? + |BD|? + |EC|? = |BF|? + |DC|? + |AE|?
elde edilir.

Ornek:

ABC bir ficgen
[KD] L [AC]
[KE] L [AB]
[KF] 1L [BC]

B 1 F 7 o}
Verilere gore |BE| kag birimdir?

Cozum: Carnot teoremi geregi;
IBF|? + |CD|? + |AE|? = |FC|? + |AD|? + |BE|?
12 + (2¢/3)% + 3% = 42 + 3~ + |BE[

|IBE| = V3 br
bulunur.

6.2. Teorem: Bir Ucgende yiiksekliklerin ayaklarinin olusturdugu
licgenin i¢ agilarinin dlciileri;
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m(EDF) = 180 — 2m(A)
m(DEF) = 180 — 2m(B)
m(DFE) = 180 — 2m(C)

dir.
Ispat: ABC dik iiggeninde;
m(ABE) = m(ADE) = 90 — m(A)
m(CDE) = 90 — m(ADE)
=90 —[90 — m(A)]
= m(A) (1)
yazilabilir.
m(FDB) = 90 — m(ADF) = m(&) (2)

olacagindan (1) ve (2) den,
m(EDF) = 180 — m(CDE) — m(FDB)
=180 — 2m(A)
bulunur.

6.3. Teorem: Bir lg¢gende yiiksekliklerin ayaklarinin olusturdugu
licgende yiikseklikler i¢ aciortaylardir.
A

C
[AD], [BE] ve [CF] ytikseklik dikmeleri DEF {i¢genin agiortaylaridir

ispat: m(ABE) = m(ADE) ve m(ACF) = m(ADF) oldugundan;

A A
ABE=ACF
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m(ADE) = m(ADF)

bulunur.

6.4. Teorem: Herhangi bir licgende kenarlardan birine ait yiikseklik
dikmesi tlizerinde alinan herhangi bir K noktasinin koselerini birlestirilmesi
halinde |CK| = x, |BK| =y, |AK| = z ise

A

B H C
b? — % = x% — y?
dir.

Ispat: |AK| =z, |BH| = p, [HC| = q, |[KH| = r olsun.
ACH ii¢ggeninde Pisagor teoremi uygulanarak b% = g% + (z + r)*?
ABH iiggeninde Pisagor teoremi uygulanarak c? = p% + (z+ r)?
bulunur. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarirsak,
b? —c* =q* —p” 1)
olur. Ayrica,
KCH dik iiggeninde Pisagor teoremi uygulanarak x? = q% + r?
KBH dik iicgeninde Pisagor teoremi uygulanarak y? = p? + r?
bulunur. Bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarirsak,
x? —y*=q* - p? (2)
olur. (1) ve (2) esitliklerinden,
b — 2 =x?_y?
elde edilir.

ACIORTAY TEOREMLERI

6.1. Tanim: Bir tli¢genin i¢ acgisini ikiye bolen aglortaylara i¢ aglortay,
dis acisin1 bélen aciortaylara dis aciortay adi verilir.

6.5. Teorem (i¢ Aclortay Teoremi): Bir iicgende herhangi bir

aclortaymn karsi kenar tlzerinde ayirdigr pargalarin uzunluklari orani, bu
pargalara bitisik kenarlarin uzunluklari oranina esittir.
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A

B %

o Z

ox
=
]

[AN], A agisinin i¢ aglortayl < <=y

<

Ispat: [TN] L [AB], [NH] L [AC] cizelim.
A

B x N y C
4.3. Teorem “Yiikseklikleri esit olan iki ilicgenin alanlar1 orani, tabanlarinin
uzunluklari oranina esittir” teoreminden,

A(ABN) x
o (1)
A(ANC) vy
dir. Ayrica 3.1. Teoremden |TN| = |NH| olur. Buna gore,
c|TN|
A(ABN) > c 5
A(ANC) _b"ZNH' ~ b (2)

(1) ve (2) esitliklerinden,
c X

by

c
yani— =
X

< |

elde edilir.

Ornek: ABC iiggeninde [AN], A agismn aclortayidir. |AB| = 8 cm,
|AC| = 12 cm ve |BC| = 10 cmise |[BN| yi bulunuz.
A
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Coziim: |BN| = x alinirsa [NC| = 10 — x olur. I¢ aciortay teoreminden;
|AB| |AC]|

IBN|  |NC|

| ©

12
10—x

o

X =4 cm
dir.

Ornek: ABC dik iiggeninde m(BAC) =90°, m(C) =2 -m(DAC),
|AB| = 8 cm, [BC| = 10 cmve |AC| = 6 cm olduguna gore |DC| yi bulunuz.
A

B D C
10
¢oziim: m(C) = 2 - m(DAC) = 2« olsun ve [AE] kenarortay dogrusunu
cizelim.

Muhtesem ti¢lii teoremi geregi |AE| = — =5 ve AEC ikizkenar ti¢geni elde
edilir. m(C) = 2- m(DAC) = 2« oldugundan m(EAC) = a olur. Buna gére AEC
ticgeninde [AD] agiortayi olusur. |[DC| = x alinirsa,

|AE|  |AC|
IED|  |DC|
5 6
5—Xx N X
30
X ==—Cn

11
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olur.

6.6. Teorem: 6.5. Teoremde tanimlanan i¢ agiortayin uzunlugu,

|AN| = \/cb — xy

dir.
. c X
[spat: 6.5. Teoremde b= v oldugunu biliyoruz. Stewart teoreminden,
y
22
b“x—c“y
2 2 ) _
|AN| - X+y Xy
yazilir. Buna gore,
bxc—y—cy@
2 _ X y _
|AN| - X+y Xy
2 _bc(y+x)
|AN|? = bc —xy

|AN| = \/bc — xy

olur.

6.7. Teorem: Sekildeki ABC licgeninde A kdsesine ait i¢ agilortayimni
karsi kenar tlizerinde ayirdig1 paralarin uzunluklari x ve y olmak tizere,

B x N y C
a

_ac _ ab
X=b+reY T bt
dir.
Ispat: [AN] aglortay oldugundan i¢ aciortay teoreminden,
c X
by
bx = cy

bx+ cx = ca
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= ¢
~ b+c

Bezer sekilde y = &bc oldugu gosterilir.

6.8. Teorem: Bir liggende bir agiya i¢ aciortay, licgenin alani1 komsu
kenarlarin oranina béler.

A

B N G

a
A(ABC) b+c A(ABC) b+c A(ABC)
A(ABN) ¢ "A(ANC) b "A(ANC)

c
b

Teoremin ispatinda “Yiikseklikleri esit olan iki licgenin alanlar1 orani,
tabanlarinin uzunluklar1 oranina esittir.” teoremi kullanilacagindan teoremin
ispat1 okuyucuya birakilmistir.

6.9. Teorem (D1s Aclortay Teoremi): Bir ABC iicgende, A acisinin dis

c b
aciortay1 [AN], [BC] kenarinin uzantisin1 N noktasinda kesiyor ise non dir.

A

B C n N

m

Ispat: [NE] L [BE], [NH] L [AC] cizelim.
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E

H
4.2. Teorem “Yiikseklikleri esit olan iki licgenin alanlar1 orani, tabanlarinin

uzunluklari oranina esittir” teoreminden,

A(ABN) m
=== (1)
A(ACN) n
dir. Ayrica 3.1. Teoremden |NE| = |[NH| olur. Buna gore,
INE]|
AMBN) —5— ¢ ,
A(ACN) _b"ZNH' " b (2)

(1) ve (2) esitliklerinden,
c m
D= =

=N Ny

. C
anl —
y m

n
elde edilir.

Ornek: ABC iiggeninde [AD], A agismmn aclortayidir. |AB| = 8 cm,
|AC| = 6 cm ve |BC| = 10 cm ise |BC| yi bulunuz.

A
8 6
B G 20 N
Cozim: |BC| = x alinirsa [CN| = 20 — x olur. Dis aclortay teoreminden;

|AB|  |AC|

IBN|  INC|

8 20

6 20-x

x=5cm
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dir.
6.10. Teorem: 6.4. Teoremde tanimlanan dis agiortayin uzunlugu,
|AN| = +cb — mn
dir.
: c m
[spat: 6.9. Teoremde E = — oldugunu biliyoruz. Stewart teoreminden,
n
2 2
» _ |AN|"(m—m+c n _
b® = m—n+n (m —n)n

yazilir. Buna gore,
b?m = |AN|?(m —n) + ¢?n — (m —n)mn
b?m — c?n+ (m— n)mn = |AN|?(m — n)

bmfn—n - canm + (m —n)mn = |AN|?(m — n)

bcn — cbm + (m — n)mn = |AN|?(m — n)
—bc(m —n) + (m — n)mn = |AN|? (m — n)
—bc + mn = |AN|?

|AN| = vmn — bc

olur.

6.1. Sonug:

B D C E
ABC ticgeninde [AD] i¢ aciortay, [AE] dis aglortay ise, m(DKE) =90° dir.

6.11. Teorem: ABC dik Uuggeninde m(ﬁ) =90° icin [AN] aciortay,
IBN| = m, INC| = n ise
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A

B mNNC
2m?n

|AN|? =
n—m

dir.

Ispat: ABC iiggeninde |BN| = m, INC| = n oldugundan,
|AB| = mk, |AC| = nk
yazilabilir. ABC ilicgeninde Pisagor teoreminden;
(km)? + (m + n)? = (kn)?
(m +n)? = k?n? — k*m?
(m +n)? = k*(n? —m?)
(m +n)? =k*n—m)(n+ m)
(m +n) = k*(n—m)
K2 = m+n
n—m
bulunur. 6.10. Teoremden,
|AN|? = (nk)(mk) — mn
=mn(k? = 1)
m+n
=mn ({5 1)
> 2m?%n
n—m

elde edilir.

6.12. Teorem: ABC dik tlggeninde m(E) =90° icin [AN] aclortay,
|CN| = m, INB| = n ise
C
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m2 +n2
dir.

Ispat: ABC iiggeninde |CN| = m, INB| = n oldugundan,
|AC| = mk, |AB| = nk
yazilabilir. ABC ticgeninde Pisagor teoreminden;
(km)? + (kn)? = (m + n)?
k?m? + k?n? = (m + n)*?
k?(m? + n?) = (m + n)?
K2 = (m+n)2
m2+n2
bulunur. 6.10. Teoremden,
|AN|? = (nk)(mk) — mn
=mn(k? — 1)

(m+r1)2 _ 1)

= mn
m2+n2

— mn (Zmznz)
m2+n2

elde edilir.

6.13. Teorem: Ucgenin bir kdsesinden ¢ikan agiortaymn olusturdugu iki
tcgenin alanlarinin orani, aglortaym kosede birlesen kenarlarin uzunluklar:
oranina esittir.

A
H
B N C
A(ABN) |AB]
A(ANC) |AC]

Ispat: [AN], A agisinin i¢ agiortay olsun.
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A

T H

B N C
[NH] L [AC], [NT] L [AB] olacak sekilde [NH] ve [NT] yi cizersek [NT] = [NH]
olur. Buradan,

|AB|-|NT]|
A(ABN) —— — |AB]
A(ANC) w ~ |AC]|
bulunur.
KENARORTAY TEOREMLERI

Ucgenin bir kenarinin orta noktasmi karsisindaki kose ile birlestiren
dogru parcasina o Kkenara ait Kkenarortay dendigini 2.8. Tanimdan,
kenarortaylarin kesistigi noktaya agirhk merkezi dendigini 2.15. Tanimdan
biliyoruz. Kenarortaylar V ile gosterilmektedir.

6.14. Teorem: ABC li¢geninin agirhik merkeziile, ABC ili¢ggenine ait orta
tabanlarin olusturdugu DEF tli¢geninin agirlik merkezi aynidir.
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B D C
Ispat: Temel benzerlik teoreminden [AB]//[DE], [BC]//[EF],
[AC]//[DF] oldugundan ve D, E, F noktalar1 ABC licgenine ait kenarlarin orta
noktalar1 oldugundan, ABC ili¢geninin kenarlarinin aym1 zamanda DEF
tcgeninde kenarortaylaridir.

6.15. Teorem: Herhangi bir ABC liggeninde agirhik merkezi G olmak
lizere agirlik merkezinden kenarlara c¢izilen paralellerin uzunluklar1 toplami,
licgenin cevresinin ti¢cte birine esittir.

A

G

i

-

B_ D
AB|+[BC|+|CA
G|+ IGE| + |GF| = APIHBCHCA

. A A
[spat: [KE]//[BC] oldugundan AEK~ACB ili¢genleri benzerdir.

|AE| |EK| |KA]
lacl ~ IcB| ~ |BA|
oldugundan |KG| = |GE| dir. Buna gore |GE| = @ dir. Benzer sekilde diger
paraleller i¢inde bu esitlik yazildiginda;

AB|+|BC|+|[CA
IGD| + |GE| + |GF| = '+|3“+|
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elde edilir.

6.16. Teorem: ABC tlicgeninde [AD], [BC] kenarinin kenarortayy,

a) [BD| = |DC| = 3, |AB| = ¢, |AC| = b ve |AD| = V, ise,

|b—c]| b+c
<V, <—
2
dir.
b) [BC], [AC] ve [AB] kenarlarinin kenarortaylar1 V,,V,,V,_ ise
a+b+c
<V,+V,+V.<a+b+c
dir.

B a2 D a2 C

Ispat: |AD| = |DE| olacak sekilde [AD] dogru pargasini uzatahm. E ile B
yi birlestirelim.

E
IBD| = [DC|, |AD| = |DE| ve m(BDE)=m(ADC) oldugundan KAK.

A A
eslik aksiyomuna gore DBE=DCA olur.

A
a) ABC li¢geninde li¢gen esitsizliginden,
|b—c| <2V, <b+c
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[b—c]| b+c
<V, < ES

olur.

b) ABE licgeninde
2V, <b+c2Vy<a+c2V.<a+b
dir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
2(V,+V,+V.)< 2(a+b+0c)
V,+Vp+V.<a+b+c (1)
olur. Sekilden,

ABD ti¢geninden ¢ —% <V,

BCF li¢geninden a — g <V,

AEC liggeninden b — % <V,

elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa,
a+b+c

<V,+V, +V, (2)

bulunur. (1) ve (2) esitsizliklerinden,
a+b+c

<V,+V,+V.<a+b+c

olur.

Ornek: ABC ii¢ggeninde |AD| = |DC|, |AB| = 6 cm ve |BC| = 10 cm ise
IBD| = x in alabilecegi araligi bulunuz.

A
6 D
B 10 C
Cozim: [BD] kenarortay oldugundan,

la—c]| a+c
<V, <
2 2

|10-6] 10+6

bulunur.
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Ornek: Bir iicgenin kenar uzunluklarinin ikiser ikiser toplamlary; 14
cm, 16 cm ve 18 cm’dir. Bu liggenin kenarortaylarinin toplaminin alabilecegi
aralig1 bulunuz.

Cozim: Kenar uzunluklar a, b, ¢ kenarortaylariise v,,v,,V, olsun.

a+b=14
atc=16
b+c=18
ise a+ b + ¢ = 24 dir. O halde kenarortaylarin toplaminin alabilecegi degerler,
24

?<Va+Vb+VC < 24
12 <V, +V, +V.< 24
arahigindadir.

6.17. Teorem (Kenarortay Teoremi): Bir ABC ili¢geninin kenar
uzunluklar1t a, b, ¢ ve bu kenar uzunluklarina ait kenarortay uzunluklari

sirasiyla V,,V,,V, olmak tizere,
2

AL az_bz 2 gy2 | 2 gy2 CZ_ 2 4 p2
a+7_ +ce, b+7—a + ¢4, C+7—a +
dir.
A
Bafz-x H * D C
v —¥
ajfz af?

2
IBD| = |[DC| =2, |AD| = V., |AC| = b, |AB| = c & 2V2 + 2 = b2 + 2
2 a a T3

Ispat: [AH] L [BC] olacak sekilde [AH] dogru parcasmi cizelim.
|AH| = h, ve |HD| = x dersek,

AHD ii¢geninde Pisagor teoreminden hZ + x? = V2 €8]

2
AHC tiggeninde Pisagor teoreminden h? + (% + x) = b? (2)

2
ABH tiggeninde Pisagor teoreminden h2 + (% — x) = c? (3)

olur. (2) ve (3) taraf tarafa toplanirsa,
2

2
2h§+%+x2+ax+%+x2—axzb2+c2



www.matematikl.com 18

2
2(h2 + x?) + 5 = b2 + ¢? (4)
olur. (4) denklemine (1) denklemi yazilirsa,
2
2V:+5-=Db% +¢?
elde edilir.

6.2. Sonug¢: Kenarortay teoreminde elde edilen sonuglar taraf tarafa
toplanirsa,

3(a®+ b% +¢c?) <4(VZ+VZE+V3
bulunur.

Ornek: ABC licgeninde |BD|=|DC|=6cm, |AD|=+/46cm,
|AC| = 10 cm olduguna gore |AB| = x ka¢ cm dir?
A

. 10
/46

v

B g D 4 C
Coziim: ABC licgeninde kenarortay teoreminden

)
2VZ:+ —b2+c

122
2(\/_)2 —— =x*+10°
92 4+ 72 = x? + 100
X =8 cm
bulunur.

6.18. Teorem: Bir ABC li¢geninin kenarlarinin uzunluklar: a, b, c ve
kenarortaylarinin uzunluklari 51ra51y1a V., Vi, V. ise,
) m(A)=90° =V, =5 2 (Muhtesem iiclii)
a
i) m(&) >90° =V, <5
a
i) m(A) <90’ = Vv, >3 5
dir.

Ispat: i sikki Muhtesem iiclii teoremine ispat edild.i.
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i) 2.13. Teoreminde, m(&) >90° ise a? > b? + ¢? oldugu gosterildi.
Kenarortay teoreminden,

2 2 2

2 _@K2 2 _ 2 a _a”

2Va—;3 +c > <a )
a
Vi<Z
d
V,<5

bulunur.

iii) 2.13. Teoreminde, m(A) < 90° ise a? < b? + c? oldugu gosterildi.
Kenarortay teoreminden,

2 2 2

2 _pn24 2 a8 2 A _a”

ZVa—Zb +c > > a )
a
Va7
a
V,>3

bulunur.

6.19. Teorem: Bir dik tu¢gende dik tl¢gende dik kenarlara ait
kenarortaylarin karelerinin toplamy, hipoteniise ait kenarlarinin karesinin bes

katina esittir.
A

B C
5VZ = V2 + V2

Ispat: ABC tiggeninde kenarortay teoremi,

]2
2V = a* + ¢? ——22

c
ZVCZ_aZ I b2 5

olugu bilinmektedir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa,

2 2
bulunur. Pisagor teoreminden a? = b? + ¢? olduguna gore,

2
2(V2+V2) =22 +a2 - 5

b% | 2
2VE +2V2 = 2a* + b* +c? — <—+—>
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2
VE+V2=5 (%)
elde edilir. Muhtesem ti¢lii teoremince, V, = % oldugundan,

5VZ=VZ+V2
olur.

6.20. Teorem: Bir liggende herhangi bir kdse ile agirhk merkezi
arasindaki uzaklik o koseden gecen kenarortay uzunlugunun tgcte ikisine
esittir.

B D C
G Agirlik Merkezi < |AG| = %Va' |AD| = %Va'% _9

Ispat: [BE]//[DK]//[FL] olacak sekilde [DK] ve [FL] dogru parcalarini
cizelim.

B D C
D nokta orta nokta ve temel oranti teoreminden,
IDC|  |CK]
—— = —— = lise |CK| = |KE]|
|DBJ |IKE]|
bulunur. Buna goére
|AE| = 2|KE]|
olur. Su halde temel oranti teoreminden,
|AE| |AG]| 2
|EK| |IGD|] 1
|AG| |AE| 2

|AD| ~ |AK| 3
IAG] = 2]AG] ise |AG| =2V,
bulunur. Buradan,
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_ 1., |AG]
|AD| - §Vaim

oldugu asikardir.

=2

Ornek: Bir ABC ii¢geninin kenarlarmin uzunluklar1 a, b, ¢ ve
kenarortaylarmin uzunluklari sirasiyla V,,V,,V.dir.a = 14 cm, V,,= 12 cm ve
V, = 15 cm olduguna gore, V, nin uzunlugunu bulunuz.

Cozium: ABC ti¢ggeninde [AD], [BE] ve [CF] kenarortaylardir.
A

G
X

B 7 D 7 Cc
6.20. Teoremden,
|GD| = %, |AG| = 2%, |GE| = 4 cm, |BG| = 8 cm, |CG|] = 10 cm, |GF| = 5 cm
dir. GBC tlicgeninde kenarortay teoreminden,

2
2VZ+ 12 =82 +10% ise V, =33

bulunur.

Ornek: Bir ABC iicgeninde, iicgenin agirhk merkezi G olmak iizere G
notasindan gecen herhangi bir dogruya tiggenin koselerinden cizilen dikmeler
icin;

A

D E d
3 FG\I

B K C
|IBD| = 3 cm ise |AF| kag¢ cm dir.

Cozum: [BD]//[CE]//[KN] olacak sekilde [KN] dogru parcasi cizilirse;
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A
D N Ed
1 ] H
3|/ FGl3

B K C

A A
m(FGA) = m(NGK) oldugundan FGA=NGK benzerligi vardir. Bu
benzerlikten,
|GF| |AG| | AF|
ING| ~ |GK| |KN]
yazilabilir. [KN| = 3 cm oldugundan;
|AF| = 6 cm

= 2ise |AF| = 2|KN|

olur.

Ornek: Bir ABC iiggeninde iicgenin agirhk merkezi G olmak iizere,
licgenin disinda ¢izilen bir d dogrusuna Ulggenin koéselerinden ve agirhk
merkezinden cizilen dikmeler igin;

A
7 G
B H . C
4 D
1 1 1 1 d
K L M N

IBK| = 4 cm, |AL| = 7 cmise |GM| ka¢ cm dir.

Cozum: d//d, olacak sekilde G noktasindan gecen d, dogrusu cizilirse,
A

P 7 G R ¢
)(J X 1
B H H C
4 D 4

1 1 1 1 d
K L M N

|GM| = |PK| = |RN| = t secilirse,
|IBK| + |AL| + |CN| = (t—x) + (t + 2x) + (t— x) = 3t
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olacagindan,
IBK| + |AL| + |CN| = 3|GM|

IBK|+|AL|+|CN| _ 4+7+4

3 3 5cm

IGM| =

bulunur.

6.21. Teorem: Bir licgende agirlik merkezi ile orta tabanin kenarortayi
kestigi nokta arasindaki uzunluk, kenarortay uzunlugunun altida biri kadardir.
A

B D C

IGK|] 1

G Agirlik Merkezi, [EF] orta taban, [AD] Kenarortay < ppr = ¢

Ispat: [EF] orta taban oldugundan temel benzerlik teoreminden

|aKI = [kp| = 221

olur. G agirlik merkezi oldugundan 6.20. teorem geregi,
AGI 2
|AD| 3

esitligi yazilabilir. Buna gore,

IKG| = |AG| = |AK| = 2|AD|  |AD| _ |AD|

3 2 6

bulunur.

6.22. Teorem: Bir ABC li¢geninde kenarortaylardan herhangi ikisi
birbirine dik olarak kesisiyorsa, tciini kenarortaylarin karesi, diger iki
kenarortaylarin kareleri toplamina esittir.

V2=V + V2
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Ispat: ABC ii¢geninin agirlik merkezi G olmak iizere; BGC dik iicgenine

Pisagor teoremi uygulanirsa,
A

B D C
IBC|? = |BG|* + |GC|?
olur. 6.20. Teoremden ve muhtegem ij(;ll'i teoreminden,
|IBG| = |GC| = 3V, |GD| = V ve |BC| = 2|GD|
olur ki,

(Gv.) =Gw) + (%Vc)z

V2= V24 V2
bulunur.

33’

6.23. Teorem: Bir ABC ilg¢geninde kenarortaydan herhangi ikisi
birbirine dik olarak kesisiyorsa, ii¢lincli kenarin uzunluklarinin karelerinin

toplamina esittir.
A

B a C
5a% = b% + c?

Ispat: ABC iiggeninde kenarortay teoreminden;

a2 b2 c2 a2

2 _ L2 2 2 _
2Vi=b“+c —ZZ@V > t5 - 42
b a2 ¢ b
2 _ L2 2 _ a > _ 2
ZVb—a +C Z@Vb—z‘l'zz 4
2 2 2
2 _ .2 2 _C 5, _a b™ ¢
2Vi=a“+b —2<:>V =5 +—2 7T

esitlikleri 6.22. Teoreminde V2 = Vi + VZesitliginde yerlerine yazilirsa,
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5a% = b? + ¢?
elde edilir. //

Bu kisimda ihtiyacimiza binaen ileride bahsedilecek olan paralelkenar
hakkinda su bilgiyi vermek gerekiyor.

6.24. Teorem: Paralelkenar bir dortgenin karsiikhh kenarlar1 ve
karsilikl acilar1 birbirine esittir.

D C
B o
o §
A B

m(DAG) = m(DCB) = o, m(ADC) = m(CBA) = B < |AB| = |DC|, |AD| = |BC|

Ispat: [DB] kdsegenini ¢izelim.

m(ADB) = mﬁ)EC) = 0 ve m(DBA) = m(BDC) = p

A A
alinirsa, |DB| = |DB| oldugundan A.K.A eslik aksiyomundan ABD=CDB
bulunur. Buna gore,

|AB|  |BD| |DA|

lcDl  IBD|  |BC|

|AB| = [DC|, |AD| = |BC]|
bulunur.

6.25. Teorem: Bir ABC lg¢geninin koselerinden karsi kenara cizilen
paralellerinin olusturdugu ti¢genin c¢evresi, ABC tli¢geninin c¢evresinin iki
katidir.
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Ispat: [DC]//[AB], [FE]//[BC], [DF]//[AC] olugundan,
ABCE dortgeni bir paralelkenardir ve |[BC| = |[AE| = a, |BA| = |[EC|] =¢
ACBF dortgeni bir paralelkenardir ve |BC| = |AF| = a, |AC| = |[BF| = b
ABDC dortgeni bir paralelkenardir ve |BC| = |AC| = b, |AB| = |DC| =¢
bulunur. Buna gore,
C(DEF) = 2 - C(ABC)
olur.

6.26. Teorem: Bir liggende herhangi bir kenarortay ti¢ggeni, alanlari
esit iki licgene ayirir.

ih
L

B
A A
[AD] kenarortay << A(ABC)=A(DBC)

Cc

o
I

Ispat: [AD], [BC] kenarortay1 oldugundan, |BC| = |DC| dir.
BD|-h
A(ABC) %

= 5 = 1
A(ADC) %

A(ABD)=A(ADC)

6.27. Teorem: Bir liggenin kenarortaylari ti¢cgeni, alanlar1 birbirine esit
alt1 icgene ayirir.
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B ) D C
A(A(AS.F):A(FéB):A(B(A}D):A(DéC):A(CéE):A(EéA)

Ispat: A(A1A3C)=s olsun. 6.26. teoremden,

AGB tlicgeninde [GF] kenarortaydir. A(A(A}.F)=A(FéB)=s1

BGC liggeninde [GD] kenarortaydir. A(B(A}D)=A(D(A}C)=s2

CGA t¢geninde [GE] kenarortaydir. A(C(A}E):A(EéA):s3 olsun.

ABC ti¢geninde,
[AD] kenarortay oldugundan 2s; + s, = 2s; +s, ises; =s; (1)
[BE] kenarortay oldugundan 2s; + s; = 2s, + s; ises; = s, (2)
(1) ve (2) esitliginden s, = s, = s; olur. O halde,
A A A A A A
A(AGF):A(FGB):A(BGD):A(DGC):A(CGE):A(EGA):%

elde edilir.

6.28. Teorem: Bir licgenin orta tabanlar: licgeni, alanlar1 esit dort
ucgene ayirir.
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B E C
D, E, F noktalar1 lizerinde bulunduklar1 kenarlarin orta noktalari oldugundan

[DE], [EF] ve [DF] orta tabanlardir ve

AABC)

A(A]SF)zA(D]ABE):A(F]AEC):A(DﬁF)z
tar.

ispat: [FE] L [AB] ve [FE| = 2l ise |FE| = |AD| = DB

[DF] L [BC] ve |DF| = lcllselDFl IBE| = [EC]|

[DE] L [AC] ve |DE| = 'AC'

oldugundan K.K.K. eslik ak51yornundan

ise |DE| = |AF| = |FC|

A A A A
ADF=DBE=FEC=DEF
olur. Buradan,
A
A A A A
A(ADF):A(DBE):A(FEC)zA(DEF):@

bulunur.

6.29. Teorem: ABC licgeninde, D, E ve F noktalar1 kenarlarin orta
noktalari olmak tizere,

A

b~ AAEO

dir.
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. A A
Ispat: |[EK| = |[KF| oldugundan A(AEK)=A(AKF) ve

A(ABK) = ACAEF)

dir. 6.28. Teoremden,

(1)

A(AEF)=

A
A A(ABQC)
2
2 (2)
dir. (2) yi (1) de yerine yazarsak,
A
A
A(AEK)= —A(ABBC)

bulunur.

6.30. Teorem: ABC licgeninde, D, E ve F noktalar1 kenarlarin orta
noktalari olmak tlizere,

A
A
A(EGF)= A(ABCQC)
12
dir.

Ispat: 6.27. Teoremden

A
A
A(AGF) =@ (1)
dir. 6.29. Teoremden,
A
A
A(AKF) :@ (2)

dir. (1) ve (2) den,
A(KéF):A(AéF)—A(AﬁF)
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A A
_ A(ABC) A(ABC)
6 8
A
_ A(ABC)
24

bulunur. Ayrica,

A A
A(EGK)=A(KGF)
oldugundan,

A(EGF)=

A
A A(ABC)
12

elde edilir.
YUKSEKLIK, ACIORTAY ve KENARORTAY ILISKILERI

6.31. Teorem: ABC tlg¢gende A acgismin i¢ acglortayr [AN] ve [BC]
dogrusu Uuzerinde [AD] kenarortay: icin kenarortay ile agiortay arasindaki
fark;

alb—c|
2(b+0)

IND| =
dir.
Ispat: |[BN| = x, IND| = y ve [NC| = z dersek |BD| = |DC| oldugundan;

X+y=z-—y x+y=z-y ise 2y=z—-x
yazilabilir. 6.7. teoreminden;

_ac _ab
“b+c’? T bte
oldugundan,
oy =g — x = ab ac :alb—cl
y b+c b+c b+c
__alb—c|
Y = 20+0)

bulunur.



www.matematikl.com 31

6.32. Teorem: ABC iicgende ayni kenara ait ytiikseklik ile kenarortayin
kenari kestikleri noktalar arasindaki uzaklik;

IDH| =

dir.

Ispat: ABC liggeninde a kenarina ait yiikseklik h,, kenarortay V, olmak
lizere, |DH| = x olsun.
AHC dik tiggeninde Pisagor teoreminden

b? =h2 +(3+ x)2 (1)
c=hZ+(5- x)2 2)

(1) ve (2) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,

bulunur.

6.33. Teorem: ABC iicgende A acisina ait yiikseklik [AH] ve A acisina
ait ic aciortay [AN] ise [NH] uzunlugu;

B H N D c
_ Ib=c|[(b+c a )

INH| = 2 (a " b4c

dir.
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Ispat: 6.7. teoreminden;

_ac __ab
IBH| = g IONI = pie
oldugundan, 6.31. teoremden,
_ alb—|
INDI = 5555
ve
|b2—c2|
IDH| = 2a

oldugunu biliyoruz.
INH| = [HD| — [ND|

"= ap—

2a  2(b+0)
_ [b=c| /b+c a
) (a _b+c)
bulunur.
COZUMLU ALISTIRMALAR

Aciortay Teoremleri

L A ABC bir Gggen
[AN] ic agiortay
3 5 IABl =3 cm
IACl =5 cm
B N ¢ [BCl=6cm

Verilere gore |CN| kag cm dir?

15 15
A)1 B)2 O3 D)~ E)—

|AB| |AC|
= —— dir.
IBN|  |NC|

Coziim: i¢c aciortay teoreminden

A
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INC|] 5k

IBN| 3k

IBN| = |[BN| + [NC| = 3k+5k =6

_6_3
. 8 ¢ 3 15
|CN| =5k=5-Z:T
Cevap:D
2.
[BD isini, ABC agisinin
aglortayi
[DC] L [CB]
IDCl =3 cm

IADI = IBDI =5 cm

Verilere gore |CN| ka¢ cm dir?
A)4 B)5 C)6 D)7 E)8

Cozim: D noktasindan [AB] ye dikme c¢izelim. ABD ikizkenar tiggen
oldugundan |AE| = |EB| olur.

Aclortayin  bir noktadan indirilen dik dogrular birbirine esittir
oldugundan |ED| = |[DC| = 3 cm dir.

3-4-5 lggeni kurall geregi |AE| =|EB| =4 cm olacagindan
|AB| = 8 cm dir.

Cevap: E
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A ABC bir dik Gggen
A, D ve N dogrusal
D, i¢ tedet gemberin

D merkezi
IABI = 2IBNI
B N c
: . A(ADC)
Verilere gore ———— kactir?
A(DNC)

A)1 B)15 €2 D)25 E)3

Cozim: D, aciortaylarin Kesin noktasi, |AB| = 2|BN| dir.
A

2x

Bn Xx N C
|AB| 2X |AC| A(ADC)

IBN| _ x _ INC| _ A(DNC) _

Cevap: C

ABC bir Gggen
[AD] dis aciortay
5IABI = 7IACI
IBCl =4 cm

B C D
Verilere gore |CD| kag cm dir?

A)10 B)9 ()8 D)7 E)6

Cozum: Verilere gore asagidaki sekildeki degerler bulunur.
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Dis aclortay teoreminden
7k 5k

44X X

7x = 20 + 5x

x =10 cm
bulunur.

Cevap: A

5. ABC bir tliggen, [BD] i¢ aciortay,
[DE] L [EB]

[DF] L [BC]
IABI = 5 cm
IDFl = 6 cm
IADI = 3Y5 cm

B .F C
Verilere gore |BD| kag cm dir?

A)9 B)10 C)11 D) 12 E)13

Cozium: Aclortaydan kollara dik inen dogrular birbirine esit oldugundan
|ED| = 6 dir. ADE dik ticgenine Pisagor teoremi uygulanirsa,
|AD|?> = |AE|? + |ED|?

(3V5)? = |AE|* + 6

|AE| = 3
bulunur. BED tli¢geni 3—4-5 kuralina gore;
IBD| = 10 cm

olur.

Cevap: B

6. ABC bir licgen, [AE] i¢ aciortay, [AD] dis acgiortay,

A IAEl = 5 cm
IADI =12 cm
IDCl =15 cm
D B E_ C

Verilere gore |EC| ka¢ cm dir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5
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Cozim: A bitinler agis1 iki i¢ acinin toplamindan olustugundan
m(DAE) = 90 dir.

DAE dik iicgeninde 5-12—-13 uygulaninca |DE| = 13 olacagindan,
IDC| = |DE| — |EC| = 15— 13 =2 cm

olur.
Cevap: B
7.
A
ABC bir dik G¢gen
[AE] ve [CD] i¢ aclortaylar
D IBEI =3 cm
E R IECI =5 cm
Verilere gore A(DEC) kag¢ cm? dir?
A)1 B)2 C3 D)4 E)5
|AB|  |BN]
Cozim: [AE] aciortay oldugundan 3k - sk dir. ABC li¢cgeninde

Pisagor teoremi uygulanirsa;
|AC|? = |AB|? + |BC|?
(5k)? = (3k)? + 82
16k? = 64
k=2
bulunur. BED ti¢geni 3—4-5 kuralina gore;
|AC| = 10 cm, |AB| = 6 cm
olur. A(DEC) = s alimirsa A(ADC) = 2s olur.
A

B 3 E 5 C
A(AEC) = 53—6= 15 = 3s

A(DEC) =5 cm?
olur.
Cevap: E
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& A ABC ve DAC birer
dik Giggen
D IADI = |IAEI = 2 cm
R IBEI=1cm
B [o;

Verilere gore m(BCE) acisi kag derecedir?
A)18 B)20 C)24 D) 30 E)36

Coziim: ADE ikizkenar iiggen oldufundan m(BCE) = m(BCE) =x
diyelim. m(BEC) = x olur.

m(ACE) =y olsun.x + y = 90 olacagindan m(BCE) =y olur. [EC] aciortay

olacagindan i¢ aglortay teoremi geregi;

|AC| 2k

IBK| k
bulunur. ABC iicgenine Pisagor teoremiuygulanirsa;

|AC|* = |AB|? + |BC|?

3% = k% + (2k)?

k=+3
olur. |AB| = 2 bulunur. BEC liggeninin 30—60-90 ti¢geni oldugunu gosterir.
m(BCE) = 30° dir.

Cevap:D

BAC bir dik t¢cgen
[AD], dig agiortay
\ IABl = 6 cm
B C D IACl=4cm
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Verilere gore A(ACD) ka¢ cm2 dir?
A)21 B)22 C)24 D)25 E)26

Cozim: D1s ag1 ortay teoreminden

|AB| |BD| 6 |BD|
T = T isem =T——
|AC|] |cD| " 4 |cD|

6 k+|CD|
olur. |BC| = kahnlrsaz =

icin |CD| = 2k dur.

|CD|

B k C 2k D

A(ABC) = % = 12 cm? olacagindan A(ACD) = 24 cm? dir.

10.
ABC bir G¢gen

[AD], dis aglortay
m(BAC) = 60°

IABl =2 cm
IACI =3 cm

D B C

Verilere gore |BC| ka¢ cm’dir?
A)21 B)22 C)24 D)25 E)26

Coziim: D1s ag1 ortay teoreminden
JAC| ICD|, 3 |CD|

= 1Se =
|AB|  |BD| 2 |BD|

3  k+|BD|
olur.|BC| = kalinirsa— = icin |[BD| = 2kdir.
2 |BD|
60° P
0760\ 3
2

)
N
x
@
x
9}

38

Cevap: C
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ADC iiggeninde i¢ aciortay teoreminden,
|AC| |AD| 3 |AD]

—— = —_icinT = olup |[BD| =6 cm
Bc) ~ 1BD| SNk T 2 ol BDI
dir.
Cevap: A
Kenarortay Teoremleri
11.
A ABC bir G¢gen
D G, agirlik merkezi
IBDI = 3IADI
G
A(BDG) =9 cm?
B C

Verilere gore A(ABC) ka¢ cm’dir?
A)24 B)27 (C)30 D)32 E)36

Cozim: [AG] dogru parcasini ¢izelim. |AD| = x alinirsa |[BD| = 3x dir.

3x’lik kisim A(DBG) = 9 cm? ise x’ik kissm A(DAG) = 3 cm? dir.
A(ABG) = 12 cm? ise A(ABC) = 3+ 12 = 36 cm? dir.
Cevap: E

12.
A BAC bir dik iggen

G, agirlik merkezi
G IAGI =2 cm

B C
Verilere gore |BC| kag cm’dir?
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A)3 B)4 (5 D)6 E)S8

Cozim: [AD] dogrusunu ¢izelim.

B 3 D 3 ¢
Agirhik merkezi uzunlugundan |GD| = 1 cm ve |AD| = 3 cm dir.
ABC dik ticgeninde muhtesem ti¢lii olusup |[BC| = 6 cm olur.

Cevap:D
13.
A ABC bir icgen
IABl =5 cm
s/ ¢ IACI = 7 cm
IBDI = IDCl = 3 cm
B 3 D 3 C
Verilere gore |AD| kag cm’dir?
A)2VJ7 B)2J5 (€)2V3 D)4 E)5
Cozim: [AD] kenarortaydir. Kenarortay teoremlerinden,
2
2AD[2 = [ABJ? + acl? — 5L
62
2|AD|? = 5% + 72 -5
|AD| = 24/7 cm
Cevap: A
14.
A ABC bir iggen
[DE] / [BC]
») E




www.matematikl.com 41

A(ABD)
ABC liggeninin agirlik merkezi [DE] tizerinde olduguna gore, m orani

kactir?
A)2 B)3 (€4 D)5 E)6

Cozim: ABC liggeninin agirlik merkezi [DE] lizerinde olduguna gore,
|AE| = 2|EC| dir. |EC| = x alirsak |AE| = 2x olur.

A(DEC) = 2s alirsak A(ADE) = 4s ve A(ADC) = 6s olur.

A(ADC) = 6sise A(BDC) = 3s olur.

A(ABD) 9s ;
A(BDC) 3s
olur.
Cevap: B
15.
A ABC bir tggen
[AH] 1 [BC]
IBDi = IDCl =4 cm
IACI =8 cm
B H D C  C(ABC)=20cm

Verilere gore |HD| ka¢ cm’dir?
5 7
A)2 B)E 03 D)E E) 4

Coztim: C(ABC) = 20 cm olduguna gore |AB| = 4 cm dir.
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A
a4 8
o
B HXD 9
” 4 T 4 1
|[HD| = x olsun. 6.32. teoreme gore;
|AC|? — |AB|? = 2|BC||HD|
82-42=2-8"x
x =3 cm
bulunur.
Cevap: C
16.
A ABC bir ikizkenar tiggen
IABI = IACI
G, agirlik merkezi
@ IBCI = 12 cm
B 12 C IBGI=3V5 cm

Verilere gore |AG| kag cm’dir?
A)4 B)5 C6 D)7 E)S8

Cozim: [AH] dogrusunu c¢izelim. ABC ikizkenar ticgen oldugundan [AH]
kenarortay, aciortay ve yiiksekliktir. |BH| = |[HC| = 6 cm
A

B 6 H 6 C

BGH dik tiggeninde Pisagor teoremi uygulanirsa;

|IBG|? = |BH|? + |HG|?

(3v5)? = 6% + [HG|?

|[HG| =3 cm

|AG] =23 =6cm
olur.

Cevap: C
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17.
ABC bir G¢gen

G, agirlik merkezi
[GH] L [AB]
IABl =8 cm
A(BCG) = 12 cm?

Verilere gore |HG| kag cm’dir?
A)2 B)3 Q4 D)5 E)6

Cozim: [AG] dogru parcasini ¢izelim.
» A

B ©
A(ABG) = A(BGC) = 12 cm oldugundan
8-|HG|
S =
|[HG| = 3 cm
olur.
18.
A ABC bir ikizkenar iicgen
IACI = IBCI
. G, agirlik merkezi
G
[AE] L [BD]
B E C IGDI=1cm

Verilere gore |AB| kag cm’dir?

A)1 B)V2 (2 D)2v2 E)3

Cozim: G agirhik merkezi oldugundan |BG| = 2|GD| = 2 dir.

ABC ikizkenar ti¢gen oldugundan |[AG| = |BG| = 2 dir.

43

Cevap: B
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ABG ikizkenar dik iicgen oldugundan |AB| = 2+/2 olur.

Cevap:D
19.
ABC bir (icgen
G, agirhk merkezi
[CD] L [DB]
IBGlI =3 cm
B C IDCl=4cm
Verilere gore A(ABC) kag cm?2 dir?
A)12 B)14 C(C)15 D) 16 E)18
Cozim: A(BGC) = - = 6 cm
A(ABC) =3 -A(BGC) = 3- 6 = 18 cm?
Cevap: E

20. Bir dik ticgenin dik kenarlarinin uzunluklari 3 cm ve v/7 cm dir. Bu
dik tiggenin dik kenarlarina ait kenarortay uzunluklarinin kareleri toplami
kactir?

A)20 B)21 C)22 D)23 E)24

Cozum: Verilere gore asagidaki sekil cizilebilir.
a'\ A ‘.o

A\,

Pisagor teoreminden |BC| = 4 ve muhtesem tgliidden |AF| = |BF| = |FC| = 2
dir. (Neden?) 6.19.teoremden dik liggenin kenarortaylari;
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5V2=VZ+ V2
5:22=VZ+V?

VE+VZE=20
bulunur.
Cevap: A
21.
A ABC bir Gggen
G, agirhk merkezi
D, E IADI = IDBI
IGFI =6 cm
B F c
Verilere gore |AL| kag cm’dir?
A)6 B)7 (€8 D)9 E)10
Cozum: G agirhk merkezi oldugundan asagidaki sekil cizilir.
A
|GF| = 2x = 6 ise |AL| = 3x = 9 cm dir.
Cevap:D

22. Bir ABC iicgeninde V. kenarortayr 24 cm dir. Uggenin agirhk
merkezinin A kdsesine uzakligi ka¢ cm dir?

A)12 B)13 C)14 D) 15 E) 16

Cozum:

A




w

Nk
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|GA| =2—\3/a=2'3£=16cm
Cevap: E
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