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12. BOLUM
CEMBERDE UZUNLUK

CEMBER ve YAYIN UZUNLUGU

1. Cemberin Cevresi

Biitiin ¢emberle de, ¢cevre uzunlugunun ¢ap uzunluguna orani sabit bir
sayiy1 verir. Bu sabit saylya m olarak adlandirilir.
m = 3,14159265358979323846264338332795 -
biciminde bir sayidir. Bu saymin sonucu giiniimiizde tam tespit edilememistir.
Dolayisiyla rasyonel veya irrasyonel olup olmayacagi bilinmemektedir. Ama
cogunlukla matematikgiler irrasyonel say1 olarak kabul ederler. Cokgenler ve
dizilerin limitleri konusunda m sayisinin hesaplanmasi izah edilecektir.

¢

Yaricapir, ¢cevresi C olan bir cemberde, T = T

yani, C = 2mr

Ornek: Cap1 10 cm olan bir cemberin ¢evre uzunlugu nedir?

Cozim:r = 12—0 = 5 cm oldugundan ¢ = 2nr = 20w cm

2. Yay Uzunlugu

Cemberin cevresinin uzunlugu C = 27tr nin bir kismiin uzunluguna
yay uzunlugu adi verilir.

12.1. Teorem: Yaricapir olan cemberde 0° < a < 360° olmak iizere, a
merkez agisinin gordiigii m(AB) nin uzunlugu,
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A y

an

|AB| = 360 &

dir.

Ispat: Bir ¢emberin tamamim goren merkez acisinin 6lgiisii 3600 ve
cemberin ¢evresi 2nr olduguna gore,
3600 lik merkez a¢1 2nr uzunlugundaki yay: goriirse,
a derecelik merkez ag1 AB uzunlugundaki yay1 goriir.

2T[I‘

AB| = 360 &

olur.

Ornek: Cap1 20 cm olan gemberde 72° lik merkez aginim gordiigii yaymn
uzunlugunu bulunuz.

Cozim: r = 2 =10 cm ise |AB| = 2;6%)0 72 = 41t cm

Ornek: Yaricap1 12 cm olan bir cemberde a derecelik bir merkez a¢inin
gordiigl yayin uzunlugu 3m cm olduguna gore a’'nin degerini bulunuz.

Cozim: Yaym uzunlugu= % a
3 = 2012
T=7360 ¢
o = 45°

DUZLEMDE BiR DOGRU iLE BiR CEMBERIN BiRBiRiNE GORE KO-
NUMLARI

Ayni duzlemde bulunan bir dogru ile bir ¢emberin birbirine goére ko-
numlari, bu dogrunun ¢ember merkezine olan uzakligina baghdir.
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Diizlemde bir dogru ile cember ii¢ farkli konumda bulunurlar:
1. Dogru ile cember kesismez

2.Dogru ile cembere teget
3. Dogru ile cember iki noktada kesisir

1. Cemberin merkezinin dogruya olan uzakligi cemberin yaricapindan
biiyiik ise dogru ile cember kesismezler.

@
- |-
H

[OH] L dve [OH| > rised nC =< dir.

5 d

r

2. Cemberin merkezinin dogruya olan uzaklig1 cemberin yaricapina esit
ise dogru cembere tegettir.

@d
H
[OH] L d ve |[OH| = rised nC = {H} dir.

3. Cemberin merkezinin dogruya olan uzakligi cemberin yaricapindan
kiiglik ise dogru ile gember farkh iki noktada kesisirler.

0
‘A\I_/B >d
H

[OH] L dve [OH| < rised N ¢ = {A,B} dir.

DUZLEMDE iKi CEMBERIN BIiRBiRINE GORE KONUMLARI
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Ayni diizlem icinde bulunan iki gemberin birbirlerine gore konumlari,
yaricaplarina ve merkezleri arasindaki uzakliga baghdir. Buna gore iki cembe-
rin durumu ti¢ farkl sekilde incelenir. Bunlar;

1. Ayrik cemberler
2. Teget cemberler
3. Kesisen ¢emberler

12.1. Tanim: Iki cemberde hicbir ortak noktalar1 olmayan ¢emberlere
ayrik cemberler denir.

a) 01 ve Oz merkezli iki cember birbirlerinin dis bolgelerinde ve mer-
kezleri arasindaki uzaklik yarigaplariin toplamindan biiyiik ise bu ¢emberler
distan ayriktirlar.

01 02
d

|0,0,| =d, riverzyarigapised >r, +r,ve ¢, NC, =

b) Cemberlerden biri digerinin i¢ bolgesinde olan ve ortak noktalar:
olmayan ¢cemberlere icten ayriktirlar.

|0,0,| =d, riverzyarigapised<r, —r,ve ¢, NC, =

12.2. Tanmm: Iki cemberin yalniz bir ortak noktasi olan ve birbirine
teget cemberler olan ¢emberlere teget cemberler denir.
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a) Yalniz bir ortak noktasi olan ve birbirinin dis bélgesinde olan ¢em-
berlere distan teget cemberler denir.

|0,0,] =d,riverzyarigapised=r; +r, ve C; N ¢, = {A}

b) Yalniz bir ortak noktasi olan ve kiiciigli biiytigiiniin i¢ bolgesinde
olan ¢emberlere icten teget cemberler denir.

|0,0,| =d, riverzyarigapised <r, —r, ve C; N ¢, = {A}

12.1. Sonug: Birbirine distan veya icten teget iki cemberin ortak nokta-
s1, cemberlerin merkezlerini birlestiren dogru tlizerindedir.

12.2. Sonug: Birbirine distan veya icten teget iki cemberden, birbirine
kesisme noktasinda cizilen teget dogru, diger cembere de ayni noktada teget-
tir.

12.3. Tammm: Iki cemberin yalniz iki ortak noktasi olan cemberlere ke-
sisen cemberler denir.
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A

\/

B
|0,0,| = d, riverzyarigap ise |r; +r,| <d<r; +r,ve ¢, N ¢, = {A B}

13.4. Tanim: Kesisen iki cemberin yaricaplar: gemberin kesisme nok-
talarinda birbirlerine dik ise bu ¢emberlere, dik kesisen cemberler denir. A ve
B kesisme noktalari ise,

A

B

[0,A] L [0,A] ver?+r12=]0,0,/?
dir.

12.5. Tanim: Kesisen iki cemberin kesisme noktalar1 A ve B olsun. A ile
B arasindaki AB dogru parc¢asina, bu iki cemberin ortak kirisi denir.

12.2. Teorem: Herhangi bir ¢ember farkh iki noktada kesisiyor ise
merkezlerin belirttigi dogru parcasi cemberlerin ortak kirisini dik ortalar.
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iki gember A ve B noktalarinda kesisiyor < [AB] L 0,0,

Ispat: |0,A| =10,B| =r; ve |0,A| =]0,B| =r, oldugundan AO,BO,
dortgeni deltoiddir. Deltoidde es kenarlarin ortak noktalarindan gegen kose-
gen digerini dik ortaladigindan,

[AB] L |0,0,| ve |AE| = |EB]|
dir.

Ornek: Sekilde, yaricap: r1 olan merkezli cemberin icine, yarigap uzun-
luklari r2 olan, birbirine distan teget li¢ es ¢izilmistir.

A
r
OA dogrusu ii¢ degme noktasindan gectigine gore, r_l orani kactir?
2
L 5 r, 5 .
Cozim: |OA| = r; = 5roldugundan — = 1= 5 dir.
Iz

Ornek: Sekildeki O merkezli cember [AB] ye T de, AB yay1 S de tegettir.
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[AB] caph yarim ¢cember |AT| = 6 cm ve |[TB| = 4 cm Buna gore, bu cemberin
yarigapi ka¢ birimdir?

Coziim: |AB| = 6 + 4 = 10 cm ise bliylik gemberin yarigap1 |QS| = 5 dir.
|QT| =5 — 4 = 1 olur. Buna gore,

A Q 17 B
6 4 —

|SO| =r almnirsa |QO| = 5 — r olacagindan AOT liggeninde Pisagor teoremi
kullanilirsa,

|QO|? = |QT|? + |TO|?

(5-1r)2=1%+r?

r= 12 m
olur.
KiRi$ OZELLIKLERI
12.3. Teorem: Bir cemberde, merkezden Kkirise inilen dikme kirisi orta-
lar.

C(O, r) cemberinde, [OH] 1 [AB] < |AH| = |HB]|

Ispat: |OA| = |OB] =r oldugundan, OAB iiggeni ikizkenar ve
m(0AB) = m(OBA) olur. m(0OAB) = m(0OBA) ve m(OHA) = m(OHB) oldugun-

A A
dan m(AOH) = m(BOH) dir. Buradan OAH=OBH yani AKA. eslik teoremi
olur. Es ti¢genlerde karsilikli kenarlar es oldugundan [AH] = [HB] veya
|AH| = |HB| bulunur.
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12.3. Sonug: Bir cemberde, kirisin orta dikmesi cemberin merkezinden
gecer.

12.4. Sonug: Bir cemberde, Kirisin orta noktasini cemberin merkezine
birlestiren dogru, kirise diktir.

Ornek: O merkezli ¢emberde |ON|=3v5cm, |KN|=9cm ve
[ON] L [OK] olduguna gore, |KM| yi bulunuz.

M

Coziim: [OH] L [MN] olacak sekilde [OH] dikmesini gizersek,
INH| = |HM| olur. OKN ti¢geninde OKlid teoreminden,

|ON|? = |NH] - [KN|
(3V5)% = [NH| - 9
INH| =5 cm
dir. O halde INK| =9 —-5=4cmve |[KM| =5 —4 = 1 cm bulunur.

12.4. Teorem: Bir cemberde, uzunluklar: esit olan kirislerin merkeze
uzakliklar: esittir.
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D

A F B
C(O, r) cemberinde,
|AB| = |CD|, [OF] L [AB] ve [OE] 1 [CD] < |OE| = |OF|

Ispat: |AO| = |CO|, |BO| = |DO| ve |AB| = |CD| oldugundan, K.K.K. eslik

A A
teoremine gore AOB=COD olur. Es liggenlerde karsilikh yiikseklikler es ola-
cagindan, [OE] = [OF] veya |OE| = |OF| bulunur.

12.5. Sonug: Bir cemberde, merkezden esit uzunluktaki kirislerin uzak-
liklar esittir.

Ornek:

Sekilde O merkezli iki cember veriliyor. [AB] ve [CD] kii¢iik cembere P ve T
noktalarinda tegettir. Biiyilk ¢emberin yarigapt 13 cm, |AB|=5x—1 ve
|CD| = 4x + 4 olduguna gore, kii¢iik gemberin yarigapini bulunuz.

Cozim: Yaricap degme noktasinda tegete dik oldugundan, [OP] L [AB]
ve [OT] L [CD]dir. |OP| = |OT| oldugundan |AB| = |CD| olur. Buradan,
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5x—1=4x+4isex =4
|[AB|]=5:5—-1=24cm
dir. O halde, POB dik liggeninde 5 — 12 — 13 licgeninden r = 5 cm bulunur.

12.5. Teorem: Bir ¢emberde, var olan iki kiristen buyik olan kiris
merkeze daha yakindir.

|AB| > |CD|, [OH] L [AB]ve [ON] L [BC] < |OH| < |ON]|

ispat: [HB| = 22 ve [BN| = 2 ise |HB| > [BN|
Bir iicgende biiylk kenar karsisinda biiyiik ac1 olacagindan, HBN ti¢geninde,
m(NAB) < m(HNB) olur. m(0OHB) =90 ve m(0AB) = m(ONB) =90 oldu-
gundan m(ONH) < m(OHN) olur. O halde, OHN ii¢geninde |OH| < |ON| bulu-

nur.

12.6. Sonugc: Bir ¢cemberin iki kirisi merkezden ayni uzaklikta degil ise,
merkeze yakin olan kiginin uzunlugu diger kirisin uzunlugundan daha byt k-
tar.

Ornek: O merkezli ve 13 m yaricaph bir cemberin icinde merkezden 12
cm uzaklikta bir P noktasi aliniyor. P noktasindan gegen en biiyiik kirigin
uzunluklari toplamini bulunuz.

Cozim: P noktasindan gecen en biytk kiris [CD] capidir. En kisa kiris
ise [CD] ¢apina P noktasinda dik olan [AB] Kkirisidir.
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C
A B
SPF5

12 13
(0]

D
Yaricap: r = 13 cm ise |CD| = 26 cm’dir. |OP| = 12 cm ve |OB| = 13 cm ise
POB dik licgeninde,
|OB|2 = |OP|? + |PB|?
|PB|? = 132 — 122
|PB| =5 cm
dir. O halde, |AB| + |CD| = 10 + 26 = 36 ¢m bulunur.

TEGETIN OZELLIiKLERI

12.6. Teorem: Cemberin herhangi bir tegeti degme noktasinda yarica-
pa diktir.

d
- »

A H
d dogrusu H noktasinda O merkezli cembere teget < [OH] L d

Ispat: [OH] yarigapinin d dogrusuna dik olmadigini kabul edelim. d do g-
rusuna O merkezinden [OA] dikmesini cizersek |OA| < |OH| olur. H noktasi
cemberin lizerinde, A noktasi da ¢gemberin disinda oldugundan |OA| > |OH]|
dur. Bu durum ise celigkidir. O halde,

|0A| = |OH| ve [OH] L d
olur.

12.7. Sonug: Bir ¢emberde, degme noktasinda teget cikarilan dikme,
cemberin merkezinden gecer.
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12.8. Sonuc¢: Cemberde bir ¢apin u¢ noktalarindan gecen tegetler birbi-
rine paraleldir.

12.7. Teorem: Bir ¢cembere disindaki bir noktadan cizilen teget parcga-
larin uzunluklari birbirine esittir.

[PA ve [PB, O merkezli cembere A ve B noktalarinda teget < |PA| = |PB|

Ispat: Teget degme noktasinda yaricapa dik oldugundan [OA] L [PAve
[OB] L [PB dir. |0A| = |0B| =1, m(0AP) = m(0BP) = 90° ve |OP| ortak ke-

A A
nar oldugundan, hipoteniis ile dik kenar esitliginden POA=POB olur. Es ti¢-
genlerde karsilikli kenarlar es olacagindan |PA| = |PB| bulunur.

12.9. Sonug: Bir ¢cemberde disindaki bir noktadan cizilen tegetlerin
olusturdugu acinin agiortay1 cemberin merkezinden gecer.

Ornek: [PA ve [PB, O merkezli cembere A ve B noktalarinda tegettir.
[TK] ise ¢embere E noktasinda tegettir. TKP tliggenin ¢evresi 24 cm olduguna
gore, |PA| dogrusunu bulunuz.

>

Cozim: |PA|=|PB|=a ve |AT|=|TE|=x ise |PT|=a—x ve
|KB| = |KE| =y ise |PK| = a —y olur. Buna gore,
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A
C(TPK)=a—x+a—-y+x+y=24
a=12cm
bulunur.

Ornek: [PT, O merkezli cembere T noktasinda tegettir. [AB] L [PT,
|PA| = 8 cm ve |AO| = 6 cm olduguna gore, |[AB| dogrsunu bulunuz.

A A
[AB] // [OT] ise A. A. A. benzerlik teoreminden, BPA~ TPO olur. O halde,

|PA|  |AB|
|po| ~ |oT|
8 |AB|
14 6
|AB| = % cm

olur.

iKi CEMBERIN ORTAK TEGETLERI

12.6. Tanim: Ayni diizlemde bulunan iki gembere de teget olan dogru-
ya, bu cemberlerin ortak tegeti denir. Ortak tegetler, ortak dis teget ve ortak i¢
teget olmak tizere iki gruba ayrilr.

1. Ortak Dis Tegetler
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12.7. Tanim: Cemberlerin her ikisi de ortak tegete gore ayni yari diiz-
lemde ise bu ortak tegete, iki cemberin ortak dis tegeti denir. Ortak dis tegetle-
rin degme noktalar1 arasinda kalan dogru pargalarina bu iki ¢gemberin ortak
dis teget parcgasi denir.

Ustteki sekilde d, f, m, n, s, r ve k dogrulari gemberin ortak dis tegetleridir.

2. Ortak I¢ Tegetler

12.8. Tanim: Cemberler ortak tegete gore, farkl yar: diizlemlerde ise
bu ortak tegete, iki cemberin ortak i¢ tegeti denir. Ortak i¢ tegetlerin, degme
noktalari arasinda kalan dogru parcalarina bu iki gemberin ortak i¢ teget par-
¢as1 denir.

Ustteki sekilde d, f ve k dogrular1 cemberin ortak i¢ tegetleridir.

12.8. Teorem: ki cemberin,
a) Ortak dis teget parcalarinin uzunluklari esittir.
b) Ortak i¢ teget parcalarinin uzunluklari esittir.
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[PB ve [PD, 01 ve Oz merkezli gemberin ortak dis tegetleri < |AB| = |CD|
[EH] ve [GF], O1 ve Oz merkezli cemberin ortak i¢ tegetleri & |EH| = |GF]|

Ispat: a) Bir cembere disindaki bir noktadan cizilen teget parcalarinin
uzunluklar esit oldugundan,
|PB| = |PD| ve |PA| = |PC]|
olur. Bu esitlikleri taraf tarafa ¢ikarirsak,
|PB| — |PA| = |PD| — |PC|
|AB| = |CD|
bulunur.

b) Bu 6nermenin dogrulugu okuyucuya birakilmistir.

12.9. Teorem: ki cemberin,

a) Ortak dis tegetlerinin kesim noktas: ile merkezleri ayn1 dogru tize-
rindedir.

b) Ortak i¢ tegetlerinin kesim noktasi ile merkezleri ayn1 dogru tizerin-
dedir.

[PB ve [PD, O1 ve O2 merkezli gemberin ortak dis tegetleri < P, O1 ve 02
noktalar1 dogrusal

[EH] ve [GF], O1 ve O2 merkezli ¢gemberin ortak i¢ tegetleri < 01, R ve
02 noktalar1 dogrusal

ispat: a) [0,A] L [PB, [0,C] L [PD ve |0,A| = |0,C|
[0,B] L [PB,[0,D] L [PDve |0,B| = |0,D|
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Aclortay dogrusu lizerinde alinan bir noktadan a¢inin kenarlarina gizilen dik-
melerin uzunluklar: birbirine esit oldugundan, [PO,, BPD a¢isinin aglortayidir.
O halde, P, O1 ve Oz noktalar1 dogrusal noktalardir.

b) [0,E] L [EH, [0,G] L [GF ve |0,E| = |0,G]|
[0,H] L [EH, [0,F] L [GF ve |0,H| = |0, F]|
Aclortay dogrusu lzerinde alinan bir noktadan a¢inin kenarlarina c¢izilen dik-
melerin uzunluklar1 birbirine esit oldugundan, [RO, ], ERG agisinin, [RO, ], FRH
acisimin aglortayidir. O halde, ERG ile FRH ag¢ilar ters acilar oldugundan, O1, R
ve 02 noktalar1 dogrusal noktalardir.

iKi CEMBERIN ORTAK DI$ TEGET PARCASININ UZUNLUGU

12.10. Teorem: Yaricap uzunluklari r1 ve r2 olan iki cemberin ortak dis
teget parcasinin uzunlugu |AB| ve ¢emberlerin merkezleri arasindaki uzaklk d
ise,

|AB| = /d? — (r; —1,)?
dir.

Ispat: [02H] // AB olacak sekilde [0zH] nu ¢izersek, HO102 dik iiggen ve
|0, H| = |AB| olur. Buna gore, |0,H| = r; —r, dir. Pisagor teoreminden,
|0,0,]? = |0,H|? + [HO, |?
d? = (r; — r,)? + |ABJ?
|AB| = ,/d% — (r; — ;)2

olur.

Ornek: AB dogrusu 01 ve Oz merkezli cemberlerin ortak dis tegetidir.
r, =6 cm,r, = 2 cmve |AB| = 8v/2 olduguna gére |EF| dogrusunu bulunuz.
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Coziim:r; =6 cm,r, =2 cm, |0,0,| = |EF|+ 6+ 2 cm
|AB| = /d? — (r; —1,)?
8VZ = \/([EFT + 8)7 — (6 — 2)?
128 = (|EF| +8)2 — 16
144 = (|EF| + 8)2
|EF| = 4 cm

12.11. Teorem: Yaricap uzunluklari r1 ve r2 olan iki cember birbirleri-
ne distan teget ise teget parcasinin uzunlugu |AB] ise,
A

|AB| = 24/T,T,
dir.

Ispat: [02H] // AB olacak sekilde [02H] dogru pargasini ¢izersek, HO102
dik tiggen ve |0,H| = |AB| olur. Buna gore |0,H| =r, —r, ve |[0,0,| =1, +T1,
dir. Pisagor teoreminden,

|0,0,]? = |0,H|* + [HO, |?

(ry +712)% = (r; —r;)* +|ABJ?

r#+ 2r;r, +r; =ri — 2r;r, + r7 + |ABJ?
|AB| = 2yF;T,

olur.

iKi CEMBERIN ORTAK iC TEGET PARCASININ UZUNLUGU
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12.12. Teorem: Yarigap uzunluklari r1 ve r2 olan iki gemberin ortak i¢
teget parcasinin uzunlugu |AB| ve ¢emberlerin merkezleri arasindaki uzaklk d
ise,

|AB| = \/dz —(r; +71y)?
dir.

Ispat: [02A] nun uzantisi, AB dogrusuna paralel [01H] nu H noktasinda
kessin. ABO1H dikdortgeni olusur.

Buna gore,
|0,H| = |AB]|, |0,B| = |AH| =1, ve [O,H| =1, +T,
olduguna gore 0102H dik liggende Pisagor teoreminden,
|0,0,]? = |0,H|* + [HO, |?
d? = |AB|? + (r; + r,)?
|AB| = /d% — (r; +1,)?

bulunur.

Ornek: AB dogrusu 01 ve Oz merkezli cemberlere A ve B noktalarinda
tegettir. r; = 3 cm, r, = 4 cm ve |AB| = 4+/2 olduguna gére |0, 0,| dogrusunu
bulunuz.
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M

Cozum: [O2H] // AB olacak sekilde [O2H] nu cizelim.

[0,H] 1 [0,H], |0,H| = |AB| =4v2,|0,B| = |AH| = 4 cm, |0,H| = 7 cm'dir.
A

|0,0,| = x cm olsun. 0, HO, dik Giggeninde Pisagor teoreminden,
|0,0,]? = |0,H|* + [HO, |?
x2 = 7%+ (4/2)?
X =9 cm

bulunur.

CEMBERDE KUVVET

12.8. Tanim: Diizlemde bir cember ve sabit bir P noktas1 alalm. P nok-
tasindan gecen ve cemberi kesen sonsuz sayida kesen vardir ve bu kesenlerin
cemberi kestigi noktalarla P noktasi arasindaki uzakliklarin ¢arpimi sabittir.
Bu sabit carpima P noktasinin ¢embere gore kuvveti denir.
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P noktasinin, O merkezli cemberin merkezine uzakhg |OP| = d ve ¢cemberin
yarigap uzunlugu r ise k = d? — r? nin degeri P noktasinin cembere gore kuv-
vetine esittir.

1.d* —r? = 0 © d = rolacagindan P noktasi cemberin tizerindedir.
2.d*> —r? > 0 & d > rolacagindan P noktasi cemberin disindadir.
3.d? —r? < 0 © d < rolacagindan P noktasi cemberin icindedir.

12.13. Teorem: Ayni diizlem {lizerinde bir ¢ember ve disinda bir nokta
P olsun. PA dogrusu ¢cembere A noktasinda teget ve P den gecen bir kesen
cemberi B ve C noktalarinda kesiyorsa,

A

|PA|? = |PB| - |PC|
dir.

Ispat: [AB] ve [AC] dogru pargasmni ¢gizelim.
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C
Ayn1 yayr goren cevre acl ile teget kiris a1 Olciileri esit oldugundan
m(PAB) = m(PCA) dir. PBA ve PAC iiggenlerinde ortak agt m(P) oldugundan

A A
A.AA. benzerlik teoremine gore, PBA~ PAC olur.
|PB|  [PA]

IPA| ~ |PC]|
|PA|? = |PB| - |PC|
bulunur.

Ornek: [PT ¢ember T noktasinda tegettir. |[PA| = 4 cm ve |AB| =5 cm
olduguna gore, |PT| = X'i bulunuz.

P 4A/—5\B .

T

Coziim: 12.13. Teoremden,
|PA|? = |PB| - |PC]
|PA[?=(4+5) 4
|PA| = 6 cm

olur.

Ornek: [CB ve [AC ¢cembere sirasiyla B ve E noktalarinda tegettir. A, D,
B dogrusal noktalardir.
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A
D\
9

B 5 C
|IBC| = 5 cm, |[AC|] =9 cm ve |AB| = 8 cm olduguna gore, |[DB| dogrusunu bu-
lunuz.

Cozim: |BC| = |EC| = 5 cm ise |AE| = 9 — 5 = 4 cm’dir. |DB| = x alinir-
sa |AD| = 8 — x olur. Bir noktanin ¢embere gore kuvvetinden,
|AE|* = |AD| - |AB|
4?2 = (8 —x) X
X =6 cm
bulunur.

12.14. Teorem: Bir ¢cember ve disindaki herhangi bir P noktas1 ayni
diizlem tlizerinde verilsin. P den gecen herhangi iki kesen ¢emberi A ve B, C ve
D noktalarinda kesiyorsa,

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
dur.

Ispat: [AD] ve [BC] kirislerini cizelim.
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Ayn1 yay1r goren cevre agl ile teget Kiris ac1 Olciileri esit oldugundan
m(ADP) = m(CBP) dir. PAD ve PCB iiggenlerinde ortak agt m(P) oldugundan

A A
A.AA. benzerlik teoremine gore, PAD ~ PCB olur.
|[PA|  |PD|

|PC|  |PB|
|PA| - |[PB| = |PC| - |PD|
bulunur.

Ornek: P, A ve B, C ve D noktalar1 dogrusaldir. |PA| = |AB| = 3 cm ve
|PC| = 2 cm olduguna goére |CD| dogrusunu bulunuz.

" B
s 3

2 3

Coziim: 12.14. Teoremden,
|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
3:3+3)=2-(2+x)
X =7 Xm

olur.

Ornek: ABC dik iiggeninde, A merkezli cember yay1 [BC] kenarini C ve E
de kesmektedir.
C

5 DN

A 12 B
|AC|] =5 cm ve |AB| = 12 cm olduguna gore |BE| dogrusunu bulunuz.

Cozlim: Cemberi tamamlayalim. [AB] dogru parc¢asinin uzantisi, cembe-
ri K ve P noktalarinda kessin.
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C
13
5 D
X
K 5 A 5 P 7 B

O halde |AC| =|AP| =|AK| =5cm ve |PB|= 7 cm olur. ABC tli¢geninde
5— 12 — 13 liggeninden |BC| = 13 cm olur. O halde B noktasinin cember kuv-
vetinden,

IBD| - [BC| = |BP| - |BK]|

x-13=7-17

BEECIN
13

bulunur.

12.15. Teorem: Ayni diizlem iizerinde bir ¢cember ve i¢ bolgesinde bir
P noktasi verilsin. P den gecen herhangi iki kesen ¢cemberi A ve B, C ve D nok-
talarinda kesiyorsa,

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
dur.

Ispat: [AD] ve [BC] ni gizelim.
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Ayni yay1 goren cevre agilarin dlciileri esit oldugundan m(PKD) = m(PCB) ve
m(PDA) = m(PBC) dir. PAD ve PCB iiggenlerinde ortak agi m(P) oldugundan

A A
A.A.A. benzerlik teoremine gore, PAD ~ PCB olur.
|PA|  |PD|

|PC|] ~ |PB|
|[PA| - |PB| = [PC| - [PD|
bulunur.

Ornek: [AB] ve [CD] kirisleri P noktasinda kesismektedir. |PC| = |PD|,
|PA| = 3 cm ve |PB| = 6 cm olduguna gore, |PC| dogrusunu bulunuz.

C

s

Cozim: 12.15. Teoremden,
|PA| - |PB| = |PC| - |PD|
3:6=x-Xx
x = 3v2 cm

olur.

Ornek: O merkezli cemberde [AB] ile [CD] nin kesisme noktasi P dir.
A D

C B
|OP| = 1 cm, |PA| = 8 cm ve |PB| = 6 cm olduguna gore, ¢cemberin yarigapini
bulunuz.

Cozim: |PC| =r— 1 cm ve |PD| = r+ 1 cm olur. O halde bir noktanin
cembere gore kuvvetinden,
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|PA| - |[PB| = |PC| - [PD|
8:6=(r—-1)(r+1)
r=7cm

olur.

Ornek: O merkezli yarim gemberde [CD]_L[EH] ve [AB].L[EH] dir.
H

C/,/”E?_“““\\\D
4 |F x
4
{ B
|EF| = 8 cm, |CF| = |FH| = 4 cm olduguna gore, |FD| dogrusunu bulunuz.

Cozim: Cemberi tamamlayalim. [EH] dogru parcasinin uzanti yay1 K
noktasinda kessin.

|EH| = |HK| = 6 cm olur. O halde, F noktasinin gembere gore kuvvetinden,
|FC| - [FD| = |FE| - [FK]|
4-x=2-10
X =5cm

bulunur.

12.16. Teorem: Cember tUzerindeki bir noktanin ¢cembere gore kuvveti
sifirdir.

l'U

Ispat: k = d? — r? ve d = r oldugunda k = 0 bulunur.
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KUVVET EKSENIi

12.9. Tanim: Diizlemde iki gembere gore, ayni kuvvette olan noktalarin

kiimesi, bu iki cemberin kuvvet ekseni denir.
4

T,

Kuvvet
v ekseni

Sekilde T, ve T, tegetlerin degme noktalaridir |AT,| = |AT,| oldugundan A,
kuvvet ekseni iizerindedir. Kuvvet ekseni lizerinde alinan her A noktasi ce m-
bere cizilen tegetler iizerindedir. Bu tegetler cemberde kuvvet olustururlar.

P

Kuvvet ekseni iizerinde rastgele alinan P,R ve S noktalarinin iki cember iize-
rindeki tegetler arasinda |AP| = |PB|, |CR| = |RD|, |ES| = |SF]| esitlikleri var-
dir.

d & Kuvvet
ekseni d ‘ssggﬁf
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12.17. Teorem: ki cemberin merkezlerini birlestiren dogru, bu ¢cem-
berin kuvvet kesenine diktir.

d ‘LP
T
S
A {
O H Oy
Y

Ispat: Yaricaplarir, ver, olan ¢(0,,r,) ile C(0,,r,) ¢cemberleri disinda
aliman bir P noktasindan, ¢embere cizilen teget parcalarinin uzunluklar
|PT| = |PS| dir. P ile O, ve O noktalarini birlestirelim ve |PO, | = d, |[PO,| = d,
diyelim. |PT| = |PS| ve P noktasmin her iki cembere gore de kuvveti ayni ola-
cagindan,

|PT|? = d? —r? ve |PS|? = d3 — r?

rs —rz=dz—d?
oldugu gorilir. [PH] L1 [0,0,] ¢izilirse, H noktasinin,

C(0,,r;) cemberine gore kuvveti, [HO, |*> —r?2 (1)

C(0,,r,) ¢emberine gore kuvveti, |[HO,|? — r2 (2)

PO1H ve PHO:2 dik tiggenlerinde,

d? = |PH|? + |HO,|? ve d5 = |PH|? + |HO,|?
oldugundan

d3 —d? = |HO,|* — |[HO, |2

rz —r? = |HO,|?> — |HO,|?

|[HO, |> — r = |HO, |* — r
olur. Bu sonug (1) ve (2) esitliginde de goruldigu gibi H noktasinin cembere
gore kuvvetidir. O halde, H noktasi kuvvet ekseni lizerinde ve kuvvet ekseni de
merkezleri birlestiren dogru diktir. Yani [PH] L [0,0,] veya d L [0,0,] bulu-
nur.

12.10. Sonug: Distan teget veya icten teget cemberlerin kuvvet ekseni,
cemberlerin ortak tegetidir.
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|PT| = [PS| = |PA| |PT| = =
d L [0,0,] d L [TO, ]

12.11. Sonug: Kesisen iki cemberin kuvvet ekseni, ortak kirisi tasiyan
dogrudur.
d 4

|PT|? = |PA]| - |PB| ve |PS|* = |PA| - |PB|ise |PT| = |PS|

Ornek: Sekilde AB dogrusu, iki cemberin ortak tegetidir. |AB| = 12 cm
ve |CD| =9 cm olduguna gore, |TC| dogrusunu bulunuz.

D

9
C
T B
Coéziim: |TA|?> =|TC| -|TD| ve |TB|?=|TC|-|TD| oldugundan
|TA| = |TB| = 12—2 = 6 cm olur. |TC| = x olsun.

ITA|? = |TC| - |TD|
62 =x-(x+9)
x2+9x—36=0

A



bulunur.
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12.12. Sonug: Kesismeyen iki cemberin kuvvet ekseni, ortak i¢ ve dis

pargalariin orta noktalarindan gecer.

Ad
A
E
F
Cc
Y

A

\d

F

\

y

d kuvvet ekseni

d kuvvet ekseni

|AE| = |[EB| = |CF| = |FD| |AE| = |[EB| = |CF| = |FD|

12.13. Sonug: Kuvvet ekseni, yarigapi kiiciik olan ¢emberin merkezine
daha yakindir.

KUVVET MERKEZi

12.10. Tanim: Diizlemde merkezleri ayni dogru iizerinde olmayan iig
cembere gore kuvvetleri esit olan noktaya, bu ¢emberlerin kuvvet merkezi
denir.

12.18. Teorem: Diizlemde merkezleri ayni dogru tizerinde olmayan, ii¢
cembere gore kuvvetleri esit olan noktaya, bu ¢cemberlerin kuvvet merkezi
denir.
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Ispat: Bu ¢emberin konumlar:1 yandaki gibidir.
di: M ve N merkezli cemberlerin kuvvet ekseni,
d2: M ve K merkezli gemberlerin kuvvet ekseni,
ds: N ve K merkezli cemberlerin kuvvet ekseni olsun.

Simdi bu kuvvet ekseninin P gibi bir noktada kesistigini gdsterelim. M,
N ve K noktalar1 dogrusal olmadiklarindan d1 ve d2, P gibi bir noktada kesisir-
ler. Bu P noktas1 di1 ve d2 kuvvet eksenleri ilizerinde oldugundan M, N ve K
merkezli cemberlere gore kuvvetleri esittir. P noktasini ii¢c cembere gore kuv-
veti esit oldugundan P noktasi d3 kuvvet eksenlerinin kesim noktasi, ti¢c gem-
bere de esit kuvvetteki P noktasidir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. Cevrelerinin uzunlugu 121 cm ve 47 cm olan iki cember birbirine i¢-
ten teget olduguna gore, merkezleri arasindaki uzaklik ka¢ cm’dir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E5

Cozim: 01 ve O2 merkezli cemberin yaricaplari sirasiyla r1 ve rz, A'da
teget noktasi olsun.

&

Biiyiik cemberde 2nr, = 12miser, = 6 cm'dir.
Kiiciik cemberde 2ntr, = 4miser; = 2 cm'dir.

Merkezler arasi uzaklik (]0,0,]):
0,0, =r;—r,
=6—2
=4 cm
bulunur.
Cevap:D
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[AB], O, ve O,

merkezli ¢em-
berlere teget

IO1OZI =16 cm

04 Oy
A

Yukaridaki sekilde O1 ve Oz merkezli cemberlerin yaricaplari toplami 8 cm
olduguna gore, |AB| kag cm’dir?

A)7 B)8 ()8/3 D)9V3 E)10vV3

¢6ziim: [01D] // [AB] gizelim. m(D) = 90° olur.

|0,D| =r,; +r, = 8 ve |AB| = |0, D] dir. 0:DOz2 dik liggeninde Pisagor teoremi
uygulanirsa;

|0,0,|? =10,D|? + |0,D|?

162 = |0, D|? + 82

|01D| = 8\/§
bulunur.
Cevap: C
3.
|O1AI =4cm
10,Bl =2 cm
04
. 10,0,l =8 cm
K A B L

Verilen sekilde KL, O1 ve Oz merkezli cemberlere A ve B noktalarinda teget
olduguna gore, |AB| ka¢ cm’dir?

A)V15 B)2V15 ()3V15 D)4V10 E)5V10

Cozium: [0,K] dogrusunu cizelim.
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|0,K|=4—-2=2cm
|0,0,1% =]0,K|* + [KO, |?
8% = 22 + [KO, |2
|AB| = |KO,| = 24/15 cm
Cevap: B

4. Birbirine distan teget olan ¢cemberlerin yarigaplar1 2 cm ve 5 cm ol-
duguna gore, bu iki cemberin ortak dis teget uzunlugu ka¢ cm'’dir?

A)2Y/10 B)3vY10 ()4V10 D)5V10 E)6vV10

Cozum: [AB] ortak dis teget, r; = 2 cm,r, = 5 cmolsun.

(LK

A B

12.11 teoreme gore;

|AB| = 2y, = 2v2- 5 = 210

olur.
Cevap: A
5.
[PA, cembere teget
A
IPAl = 4cm
IBPI=2cm
P
B

Verilere gore |BC| kag cm’dir?

A)4 B)5 (6 D)7 E)8
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Cozim: |BC| = x olsun.
|PA|? = |PB| - |PC|

42 =2+(2+x)
X =8 cm
Cevap:E
6.
B, C, E ve D noktalan
cember (zerinde
IADI =3 cm
IDEI =7 cm
IBC! =§ cm
Verilere gore |AB| ka¢g cm’dir?
A)4 B)5 (€6 D)7 E)8
Cozim: |AB| = x olsun.
|AD| - |AE| = |AB| - |AC]
33 +7) =x(x+3)
2
60 = 2x?% + 7x
2x2+7x—60=0
2x 15
X
(2x+15)(x—4)=0
X = 4 cm (Uzunluk negatif olamayacagindan x = —15/2 alinmaz)
Cevap: A
7.
B O, gemberin merkezi
/ [AB]  [OC] = {C}
A
IOCI = % cm

IACI =2.I1BCl =6 cm
Verilere gore, O merkezli cemberin yarigapi ka¢ cm’dir?

AEBS CE D)6 EE
) B)5 O D6 B)-
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Coziim: Cemberin yaricapt r olsun. |AC| =6 cm, |BC|=3cm,
|IDC| = r—% cm, |CE| = r+% cm’dir.
D B
Ve
E
C noktasina gore i¢ kuvvet uygulayalim.
IDC| - [CE| = |AC]| - |CB|
7 7
(r=3) (r+3)=63
-2 =18
2 _ 49 _121
r-=18+ 7 =2
_1u
r=--cm
Cevap: C
8.
CAD bir dik aggen
A A ve E gemberin teget noktalan
8 IADI =3 cm
ICEl=2cm
Cc E D

Verilere gore, O merkezli cemberin yaricapi ka¢ cm’dir?

1 1 3
A)E B)1 C)Z D)2 E)E

Cozim: Cemberin yaricapi r ve |DE| = x olsun. D noktasina kuvvet uy-

gularsak;
|AD|? = |DE] - [DC|
32=x-(x+2)
x24+2x—3=0
x+1D)x—-2)=0
X =2 cm

bulunur. [OE] yari¢apini ¢izelim.
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c 2 E 3 D

A
ABD tiggeninde 3 — 4 — 5 kural geregi |AC| = 4 cm olur. CEO
gundan;

|OE|  |CE|
|AD| — |cAl
r 2
3 4
r= 3 cm
2
elde edilir.
9.
A B 0, ve O, merkezli cemberler
- D ve E noktasinda kesigiyor.
0 A ve B teget noktalari
IABl = 12 cm
ICDI=4cm

Verilere gore |CE| ka¢ cm’dir?
A)10 B)9 ()8 D)7 E)6

Cozim: C noktasmin O1 merkezli cembere gore kuvveti;
|CA|? = |CD| - |CE]
ve yine C noktasinin Oz merkezli cgembere gore kuvveti;
ICB|? = |CD| - |CE]
dir. (1) ve (2) den
|CA| = |CB| = 6 cm
olur. (1) esitligine gore;
62 =4 -|CE|
|CE| = 9 cm
bulunur.

10.

37

A
~ CAD oldu-

Cevap: E

(1)
(2)

Cevap: B
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. A ve B merkezli birer

cember
2l IACI=6 cm
\/
5 ICBI=4 cm

m(ACB) >90°
Verilere gore |AB| bir tamsay1 olmak iizere asagidakilerden hangisi olabilir?

A)12 B)11 €10 D)8 E)7

Cozim: ABC bir tiggendir. “Bir kenar diger iki kenarin toplamindan ki-
cuk, farkindan biiytktiir” teoremi geregi;

6—4<|AB|< 6+ 4
2 < |AB| < 10 o)
olur. Ayrica m(ACB) > 90° oldugundan;
|AB|? > 6% + 42 =52 > 49

|AB| > 7 (2)
olur. (1) ve (2) den,
7 < |AB| < 10
araligindaki tamsayilardir.
Cevap: E
11.
B Ge ABCD dikdortgeni O merkezli
cembere E ve F noktalarinda
. F tegettir.

D noktasi cember (izerinde

0O
N IAEI = 2 cm

A
2 B 3 B IEBl =3 cm

Verilere gore |CF| kag cm’dir?
A)V3 B)2 (+5 D)3 E)4

Cozim: [AB] L [OE] ve [OK] L [DC] gizelim. K, O, E dogrusal olur.

D, K GC

ot F

E-3 8
IDK| = |[KG| = 2 cm, |GC| = 3 — 2 = 1 cm’dir. C noktasina gore kuvvet alirsak;

A 2
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|CF|?> = |CG] - |CD|
ICFI2 =1-(3+2)

|CF| =+/5 cm
bulunur.
Cevap: C
12.
A O, cemberin merkezi

[BC teget

o IACl =4 cm

D
IBCl=3cm
B C

Verilere gore |AD| ka¢ cm’dir?
12 16
A) 4 B)? C)5 D)? E)6

Coztim: ABC tggeninde 3 —4 —5 kurali geregi |AB| =5 cm'dir.
|IBD| = x olsun. B noktasina kuvvet uygularsak;
IBC|?> = |BD| - |BA]

32=x-5

_2
X—SCm . iy
|AD|=5—§=T cm

olur.
Cevap: D

13.

Merkezleri arasindaki uzakligi 8v2 cm olan 1 cm ve 9 cm yaricaph iki cembe-
rin, sekilde goruldugu gibi gergin olarak saran ip uzunlugu ka¢ cm’dir?

A)16 B)l4n C)16+10xr D)16+ 12n E) 16+ 14«
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Cozim: [NR| = 1 cm oldugundan |LV| =9 — 1 = 8 cm olur. Buna gore
asagidaki sekil cizilir.

|IKN| = [MP| = 8 cm

dir. VLR dik liggeninde veriler m(VI:R) = 45° oldugunu gosterir. O halde,
m(KLM) = 270° ve m(PSN) = 90°

oldugundan bu araliktaki yay uzunluklary;

2-9.270 M o120
360 2 360 2
bulunur. Bitiin ipin uzunluguy,
8+8+="+2=16+14n
dir.
Cevap: E
14.
A
F
E
B ] C

ABC iiggeninde |BC| = 8 cm, |AC| = 5 cm,|AB| = 7 cm olduguna gore |DC| kag
cm’dir?

A)1  B)2 (3 D)4 E)5

Cozim: Eger |DC| = |CE| = x| secilirse asagidaki sekil olusur.
5-x

B B O X C

|AB| = (8 —x) + (5 —x)
7=13—-2x
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Xx =3
bulunur.
Cevap: C
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