www.matematikl.com 1

14. BOLUM
DAIRE ve ALANI

DAIRE KAVRAMI ve DAIREDE ALAN

14.1. Tanim: Bir ¢cember ile i¢ bolgesinin birlesimine daire denir.

Sekilde O noktasi dairenin merkezi, |0A| = r ise dairenin yarigapidir.

Dairenin alan1 kavramini gegmeden once, bir sonraki cokgenler kavra-
minda tekrar verecegiz diizgiin cokgen ve ¢okgenlerin alanlarindan bahsede-
cegiz.

Yardimci Tanim: U¢ kenar esit olan iiggene diizgiin iicgen (eskenar
licgen), dort kenari esit olan dortgene diizglin dortgen (kare), bes kenari esit
olan besgene diizgiin besken, ..., n kenar1 esit olan n-gene diizglin n-gen denir.

Yardimci1 Teorem: n kenarli bir diizgiin ¢okgenin alani, ¢evresinin
uzunlugu ile i¢ teget cemberinin yaricapinin uzunlugunun ¢arpiminin yarisina
esittir.
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Ispat: Sekilde goriildiigii gibi, n kenarh diizgiin bir cokgeni, tepe noktasi
merkezde olan n kenar sayisi kadar es tliggenlere ayirabiliriz. Bir kenar uzun-
lugu a ve kenar sayisi n olan bir diizgiin ¢cokgenin ¢evresi, ¢ = n -a olur.

Diizgiin cokgenin yaricapinin uzunlugu r ise n tane ikizkenar liggenin

A .
her birinin alam1 A(BOC)= % dir. O halde diizgiin ¢okgenin alani;

n-a-r

A
A =n-A(BOC)="5

bulunur.

14.1. Teorem: Yarigcapir olan bir dairenin alanj,
A=m-r?
dir.

Ispat: Bir dairenin disina diizgiin n-gen cizelim. Cemberin merkezi ile n-
genin kosegenlerini birlestirdigimizde n tane birbirine es ikizkenar tiggen olu-
sur. Bu ticgenlerin alanlar1 tabanlari ile ytliksekliklerin ¢arpiminin yarisina esit
idi. Burada ¢okgenin kenar sayisini smirsiz sayida artirdigimizda (n — o)
ikizkenar ticgenlerin tabanlari nokta halini alacaktir. Bu durum ¢okgenin ¢ev-
resi ile dairenin cevresi esitligi demektir ve tabanlara ait yiikseklik dairenin
yaricapidir.

O halde yardimci teoremden, bir diizgiin ¢cokgenin alani dis teget ce m-
n-a-r
2
resi C = 2nr = n - a olduguna gore,
A= Dar _ 21T _

2 2

berin yarigap cinsinden A = oldugunu biliyoruz. Ayrica bir dairenin ¢ev-

T r
olur.
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Ornek: Cap1 10 cm olan bir dairenin alani nedir?

Cozim: Cap1 10 cm olan bir dairenin yarigap1 5 cm dir.
A= 1-5% =251 cm?

14.2. Tanim: Bir dairenin iki yaricapi ve bu yaricaplarin u¢ noktalari
arasinda kalan ¢ember yayinin sinirladigi bolgeye, daire dilimi veya daire
kesmesi denir.

B

A

Sekilde, [0OA], [OB] ve m(AB) ile sinirlanan bélge daire dilimidir.
m(AOB) = « olan AOB agisi daire diliminin merkez agisidir.

14.2. Teorem: Yarigapl r ve merkez a¢isinin 6l¢iisii o olan bir daire
diliminin alan,

__a 2
Ap =360 ™"

dir.

Ispat: Daire alani ile daire diliminin alani arasinda séyle bir orant1 ku-
rubiliriz.
3600 lik merkez aci alan mr? ise,
a derecelik merkez agi alani Ap

. — 2 _ a2
Ap - 360 = amr ISGAD—36OT[I'

dir.

Ornek: Yarigap1 5 ve merkez agismin 6lgiisii 72° olan bir daire dilimi-
nin alany,
72

_ &« 2 2
—3601'[5 =51 cm

Ap
dir.
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14.1. Sonug: Yarigapi r ve merkez acisinin 6l¢iisii o olan bir AB cembe-
rinin yay uzunlugu,
_ &
AB = 1g5 T
dir.

14.3. Teorem: Yarigapi r ve gordiigli yayin uzunlugu ¢ olan daire dili-

minin alani,
O

dir.

Ispat: r yaricaph dairede alam1 A = mr?, cevresi ¢ = 2mr oldugundan «
merkez ac1 icin orant1 yazilirsa,

2mr lik uzunluk alan mr? ise,
£ lik uzunluk alanm1 Ap,

2, rf
2mrAp = mredise Ap = —

dir.

14.3. Tanim: Bir dairenin bir kirisi ile bu kirisin gordiigi cember yay1-
nin sinirladigi bolgeye, daire parcgasi denir.
B

N,

Sekilde, [AB] kirisi ile AB yay1 arasinda kalan tarali bolge, daire parcga-
sidir.
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14.4. Teorem: Yarigcapi r ve AB yayini goren merkez acis1 a olan, [AB]
kirisinin cemberden ayirdigi daire parasmin alanj,

1 .
Ap r? —sr?sina

__a
=360 U T2
dir.

Ispat: Sekilde de goriildiigii gibi daire diliminin alanindan AOB ii¢geni-
nin alanini ¢ikarirsak, daire pargasinin alanini buluruz. 14.2. Teoremden daire

diliminin alan,
A. = @ 2
D =360 "
AOB li¢geninin alany,

- 1
A(AOB)= 5r’sina
dir. Buna gore daire pargasinin alanj,
Ap = Ap — A(AOB) = =% mr? — L 12 sin «

360 2
bulunur.

14.4. Tanim: Merkezleri ayni ve yarigcap uzunluklar: farkh olan iki dai-
renin arasinda kalan bolgeye, daire halkasi denir.

Sekilde, O merkezli r, ver, yarigcaph daireler arasindaki taral alan bir
daire halkasidir.

14.5. Teorem: Kiiciik dairenin yarigcapi r1 ve biiyiik dairenin yarigapi rz
ise daire halkasinin alanj,
Ay =m(r;—r{)
olur.

Biiyiik dairenin alanindan kiigik dairenin alani g¢ikarilirsa teoremin
ispati tamamlanir.
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Ornek: Sekilde kiiciik cember, O merkezli biiyiik cembere T noktasinda
icten tegettir.

|AB| = 8 cm ve |BO| = 4 cm ise iki gember arasinda kalan taral bélgenin ala-
nini bulunuz.

Coztim: Biiyiik cemberin yarigapi r, = [AO| =8 +4 = 12 cm ve ¢ap1
|AT| = 24 cm “dir.

Kiigiik ¢emberin ¢apt |[BT| =4+ 12 =16 cm ise r; = 12—6 = 8 cm dir.

Tarali bolgenin alani,
Ay = 1(r3 — r?) = m(12% — 8%) = 801 cm?
olur.

Ornek: Sekilde, O merkezli cember ABC eskenar iicgeninin ¢evrel cem-
beridir.

A

0]
3
-

[AH] 1 [BC] ve |HO| = v/3 cm ise tarah bslgelerin alanini bulunuz.

Cozim: O noktasi ayn1 zamanda ABC tlg¢geninin i¢ teget ¢emberinin
merkezi ve agirlik merkezidir. Dolayisiyla gemberin yarigcapi,

r = |AO| = 2|HO| = 2v/3 cm
olur. AHC ii¢geninde, |AH| = 3v/3 cmolacagindan |AC| = 6 cm dir. Tarali bél-
genin alani
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2
Ap = mr? — AGABO) = m(2v3)" - 3 = 121 - 9y3 em

bulunur.

Ornek: Sekilde O merkezli cember ABCD karesinin i¢ teget cemberidir.

7
AN

|AB| = 8 cmise tarali bolgenin alanini bulunuz.

Cozim: |AB| = 8 cm ise cemberin yaricapi ise 2r =8 olup r =rcm
olur. Karenin alanindan dairenin alanini ¢ikarirsak tarali alani buluruz.
Ar = 8% — mr? = 64 — 4% = 64 — 16T cm
bulunur.

14.6. Teorem: Kiiciik dairenin yarigapi ri, biiyiik dairenin yarigapi r2
ve [AB] biiyiik cemberin bir Kkirisi ve kiigiik ¢gembere H noktasinda teget ise
daire halkasinin alanj,

dir.

Ispat: [AB] kiiciik cembere teget ve biiyiik cemberin Kirisi oldugundan,
[AH] L [BC] ve |AH| = |HB]|

dur. OHB iicgeninde Pisagor teoreminden,
2

AB
[HB|? =r2 —r?ise (—| 5 l) =r2—r2
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dir. Buna gore,
AB|\?
Ay =n(r5—ri) = T[(T)

olur.

14.7. Teorem: Yandaki sekilde goruldiigii gibi cizilen ABC tliggeni ile,
[AB][BC] ve [AC] ¢aplh yarim daireler icin taral alanlar s, ves, ise;

A
A(ABC)=s; +s,
dir.

Ispat: ABC ii¢cgeninin A kosesi cap1 géren cevre ac1 oldugundan 90° dir.
ABC dik iiggeninde Pisagor teoremi a? = b? + ¢? dir. Alan teoremlerinden,

A .
A(ABC)= ¢ (1)
2 2 2
T/(C m (b T /a bc
sits:=3(3) +7(2) LQ)‘?]
=g'%(c2+b2—a2)+%
__bc
== (2)

olur. (1) ve (2) esitliginden,
A

A(ABC)=s; +s,
bulunur.

14.8. Teorem: Yandaki sekilde goriildiigii gibi cizilen ABC {i¢geni ile,
[AB][BC] ve [AC] ¢apli yarim daireler i¢in taral alanlar s, ve s, ise;
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A
A(ABC)=s; —s,
dir.

Ispat: ABC li¢cgeninin A kdsesi ¢ap1 goren cevre aci oldugundan 900 dir.
ABC dik tiggeninde Pisagor teoremi a? = b? + ¢? dir. Alan teoremlerinden,

A .
A(ABC)= ¢

(1)
s-s=30) - [F0) 505
=3 @b )+
=5 )

olur. (1) ve (2) esitliginden,
A

A(ABC)=s, —s,
bulunur.

CEMBERDE VE DAIREDE BENZERLIK

Biitiin gemberler ve daireler birbirine benzerdir. Bu ylizden es acili yay-
larda benzerdir. Uggenlerdeki benzerlik 6zelliklerini yaylarda da kullanabili-

riz. Uggenlerde gecerli olan tiim benzerlik 6zellikleri burada da gecerlidir.
Cember ve dairede benzerlik oranlari ise yarigaplarinin oranina esittir.

14.9. Teorem: Cevrelerinin orani benzerlik oranina, alanlarin orani ise
benzerlik oraninin karesine esittir.

/N

G ﬁ_(zf
C, 1y A,

rp

Ispat: Yarigaplari r, ver, olan iki dairenin;
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dir.

14.10. Teorem: Ayni1 merkezli yarigaplari r; ver, olan iki daire dilimi-
nin alani;

dir.
, |oC|] [OD| |CD| ry; _
[spat: = = = — “li¢cgende alanlarin orani benzerlik
|OA| |OB| |AB| 1,
s r\2
: . 9 1 1 .
oraninin karesine esittir” oldugundan = (—) dir.
S1+s, Iy
. D o e |0A| 3
Ornek: Sekildeki O merkezli daire dilimlerinde E =3 ve
s, = 18m cm? ise s ile gosterilen taral bélgenin alanini bulunuz.
D
C
32
31
O A B
oAl 3  |oA] 3
Cozim: —— = "ise—— =~
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sS4 (|0A|)2
S1+S5 ~ \|OB]|

18T (3)2
18T+s, \5

s, = 181 cm?

bulunur.

14.11. Teorem: Ayni merkezli dairede, |OA| = |AC| = |CE|, |AB| = ¢,
|CD| = 2¢, |EF| = 3% ise,

A(AOB) = s,A(COD) = 3s,A(EOF) = 5s,---

dir.
ispat: |0OA| = |AC| = |CE| = r olsun. 14.8. Teoreminden,
A(AOB) (r1)2 1
A(COD) \r,/ 4
oldugundan,
A(AOB) = s,A(COD) = 3s,A(EOF) = 5s,---
bulunur.

14.12. Teorem: Birbirilerine distan teget iki cemberin yarigaplari
r, ver,, merkezleri O; ve O, ve C noktasinda distan teget, A, C, B noktalar se-
kildeki gibi distan dogrusal ise,
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X
A/WB
m(AXC) s
m(CYB) r,

dir.

Ispat: [AO1], [01C], [CO2] ve [01B] kirislerini cizelim.
X

) 02

NG

A
m(ACO,) = m(BCO,) ve |AO,| =|CO,| =|CO,| = [BO,| oldugundan AO,C~

A
CO, B dir. Buna gore, AXC ~ CYB ve
m(AXC) r,
m(CYB) r,

olur.

14.2. Sonug: Birbirilerine distan teget iki cemberin yarigaplari r, ve r,,
merkezleri O, ve O, ve C noktasinda distan teget, A, C, B noktalar:1 sekildeki
gibi distan dogrusal ise,

a) AXC = CYB
|AC| _n

ICB| r,
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dir.

Ornek: 0, ve O, merkezli cemberler C noktasinda distan tegettirler.
r; =6cm, r, =3 cm, A, C, B noktalar1 dogrusal ve |AB| = 12 cmise |AC| dog-
rusunu bulunuz.

.. |ACl 1y
Cozim: —— = —
|CB| ry

|AC]
12—|AC|

6
3
|AC| = 8 cm

14.13. Teorem: Birbirilerine icten teget iki ¢emberin yarigaplari
r, ver,, merkezleri O, ve O, ve C noktasinda icten teget, A, C, B noktalar: se-
kildeki gibi icten dogrusal ise,

m(AXC) 1y
m(CYB) r,
dir.

Bu teoremin ispati 14.12. Teoremin benzeri sekilde yapilacagindan
okuyucuya birakilmistir.
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14.3. Sonug: Birbirilerine icten teget iki cemberin yaricaplar: r, ver,,
merkezleri O, ve O, ve C noktasinda igten teget, A, C, B noktalar: sekildeki gibi
icten dogrusal ise,

a) AXC = AYB
|AC| rq
|AB| Iy

S1 rq 2
c) =\|—
S1+S, r,

dir.
¢OZUMLU ALISTIRMALAR

1. Cevre uzunlugu 18n cm olan dairenin alani ka¢ cm? dir?
A)l6én B)36m (C)49n D)64n E)8lm
Cozim: C = 2nir = 18mise r = 9 cm'dir.

A=m-9%=81m cm?
Cevap:E

2. Bir kenar uzunlugu 4 cm olan karenin i¢ teget cemberi giziliyor. Kare
ile cemberin arasindaki kalan bélgenin alani kag cm? dir?
A)4n B)5n C)16—3m D)16—4nm E)12—4n

Cozim: Karenin bir kenar uzunlugu ¢cemberin ¢apina esittir.
2r = 4iser =2 cm
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dir. Buna gore;

ATarah = AKare - ADaire
= (2r)? — mir?
= (2-2)% —m- 22
= 16 — 41 cm?
olur.

- L

A B

15

Cevap:D

A noktasinda bulunan O merkezli 3 cm yaricapli bir gember, 5 tam donme ya-

parak B noktasina geliyor. Buna gore AB uzunlugu ka¢ cm’dir?
A)28r B)30rn C)32xr D)35n E)36n

Cozim: C = 2ntr = 21+ 3 = 6T cm
|AB| =561 =301 cm

O, dairelerin merkezi

[AC], B noktasinda teget
IACl =6 cm

A
Verilere gore, tarali bolgenin alani kag cm? dir?

A)9n B)10n C)1lm D)12rn E)l4n

Cozim: 14.6.teorem geregi;

Cevap: B
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Araras =7 (BD)" = (&) = om cn?

olur.
Cevap: A
5.
A .

T~ O, cemberin merkezi
A, B ve C noktalari
¢cember (izerinde

(o) B

—

2 m(ACB) = 280°

Verilen ¢emberin yaricapi 6 cm olduguna gore, AOB bolgesinin alani ka¢ cm?
dir?

A)én B)7n (C)8n D)9n E)10=n

¢oziim: m(ATB) = 280° ise m(AB) = 360 — 280 = 80° dir. Daire dili-
minin alany,
o 2 80

—_ il 2 2
=360 ™" = 3601'[6 = 8m cm

Ap
olur.

0O, AD ve BC ¢cember
yaylarinin merkezi

I0Al =4 cm
IABI =2 cm
IADI =6 cm

Verilere gore, tarali bolgenin alani kag cm? dir?
A)11 B)12 (€13 D)14 E)15

Cozim: OAD ve OBC daire dilimlerinin benzerligini yazalim;

joA|  |oD|
|oB|  |BC|
4__6
6 |BC|
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|B’C| =9 cm
olur. Taral alan ise;

= 15 cm?

_ ([BC|+|AD])IABl _ (9+6)-2
Taralh — 2 - 2

bulunur.
Cevap: E

Q608

Verilen ¢emberin yarigapi 6 birimdir. Tarali kismin alani asagidakilerden han-
gisidir?

A) 6m—9V3 B)5mt—9v3  C)6m—83 D)9vV3 E)é6m

Coziim: Daire parc¢asinin alani,

__« 2_1 . 60 2_ 1.2 — _ 2
AD—36O1Tr 5T sma—3601't6 26 sin 60 = 6w — 9v3 cm
dir.

Cevap: A

Sekildeki gibi yarigaplar1 1 cm olan li¢ gember birbirine tegettir. Buna gore
tarali alan ka¢ cm?2 dir?

T

A) 3 B) g Cn D)2rn E)3m
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Cozim: [0,0,]| =10,0,| =10;0,| = 2 oldugundan 0,0,0; iiggeni es-
kenar liggendir. Bir kenar1 2 olan eskenar liggenin alani,

2
A(0,0,0;) = % =3 em’

diir. r = 1 olmak lizere ve aradaki a¢1 600 olmasindan bir daire diliminin alanj,
(04 2 60 2 T 2
—mr"=—m-1" = — cm
360 360

elde edilir. Uc¢ daire diliminin alani, 3 g = g elde edilir.

Cevap: B

9. Alani ¢evresinin iki katina esit olan dairenin yarigapi nedir?
A)n B)3 (C4 D)4n E)6

Cozim: Bir dairenin alan1 A = nr2dir. Cevresi ise ¢ = 2nr dir. Alanin
cevreye esit olmasi icin,
nr? =2-2nr
r=4br
olur.
Cevap: C

10.

Verile sekildeki ayni merkezli ¢emberlerin yarigaplar1 sirasiyla 1, 2, 3, 4
cm’dir. Ardigik iki ¢cember arasinda kalan alanlar A, A,, A; ile gosterilmistir.
A, — A, + A; isleminin sonucu ka¢ © eder?

A)8 B)7 (€6 D)5 E)4

Cozim: Cemberin alan1 A = nr? olduguna gore,
A, =n2%—n1?=3mcm?
A, = 32 — 2% = 51 cm?
A; = 14* — 3% = 71 cm?
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dir. Buna gore,
Al — A, +A; =3n -5+ 7m =57
bulunur.
Cevap: C

11.

Verilen sekilde cemberlerden kii¢ligliniin yarigap1 3 cm, bliytigiinlin yaricap1 6
cm’dir. ABC ve DEF ile gosterilen taral dilimlerin alanlari birbirine esittir. ABC
acisinin 6lgiistii 159 olduguna gore DEF agisinin 6l¢tlisti kag derecedir?

A)40 B)45 ()50 D)55 E)60

Cozim: Blytk licgene gore,
— £ 2 § 2
A(ABC) = 360 6> = 5 T cm
dir. Kiigtlik ticgene gore,
=2 132
A(DEF) = zz5m3% = 45

dir. ABC ve DEF ile gosterilen tarali dilimlerin alanlar1 birbirine esit olduguna
gore,

T cm?

o4 3 ]
—mn=—m ise a = 60°
40 2

dir.

Cevap: E

12.

ABCD dikdértgen

A ve B merkezli cemberler
F noktasinda tegettirler.
|DE| =2cm

|IDC| = 6cm

A F B
Verilere gore tarali alan ka¢ cm? dir.

A) 24 — 51t B) 12 - 5n C) 24 D) 5m E) 24 + 57
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Cozim: |AF| = |AE| = ralinirsa |[FB| = |CB| = 6 —r olur.

|AD| = |CB|
2+r=6-r1
r=2

|AF| = |AE| = 2 cmve |FB| = |CB| = 4 cm

Kiiciik ceyrek cemberin alan1 = %1‘[22 = T cm?

Biiyiik ceyrek cemberin alam = % 42 = 41 cm?

A = |AD| - |AE| — n — 4n
=(2+4+2)6—n—4n

= 24 — 51 cm?

Tarah

Cevap: A

13.

|AB| = 3x—4cm
|CD| =2x + 1 cm

Verilen sekilde, S1ve Sz alanlari birbirine esit olduguna gore, x ka¢ cm’dir?
A)3 B)4 C5 D)6 E)7

Cozum: Ayn1 cemberde iki daire diliminin alanlari birbirine esit ise;

|AB| = |CD|
3x—4=2x+1
x=5cm

olur.
Cevap: C

14.

A ve B gemberlerin
merkezleri

D |ABI+IADI=7cm
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Verilere gore tarali alan 217w cm? olduguna gore, B merkezli gemberin yarigapi
ka¢ cm’dir?

A)1 B)2 €3 D)4 E)5

Cozum: Bliyuk cemberin yarigapi r1 ve kii¢iik cemberin yarigapi rz ol-
sun.
|AB| + |AC| =7
r,+r,=7
Taral alan;
ATarall = T[(I‘% - I‘f)
21m = n(r; —ry)(r, +1y)
21=(r;—r,)-7

r,—r,=3
olur. Buna gore;
r,+r,=7

P —t, = 3}1‘1 =5, =2cm

bulunur.
Cevap: B

13
15. Bir okuldaki erkek ve kiz 6grencilerin sayilari - olarak veriliyor.

Buna gore, biitiin 6g8rencilerin toplam alaninda erkeklerin payini gésteren bir
dairesel grafikte karalarin alani ka¢ derecelik bir merkez aci1 ile gosterilir?

A)122 B)124 C)125 D)126 E)128

Cozim: Erkekler 13, Kizlar 7’nin kati oldugundan diinya toplam 20’nin
katidir. Daire 3600
20 lik kisimda 7 luk kisim ise
360 ik kisimda x lik kisimdir

7360 _
X—T =126 cm

Cevap:D
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