www.matematikl.com 1

16. BOLUM
UC BOYUTLU CiSIMLER
(PRIZMA ve PIRAMIT)

UC BOYUTLU CiSIMLER ve SINIFLANDIRILMASI

16.1. Tanim: U¢ boyutlu uzayda yer kaplayan tiim nesnelere ii¢ boyut-
lu cisim (kati cisim) ya da kisaca cisim denir. Belli bir geometrik sekle gore ii¢
boyutlu cisimler gruplandirilir. Bunlar;

1- Prizma
a) Dik Prizma
b) Egik Prizma
c) Dikdortgenler Prizmasi
d) Kare Prizma
e) Uggen Prizma
f) Kip
2- Piramit
a) Diizgiin Piramit
b) Diizglin Dortytzli
c) Diizglin Sekizytzli
3- Silindir
a) Dik Silindir
b) Egik Silindir
4- Kiire
5- Koni
seklinde smiflandirilir.

PRIiZMA

16.2. Tanim: Uzayda, diizlemsel bir ¢okgen ile bu ¢okgenin diizlemine
paralel olmayan bir ¢ dogrusu verilsin. £ dogrusuna paralel olarak ¢okgenin
kenarlari tizerinde hareket eden d dogrusunun olusturdugu yiizeye prizmatik
yuzey denir.
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Besgen prizmatik ytizey, [AA'], [BB'], [CC'], [DD'], [EE'] ayritlar1

16.3. Tanim: £ dogrusuna paralel, cokgenin kenarlarina dayanak hare-
ket eden d dogrusuna prizmatik yiizeyin ana dogrusu denir.

16.4. Tanim: Cokgenin kdselerinden gecen ve £ dogrusuna paralel olan
dogrulara yan ayritlar denir. Ardisik iki yan ayrit arasinda kalan diizlem par-
calarina prizmanin yan ytzleri denir. Prizmatik yiizeyin yan yiizleri, cokge-
nin kenar sayisi kadardir.

Yukaridaki seklin d dogrularinin olusturdugu 5 tane yan ytzeyi vardir.
16.5. Tanim: Prizmatik yiizeyin bir diizlemde ara kesitine bu prizma-

tik yiuizeyin bir Kesiti denir. Bir prizmatik ylizeyin kesit diizlemi yan ayritla-
rina dik ise prizmatik ytlizeyin dik kesiti olusur.

Sekilde, ABCD dortgenine bir dik kesittir.
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16.6. Tanim: Bir prizmatik yiizey paralel iki diizlemle kesilirse, bu diiz-
lemler arasinda kalan kapali cisme prizma denir. Birbirine es bu diizlem par-
casina da prizmanin tabanlari denir.
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16.7. Tanim: Prizmanin taban koselerinden gecen ve ana dogrusuna
paralel olan dogru parcalarina prizmanin yan ayritlari, taban kenarlarina
taban ayrnitlan, ardisik iki yan ayrit arasinda kalan diizlem pargasina da
prizmanin yan yiizleri denir.

Yukaridaki sekilde ABCD doértgen prizmada;
ABCD dortgeni alt taban,
A'B'C'D' dortgeni tist taban,

[AA'], [BB'], [CC'], [DD'] dogru pargalar1 yan ayritlar,
[AB], [BC], [CD], [DA] dogru parcalari taban ayritlar,
ABB'A', BCC'B', CDD'C' ve ADD'A' dortgenleri yan yiizler,

16.8. Tanim: Bir prizmada bir kose ile bu koseden ge¢cmeyen ytizlerin

ortak noktalarini birlestiren dogru parcasina cisim késegeni denir.
Dl Cl

Sekle gore [D'B] dogrusu bir cisim kdsegenidir
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16.9. Tanim: Prizmanin taban diizlemleri arasindaki uzakliga prizma-
nin yiiksekligi denir.

Yukaridaki sekle gore h ytiksekliktir.

Prizmalar tabanlarii olusturan cokgenlere ve yan ayritlarinin taban
diizlemi ile konumlarina gore adlandirilir. Prizmanin tabani ticgense, tlicgen
prizma; dortgense, dortgen prizma, ... n-gense, n-gen prizma gibi. Eger priz-
manin tabani diizglin ise diizglin prizma olarak adlandirilir. Mesela, tabanlar
diizglin besgen ise diizgiin besgen prizma gibi.

Ornek: Sekildeki dik paralel yiizliiniin tabani bir paralelkenar olup, dar
acis1 609 ve ayritlar1 6 cm, 3 cm ve 4 cm’dir.

D' c'
A 4
! 4
Q:'- —————————— -JC
£60 3
A 6 B

Verileri kullanarak [AC'] cisim kdsegeninin uzunlugunu bulunuz.

Coziim: Once [AC] kdsegenini cizelim. Kosiiniis teoreminden,

AT|? = 62 +32 +26-3 7
|AT| = 3v7
dir. [AC] L [CC'] oldugundan, ACC' dik ticgeninde Pisagor teoreminden,
|AC'|? = |AC|? + |CC'|?
|AC'|? = (3V7)? +4°
|AC'| =79

bulunur.
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16.10. Tanim: Bir prizmanin biitiin yan yiizlerinin alanlari toplamina
prizmanin yanal alani denir. Alt ve st tabanlarin alanlari ile yanal alanlarin
toplamina prizmanin toplam alani denir.

Dik ve Egik Prizmalar

16.11. Tanim: Yan ayrintilar1 taban diizlemine dik olan prizmaya dik
prizma denir. Dik prizmanin yan yiizleri birer dikdértgendir. Yan ayritlarinin
uzunluklari ayni zamanda prizmanin yuksekligidir.

| i

..............

Sekilde dortgen ve licgen tabanl dik iki prizma verilmistir.

16.12. Tanim: Yan ayrintilari taban diizlemine dik olmayan prizmaya
egik prizma denir. Egik prizmanin yan yuzleri birer paralelkenardir. Egik
prizmanin dik kesit tabanlara es degildir.

16.1. Teorem: Egik prizmanin yliksekligi yan ayriti ile prizmanin taban

ayritlariin kosliniisiin ¢arpimina esittir.
D' C'

A B
h = |AA’| cosa = |BB'| cosa = |CC| cosa = -+-

Bu teoremin ispati kosiiniisiin tanimindan ¢iktigindan okuyucuya bira-
kilmistir.

16.2. Teorem: Bir egik prizmanin yanal alani, dik kesit cevresi ile yan
ayirt uzunlugunun ¢arpimina esittir.
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Ispat: Sekildeki gibi begen egik prizmayi inceleyelim.

Egik prizmanin yan yizleri birer paralelkenardir. A'ABB’, B'BCC/, ... Bu para-
lelkenarlarin ytliksekliklerinin ayaklarini tasiyan kenarlar
|AA’| = [BB'| = |CC'| = |DD’| = |[EE"| =+
oldugundan,
A(A’ABB’) = |[KL| - |AA’|
A(B'BCC’) = |LM| - [BB'| = |LM| - |AA"|
A(C'CDD’) = [MN| - [CC'| = |[MN]| - |AA"|
A(D'DEE’) = [NP| - [DD’| = [NP| - |AA"|
A(E'EFF") = |PK]| - |[EE'| = |PK]| - |AA"|
bulunur. Buna gore,
Ay = |AA'|(IKL| + |LM| + [MN| + [NP| + |PK])
Ay = |AA'|(Dik Kesit Cevresi)
elde edilir.

Ornek: Dik kesiti, kenar uzunlugu 4 cm bir eskenar iicgen olan egik
prizmanin yan ayritinin uzunlugu 10 cm ise, bu prizmanin alanini bulunuz.
Cl

Coztm: Prizma kesitinin ¢evresi C(KLM) =3 -4 = 12 cm
Prizmanin yanal alan1 Ay = 12 - 10 = 120 cm?
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4%y3
Prizmanin tabanlari alan1 A} = 7 = 4+/3 cm?

Toplam Alan A = 120 + 4+/3 cm?
bulunur.

16.1. Sonug: Bir dik prizmanin yanal alany, taban cevresi ile yiiksekligi-
nin ¢arpimina esittir.

Ornek: Bir kenar1 4 cm olan iicgen dik prizmanm tabanlar1 eskenar
licgen ve yiiksekligi 5 cm ise, bu prizmanin yanal alanini bulunuz.

Cozim: C(ABC)=3-4=12cm

Cl
I
1
I .
A' t B
|
I
I 5
A3
// N
A 4 B

Ay =12 -5 =60 cm?
dir.

16.2. Sonug: Bir dik prizmanin toplam alani, yanal alani ile taban alani-

nin iki katinin toplamina esittir. Ay: Prizmanin yanal alani, A;: Prizmanin ta-
ban alani olmak iizere;

A=A, +2A;
dir.

Dikdoértgenler Prizmasi ve Hacim Kavrami

16.13. Tanim: Tabanlar1 dikdortgen olan dik prizmaya dikdortgenler
prizmasi denir. Dikddrtgenler prizmasi tabanin sekillerine gore cesitli isimler
alirlar. Eger tabanlar kare ise kare prizma, eger taban eskenar licgen ise eske-
nar Uggen prizma, eger taban dik licgen ise dik licgen prizma denir. Dikdért-
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genler prizmasinda yanal ayrit uzunlugu ayni zamanda dikd 6rtgenler prizma-
sinin yiiksekligidir.

D c
D' (¢
fi B c D Al
i A
A B
h "
B feal o
C A
B c D A
A B
D C

16.3. Teorem: Ayritlar1 a, b ve c olan dikddrtgenler prizmasinin cisim
kosegeninin uzunlugu,

dir.

Ispat: |AB| = a,|AD| =b, |DD'| =c¢
dir. [DB] taban késegeni, [BD'] cisim kdsegenidir. BAD ve D'DB dik ti¢genlerin-
den faydalanarak,
|IBD'|* = |BD|* + |[DD'|?
IBD'|?> = a% 4+ b?
|IBD'| =k = va? +b? + c?
bulunur.

Ornek: Bir dikdortgenler prizmasinda, farkl ii¢ yan yiiziin késegenle-
rinin uzunluklarinin kareleri toplami 32 br?2 ise cisim kdsegeninin uzunlugunu
bulunuz.

Cozim:
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D c
AI : BI C
|
D] o
~ b
A a B
Bu dikdértgenler prizmasmin ayrintilar1 |AB| = a,|BC| = b, |CC’| = ¢ olsun.

Farkl ii¢ yan yliziin késegen uzunluklari ise [AC], [AB'] ve [AD'] olacaktir.
|AC|? = a? + b?, |AB'|?> = a® + ¢?, |AD'|> =b? +¢?
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
|AC|? + |AB'|* + |AD'|* = 2(a* + b® + ¢?) = 32
a’+b?+c?2=16
olur. Cisim kosegeni,
VaZ +b? +c? =+/16 = 4 br?

bulunur.

16.4. Teorem: Ayritlarinin uzunluklari a, b ve ¢ br olan dikdértgenler
prizmasinin tiim alani,
A =2(ab+bc +ca) br?

dir.
D' C'
e L
Bt .
c
b
A a B
Ispat: 16.3. sonuca gore,
Prizmanin yanal alan1 Ay = 2(ac + bc)
Prizmanin tabanlari alan1 A = 2ab
Toplam Alan A = 2(ab + bc + ca) br?
bulunur.

Ornek: Yanal alan1 100 cm? olan bir dik prizmanin tabaninin cevresi 20
cm’dir. Bu prizmanin yiiksekligini bulunuz.

Cozium: Bir dik prizmanin ytiksekligi,
Yanal Alan _ 100

~ Taban Cevresi _ 20 5 cm
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bulunur.

16.14. Tanim: Bir ayritinin uzunlugu 1 birim ve ayritlar1 arasindaki
tiim agilar1 909 olan prizmaya, 1 birim kiip denir ve 1 br3 seklinde gosterilir.

I 1 br
1 br | IR
ra
1 br 1br 1 br 1o
1 br uzunluk 1 br kare alan 1 br hacim

16.15. Tanim: Bir cimin icine yerlestirilebilen 1 br3 lik kiiplerin sayi-
sina o cismin hacmi denir. Cisim santimetre tiirtinden ise kapladig1 bélgenin
hacmi cm3, metre tiiriinden ise kapladigi bolgenin hacmi m3, kilometre tiiriin-
den ise kapladig1 b6lgenin hacmi km?3 gibi br3 (birim kare) tiiriinden yazilr.

16.1. Aksiyom: Ayritlarinin uzunluklar1 a, b, ¢ br olan dikdértgenler
prizmasinin hacmi,

V=a-b-cbrd
tar.

16.3. Sonug: Bir dik prizmanin hacmi, taban alani ile yiiksekliginin ¢ar-
pimina esittir.

Ornek: Ayritlarimin uzunluklari, bir geometrik dizi olan dikdértgenler
prizmasinin toplam alan1 32 ¢cm? ve hacmi ise 8 cm? tiir. Buna gore, bu dik-
dortgenler prizmasinin ayritlarinin uzunluklarini bulunuz.



www.matematikl.com 11

Coziim: Bu dikdortgenler prizmasinin ayritlar1 a, a-r, a-r? geometrik
dizileri olsun.
V=a-a'r-a-r®=8isea-r=2cm

A=2(ara'r+a-r-a-r’+a-r?-a)=32
A=2-a'r(a+a-r+ a-r?) =32
A=2-2(a+a'r+ a-r?) =32
ata'r+ a-r’=8
at+2+2r=8

bulunur. Esitligin her iki tarafini r ile carparsak
a-r+2-r+2r®=8r
2—-6'T+2r*=0
r’=3r+1=0

olur. Bu 2. dereceden denklem ¢oziiliirse,

A=(—3)2—4-1-1=5,r1'2=3-|—_2—£
_2__2 _
a_F_3i5_3i\/§
2

bulunur.
16.5. Teorem: Bir egik prizmanin hacmi, taban alan ile ytiksekliginin
carpimina egittir.

Ispat: Egik dikdértgenler prizmasimi goz éniine alahm.
D' C'

Sekilde EFGL kesit alani, ABCD taban alaninin dik kesit dlizlemi iizerindeki iz
diistimii olarak alinirsa,
A(EFGL) = A(ABCD) - cosa

DD'H dik liggeninde, cosa = % oldugundan,

V = A(EFGL) - £ = A(ABCD)  cosa - £ =A(ABCD)-coson-€-%=AT h

bulunur.
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Ornek: Dik kesit alan1 24 c¢cm? olan bir egik prizmanmn yan ayritinin
uzunlugu 10 cm olduguna gore, hacmini bulunuz.

Cozim: V = (dik kesit alani)(yan ayritinin uzunlugu)

=24-10
= 240 cm?
Kare Prizma
D C
E / a
Al ' B
h
h '3 ..................... C a a a a
.'- a a
al3
a

16.4. Sonug: Bir taban ayriti a olan kare prizmanin,
a) Yanal alan;; Ay = 4-a-h br?
b) Toplam alan;; Ay = 4-a-h + 2a? br?
c) Hacmi; V = a? - h br3
d) Cisim Kosegeni; e = v2a? + h? br?
dir.

Ornek: Taban késegeninin uzunlugu 4v/2 cm olan bir kare dik prizma-
nin yiiksekligi 6 cm olduguna gore;

LAz
s
7/

7
a) Prizmanin yanal alanin,

b) Prizmanin toplam alaninj,

¢) Prizmanin hacmini bulunuz.
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Cozim: a) Tabani kare olan dik prizmanin taban ayrintinin uzunlugu 4
cm'’dir.
Ay =4-4-6 =96 cm?

b) Prizmanin toplam alan, A = 2 -16 + 96 = 128 cm?
¢) Prizmanin hacmi, V=42 -6 = 128 cm?

Eskenar Ug¢gen Prizma

16.5. Sonug: Bir taban ayritlari a, b, ¢ olan tiggen prizmanin,
a) Yanal alan;; Ay = 3-a-h br?

2
b) Toplam alan;; Ay = 3-a-h + 2 f br?
2
¢) Hacmi; V = a 2\@ br3

dir.

Ornek: Yiiksekligi 2v/3 cm ve taban ayritinin uzunlugu 4 cm olan eske-
nar ui¢cgen dik prizmanin toplam alanini ve hacmini bulunuz.

2
Coziim: Ag =3-4-2\/§+#= 28v/3 br?

_ 42233
=22V

\' =24 cm3

Dik U¢gen Prizma
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\ ............. / b a c
b\,/c b\Q/C

16.6. Sonug: Bir taban ayritlari a, b, ¢ olan liggen prizmanin,
a) Yanal alani;; Ay = (a+ b+ ¢) - h br?

b) Toplam alani; Ay = (a+b +¢) - h + 2C br?

b'C'h 3
> br

c) Hacmi; V =
dir.

Ornek: Taban ayritlar1 6 cm, 8 cm ve 10 cm, yiiksekligi 5 cm licgen dik
prizmanin,
a) Yanal alaninj,
b) Toplam alanini,
c) Hacmini bulunuz.

Cozim:a) Ay = (6+ 8+ 10) -5 = 120 cm?
b)Ar = (6+8+10) -5+ 2% = 144 cm?

C)V=6.;;5=120cm3

Kip

16.16. Tanim: Biitiin ayritlar1 uzunlugu birbirine esit olan dikdértgen-
ler prizmasina kiip denir.
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(B C
¢ / a
Al B
i h
h
g ...................... & a a a a
Z A
2 a
NE
a

Ornek: Sekilde bir ayritinin uzunlugu 6+/2 cm olan kiipte, ACD' {iggeni-

nin alanini bulunuz.
D' (03

A 6\2 B
Cozum: Sekilde goriildiigu gibi ACD' liggeni eskenar tiggenidir.
|AC| = |CD| = |AD'| = 6v/2v2 =12 cm
olur. ACD' eskenar li¢geninin alani,
ACI%/3 1223
4 T 4

A(ACD') = 3 — 36v3 cm?

bulunur.

16.7. Sonug: Bir taban ayrit1 a olan kiipiin,
a) Yanal alani; Ay = 4a? br?
b) Toplam alany; A; = 6a® br?
c¢) Hacmi; V = a3 br3
d) Cisim Kosegeni; e = av/3 br
dir.

Ornek: Cisim kosegeni 6+/3 cm olan Kiipiin;
a) Toplan alaninj,

b) Hacmini bulunuz.

Cozum: Kiipiin bir ayriti a ise
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aV3 =6v3
a=6cm
dir. Buna gore,
a)A; = 6- 6% =216 cm?
b)V =63 =216 cm?
olur.

Ornek: Sekildeki kiipte [C'H] L [BD'] ve |C'H| = /6 br? ise kiipiin cisim
kosegenin uzunlugunu bulunuz.

Cozim: Kipiin bir ayritinin uzunlugu a birim olsun. BC'D' dik liggenin-
de [BC'] L [CD’] dir. BC'D' dik ii¢geninde [C'H] L [BD'] ve Oklid dik kenar teo-
remine gore,
|IBC'| - |C'D'| = |BD’| - |C'H'|
av2-a=aV3-/6
a=3br

olur. Cisim késegeninin uzunlugu,
IBD'| = 3v3 br

bulunur.

Ornek: Alani1 54 cm? bir kiipiin hacmini bulunuz.

Cozim: Bir ayritin uzunlugu a cm olan kipiin alanj,

A = 6a*
54 = 6a?
a=3cm

dir. Bir ayritinin uzunlugu 3 cm olan kiiptin hacmi;
V=33=27cm?
olur.

Ornek: Taban yamuk olan bir dik prizmanin taban ayritlary;
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D' C'
1 1
I I
1 |
A t } B'
I
1 1
I I
DR~ _iC
7 Y
/I [
7 LY
A 12 B
|AB| = 12 cm, |[BC| = 7 cm, |DC| = 6 cm, |AD| =9 cm ve ABB'A’ yiizeyine ait
yan yuz kosegeni |AB’| = 20 cm olduguna gore, prizmanin yanal alanini bulu-

nuz.

Coztim: Yanal alanm bulacagimiz prizmanin yiiksekligi, [BB'] L [AB]
oldugundan AB'B dik tiggeninde Pisagor teoreminden, h = |BB’| = 16 cm bu-
lunur. Prizmanin taban ¢evresi, C; = 34 cmdir.

Ay =h-Cp =34-16 = 544 cm?
bulunur. //

Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598, Milano, italya - 30 Kasim 1647, Bologna, italya)

Cavalieri Prensibi (Kavaliye Ilkesi)
16.2. Aksiyom: Tabanlarinin alanlar1 ve yiikseklikleri es olan iki priz-

manin tabanlarina paralel ve tabandan aym uzakliktaki Kesitlerinin alanlari
esit olursa, bu iki prizmanin hacimleri de esit olur.
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Ornek: Bir iicgen prizma ile dértgen prizmanin taban alanlari ve yiik-
seklik uzunluklar1 esit olsun. Ayni yilikseklikteki kesitlerin alanlar1 ayni oldu-
gundan bu ust liste konmus ayni kattaki dik prizmalarin hacimleri de ayni
olur. Bu nedenle, hacimce ve sayica ayni olan prizmalarin toplami1 durumun-
daki iki kat1 cisim, bu Cavalieri prensibi geregince ayni hacimli olurlar. Bu
prensibe 06zellikle kati cisimlerin hacim hesaplarinda siklikla rastla-
nir. Cavalieri (Kavaliye) prensibi olarak isimlendirilir.

PRAMIT

16.17. Tanim: Bir diizlemsel ¢cokgen ve bu ¢okgensel bélgenin bulun-
dugu duzlemin disindaki sabit bir T noktasi ile cokgensel bolgenin kenarlar:
lizerindeki noktalardan gecen dogrularin olusturdugu yiizeye piramidal yii-
zeyi, olusan cokgensel bolgelerle cokgensel bdlgenin sinirladigl cisme de pi-

ramit denir.
=

B
Cc A B

Sekildeki ABCD c¢esit kenar dortgen bolgelerine piramitlerin tabanlari;
T noktalarina piramitlerin tepe noktasi, [TA], [TB], [TC], [TD] dogru pargalari-
na piramitlerin yay ayritlar;; TAB, TBC, TCD, TCA ti¢gensel bolgelerine de pi-
ramitlerin yan ytzleri denir.

Tepe noktasindan taban diizlemine indirilen [TH] dikmesine piramidin
yuksekligi, bir yan ytlizdeki liggenin tepe noktasindan kendi taban ayritina ait
yliksekligine bu yan ytlize ait yiiksekligi denir.

Piramitler tabanini olusturan ¢okgenin kenar sayisina gore adlandirilir-

lar, licgen piramit, dértgen piramit, besgen piramit, ... gibi.

16.18. Tanim: Tabani diizgiin ¢okgen ve ytlikseklik ayagi taban merke-
zinde bulunan piramide diizglin piramit denir.



www.matematikl.com 19

T

B C
Verilen sekilde diizgiin altigen piramit goriilmektedir. Yiksekligin ayagi, diiz-
glin altigenin merkezidir.

Diizgiin piramidin su 6zellikleri varidir:

1. Bir diizgiin piramidin yan yiizlerinin tiimi, birbirine es ikizkenar
licgenlerdir.

2. Bir diizgiin piramidin yan ayritlarinin uzunluklari esittir.
3. Diizgiin piramidin tabani diizgiin cokgen oldugundan, tabanin ¢evrel

ve i¢ teget cemberi vardir.

16.19. Tanim: Bir diizgiin piramitte bir yan yiiziin ytksekligine diizgiin
piramidin apotemi denir.

Ornek: Bir diizgiin altigen piramidin taban ayritinin uzunlugu 6 cm ve
yan yiiz yiiksekligi 5v/3 cm olduguna gére bu diizgiin aligen piramidin yiik-
sekligini bulunuz.
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Cozim: Sekilde ABCDEF diizgin altigen oldugundan, HCD tg¢geni eske-
nardir. |CD| = 6 cm ise |[HM| = 3v/3 cm olur. [TH] L [HM] ise THM dik iicge-
ninde Pisagor teoremi uygulanirsa,

ITH|? 4+ |[HM|? = |TM|?

ITH|? + (3V3)* = (5V3)?
ITH| = 43 cm
bulunur. //

Piramidin alani, taban alani ile yanal alaninin toplamina esittir. Taban
alani A} ve yanal alan1 Ay olan piramidin tiim alani, A = A} + Ay dir.

16.6. Teorem: Bir diizgiin piramidin yanal alani, taban ¢evresi ile yan
yuz ylksekliginin ¢arpiminin yarisina esittir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 6zel olarak altigen piramitler icin yapilacaktr.
Daha sonra genellestirilecektir.

Bir taban ayritinin uzunlugu a ve yan yiiz yiiksekligi (apotemi) h1 olan
diizgiin altigen piramitin ile onun diizleme a¢imi ¢izilmistir. Dlizgiin piramitte
yan yuzlerin timi birbirine es ikizkenar tiggenler oldugundan,



www.matematikl.com 21

_ 6-a-h]
Y 2

dir. 6a verilen piramidin tabanin ¢evresi oldugundan, bu esitlik n-gen icin yazi-
Iirsa,

n-a-h
Ay = =5+

bulunur.

16.8. Sonug: Taban alani G ve bir ayriti a olan diizglin n-gen piramidin
alani,

A=G+Ea7'lll
dir. (h1 yan ytiz ytksekligidir.)

16.7. Teorem: Bir piramit, tabanina paralel bir diizlemle kesildiginde;

a) Kesik cokgenin tabana benzerdir.

b) Kesik alaninin taban alanina orani, bunlarin tepe noktalarina olan
uzakliklarinin karesi oranina esittir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 6zel olarak dértgen piramitler icin yapahm.
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T

A
(5]

a) Teoremin ispatini dértgen piramit i¢cin yapalim. TABCD (T tepe nok-
tasi) piramidin tabana paralel piramit olan E' dlizlemi ile ara kesiti olan dort-
geni, A'B'C'D' olsun. A'B'C'D' dortgeni ile ABCD dortgeninin karsilikh kenarlari
birbirine paralel oldugundan, Tales teoremine gore,

|A'B’| [B'C'| |C'D'| |D'A’|
) |AB|  |BC|  |cD|  |DA]
olur. Oyleyse bu iki dortgen birbirlerine benzerdir.

b) Bu iki benzer ABCD ve A'B'C'D' dortgenlerinin tepe noktasina olan
uzakliklar1 sirasiyla |TH| ve |TH'| olsun. Benzer iki ¢okgenin alanlar1 orani
benzerlikleri oraninin karesine esit oldugundan,

A(A'BC'D) |A'B|?

A(ABCD)  |AB|2
ve
|A'B'| |B'C'| |TA| |TH
|AB|  |BC|  |TA| |TH]|
dir. O halde,
A(A'B'C'D') |TH|?
A(ABCD)  |TH|?
bulunur.

Ornek: Tabanmin bir kenar1 10 cm olan bir diizgiin kare piramidin yan
yuz yiksekligi 13 cm’dir. Bu piramidin tepesinden 3 cm uzaklikta tabanina
paralel bir diizlemle kesiyor. Elde edilen kesitin alanini bulunuz.

Cozim:
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A 10 B

Cozum: Sekilde goruldugu gibi,
[TM] L [BC]ve [TH] L [HM]
dir. |HM| =5 cm ve |TM| = 13 cm oldugundan, THM dik ticgeninde Pisagor
teoreminden,
ITM|? = |[TH|* + |[HM|?

132 = |TH|? + 52

ITH| = 12 cm
ise
A(A'B'C'D') |TH|?
A(ABCD)  |TH|?
A(A'BC'D') 32
100 122
A(A'B'C'D') = %cm2
bulunur.

16.8. Teorem: Bir piramidin hacmi, tabaninin alani ile ytiksekliginin

¢arpiminin licte birine esittir.
_ Ayh
V==3"
dir.

Ispat: Bu teoremin ispati 6zel olarak tiggen piramitler i¢in yapilacaktrr.
Daha sonra genellestirilecektir. Sekildeki gibi piramidin tabani tiggen olsun.
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E
D

A

TABC tuggen piramidini ABCDETE pirizmasina tamamlayalim. TABC ii¢gen pi-
ramidi ile ABCDTE prizmasi ayni taban ve ytiksekliktedir.

Cavalieri prensibi geregi, TABC (T tepeli) ve ADTE (A tepeli) piramitleri
taban alanlar1 ve yiikseklikleri esit oldugundan, hacimleri esittir. Uggen priz-
madan ADTE piramidini ¢ikarirsak, geriye TBCE paralelkenar tabanl piramit
kalir. Bu TBCE paralelkenar tabanli piramit ise, ATBC ve ATCE piramitleri ay-
ridir. Bu iki ticgen piramidin hacimleri esittir.

Burada, liggen prizmanin verilen piramidin hacmine esit ti¢ esit hacimli
piramide ayrilabildigi gorilmektedir.

Uggen prizmanin hacmi, V.= A(ABC) - h olacagindan, licgen piramidin
hacmi,
V =2A(ABC) -h
bulunur. Elde edilen bu sonug genellestirilirse, taban alan1 A ile gosterirsek,
1
elde edilir.

Ornek: Bir diizgiin kare piramidin tabaninin bir kenar1 6 cm ve yanal
alan1 60 cm? olduguna gore, bu piramidin hacmini bulunuz.

Cozim:
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T

Verilen sekilde diizgiin kare piramidin ytiksekliginin ayagi, taban karesinin
merkezi O noktasidir. Yan ytizleri, dort adet ikizkenar licgenden meydana gel-
diginden, TBC ikizkenar ti¢geninin alanj,

a(TBe) = BTG
60  6|TC|

4 2

ITC| =5 cm

bulunur. THE dik licgeninde Pisagor teoreminden,
ITE|?> = |[HE|* + |TO|?

ITO| =4 cm
olur. Taban alan1 36 cm? ve yiiksekligi 4 cm olan bir diizgiin kare piramidin
hacmi,

v lee s agam?
bulunur.

16.9. Sonug: Bir taban ayriti a, yiiksekligi h ve yan ytz yiiksekligi h1
olan kare piramidin,
a) Yanal alan;; Ay = 2-a-h, br?
b) Toplam alan;; Ay = a® + 2-a- h, br?

¢) Hacmi; V = %-az -h br3

dir.

Ornek: Taban kenar1 12 cm, yiiksekligi 8 cm olan diizgiin kare pirami-
din yanal alaniny, tiim alanini ve hacmini bulunuz.
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T

A 12 B
Cozim: Sekildeki diizgiin kare piramitte, TBC ikizkenar ti¢geninde [TK]
yan yuz yuiksekligini cizersek, THK dik licgeninden,
ITK|? = |TH|? + |HK|?
ITK|? = 8% + 62

ITK| =10 cm
bulunur.

a) Alan,A; =a?+2-a-h; = 1224+ 2-12-10 = 384 cm?

-az-h=%-122-8=384cm3

W[ =

b) Hacim, V =

16.10. Sonug: Bir taban ayriti a, yiiksekligi h ve yan ytiz yliksekligi h1
olan eskenar tiggen piramidin,

a) Yanal alang; Ay = % -a-h, br?
2
b) Toplam alany; Ay = 2 f +%- -h, br?
2
c) Hacmi; V = a’hy3 br3

12
dir.

Diizgiin Dortyuzlii

16.20. Tanim: Dort yuzi de eskenar lg¢genlerden olusan piramitlere
diizglin dortylzli denir. Diizgiin dortytizliide yilikseklik, tabani olusturan ti¢-
genin agirlik merkezine iner. Dilizgiin dortyiizliniin biitiin yiizleri es kenar
ticgen oldugundan biitiin ayritlar esittir.
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16.9. Teorem: Bir ayritinin uzunlugu a birim olan diizgiin dortytizli-

nun;

a) Yan yuz ytiksekligi, |AE| = aJ_

b) Cisim yiiksekligi, |AH| = a\/_

c) Alany, A = a?y/3 br?

3

d) Hacmi, V = alf br3
tar.

Ispat: a) Bir kenarinin uzunlugu a birim olan bir eskenar ii¢ggenin yiik-
sekligi h = # br’'dir. Bir diizgiin doértytlzliiniin biitiin yiizleri eskenar tiggen

oldugundan, yan yiiz ytiksekligi |AE| = i br olur.

b) ABCD diizgiin dortyiizliiniin taban1 BCD eskenar ti¢ggen ise, H noktasi
hem BCD eskenar ti¢cgenin agirlik merkezi, hem de cisim ytiksekliginin ayagi-
dir. ABD eskenar liggeninde,

IBE| = |ED| ise [AE] L [BD]

olur ve |BD| = a oldugundan,
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1 a3 _ a3
[EH| =3 === D

bulunur. AHE dik uggenmde Pisagor teoremi uygulanirsa,
|AE|?> = |EH|? + |AH|?

e - (o) - (¢5) -5
a6

ve buradan |AH| = =<— br bulunur.

c) Bir diizgiin dortytizliintin alani, dort tiggenin alanlar1 toplami olaca-
gindan,

2
A=af=a2\/§br

bulunur.

d) Bir piramidin hacmi, tabanmin alam ile yiiksekliginin ¢arpiminin
licte birine esit oldugundan

STHMIRIEE TR

bulunur.

Ornek: Taban alan1 16+/3 cm? olan diizgiin dértyiizliiniin yan yiiz yiik-
sekligini, cisim ytiksekligi, alan1 ve hacmini bulunuz.

Cozim: Diizglin dortylzliniin, dort yan ylzi de es eskenar licgenler
oldugundan bir ayritinin uzunlugu,

2
Ag = #: 16v3 cm?

a=8cm
dir. Bir ayritinin uzunlugu a birim olan diizgiin dértyiizliiniin;

a) Yan ytiz yiiksekligi, |AE| = ﬂ = 4+/3 br

b) Cisim ytksekligi, |AH| = a\/_ 8‘5{6 b
c) Alany, A = a?V/3 = 6443 br

a3ﬁ_83ﬁ_128ﬁb 5
12 — 12 ~— 3

d) Hacmi, V =
bulunur.

Diizgiin Sekizyiizlii
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16.21. Tanim: Tim ayritlarinin uzunluklari esit olan iki kare piramidin
tabanlarinin birlesmesi ile olusan cisme duzgiin sekizyuzlu denir.

16.11. Sonug: Diizgiin sekizytizliiniin biitiin yiizleri birbirine es olan
eskenar ti¢ggenlerdir. Diizgiin sekizyiizliiniin, sekiz tane eskenar tliggen oldu-
gundan toplam alani;

A=8- a\/_ = 2a2y/3 br?

dir.

16.10. Teorem: Tabani kare olan diizgiin sekizytlizliiniin hacmi, tabani
kare olan piramidin hacminin iki katidir.

2
ABCD Kkare, bir ayrit1 a olan sekizytizliiniin hacmi V = # br3
Ispat: |AB| = a brise |AH| = i br ve THA dik licgeninde Pisagor teo-
reminden,

2
ITH|? = a2 — (#)

bulunur. Piramidin hacml,
_ 1 2. a\/i _ 33\/E 3
Vi=ga =g br

olur. Diizgiin sekizytizliintin hacmi,
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3
v=2-V1=a§/z br3

bulunur.

Ornek: Bir ayritinin uzunlugu 10 cm olan diizgiin sekizyiizliiniin to p-
lam alanini ve hacmini bulunuz.

Coziim: a) Alan; A = 2- 102y/3 = 200+/3 cm?

103V2 _ 1000VZ ,
3 = 3 br

b) Hacim; v =

Ornek: En uzak iki kosesi arasidaki uzaklik 6/2 cm olan diizgiin se-
kizytizliiniin hacmi ka¢ cm3 tiir?

IST| = 6v/2 cm oldugundan, |ST| = 3v2 cm'dir.

a=3V2V2=6cm
3 2

Kesik Piramit

16.22. Tanim: Bir piramit tabanina paralel bir diizlemle kesilirse, kesit
diizlemi ve piramidin tabani arasinda kalan cisme kesik piramit denir.
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16.23. Tanim: Piramidin tabani kesik piramidin alt tabani, kesit diiz-
lemi ile ara kesiti ise, kesik piramidin tist tabanidir. Kesik piramidin alt taban-
la tist taban birbirine benzer olan ¢okgenlerdir. Kesik piramidin iki tabani ara-
sindaki uzakliga kesik piramidin yiiksekligi; [AE] , [BF], [CG] , [DK] dogru
parcalaria yan ayritlari, yan ylizlerdeki yamuklara yan yiizler ve bu yamuk-
larin ytiksekligine de yan yiiz yiiksekligi denir.

A(Ust Piramit) hy) 2
16.12. Sonug: =\

A(Tim Piramit) ~ \h

Ornek: Tabani kare olan bir piramit, tabanina paralel ve tabanina uzak-

2
hig1 yiiksekliginin E si kadar olan bir diizlemle kesiliyor. Kesik piramidin st

tabaninin alan1 18 cm? ise, alt tabaninin alanini bulunuz.

A B
Cozim: Sekle gore,

[AB] // [EF], [BC] // [FG], [CD] // [GK], [DA] // [KE]
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A A
oldugundan ABCD ~ EFGK diir. Ayni sekilde, TFG ~ TBC oldugundan,
A(EFGK) (h1)2
A(ABCD) \h

18 (3k)2
A(ABCD) \5k

A(ABCD) = 50 cm?
bulunur.

Diizgiin Kesik Piramit

16.24. Tanim: Diizgiin bir piramit, tabanina paralel bir diizlemle kesi-
lirse, kesik diizlemi ve diizgilin tabani arasinda kalan cisme diizgiin kesik pira-
mit denir. Diizgiin kesik piramitte, alt tabanla iist taban, kenar sayilari ayni
olan benzer iki dlizgiin cokgendir. Buna gore diizglin kesik piramidin;

1. Yan yiizeyler birbirine es olan ikizkenar yamuktur.

2. Yan yuz yliksekliklerinin uzunluklari birbirine esittir.

3. Tabanlarin agirlik merkezlerini birlestiren dogru parcgasi tabanlara
diktir ve uzunlugu kesik piramidin yiiksekligine esittir. Bu uzunluk kesik pi-
ramidin ytksekligini verir.

16.11. Teorem: Bir diizgiin kesik piramidin yanal alani, alt ve st ta-
banlarin ¢evreleri toplaminin yarisi ile yan yiiz ytiksekliginin carpimina esittir.

Ispat: Diizgiin kesit piramitte, tabanlar diizgiin cokgen ve yan yiizler,
birbirine es olan ikizkenar yamuktur. Diizgiin kesik piramidin alt tabaninin
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ayritinin uzunlugu a birim, iist tabaninin ayritinin uzunlugu b birim ve yan
yuzu olan ikizkenar yamugun ytiksekligi h1 birim olsun. O halde, tabani, n-gen
olan kesik piramitte birbirine es n tane ikizkenar yamuk oldugundan,

a+b 1 1
Ay =r1'( 2 ) “hy =§(na+nb)-h1 zf(galt-l_(/‘ﬁst)'hl br?
bulunur.

16.13. Sonug: Bir diizgiin kesik piramidin alt taban alani G1 br2 ve st
taban alani1 da G2 br? ise, tiim alani yanal alani ile alt ve {ist taban alanlarinin
toplamina esittir. Buna gore;

A=G, +G,+ Ay
dir.

Ornek: Bir diizgiin kesik kare piramidin alt tabaninin alan1 256 cm? ve
list tabaninin alani1 64 cm? dir. Bir yan yliziin diizlemi ile taban diizleminin 61-
cek acis1 600 olduguna gore kesik piramidin toplam alanini bulunuz.

Cozim:

A4H; 8 H4B
Diuizgiin kesik piramitte yan yiizler ikizkenar yamuk oldugundan,
|EF| = |[H,H,| = 8 cm ve |AH,| = |[BH,| = 4 cm

A
dir. Yan ylizeyin taban diizlemi ile 6lgek acis1 60° oldugundan, EAH,, bir
30 — 60 — 90 {li¢ggenidir ve |EA| = 8 cm, |AH,| = 4+/3 cm'dir. Kesik piramidin
yanal alani ve toplam alani;

A, = 4(6"'2—8)4‘/§ = 192+/3 cm?

A =320+ 1923 cm?
bulunur.
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16. 12. Teorem: Yiiksekligi hi, taban alan1 G1, hacmi V1 olan bir pira-
mit, tabanina paralel bir dizlemle kesildiginde, elde edilen kii¢iik piramidin
, . oV h, 3 .
ylksekligi h2, taban alani Gz, hacmi Vzise, =—— = { — ) dir.
Vi hy

Ispat: Biiyiik piramidin hacmi, V, = 913—1 ve Kkiiciik piramidin hacmi,
Vv, = 923—}12 dir. 16.12. Sonugtan,

2 (3)
G; \h

oldugunu biliyoruz. O halde,
Go'ho

2
Vo _ "5 Gohy _ (h_Z) h, _ (h_2)3
vy Gihy Gqhy h;/ hy h,

3

olarak bulunur.

Ornek: Yiiksekligi h birim, tabaninin bir kenari a birim olan bir kare

h
piramit, tepeden 2 birim uzaklikta tabanina paralel bir diizlemle kesiliyor. El-

de edilen kesik piramidin tabanlarinin alani ile hacmini bulunuz.

Cozum:

Verilen sekilde TAB ticgeninde [EF] // [AB] ve |TE| = |EA| =% oldugundan,
_|AB| _a

[EF| = == =3
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dir. Kesik piramidin alt tabaninin alanm1 A; = a® br? ve ist tabaninin alanm

a2 2 1.
A, =7 bredir.

Kesik piramidin hacmi, biiyiik piramidin (V) hacminden kii¢iik pirami-
din hacminin (Vi) farkina esit oldugundan,

2\? 2
a)h_7ahbr2

_vyv —vy —2Ll,2p_1fa%y h_ 7a®h
V=Vp,—V=3a%h 3(4 2° 24

bulunur.

16.13. Teorem: Alt ve Ust taban alanlar1 sirasiyla Gi1 ve G, yiiksekligi
h1 olan kesik piramidin hacmi;

1 A
T

—
h,
G
&
E hy
A
C
A B

dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 6zel olarak kesik kare piramitler i¢in yapila-
caktir. Tepe noktasi T olan ABCD piramidin hacmi ile tepe noktas1 T, EFGK kii-
cik piramidin hacimleri farkina esittir. Kiiciik piramidin yiliksekligine h2 ve
kesik piramidin yiiksekligine h1 dersek,

1 1

V = 5[G;h; + (G, — G)h,] (1)

h; +h,

W] =

olur. ABCD ve EFGK benzer ¢okgenler oldugundan, benzerlik oranj,
2
olur. Buradan,

Gy (h1+h2)2
Gy h,
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\/G_1_ h; +h,
JG;  h,

elde edilir. Son esitlikten elde edilecek, h, = esitligi (1) esitliginde

yazilirsa;

1- h1\/G_2
V=3 G1h1+(\/G_1_\/G_2)(\/G_1+\/G_2) J?l_JG_Z

.

V=3 [Gihy + (VGy +1/G)hy1 /Gy
1

V = 3[Gih; +/G,G;hy + G,y

1
V= §(G1 +G, +./G;G,) - h,
elde edilir.




