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17. BOLUM
UC BOYUTLU CISIMLER
(SILINDIR, KONI ve KURE)

SILINDIR

17.1. Tanim: Uzayda diizlemsel bir egri ile bu egrinin diizlemine para-
lel olmayan bir ¢ dogrusu alalim. Egri tizerindeki her noktadan ¢ dogrusuna

paralel olarak ¢izilen dogrularin olusturdugu yiizeye silindirik yuizey denir.
Ana Dogru

ayanak
grisi

17.2. Tanim: Diizlemsel egriye silindirik yilizeyin dayanak egrisi, £ dog-
rusuna paralel egri iizerindeki dogrulara da silindirik ylizeyin ana dogrusu
denir.

17.3. Tanmm: Dayanak egrisi kapali bir egri olan silindirik bir ytlizeyin
ana dogrularini kesen ve birbirine paralel iki diizlem arasinda kalan cisme
silindir denir.

17.4. Tanim: Paralel diizlemlerin silindirik ytlizeyin i¢inde kalan parcga-
larina silindirin tabanlari, taban diizlemleri arasindaki uzakhga silindirin yiik-
sekligi, tabanlarin gevrelerini birlestiren egri yiizeye silindirin yanal yiizeyi
denir.
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17.5. Tanim: Bir dairesel silindirin iki taban1 arasindaki uzakliga yiik-
seklik denir.

EN
Silindir tabanlarina gére adlandirilir. Dairesel silindir, eliptik silindir
gibi. Biz bu kisimda kapali egri olarak daire tlizerine insa edilen silindirleri in-
celeyecegiz. Benzer sekilde diger egriler de incelenir.

17.6. Tanim: Ana dogrular1 dik olan silindire dik silindir ya da donel
silindir, dik olmayan silindirlere egik silindir denir.

g >

Dik dairesel silindir Egik dairesel silindir

Bir egrinin, bir eksen etrafinda 360° dondiiriilmesiyle donel cisimler
olusur. Donel cisimlerin, eksenlere dik diizlemler ile tiim Kkesitleri birer cem-
berdir.

P B
Ty

Bir dikdortgen levha bir kenari etrafinda déondiiriildiigiinde silindir el-
de edilir.
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Bir silindir, taban kenarlar1 sonsuz sayida n-gen prizmalardir.
Bir dairesel silindirin diizlemle kesitlerinde su 6zellikleri asikardir:

1. Dik dairesel silindirin tabanina paralel bir diizlemle ara kesiti taban-
lara es bir dairedir.

2. Bir dairesel silindir birbirine paralel diizlemlerle kesilirse, ara kesit-
ler birbirine es olur.

Dik Dairesel Silindirin Alani

17.1. Teorem: Bir dik dairesel silindirin taban alanlari ile taban ¢evre-
sinin yiiksekliginin ¢arpiminin toplamina esittir.




www.matematikl.com 4

A =2nr(r+ h)

Ispat: Dik dairesel silindir agilim sekildeki gibidir. Silindirin agihmi bir
dikdortgen ve iki daireden olusmaktadir. Dikdértgenin ayritlar1 2ntr ve h dir.
Buna gore dikdortgen olan yanal alan,

Ay = 27trh
dir. iki tane taban daireler vardir. O halde toplam alan,
A =A; + Ay = 2nr? + 2nrh = 2nir(r + h)
dir.

Ornek: Taban yaricap1 8 cm olan dik dairesel silindirin yiiksekligi 15
cm dir. Buna gore silindirin yanal alanini ve toplam alanini bulunuz.

Cozim:r =8 cm,h = 15 cm
Ay = 2mrh = 21+ 8- 15 = 2407 cm?
A =2m-8(8+15) = 3681 cm?

Ornek: Bir dairesel egik silindirin dik kesitinin yaricap1 4 cm ve ana
dogrusunun uzunlugu 10 cm ise bu silindirin alanini bulunuz.
Cozim:r =4 cm,h = 10 cm

Ay = 2nrh = 21+ 4+ 10 = 801 cm?
A=2nr(r+h) =2n-4(4+ 10) = 1121 cm?

Egik Silindirin Alani

17.2. Teorem: Bir egik dairesel silindirin taban alanlari ile taban ¢ev-
resinin ayritinin ¢arpiminin egiminin siiniisiiniin toplamina esittir.
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A =2nr(r+ € sin o)

ispat: sina = % ise h = £ sin a oldugundan, egik silindirin yanal alanj,
Ay = 2mtrh = 2nrfsina
dir. Iki tane taban daireler vardir. O halde toplam alan,
A=A+ Ay = 21r? 4 2nrd sin a = 2mr(r + £ sin a)
dir.

Ornek: Bir dairesel egik silindirin yaricap:t 5 cm, egimi 30°, uzunlugu
16 cm ise bu silindirin yanal alanini ve toplam alanini bulunuz.

Coziim:r =5 cm,# = 16 cm, o = 30°
Ay = 2mrfsina = 215+ 16 - sin 30 = 801 cm?
A=2nr(r+¥¢sina) = 2n- 5(5+ 16 - sin 30) = 130T cm?

Silindirin Hacmi

17.3. Teorem: Bir dairesel silindirin hacmi, taban alani ile yiiksekligi-
nin ¢arpimina esgittir.

Ispat: Silindir 6zel bir prizma oldugunu yukarida sdylemistik. Buna go-
re,
V =nirh
bulunur.
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Ornek: Kenar uzunluklar1 5 cm ve 8 cm olan bir dikdortgen kenarlari
etrafinda ayri ayr1 3600 dondtriiliiyor. Olusan silindirlerin alanlarini ve hacim-
lerini bulunuz.

Coziim: Birinci dik silindir r =5 cm, h = 8 cm ve ikinci dik silindir
r =8 cm, h =5 cmoldugundan,

V = 152%8 = 200m cm?
V = 18?5 = 3207 cm?
bulunur.

Ornek: Taban yarigaplar1 10 cm ve 4 cm olan iki borunun yiikseklikleri
20 cm dir. Bu i¢i boru kiigiik capli olan biiytik ¢aplinin igine taban merkezleri
cakisik olacak sekilde yerlestiriliyor. iki boru arasma su dolduruluyor. I¢ ki-
simdaki boru alindiginda suyun ytiksekliginin borunun icinde ka¢ cm olacagini
bulunuz.

20

Cozim: Bliylk capli borunun hacminden kii¢tik capl borunun hacmi ¢1-
karilirsa suyun hacmi bulunur.

V =mr2h—nr’h=V =n10%20 — 16220 = 1 2807 cm?
bulunur. I¢ kisimdaki boru alindiginda suyun yiiksekligi diisecektir, yeni du-
rumu da suyun ytiksekligi h olsun. Buna gore suyun ytksekligi,

V =mrh
1280m = w10%h
h=128

olur.
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17.4. Teorem: Bir egik dairesel silindirin hacmi, taban alani ile ayriti-
nin siindsiinun ¢arpimina egittir.

Ispat: Egik silindirin yiiksekligi h = £ sin a oldugundan,
V = mtr?#sin «
bulunur.

Ornek: Taban ¢ap1 6 cm, yiiksekligi 15 cm bir dik silindir kavanoz bir
miktar yag vardir. Bu kavanoz 459 lik a¢1 yapacak sekilde egildiginde, yagin
ylzeyi kabin agzina dayanmaktadir. Buna gére suyun hacmi ka¢ cm2dir.

Cozim: Kavanoz dik durumdan egik duruma getirilirse sekildeki gibi
EDC ti¢geni ikizkenar dik ticgen olur.
|EC| = |CD| = 6 cm
dir. Egik sekil dik konuma getirilirse yag ytuzeyi, [ED] nun orta noktasindan
[CD] na gizilen paralel olur. Buradan, A.K.A. eslik teoremi geregi,
|EC| = |CD| =6 cmiseh=15—3 =12 cm
olur. Buna gore,
V = r*h = 13212 = 1081 cm?
elde edilir.
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KONI

17.7. Tanim: Uzayda, diizlemsel kapal bir C egrisi ile, bu diizlemin di-
sinda bir T noktasi verilsin. T noktasi ile C egrisinin her noktasindan gecen
dogrularin olusturdugu yiizeye konik yiizey denir.

taban
C egrisi

ana
dogru

tepe
noktasi

17.8. Tanim: Konik ylzeyde tanimh diizlemsel kapali C egrisine taban
egrisi (dayanak egrisi), C egrisinin diizlemi disindaki T noktasina, bu konik
yluzeyin tepe noktas), tepe noktasi ile C egrisinin her noktasindan gecerek
konik yiizeyi olusturan dogru parcgasina ise, konik ylizeyin ana dogrulari de-
nir.

17.9. Tanim: Taban egrisi kapal bir egri olan konik yiizeyin tiim ana
dogrularini kesen bir diizlemle tepe noktasi arasinda kalan cisme koni denir.

Sekilde E diizlemi ile konik yiizeyin kesitine koninin tabani, tepe nok-
tasmin tabana uzaklhigina koninin yiiksekligi, tabaninin cevresini tepeye bir-
lestiren egri ylizeye de koninin yanal yiizeyi denir.
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Konikler tabanlarina gore; dairesel koni ya da eliptik seklinde adland1-
rilirlar.

17.10. Tanim: Tabani daire olan ve yiiksekligi tabanin merkezi ile tepe
noktasindan gecen koniye dik dairesel koni denir. Yiikseklik ayagi taban
merkezinden gecmeyen koniye de egik dairesel koni denir.

Dik dairesel konide biitiin ana dogrular birbirine esittir ve yiiksekligi
simetri eksenini olusturur.

Ornek: Taban yarigap1 5cm olan bir dik dairesel koninin ana dogrusu-
nun uzunlugu 13 cm dir. Bu koninin simetri ekseninden gecen diizlemle ara
kesiti olan ticgenin alanini bulunuz.

Cozim: Bir dik dairesel koninin merkezinden gecen diizlemle kesiti

ikizkenar ticgendir. 5 — 12 — 13 licgeninden h = 12 cm
P

A |AB[-[PO| _ 10-12

A(TAB)= — 5— = 60 cm?

elde edilir.

17.1. Sonug: Bir koninin, tepe noktasi ile tabanini kesen diizlemle kesiti
her zaman bir ticgendir.

17.2. Sonug: Bir dairesel koninin tabanina paralel bir diizlemle kesiti
yine bir dairedir.
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17.5. Teorem: Bir dairesel koninin tabanina paralel bir diizlemle kesi-
tinin yaricaplari orani, tepe noktasindan bu kesitlere olan uzakliklarinin ora-
nina esittir.

Tepe noktasi T ve tabani A, B, ¢apli daire olan koninin taban dtizlemi ile
0, merkezli A,B, capli cemberin diizlemi paralel oldugundan,

[C,0,1//[C,0,] ve [C,H,]//[C,H,]
A A

dir. A.AA. benzerlik teoreminden TC,0, ~ TC, O, olup,
|T02| _ |02C2| I
ITO4l 104C4] 14

A A

ve TC,H, ~ TC, H, olup,
ITO,| _ ITH,| by
|TO4| |ITH4| by

r
dir. O halde, 2 -2 esitligi ispatlamis olur.
ry by

Ornek: Yiiksekligi 15 cm ve tabaninin yaricapi 6 cm olan bir koni, taban
diizlemine paralel bir diizlemle tabandan 10 cm uzaklikta kesiliyor. Diizlemde
koninin kesiti olan dairenin yaricapini bulunuz.

Cozum: 17.5.teoremden h; = 15 cm oldugundan h, = 15—-10 =5 cm’
dir. Buna gore,

I h,
rq B hy
r, 5
6 15

r, =2cm
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dir.

Dik Dairesel Koninin Alani

Koni, taban kenar sayisi sonsuza yaklasan bir piramittir. Bu yiizden
koninin alan ve hacim hesaplarinda piramidin alan ve hacim hesaplarini kulla-
narak ispat yapacagiz.

17.6. Teorem: Bir dairesel koninin yanal alani, taban cevresi ile ana
dogrusunun uzunlugunun ¢arpiminin yarisina esittir.

A =T1ra

Ispat: Koninin yan yiizeyini [AB], [BC], [CD], ..., [EF] es tabanh ii¢cgenle-
re ayirirsak,
h; (JAB| +|BC|+|CD| +|DE|+|EF])
dir. Koninin tabanmnin kenar sayisi sonsuza giderse, a =r; olur ve
|AB|, |BC|, |CD|, |DE|, |EF| uzunluklari sifira yaklasarak m(AF) yaym olusturur-
lar. m(AF) = 27r oldugundan,

Ay = anra = mra

bulunur.

17.3. Sonug: Bir dik dairesel koninin alanj,
A=mra+mnr?=mnr(a+r)
dir.

Ornek: Bir dik dairesel koninin taban yaricapi 3 br ve yiiksekligi
3+/3 brolduguna gore, bu koninin yanal alanini ve toplam alanini bulunuz.
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Cozim: Yandaki sekilde, TOB dik licgeninde Pisagor teoreminden,
ITB|? = (3v/3)? + 3%ise |TB| = 6 cm
bulunur. Dik dairesel koninin yanal alanj,
A=mra=m-3-6=18m br?
toplam alan,
A=nr(a+r)=m-3-(3V3+3) =9(v3+ 1)m cm?
bulunur.

Ornek: Yandaki sekil, tepe noktas1 T ve ana dogrusunun uzunlugu 20
cm olan bir dik dairesel koninin yan yiizerinin a¢ilimidir. Buna gére bu koninin

tabaninin yarigcap uzunlugunu bulunuz.
A B

20
72

Cozim:

T

—_
N

P
- -

AB yay pargasinin uzunlugu koninin tabaninin ¢evresine esit olacagindan; T
merkezli dairenin ¢evresi 40t olup,

|AB| = 28?8)6-:})01T
dir. 2tr = 32mise r = 16 cm bulunur. O halde koninin tabaninin alani,

A=1r?=m-16%= 256m cm?

= 321 cm?

bulunur.
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Dik Dairesel Koninin Hacmi

17.7. Teorem: Bir dairesel koninin hacmi, taban alani ile yiiksekliginin
¢arpiminin ticte birine esittir.

V= %nrzh br3

Ispat: Dairesel koni, taban kenar sayis1 sonsuza giden bir piramit olarak
diisiinebileceginden, hacmi de piramitlerde oldugu gibi taban alan ile ytikse k-
liginin ¢carpiminin tigte birine esit olur. Tabaninin yarigap: r, yliksekligi h olan
dairesel koninin hacmi,

T

— 1A n=Lor2h e
V—BATh—3Trr h br

olur. (Bu formiil hem dik hem de egik koniler i¢in gecerlidir.)

Ornek: Tabanmm yaricap uzunlugu 8 cm ve ana dogrusunun uzunlugu
17 cm olan dik dairesel koninin toplam alanini ve hacmini bulunuz.

Cozim: 5 — 15 — 17 liggeninden, h = 15 cm olur. Buna gore dik daire-
sel koninin toplam alanj,
A=mnr(a+r)=mn-8-(8+17) =200m cm?
bulunur. Dik dairesel koninin yiiksekligi h = 15 cm oldugundan hacmi,
V = 3mr?h = 218215 = 3007 br®
elde edilir.

Ornek: Sekilde ABCD bir i¢ biikkey dértgendir. [AD] L [BC],
|AB| = 15 cm, |[BD| = 13 cm ve |BO| = |0C| = 12 cm olduguna gore, bu dort-
gen AO dogrusu etrafina 1809déndiiriildiiglinde, olusan cismin hacmini bulu-
nuz.
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F 8
A
15
1340
!
B 12 |0 C

Cozlim: ABCD ig¢blikey dortgeninin AO dogrusu etrafinda 180° dondii-
rilmesiyle olusan cisim, taban1 O merkezli, yarigap: 12 cm olan daire ile ytk-
seklikleri 5 ve 9 cm olan igice iki dik dairesel konidir. Biiyiik koninin hacmini
V1 ve kii¢lik koninin hacmini V2 dersek,

V=V, V,=2n(122- 9~ 122-5) = 192 cm’
bulunur.

Kesik Koni

17.11. Tanim: Bir koni taban diizlemine paralel bir diizlemle kesildi-
ginde Kkesit ile taban diizlemi arasinda kalan cisme kesik koni denir. Kesik
koninin kesite {ist taban, iki taban arasindaki uzakliga kesik koninin ytiksekligi

denir.
T

Ust taban

yukseklik

A B_ alt taban

Kesik koniler dik ve egik olmak tizere iki ¢gesittir.
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Dik Dairesel Kesik Koninin Alani

17.8. Teorem: Dik dairesel kesik koninin yanal alani, tabanlarin cevre-
lerinin toplami ile ana dogrusunun uzunlugunun ¢arpiminin yarisina esittir.

Ay = ma(r; +r,)

Ispat: Kesik koninin yanal alani, tepe noktas1 T ve taban1 O, merkezli
daire olan buyiik koninin yanal alani ile, tepe noktas: T ve taban1 O, merkezli
daire olan kii¢iik koninin yanal alaninin farkina esit olacagindan,

Ay = mrya, — mrya, (1)
: a a dy” Iy o e
dir. TBO, ~ TAO, benzerliginden, -~ = . dir. Oranti 6zelliginden,
a; Iy

rp rq I=ry TIp—Ih
dir. Buna gore,
a2 a ar

= oldugundan a, = 2
- g ) (2)
a a .
== oldugundan a, = ——1 (3)
r r,—rq rr,—rq

1
olur. (2) ve (3) degerleri (1) de yerine yazilirsa,

bulunur.

17.4. Sonug: Dik dairesel kesik koninin toplam alanj, alt ve {ist tabanla-
rinin alanlari ile yanal alaninin toplamina esit olacagindan,
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A =mrs +mr? + ma(r, +r,)
dir.

Dairesel Kesik Koninin Hacmi

17.9. Teorem: Taban yarigcaplariri ve rz, yliksekligi h olan herhangi bir
dairesel kesik koninin hacmi,

V= %nh(rf +r2 +r,1,)
dir.

Ispat: Dairesel kesik koni, tabanlarmin kenar sayilar1 sonsuza giden
kesik piramit gibi diisiinelim. Kesik piramidin hacminin,
1
V= §(G1 + G, +.,/G;G,) - h,
oldugunu 16.13. teoremde ispatlanmisti, G1 ve G2 alanlarini koni icin bulup
yazarsak,

V= % (nr? + mr2 4+ \/mr?mr?) - h

V=%(rf+r22+ r?r?)-h

bulunur.

Ornek: ABCD dik yamugunda m(A)=90° |AB|=|CB|=10cm,

IDC| = 4 cm'dir.
D 4 C

A 10 B
Bu yamugun [AD] kenar1 etrafinda 3600 dondiiriilmesiyle olusan cismin hac-
mini ve toplam alanini bulunuz.
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Cozim: ABCD dik yamugu, [AD] kenar1 etrafinda 3600 dondiiriilmesiyle
olusan cisim, bir dik dairesel kesik konidir.

C noktasindan, [AB] na bir dik inildiginde, |DC| = |AH| = 4 cm olacagindan
|HB| = 6 cm ve CHB dik tiggeninde Pisagor teoreminden, |CH| = [DA| = 8 cm
bulunur. Buna gore, dik dairesel kesik koninin taban yari¢caplar: r; = 10 cm,
r, = 40 cmve yiikseklik h = 8 cm oldugundan, bu kesik koninin hacmi;

V= %nh(rf +rZ+r,r,)
= 28102 + 47 + 10 4)
= 4161 cm?
bulunur. Donel kesik koninin toplam alani ise;
A =mri +mr? + ma(r, +r,)
= w10% + 4% + 10(10 + 4)
= 2567 cm?

bulunur.
KURE

17.12. Tanim: Uzayda sabit bir noktadan esit uzaklikta bulunan nokta-
larin geometrik yerine kiire ylzeyi, kiire ylizeyi ile siirlanan cisme de kiire
denir.

Uzayda alinan bu sabit noktaya kiirenin merkezi, kiire yiizeyi ile merkezi
arasindaki sabit uzakliga kiirenin yaricapi, kiire yiizeyinde alinan farkh iki
noktay1 birlestiren dogru pargasina kiirenin Kirigi, merkezden gecen kirise de
kiirenin ¢api denir.
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Bir Kiire Ile Bir Diizlemin Birbirlerine Gore Konumlari

Bir kiire ile diizlemin birbirine gére ti¢ farkli konumu vardir. Yaricapi r
ve kiirenin merkezinin diizleme uzakligi d olmak tlizere;

1. d > rise, kiire ile diizlemin ara kesiti bos kiimedir.

P il
l‘/ SRR |
e SIS
\\.

—

d>r

2. d = rise, kiire bir T noktasinda diizleme tegettir. Bu durumda, kiire
ile diizlemin ara kesiti bir noktadir. Bu noktaya degme noktasi, diizleme de
teget dlizlemi denir.

Bu ara kesit dairenin yarigaps;
|AO, | = Vr2 —d?
dir.
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17.10. Teorem: O merkezli kiire H noktasinda E diizlemine teget ise
[OH] L E dir.

O merkezli kiire ile E diizleminin ara kesiti H noktas1 <> [OH] 1 E dir.

Ispat: K noktasinin kiire diizleminin ara kesiti olan H noktasindan farkh
bir nokta oldugunu varsayalim. Bu durumda [OH] L E oldugundan, OKH ii¢cge-
ni dik ticgendir. Buradan |OK| > |OH| olur. Oysa kiire ile diizlem teget oldu-
gundan, diizlem ile kiirenin merkezi arasindaki en kisa uzaklik |OK| olur. Bu
celiskiden, H noktasi K noktasi ile cakisiktir.

17.11. Teorem: Bir kiire yiizeyinin bir diizlemle ara kesiti bir ¢cember,
kirenin diizlemle ara kesiti bir dairedir.

Ispat: Merkezi O noktasi ve yarigapi r olan bir kiire E diizlemi ile kesili-
yor. d, kiire merkezinin diizleme uzakhgidir. Kiire ile diizlemin ara kesiti iize-
rinde alinan bir A noktasi icin, kiire merkezinin diizleme uzaklig, |00,| = d ve
[00,] L [AB] oldugundan, |AO, | = r; olmak iizere OAO: dik tiggeninde Pisagor
teoreminden;

|A0, | = {/|0A]2 — |00, |2
r, = Vr? — d?
olur. O halde, ara kesit tizerindeki A noktalary, sabit O, noktasina esit uzaklikta

bulunurlar. Buna gore, ara kesit kiimesi bir gemberdir. Bu ¢emberle sinirlanan
diizlemsel bolge de daire olur.
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Ornek: Yaricap: 13 cm olan bir kiirenin merkezinden, d = 5 cm uzak-
likta bulunan diizlemle ara Kesiti bir dairedir. Bu dairenin alanini bulunuz.

ALEl2NE

d=5|13
0

E I

Cozim: Sekilde goruldigi gibi |OA| = d =5 cm ve |OB| = 13 cm oldu-
gundan OAB dik ticgeninde, |AB| = 12 cm bulunur. A merkezli dairenin yari-
¢ap1 12 cm olup alani,

A =1ir? = 14471 cm?
bulunur.

Kiirenin Alani

17.12. Teorem: Yaricap uzunlugu r olan bir kiirenin yiizey alanj,
A = 4mr? dir.

Ispat: |AB| = 2r ¢apli yarim ¢emberin, [AB] etrafinda 360° dondiiriil-
mesiyle olusan r yarigaph kiire ylizeyinin alanidir. Bu yarim ¢emberin igine,
herhangi bir yarim diizgiin BCDEFA ¢okgenini ¢izelim. Bu diizgiin ¢cokgenin ic¢
teget cemberinin yarigapma r' diyelim.

E D
i)
e % I\ L] ANe
d 1
W\ i v
s [t
o Tt ______ _.] 2\ B
F E" 0 U (o3

BCDEFA diizglin yarim ¢okgenin [AB] etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san cismin alanina Y diyelim ve bu alan [AF], [FE], [ED], [DC], [CB] nin dénd1i-
rilmesiyle olusan alanlarin toplamina esit olacagindan,

Y = 2ntr’|AF'| + 21’ |F'E'| + 2nr’|E'D’| + 21’ |D'C’| + 2nr’|C'B

Y = 2nr’ (JAF |+ |[F'E'| + |[E'D’| + |D'C’| + |C'B])

2r

Y =4nr'r
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bulunur. Burada diizgiin yarim ¢okgenin kenarlarinin sayisi sonsuz sayida ar-
tirthirsa, [AB] ¢apli yarim ¢ember olusur. Bu durumda yarim ¢okgenin cevresi
[AB] capl ¢cemberin ¢evresine, r' yarigapi r yarigapina ve Y alani da kiirenin
alanina erisir. O halde, r' icin

A = 2mr - 2r = 4mr?
elde edilir.

17.5. Sonug: Bir kiirenin alani bir biiyiik dairesinin alaninin dért katina

esittir.
Kiirenin Hacmi
17.13. Teorem: Yarigapir olan kiirenin hacmi;
_4 3
V= 3T
tar.

Ispat: Bir (Or) kiiresine teget olan E diizleminin {izerine, taban yarigapi
r ve yuksekligi 2r olan bir dik silindiri oturtalim. Silindirin merkezi T ise, silin-
dirin tabanlarmnin T ile ayr1 ayr1 belirttigi konileri silindirden ¢ikaralim. Silin-
dirden geri kalan kisim ile kiirenin hacmini karsilastiracagz.

T den d uzakliginda (d < r) ve E ye paralel olan F diizlemi ile bu cisimlerin
arakesitlerini inceleyelim.
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Silindirden kalan parca ile F nin arakesiti, i¢ yarigap1 d ve dis yarigapi r olan
bir daire halkasi; kiire ile F nin arakesiti yaricapi vr? — d? olan bir daire ola-
caktir. Bunlarin ayri1 ayri alanlarii bulalim. Halkanin alani1 A1 ve dairenin alani
Az olmak tlizere,

A, =mr? —md? ve A, = (vr? — d?)? = r? — nd?
olup A; = A, dir. Buna gore, silindirden kalan parg¢a ile kiirenin E’ye paralel
her diizlemle arakesitlerinin alanlari esit olmaktadir.

O halde, Cavalieri ilkesine gére bu li¢ boyutlu cisimlerin hacimleri esit-
tir. Buna gore silindirin hacminden, belirtilen konilerin hacimlerini ¢ikarirsak
geriye kiirenin hacmi kalr.

V' = Vitindir — 2 Vioni

V =mnr?2r—2 -%nrzr

_4_ 3
V—3‘ITI‘

elde edilir.

Ornek: Hacmi alanina esit olan kiirenin yaricapmi bulunuz.

Coziim: A = 4mr? ve V = %T[I‘3

4mr? = %nr3
r=3cm

Ornek: Yaricaplar1 3 olan yarim kiire ile bu yarim kiirenin tabanini ta-
ban kabul eden ve tepe noktasi kiire yiizeyi lizerinde bulunan dik koninin alan

ve hacimlerini bulunuz.
T

A B

C6zim: Yarim kiirenin alani ve hacmi sirasiyla,

A, =%-4nrf=%-4n32 = 181 cm?
A =%-%nrf =%-§n33 = 181 cm?
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dir. |AO| = |TO| =3 cm ve a = |AT| = 3v/2 cm oldugundan koninin alani ve
hacmi sirasiyla,

A, =mr(a+r)=m3(3v2+3) =9(1 + v2)m cm?
v, = %1‘[[‘3 = %1132 = 91 cm?
bulunur.

17.14. Teorem: Yaricapt ri1 ve r2 olan Kkiirenin alanlart oram

Aq rq 2 ) ) Vq rq 3 )
— = |— ] ve hacimleriorani— = | — ) dir.
ry \Z ry

- 9 A Iy < :
Ispat: A; = 4nr? ve A, = 4mrZ olacagindan — = | — ) dir.
2

3
Vv r
vV, = %nrf veV, = %nrf olacagindan V_: = (—1) dir.

Kiire Kusag

17.13. Tanim: Bir kiire ylizeyinde paralel iki diizlem arasinda kalan
parcasina kiire tabakasi denir.

Birbirine paralel diizlemsel kesitle kusaginda 01 ve Oz merkezli cem-
berler, kiire kusaginda ise gemberlerdir. Bu diizlemsel kesitlere, kiire kusagi-

nin tabanlar, tabanlar arasindaki uzakligina da kiire kusaginin yiiksekligi
denir. Kiire kusagi alttan-tlistten acik ve tistii agiktir.

17.15. Teorem: Kiire kusaginin alani, kiirenin biiylik ¢cemberinin ¢ev-
resinin uzunlugu ile kiire kusaginin yiiksekliginin ¢arpimina esittir.
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r yaricaplh h ytiksekligindeki kiire kusaginin alan1 & A = 2nrh

Ispat: Verilen sekilde goriilen kiire kusagi AB c¢ember yaymnn
|0,0,| = 2r ¢ap1 etrafinda déndiriilmesiyle olusur. Bu kusagi alani, m(AB)
diizgiin ¢okgen pargasinin olusturdugu alaninin limiti olarak diisiinelim. Bu
durumda, r yarigaph bir kiireden kesilen h ytiksekligindeki kiire kusaginin
alani;

A = 27r|0,0,| = 2mrh
olur.

Kiire Kapaga

17.14. Tanim: Bir kiire ylizeyinin bir diizlemle kesilmesi sonucu elde
edilen pargalardan her birine kiire kapagi denir.

Kure kapagi

17.16. Teorem: Bir kiire kapaginin yarigapi r ve ytiksekligi h ise, bu
kiire kapaginin alany,
A = 2ntrh
dir.

Ispat: Sekilde goriildiigi gibi kiire kapag bir tabani sifir olan kiire ku-
sag1 oldugundan, kire kusaginin alan hesaplamasi ile kiire kapaginin alan he-
saplamasi ayni olacagindan,

A = 2nrh
bulunur.

Kiire Kesmesi (Topaci)
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17.15. Tanim: Bir daire kesmesinin kendisini kesmeyen bir ¢cap etra-
finda dondiiriilmesinden olusan cisme kiire kesmesi (topaci) denir.

Kiire kesmesi, ABDC kiire kusag ile AOD ve BOC koni ylizeyleri tarafin-
dan sinirlanan bir cisimdir. Kiire kesmesi, tepeleri kiirenin merkezinde, taban-
lar1 kiire kusag tizerinde bulunan sonsuz sayida konilerin toplami seklinde
diistiniilebilir.

17.17. Teorem: Bir kiire kesmesinin yaricapi r ve yiiksekligi h ise, bu
kiire kesmesinin hacmi,

_2_
V—3T[I‘h

dir.

Ispat: AOD ve BOC koni yiizeylerinin yanal alanlar1 r olacagindan kiire

kusaginin alan1 A = 2mrh olacagindan, kiire kesmesinin hacmi;
_1, _1 _2_2
V= 3Ar =3 2nirhr = 3 Tr h
bulunur.

Kiire Pargasi

17.16. Tanim: Bir kiire kapagi ile bu kapagin taban dairesi tarafindan
sinirlanan cisme Kkiire parcgasi denir. Yani kiire parcasy, i¢i bos kiire kapaginin
ici dolu halidir. Kiire parc¢asinin yiizey alani kiire kapagidir.

17.19. Teorem: Yarigapi r, yliksekligi h olan kiire pargasinin hacmi,
V = 3mh?(3r - h)
dir.
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Ispat:

Kiire parcasi, (OBCA) kiire kesmesiyle (OAB) konisinin hacimleri farki olaca-
gindan,

2 1
V= §nr2h—§nrf(r— h)

olur. ACD dik tiggenini Oklid teoremi uygulanirsa r? = h(2r — h) olacagindan,
V=Zmrth—m(2r—h)(r—h)

V=3 mh?(3r - h)
bulunur.

Ornek: Yaricap: 12 cm olan bir kiirenin merkezinden 9 cm uzakhkta
bulunan bir diizlemle kesilerek elde edilen kiire kapaginin alani ile kiire par-
¢asinin hacmini bulunuz.

Cozim: h = [CO,| = 12 — 9 = 3 cm ve r = 12 cm sirasiyla kiire kapagi-
nin alani ve kiire pargasinin hacmi,

A =2nrh=2mn-12-3 = 721 cm?
V= %nhZ(Br —h) = %1‘{32(3 .12 — 3) = 997 cm®
olur.

Kiire Tabakasi



www.matematikl.com 27

17.17. Tanim: Bir kiirede paralel iki diizlem arasinda kalan pargasina
kiire tabakasi denir. Kiire kusagi kiire tabakasinin yanal yiizii olup, kiire ku-
sag alttan ve ustten acikken, kiire tabakasi ise kapalidir.

Birbirine paralel diizlemsel kesitle kusaginda O; ve Oz merkezli cem-
berler, kiire tabakasinda ise dairelerdir. Bu diizlemsel kesitlere, kiire tabaka-
sinin tabanlar, tabanlar arasindaki uzakligina da kiire tabakasinin yiiksek-
ligi denir.

17.20. Teorem: r yarigcaph h ytliksekligindeki kiire tabakasinin hacmi,
V= Z2mh(3r? + 3r3 + h?)
dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

17.18. Tanim: Bir kiirenin bir capindan gegen iki yarim diizlem arasin-
da kalan kisminda kiire dilimi denir.
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17.21. Teorem: Bir kiirenin bir ¢apindan gegen iki yarim diizlem ara-
sindaki merkez a¢inin 6l¢iisii a ise,
2
a) Kiire diliminin yiizey alany; A; = %
2

b) Kiire diliminin tiim alani; A = % + mr?

3
¢) Kiire diliminin hacmi; V = %
dir.
Ispat: a) Diizlem arasindaki merkez agmin 6lgiisii a ise,
3600 alani A = 4mr?ise
a®alani A1 dir.
A = 4mr2 % — nria
1= %360 ~ 360
olur.

b) Kiire diliminin tiim alani, kiirenin merkezinden kesilen bir karpuz
dilimi gibi diistiniiliirse, kiire diliminin ytlzey alani ile iki yan ylizeyin alani r
yari¢capl dairenin alani olur.

2 2 2

__Trea | 2mre _ mreo 2

A = 90 + >~ = 790 + mtr
¢) Kire diliminin hacmi,
3600 alani V= %m‘3 ise
afalam V1 dir.
4 s a r3a
Vi=3T" 355 = 270

bulunur.

Ornek: Yaricap1 6 cm olan bir kiirede, merkez agisinin 6lgiisii 600 olan
bir kiire diliminin alanini ve hacmini bulunuz.

Coziim: Sirasiyla kiire diliminin alanini ve hacmini

2 2
_T[I'(X 2_T[6 60 2 _ 2
A——90 + mtr =90 + m6° = 60T cm
3 3
_mrl’a _ m6 60 _ 3
V——270 =570 =481 cm

bulunur.
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COZUMLU ALISTIRMALAR

1. Yiiksekligi 8 cm, hacmi 721 cm3 olan silindirin yanal ylizeyinin alani
ka¢c cm? dir?

A)48nm B)50m C)52n D)54nm E)56m

Coziim: V = 721 cm® ve h = 8 cmise taban yaricapy;
V =mr?h
721 = Tir?8
r=3cm
olur. Yanal ylizeyin alani ise;
Ay = 27trh
Ay =2m- 3-8 = 481 cm?
elde edilir.
Cevap: A

2. Kenar uzunluklar1 4 cm ve 6 cm olan dikdértgen seklindeki bir levha,
uzun kenari etrafinda 3609 dondiiriildiigiinde olusan cismin hacmi ka¢ cm3
tur?

A)88mt B)90m C)92m D)9%4m E)96m

Coziim: Olusan cisim, yaricap1 4 cm, ytiksekligi 6 cm olan bir silindirdir.

...........

----------
-------

V = nir’h = m4%6 = 961 cm?
Cevap: E

3. Yanal alan1 12+/3m cm?, yiiksekligi 3v/3 cm olan silindir taban diizle-
mi ile 600 lik a¢1 yaptigina gore, silindirin taban yarigapi ka¢ cm’dir?
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A)1 B)2 (€3 D)4 E)4

Cozim:
YA=12{3ncm
th=3V3 cm
- 27 :
©

Ay = 27trh
12v/3m = 2nr3V/3
r=2cm

30

Cevap: B

4. Ana dogrusunun taban yarigapima orani v/5 olan bir dik koninin hac-

mi 181 cm? olduguna gore, yaricapi ka¢ cm’dir?
A)1 B)2 (O3 D) 4 E) 4

Céziim: V = 181 cm?, |TB|: Ana dogru, h = |TB|, r = |OB|
T

A =B
TOB dik ticgeninde Pisagor teoremi uygulanirsa;
|TO|? + |OB|?> = |TB|?
h? + r? = (rV5)?
h =2r
olur. Yiikseklik ise;

_1_ 5
V—31'trh

181t = %T[I'ZZI'
27 =713
r=3cm

bulunur.

Cevap: C
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[0,C] 1 [00,]
[0B] L [00,]
10,Cl=1cm
I0BI = 100, | = 4 cm
Verilere gore, kesik koninin yan yiizey alani nedir?

A)21mt B)22m C)24m D)25m E)26m

Cozim: |0,C| =r; =1cm, |OB| =r = 4 cm’dir. C'den [OB] ye [CH]
dikmesini indirirsek OHCO1 dikdortgeni olusur.
|0,C| = [OH| = 1 cm, |00,| = |[CH| =4 cm
olur. CHB dik tiggeninde 3 — 4 — 5 kural geregi |[BC| = 5 cm'dir.
Ay =n(r+r,)|BC| = (1 +4)5 = 251 cm?
Cevap:D

ITCI = 3.IBCl

Verlere gore, kesik koninin hacminin, kesilen kisminin hacmine oranlar farki
kactir?

A)5 B)6 ()7 D)8 E)10

Coziim: Kesilmis olan TDC konisinin hacmi V1, kesik koninin ACD hacmi
V2 olsun. TDC konisi, TAB konisine benzer oldugundan;

3
- ()

Vi+V,  \4k
A 27

Vi+V, 64

64V, = 27V, + 27V,
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37V, = 27V,
O halde oranlari farki 10’dur.
Cevap: E
7. Taban yarigap1 1 ve 2, yiiksekligi 3 olan kesik koninin hacmi nedir?

A)érn B)7n  C)8r D)9n E)10xn

Cozim:

r, = 1,r, = 2,h = 3 olduguna gore, kesik konu hacim formiiliine gore,
V= %nh(rf +r2+rr,)= %1‘[3(22 +1%2+2-1) = 7m br?
bulunur.
Cevap: B

8. Hacimleri esit iki silindirin yan alanlar1 arasindaki oran asagidakiler-
den hangisidir?

r h r r 2r
JORE S B D)Q gy 2
Iz h; VT2 Iz )
Cozum: Silindirlerin hacmi V, = wr?h, ve V, = mr3h, olarak kabul ede-
2
r
lim. Hacimler esit oldugundan V, =V, ise h_l = —3 olur. Diger taraftan bu iki
2 I

silindirin yan alanlari s1 ve s2 olsun. Bu takdirde,
s, = 2mr,h, ve s, = 2mr,h,

bulunur.
Cevap: A

9. Cap1 R olan kiirenin hacmi ¢ap cinsinden yazilsa, asagidakilerden
hangisi elde edilir?
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MV=2mR* B)V=2mR® V= nk’
D)V ==2nR® E)V =1k’

41'[1‘3 diir. R =2r ise

Cozim: Kiirenin hacmi yaricap r ise V=§

3
V= %1‘[ (%) = %T[R3 olarak bulunur.

Cevap: C

10. Dik kenarlar x, y olan bir dik tiggen, 6nce x dik kenar, sonra y dik
kenari etrafinda dondiiriiliirse elde edilen konilerin hacimleri orani asagidaki-
lerden hangisidir?

T y X
A)— B)nxy Cxy D)= E)-—
Xy X y

Cozium: Dik kenarlar x, y olan bir dik tiggen, 6nce x dik kenari, sonra y
dik kenar1 etrafinda déndiirtiliirse,

¥

— K

sekilleri elde edilir. x ekseni etrafinda dénditrtliince r = y,h = x olduguna
gore,

vV, = 1 en = %nyzx

y ekseni etrafinda dg('jndiiriiliince r = x,h = y olduguna gore,
v, = %‘I‘[I‘zh = %nxzy

bulunur. Bulunan bu konilerin hacimleri oranyi,
Vi %“yzx y
V2 imly  x

elde edilir.
Cevap:D

11. Ayritlarindan biri s uzunlugunda olan bir kiiptin i¢ine, teget bir kiire
ciziliyor. Kiipiin bir késesinin, kiirenin yiiziine olan uzakligi kag¢ s eder?
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V3+1 V3 V3-1 V3-1 V3+1
B)— ()
2 2 2 4 4

A)

Cozum: Verilere gore asagidaki sekil cizilebilir.
H G

i F
1 E
i M
|
OB A
e L s
A s B
. . S
Kiirenin yarigap1 = 5
Kbdseden kiirenin merkezine uzakhgi = %
Kodseden kiirenin ylizeyine uzakhig1 = % - % = S(\ET_U

dir.
Cevap: C

12. Bir silindirin yanal alan1 207t ve yliksekligi 10 birim olduguna gore
hacmi ka¢ birim kiptiir?

A)2r B)20r C)10n D)40n E)200x

Cozim: Yanal alan = 2nrh
20t =2xwr- 10
r=1
Silindirin hacmi ise,
V=nr’h=n1%-10 = 10nt cm®
olarak bulunur.
Cevap: C
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