1. BOLUM
LOGARITMA

Bu boéliimde tistel fonksiyon ve onun ters fonksiyonu olan logaritmadan
bahsedecegiz. Ustel fonksiyonlar, tabani sabit bir say1 ile kuvveti degisken olan
fonksiyonlardir. Boyle fonksiyonlar da hem teknoloji de hem de isletme sekto-
riinde kullanilmaktadir.

John Napier
01 Subat 1550 - 04 Nisan 1617, Merchiston Tower, Edinburgh, Birlesik Krallik

B, G

Henry Briggs
01 Subat 1561, Yorkshire, B. Krallik - 26 Ocak 1630, Oxford, Birlesik Krallik

Logaritma, 1614 yilinda John Napier tarafindan e tabanina gére tanim-
lanarak “Minifici Logaritmorum Canonis Descripto” adli eserde Ingiltere’nin
Edinburg ilinde yayinlamistir. Daha sonra 10 tabanina gore logaritma almanin
daha kolay olacagini diisiindii ve onu da bir matematik profesori olan arkada-
s1 Henry Briggs 1624 yilinda yayinladi.
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Kelime olarak "logos arithmos" tan gelir, sayllarin mantig1 demek-
tir. Napier, kemiklerden yaptig1 ¢ubuk seklindeki karsilastirma tablolari ile bu
yontemi gelistirmistir. Logaritma cetvelini de hazirlamistir. Napier egitimini
Saint Andrews Universitesinde tamamlamustir.

\ ost Bﬁfgl
28 Subat 1552, Lichtensteig, Isvicre - 31 Ocak 1632, Kassel, Almanya

Yine John Napier'den habersiz Jost Burgi tarafindan 1610 yilinda isvic-

re’de logaritmay1 hesaplamis ve 1620 de “Aritmetik ve Geometrik Diziler” adi
ile eserde yayinlamistir.

USTEL FONKSIYONLAR

1.1. Tanim: a € R, a # 1 olmak lzere, f: R —» RY, f(x) = a* seklinde
tanimlanan fonksiyona tistel fonksiyon denir.

Ornek: f: R > R*, f(x) = 3%, f(t) = 4t*1, f(m) = V5 birer iistel fonk-
siyonlardir.

Ornek: f: R - RY, f(x) = (—2)* bir iistel fonksiyon degildir. Ciinkii
a=-2<0dr.//

Dikkat edilirse burada tistel fonksiyonun tabani sabit say1 listii degis-
kendir.
Ornek: f: R - R, f(x) = 2* fonksiyonun grafigini ciziniz.

Coziim: Bu fonksiyonun grafigini c¢izebilmek icin x’e deger vererek
y = f(x) in degerlerini bulalim. Buna gore grafigin ¢izelim.
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bulunur. Elde edilen bu degerlere gore su sekilde bir grafik ¢ikar.
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Ornek: f: R - R*, f(x) = (%) fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Cozim: Bu fonksiyonun grafigini cizebilmek icin x’e deger vererek
y = f(x) in degerlerini bulalim. Buna gore grafigin cizelim.

X -0 -2 -1 0 1 2 +00
fx) | + 4 2 1 ! 1 0
= 0 —_ -
y 2 4

bulunur. Elde edilen bu degerlere gore su sekilde bir grafik ¢ikar.
) ¥

//

Goruldigi gibi ustel fonksiyonun grafigi 1-1 ve ortendir. Su halde bu
fonksiyonunun tersi mevcuttur. Buna da logaritma fonksiyonu denir.

1.1. Not: Bu kisimda * « ifadesi + o«0’a yakinsama anlamina geliyor.
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LOGARITMA FONKSIYONU

Logaritmanin tanimina gecmeden 6nce su bilgiler yorumlamak gerekir:

2* = 7 denkleminde x degeri dnceki bilgilerle bulunamamaktadir. x de-
gerini bulmak i¢in logaritma gelistirilmistir. Burada x = log ,7 = 2,807 olarak
alinarak ifade edilecektir.

1.2. Tanim: a € R*, a # 1 olmak tizere, f: R - R*, f(x) = a* lstel
fonksiyonun ters fonksiyonu f~1 : R* - R, f~1(x) = log,x seklinde tanimlan-
masina logaritma fonksiyonu kisaca logaritma denir. Buna gore su esitligi elde
ederiz:

y =log,x ©x=2a

Ornek: 1.log,8 = x=8=2¥<23=2"=3 =x
2.log 64 = 3o 64=atc43=a3<4 =a

1 1
—2=X S—=X
4

- _ -2 _
3.logyx =-2<4 X & 16

4.logs(—125) =m e 5™ = (-5 o m¢R"

Ornek: log7(log3 (log, x)) = 0 ise x in degeri nedir?

Cozim: log7(log3 (log, X)) =0
log;(log,x) =7° =1
log,x=31=3
x=23=8

Ornek: log(g_x)(logz (x? — 14)) = 0 olduguna gére x'in degeri nedir?

Cozim:3 —x>0isex < 3
3—x#1lisex + 2
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olacagindan

log(s_x)(log,(x* —14)) = 0

log,(x?—14) =3 -x)°=1

x2—14 =21

Xx= =14
bulunur. x = 4 esitligi x < 3 sartin1 saglamadigindan denklemi saglamaz. Ama
x = —4 esitligi denklemi saglar.

Ornek: f: R —» RY, f(x) = 52*7! fonksiyonunun tersini bulunuz.

Coztum: Bir fonksiyonun tersi bulunurken, x goriinen yere y, y goriilen

yere x yazilarak y ¢ekilmeye calisilir.
x =51

1
y =>(1+logsx)
F100 = 5 (1 + logsx)

Ornek: f: R* > R, f(x) = log,(2x — 4) fonksiyonunun tersini bulunuz.

Cozim: x = log,(2y — 4)
2y —4 = 2%

y=32+4)
100 =5 (25 + 4)

Ornek: f: R - R*, f(x) = 2% f~!: R* > R, f~1(x) = log,x fonksiyon-
larinin grafiklerini ¢iziniz.

Coziim: f(x) = 2* fonksiyonun grafigi yukarida verilmistir. Logaritma
fonksiyonu tstel fonksiyonun tersi oldugun y = x grafigine gore simetrisi ola-
cagindan f 71 (x) = log,x fonksiyonun grafigi asagidaki biciminde olacaktir.

Y
y=2%
y=X
1

T /""":'°92" .

=
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Ornek: f(x) = log,(3x + m) ve f~1(4) = 2 ise m’nin degeri nedir?

Cozlim: Logaritma fonksiyonunun tersi tistel fonksiyon oldugundan
f~1(4) =2 isef(2) = 4
f(2) =log,(3:-24+m) =4
6+m=2*
m =10
bulunur.

1.1. Sonug: 1. log,a =1
2.1og,1=0
3.log,0 = —oo’a yakinsar.

USTEL ve LOGARITMIK FONKSiYON GENELLEMESI

1.3. Tanim: x,y € R* olmak lizere;
i) f(x-y) =f(x) +1f(y)
N (XY B
ii) f(§) = f(x) — £(y)

ozelliklerini tasiyan fonksiyonlar logaritmik fonksiyonlardir.

1.4. Tanim: X,y € R olmak lizere;
i) fx+y) =fx)-f(y)

i) fx—y) = %

ozelliklerini tasiyan fonksiyonlar tistel fonksiyonlardir.

Ornek: f(x ' y) = f(x) + f(y) ve f(4) = 2 ise f(16) kacgtir?

Cozim: f(x-y) = f(x) + f(y) ise logaritmik fonksiyon olup f(x) = log, x
dir.

f4)=log,4=2=a’=4sa=2

olur. Buna gore f(x) = log, x fonksiyonudur. Su halde;
f(16) = log, 16 = log, 2* = 4-log,2 = 4

elde edilir.
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Ornek: f(x) - f(y) = f(x + y) ve f(3) = 5 ise f(27) kactir?

Cozim: f(x) - f(y) = f(x +y) ise uistel fonksiyon olup f(x) = a* dir.
f(3) = a3 =
dir. Buna gore;
f(27) = (a®)° = 5°
elde edilir.

OZEL LOGARITMALAR

1.5. Tanim: 10 tabanina gore yazilan logaritmaya bayag: (adi) logarit-
ma denir. log;, x = logx seklinde gosterilir. Yani 10 tabanindaki logaritmada
taban yazilmayabilir. Bayagi logaritmada su verilere dikkat etmek gerekir.

logl =0
log10 =1

log 100 = 2
log1 000 =3
log 10 000 = 4

oldugundan,
0<x<lise—o<logx<0
1<x<10ise0 <logx<1
10<x<100ise1 <logx < 2
100 <x<1000ise2 <logx <3
1000 <x<10000ise3 <logx < 4
10000 <x < 100000ise 4 <logx <5

bicimindedir.

Ornek: log 3 = 0,477 olduguna gore 9°° sayisinin ka¢ basamakl oldu-
gunu bulunuz.

Cozim: log3 = 0,477 ise 3 = 10%477

950 — 3100 — (100,4-77)100 — 1047,7 — 1047 . 100,7

48 Basamak
dir. Ayrica 1097 sayis1 1 basamaklidir. O halde 950 sayis1 48 basamaklidir.
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Leonhard Euler
(15 Nisan 1707, Basel, Isvicre - 18 Eyliil 1783, St. Petersburg, Rusya)

1.6. Tanim: e = 1 + % + % + % + % + .- = 2,718288182845 --- olmak
lizere, e tabanina gore yazilan logaritmaya dogal logaritma denir. log.x = Inx

seklinde gosterilir.
LOGARITMANIN TANIM ARALIGI

Logaritma fonksiyonunun tanim kiimesi pozitif reel sayilar oldugundan
tanim aralig1 pozitif reel sayilar olmalidir. Buna gore logaritma fonksiyonunun
tanim aralig ile ilgili problemler su sekilde ¢oziiliir.

Ornek: f(x) = In V9 — x2 fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Coziim: Logaritma fonksiyonu pozitif reel sayillarda tanimhdir.
9-x2>0
ve taban 1’'den farkl oldugundan esitsizligin ¢6ziim kiimesi,
¥ |- -3 3 +oo

fg | - b o b -
VoA

bicimindedir. Buna gore ¢6ziim kiimesi A = (-3, 3) dir.

Ornek: f(x) = 5logs (x*+2) fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.
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Cozlim: Logaritma fonksiyonu pozitif reel sayilarda tanimhdir.

X2 +2x>0
ve taban 3 olup 1’den farkli oldugundan esitsizligin ¢6ziim kiimesi,
£ ]-w 2 ] +oo
PCR-'3 I - +
7z

bicimindedir. Buna gore ¢6ziim kiimesi A = R — [—2, 0] dir.

Ornek: f(x) = log, (16 — x?) fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Céziim: 16 —x? > 0,x > 0,x # 1 olmaldur.
¥ |- —% a 4 4o
f|::-::| I} i:: - 1
"

bicimindedir. Buna gore ¢oziim kiimesi A = (0,4) — {1} dir.

LOGARITMANIN OZELLIKLERi

1.1. Teorem: a € R, a # 1,x,y € R*, f(x) > 0,g(x) > 0 olmak lizere

f(x) = g(x) & log,f(x) = log,g(x)
tir.

ispat: f(x) > 0,g(x) > 0, f ve g birer bir oldugundan ters fonksiyon ta-
nimi geregince,
f(x) =g e 1) =g7' ()
And logaf(x) = log.g(x)

olur.
1.2. Sonug:
i) x =y & log,x = log,y
ii) a* = bY © log,x = log,y

Ornek: log, a = log: b olduguna gore a + b nin degeri nedir?
2

)b

N| =

Coziim: 22 = (
1

N
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2a2b =1
Za+b — 20
a+b=0

1.2. Teorem: a € R*,a # 1,x,y € R* olmak tizere;

log,(xy) = log,x + log,y
seklindedir.

ispat: log,(xy) =k, log,x = m, log,y = n olarak secelim. Bu takdirde
logaritmanin tanimindan dolays,

xy =ax =a™,y=a"
ak=am-a"
ak:am+n

bulunur. Ustlii ifadelerde “tabanlar esitse iistler esittir (cift kat kok géz oniine
alinmaz)” kaidesi geregi k = m + n dir. Buna gore;

k=m+n

loga(xy) = logax + log,y
elde edilir.

1.3.Teorem: a € R*,a # 1,x,y € Rt olmak lizere
logag = logax —logay
seklindedir.

ispat: loga§ =k, log,x = m, log,y = n olarak secelim. Bu takdirde
logaritmanin tanimindan dolayz,
Ezakxzamyzan
y ) )

m
Kk a
ak = P a

m—-n
bulunur. Ustlii ifadelerde “tabanlar esitse iistler esittir (¢ift kat kok géz oniine
alinmaz)” kaidesi geregi k = m — n dir. Buna gore,
k=m-—n
X
loga§ = log,x — log,y

elde edilir.

1.4. Teorem: a € Rt,a # 1,x,y € R*, m,n € R olmak lizere;
log, x™ = m - log,x
seklindedir.
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ispat: log, x™ = log, (x* X" X" X)
m tane

=log, x +log, x +log, x + -+ + log, x

m tane
=m - log,x

1.5. Teorem: a € R*,a # 1,x,y € R* olmak lizere;

1 =1,
08@" X = 3, " 108aX

seklindedir.
ispat: logany x = t olsun. Bu takdirde;

x = a't

yazilabilir. Kokli ifadenin tanimi geregi
X1/n =3t

olur. Burada her iki tarafin a tabaninda logaritmasi alinirsa;
log, x*/™ = log,a*
1

;-logax =t-log a
1
t=ﬁ-logax

bulunur.
Ornek: log,2 + log;,5 = log;,2 -5 = log;,10 = 1

Ornek: log 500 — log 5 = log 5% =log 102 = 2 -log;,10 = 2

Ornek: log, V4 = log,4/3 = log,2%/3 = %logZZ = %

Ornek: logab = 3 ve log% = 1ise a'nin degeri nedir?

Coziim: logab = 3 ve log% =1
loga+logb =3
loga —logb = 1}
dir. Yok etme metodunu kullanarak taraf tarafa toplarsak,
2-loga=4

11
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loga =2

a=10% =100
elde edilir.

Ornek: log,5125 = log25% = %logSS = %

Ornek: log5 20 — logs 141 logs % ifadesinin degerini bulunuz.
99
99 11 9 20
Cozim: logs 57 >0 —logs - 7 —logs = £ = logs 1_—02 =logs1 =0
45

Ornek: log 2 = 0,301, log 3 = 0,477 ise log 72 nin degeri nedir?

Cozim: log72 =1log8-9
= log8 + log9
= log 23 + log 32
=3-log2+2-log3
=3-0,301+2-0,477
= 1,857

Ornek: log 3 = 0,477 ise log 900 iin degerini bulunuz.

Cozim: log900 = log9-100
= log9 + log 100
= log 32 + log 102
=2-log3+2-log10
=2-0477+2-1
= 2,954

Ornek: log4 = 0,602 ise log 0,004 tin degerini bulunuz.

Cozim: log0,004 = logﬁ
= log4 —log1 000
=log4 —log 103
=log4 —3-log10

12
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=0,602—-3-1
= —2,398

Ornek: log 0,6 = —0,221 ise log 600 ii bulunuz.

Cozim: log 600 =1log 0,6 - 1 000
=1log 0,6 +1log1 000
= log 0,6 + log 103
=1og0,6 + 3 -log 10
=-0,221+3-1
= 2,779

Ornek: log,x? = 9 + log, % esitliginde x i bulunuz.

Cozim: log,x? = 9 + log4%

2-logyx =9 +log,1 — log,x

3-log,x =9
log,x =3
x =43 =64

Ornek: Yillik %40 bilesik faiz orani ile faize yatirilan 5 000 & nin kag y1l
sonra 15 000 £ ye ulasir.

Cozim: Br bilesik faiz, A anapara, n faiz orany, t faizin vadesi olmak iize-
re bilesik faiz;
Br = A(1+n)t
oldugu bilinmektedir.n = 0,40, A = 5000%, Bg = 15 000 £ olduguna gore
15000 = 5000(1 + 0,4)"
3=14"
log 3 = log 1,4*
log3 =t-log 1,4

_ log3 0477 _
t=1og14 — 0.146 — >265y1l

bulunur. Burada 0,265’i 360 ile ¢carparsak, 95 giin olarak buluruz. Buna gore,
3yl 3ay5 giin
faizde kalmalidir.
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Ornek: k > 0, radyoaktif partikiiliin baslangigtaki biiyiikligii Q, olmak

uzere:
QM = Qoe™™

denklemi iistel azalma seyri izleyen radyoaktif bir partikiiliin yar1 yasaminin sii-
In 2

resit = K kadar oldugunu gosteriniz.

Coziim: Gerekli zamani ararken amacimiz Q(t) = %QO esitligini saglayacak

. 1 _
t degerini hesaplamak olacaktir. Oyleyse: > Q, = Qe ke denkligini dogrulayacak t

degerini hesaplamak gereklidir. Bu esitligin her iki tarafin1 Q, ile béldiigiimuzde,
1
5= e ™ esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin da dogal logaritmasim
alirsak, Ine = 1 oldugundan, ln% = —kt saglanmis olur. Artik yari-yasam icin ge-
rekli slireyi bulmakta tek is, bu esitlikte t'yi yalniz birakmak olacaktir. Boylece

1
—In=
yarl-yasam, t = k“z = lnTZ olarak hesaplanir.

Ornek: 10* + 100* = 1000* denkleminde x'in degeri nedir?

Coztim: 10* + 100* = 1000*
10% + (10%)% = (10%)3
olur. Burada 10* > 0 olacagindan ve 10* = t alinirsa
t+t?2 =1t
t2—t2—t=0
tt?—t—1)=0
t?—t—1=0,t=0

t=#§>0,t=%§<o,t=0
100 = 15
log 10* = logl-l_TJg
1+/5
x = log >

bulunur.

1.6. Teorem: (Taban Degistirme Kurali) a,b,c € R*, a,b,c # 1 olmak
uzere,
_log:b  logb _Inb
"~ log.a” loga  Ina

log,b
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dir.

ispat: a¥ = b olsun. Esitligin her iki yanini bir kez a, bir kez de c tabani-

na gore alalim.

log,a¥ = log,b

y - log,a = log,b

y = log,b (1)
ve

log.a¥ = log.b

y - log.a = log.b

log b

y= log.a (2)
bulunur. (1) ve (2) esitligini birbirine kiyaslarsak,
log.b
elde edilir. Eger ¢ = 10 alinirsa 3. esitlik ¢ = e alinirsa 4. esitlik elde edilir. Su
halde,

log,b =

_log’b logb _Inb
logab = log.a  loga Ina
bicimindedir.

Ornek: log,5 - logs7 - log,8 isleminin sonucu nedir?

Cozum:

log5 log7 log8
log2 log5 log7
__log8

~ log2

log,5 - logs7 - log,8 =

_log 23
~ log2

_ 3log?2
~ log?2

=3

Ornek: 9% — 2 - 3**1 1 8 = (0 denkleminin kokleri bulalim.

Coziim: 9 —2-3**1 + 8 =0ise3%* —6-3*+8 =0
a = 3% alinirsa a? = 3%%
a’—6-a+8=0
a=2a=4
olur. Buna gore,
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3¥=2,3=4

log 3* = log 2,log 3* = log 4

x-log3 =log2, x-log3 =log4
_log2 _  log4

X_log3' X_log3

x = logz 2, x =log; 4

dir.

Ornek: log, 3 = aise logs72 nin a tiiriinden degeri nedir?

log,72
log,6
log, (2°3%)
~ TTog,(2-3)
_ 3-log,2+2-log,3
~ log,2+log,3
_3+2a
~ 1+4a

Cozim: loge72 =

1.3.Sonug: a,b € R*, a,b # 1 olmak iizere,
1

log,b = Togga

dir.

1 1
+ +
logx10 logy10 logz10

Ornek: xyz = 1 000 olmak iizere ifadesinin

degerini bulunuz.

Cozim:
: - L 1 + 1 + log, z
logx10 ' logy10 ' logg10 081X T 10810y ¥ 108y
= logyoxyz
=log,,103
= 3-log(10
=3

elde edilir.

Ornek: log;x + 4 - log,3 = 4 olduguna gore, x degerini bulunuz.
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Cozim: logzx = a secilirse;
1
10g3X + @ =4

1
a+5—4

a’+4

a
a’+4=4a
a’?—4a+4=0
(a—2)2%=0
a=2

bulunur. Buna gore,
logsx = 2
x=32=9
elde edilir.

1.7. Teorem: a € R*,a # 1,x,y € R* olmak lizere a'°8* = x dir.

ispat: a'°8a% = y olsun.

log al®8aX = Jog y (Her iki tarafin logaritmasini alarak)
log, xloga =logy (1.3. teorem geregi)

log x

logg - loga = logy (Taban degistirme kurali geregi)
logx =logy

X=y

Ornek: 31°8:8 = 8 101985 = 5, ¢ln7 — 7

Ornek: 27'°232 jsleminin sonucunu bulalim.

Coziim: 2710832 — 33logs2 — 310g323 — 3logs8 — g

. log;16 . L
Ornek: V7 isleminin sonucunu bulalim.

i 1 1/2
Coziim: 7210g716 = 7logy16%/% _ ~logs4 — 4

Ornek: 3!°83% 4+ 519852 = |og,32 ise x neye esittir?
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Coziim: x + 2 = log,25
x+2=>5"log,2
x+2=5
x=3

1.8. Teorem: a,b,c € R*, a,b,c # 1, x € R* olmak tizere a'°8b¢ = clogpa

dir.
ispat: al°8b¢ = x olsun.
log al°8b¢ = Jog x (Her iki tarafin logaritmasini alarak)
log,c-loga = logx (1.3. teoremden)
log ¢
lozb loga = log x (Taban degistirme kuralindan)
log al 1
log b ogc = logy
logpa - logc = logx (Taban degistirme kuralindan)
log cl°8»3 = Jog x (1.3. teoremden)
Clogba =x
Su halde,
alogbc — Clogba
bulunur.

Ornek: 160810 = 10108416 = 1logs4” = 102108s4 = 102 = 100

1.9. Teorem: 0 < x < y olmak tlizere log x < logy dir.

ispat: x = 10™ ve y = 10" olsun. m = log x ve n = log y olur.
x<y&e 10m < 10"
< log 10™ < log 10"
—m<n
<= logx<logy

USTEL ve LOGARITMA FONKSiYONLARIN MONOTONLUGU

1.10. Teorem: f: R - RY, f(x) = a* ve {71 : R* - R, f 1(x) = log,x
fonksiyon icin
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a) a> lisefvef!artan,
b) 0 < a < 1isefvef~! azalandir.

Ispat: Her x4, x, € Aicinx; < x, olsun.

a)a > lise
a*t < a*2velog,x; < log,x,
f(x;) < f(xz) ve £ (x1) < 71 (x2)
oldugundan fve f~1 artandur.

b)0<a<1 ise
a*1 > a*2 ve log,x; > log,x,
f(x1) > f(x2) ve f1 (x) > £71 (x2)
oldugundan f ve f~1azalandur.

X
Ornek: f: R - R*, f(x) = (%) fonksiyonunun artan ve azalanhgini

inceleyiniz.
X

Coziim: 0 < % < 1 oldugundan f(x) = (%) fonksiyonunu azalandir.
& 1.,

N

3

{} rl

Ornek: f~! : R* - R, f~!(x) = logsx fonksiyonunun artan ve azalanl-
gin1 inceleyiniz.

Coziim: a = 3 > 1 oldugundan f~1(x) = log;x fonksiyonunu artandir.
F

y=hogx
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LOGARITMA FONKSIYONUN GRAFIGI
Logaritma fonksiyonun tersinin grafigini deger vererek drneklerle cize-
lim.
Ornek: f : R* - R, f(x) = log,x fonksiyonun grafigini ciziniz.

Coztim: Bu fonksiyonun grafigini cizebilmek icin x’e deger vererek
y = f(x) nin degerlerini bulalim. Buna gore grafigin ¢izelim.

X 0 1 2 4 8 +00
y=f(x)| -0 | O 1 2 3 +00

bulunur. Elde edilen bu degerlere gore su sekilde bir grafik ¢ikar.

+y flz)=log,x

Ornek: f: R - R, f(x) = log( )x fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

1
2

Coztim: Bu fonksiyonun grafigini c¢izebilmek icin x’e deger vererek
y = f(x) in degerlerini bulalim. Buna gore grafigin ¢izelim.

X 0 1|2 1| 4| 8 +00
y=1f(x) | 40| 0 | -1 | -2 | -3 —00

bulunur. Elde edilen bu degerlere gore su sekilde bir grafik ¢ikar.
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r

Y
fixy=1log, .
3

2

N R

of 1

/!

Her iki ornekten de gorildiigi gibi x = 0 dogrusu verilen fonksiyona
sonsuzda tegettir. Bu “Bir dogruya sonsuzda teget olmaya” ileri de asimptot
denilecektir. Ama logaritmanin grafiginin c¢izilmesinde asimptotlara ihtiyac
vardir. Buna gore bir fonksiyonun grafigin cizerken su sekilde yapilir:

1. Logaritma fonksiyonun tanim araligini bulunur.

2. f(x) = logyu(x) seklindeki bir fonksiyonda u(x) = 0 1 saglayan x
degeri asimptotlar1 vereceginden asimptotu bulunur.

3. Grafigin x = 0 icin OY eksenini kesim noktasi ve y = 0 i¢in OX ekse-
nini kesim noktasi bulunur.

4. Logaritmanin artan-azalan durumunu incelenir. Artan ve azalan
fonksiyon oldugu tespit edilir.

Ornek:y = 1 + In(x — 2) fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Cozum:

1.x=2>0i¢inx > 2

2.x— 2 = (0 ise x = 2 asimptottur

3.x=0i¢in y =1+ 1In(0 — 2) tanimsiz oldugundan OY eksenini kes-

mez,
y=0i¢cin0 =1+ In(x—2)
—1 =In(x—2)
e l=x-2
x=e 1+2

0OX eksenini kesim noktasidir.
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4.v(x) = e = 2,718 ... > 1 oldugundan artan fonksiyondur.
'

Y
y=1+Inlx—-2)

|

|

I

I X
e >

|

|

Ornek:y = 2 log, /,(x + 1) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Cozum:

1.x+1>0i¢inx > —1

2.x+ 1 =0isex = —1 asimptottur

3.x = 0i¢iny = 2log;,,(0 + 1) = 0, OY ekseninin kesim noktasidir,

y =0i¢in 0 = 2log,/,(x + 1)
0

3 -+
x=0
0OX eksenini kesim noktasidir.

4.v(x) = % < 1 oldugundan azalan fonksiyondur.

:l\
|

|
—1' Ao N

; 4

|

|

|
Ornek: f(x) = —log,|x| fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Cozim: f(x) = —log, x| = log(z-l)lxl = logy /2 [x|

1.|x| > Oicinx € R
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2.x = 0 asimptottur

3.x = 0 i¢in OY ekseninin kesim noktas1 yoktur,
y = 0 i¢in 0 = log, /||

) -
x=1lvex=-1

0OX eksenini kesim noktalaridir.

4.x < 0 de artan x > 0 da azalan fonksiyondur.

F

-

LOGARITMADA ESITSIZLIKLER

1.1. Aksiyom: f(x) = logy)u(x) < 0 fonksiyonda;
i) vx) >1lise0<u(x)<1
ii) 0 <v(x) <1liseu(x)>0

dir.

Ornek: In (ZX?)_1> < 0 esitsizliklerinin ¢6zlim kiimesini bulunuz.

Cozim:v(x) =e>1

In (2X3_1) <0

0<2X3_1<1
0<2x—1<3
1<2x< 4

1
-<x<?2
2

C={X€R:%<X<2}

23
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; 2
Ornek: log, /, (%) < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulalim.

Cozim: 0 < v(x) = % <1

x2+6
logl/z( Ex ) <0

x%+6

> 1

bulunur. Bu esitsizligin tablosu asagidaki sekildeki ¢izilmigtir.
-0 0 2 3 @
o R

C={xeR:0<x<2 Ax>3}
bicimindedir.

LOGARITMA iLE ALAN HESAPLAMA

1. 11. Teorem: [X;; X,| aralifinda y = l§< fonksiyonunun altinda kalan

alan

O X Xy

X2

ATarall =k-In Xq

1
dir.

sz
Bu teoremin ispati integral de Ap,pa, = k- lnz—2 = J—dx ile yapilmak-
1 X

tadir. Integral konusu islenince okuyucu rahathikla gérecektir.
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1.4. Sonug: Sekildeki gibi iki egri verilsin.
¥

3

._]__ ¥=%
I
[#] X X X
X
1.A=(m-—n)-In=2
X1
A m—-n
2.— =
B n
Ornek:
¥
5
LA Tz
: [ »X
0 1 e

A bulundugu boélgenin alanini nedir?

Cozim:A=k-In-2 =5-InS =5 br2
Xl 1

Ornek: A; ve A; bulunduklari bélgenin alanini géstermektedir.

y
A

A

1 el et

A; = 18 br? olduguna gore A, nin degeri kag¢ birim karedir?

Cozim: A; = k- In22
X1

3

18=k-lneT

k=6
dir. Buna gore;
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8

Ag =k-In3 = 6-lne—3= 6-Ine® = 30 br2
X2 e
olur.
BAYAGI LOGARITMA, KARAKTERISTiK, MANTIS ve COLOGARITA-
MA

10 tabanina gore yazilan logaritamaya bayagi logaritma denildigi 1.5
tanimda verildi. Simdi burada birkac¢ ayrintidan bahsedilecektir.

1.12. Teorem: 1’den biiyiik sayinin bayagi logaritmas pozitiftir.

ispat:n € Z* ven > 1i¢in 1 < x < 10™ olsun.
log 1 < logx < log 10"
0<logx<n
olur ki, bu bize 1'den biiytlik sayinin bayagi logaritmasi pozitif oldugunu goste-
rir.

1.13. Teorem: 1'den Kkii¢iik sayinin bayagi logaritmasi negatiftir.

ispat: n € Z* birden kiigiik x tamsayisi icin 10™ < x < 1 olsun.
log10™ < logx < log1
—n<logx<0
olur ki, bu bize 1’den biiylik sayinin bayagi logaritmasi negatif oldugunu gos-
terir.

Ornek: log 352 = 2,547
log 0,425 = —0,372

1.14. Teorem: 10’un tamsay1 kuvveti olmayan bir sayinin logaritmas;,
ardisik iki tamsay1 arasindadir.

Ispat: 10 sayisinin tamsay1 kuvveti olmayan bir say1 p olsun. p sayisi
10" ile 10"*! arasinda bulunsun. p sayisinin onluk logaritmasina x diyelim.
X = logp olsun. p = 10" yazilir.
10" < p< 10! & 10" < 10* < 10"*?
&n<x<n+l1
&n<logp<n+1
olur. Buda log p sayisinin, ardisik iki tamsay1 arasinda oldugunu gosterir.
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1.7. Tanim: k € Z* ve 0 < m < 1 olmak lizere bayag bir logaritmada,
loga=k+m

biciminde yazilabilir. Bu yazilista k sayisina log a’nin karakteristigi, m sayisina
da mantisi denir. k pozitif bir ifade ise k ile gdsterilirken, negatif durumda k ile
gosterilir. Mantisin ondalikli bir say1 kismi oldugundan tstlii-kokli islem yapi-
larak elde edilebilir. Ama bu zaman kayb1 olmamasi icin logaritmik cetveller
hazirlanmistir. Glinlimiizde mantis ya logaritmik cetvel, ya da hesap makinesi
ile bularak islem yapuilir.

Ornek: log 200 karakteristigini ve mantisini bulalim.
log 200 = 2,301 =2 + 0,301

olur. log 200 sayisinin karakteristigi k = 2, mantisim = 0,301 diir.

1.15. Teorem: 1’den biiylik sayilarin logaritmasinin karakteristigi, bu
sayinin tam kismindaki basamak sayisinin bir eksigine kadardir.

ispat: k + 1 basamakl bir a sayis1 icin
log a = log(n - 10%)
olacak sekilde bir n sayis1i mevcuttur. Burada
log a = log(n - 10%)
=logn+ k-log10
= logn + k-log10
yazilir. Buyazimda 0 < logn < 1 olup logn = m alinirsa,
loga=k+m
olur ki, burada k basamak sayisinin bir eksigidir.

Ornek: log 734586,14 sayisinin karakteristigini 734586 sayis1 6 basa-
makl bir say1 oldugundan karakteristigi k = 5 dir.
log 734586,14 = 5,m

1.15. Teorem: 1’den kii¢lik pozitif sayilarin logaritmalarinin karakte-
ristigi ondalik ifade de sifirdan farkli sayinin solundaki sifir sayisinin negatifi
kadardir.

log 0,0:--0a=—-k+1—m

k tane
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Bu teoremin ispati 1.14. teoreme benzer yontemle yapilir. //

1’den kigtk pozitif sayilarin logaritmalarinin mantisi elde edilen onda-
ik sayinin 1’e tamamlanmasiyla olusan ondalikli say1 kadar olur.

Ornek: log 0,00641 sayisinin karakteristigi, 6 rakamindan 6nce 3 tane
sifir oldugundan k = —3 = 3 tiir. log 0,00641 = —2,193 degeri hesap makine-
si yardimiyla bulunur.

log 0,00641 = —2,193
=-3+1-0,193
=3+ 0,807

k=3 vem = 0,807

Ornek: log 0,00025 sayisinin karakteristigi, 2 rakamindan 6nce 4 tane
sifir oldugundan k = —4 = 4 diir. log 0,00025 = —3,602 degeri hesap maki-
nesi yardimiyla bulunur.

log 0,00025 = —3,602
=—44+1-0,602
=4+0,398

k =4vem = 0,398

//

Simdi verecegimiz 6rnek, karakteristik ve mantisi anlamamiza yardimci
olacak onemli bir 6rnektir.

Ornek:

log 800 = 2,903 k=2vem = 0,903
log 80 = 1,903 k=1vem = 0,903
log 8 = 0,903 k=0vem = 0,903
log 0,8 = —0,097 = 1 + 0,903 k=1vem = 0,903
log 0,08 = —1,097 = 2 + 0,903 k=2vem = 0,903
log 0,008 = —2,097 = 3 + 0,903 k=3vem = 0,903

Ornek: log 6 = 0,778 ise log 0,006 nin karakteristigini, mantisini ve
degerini bulunuz.

Coziim: log 0,006 da 6 rakamindan 6nce 3 tane sifir oldugundan k = 3
ve m = 0,778 dir. Buradan,
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log 0,006 = 3 + 0,778
=—-3+4+0,778
= —2,222
elde edilir.

Ornek: log 0,004 = —2,398 ise log 40 nin karakteristigini, mantisini ve
degerini bulunuz.

Cozim: log 0,004 = —2,398
=-3+1-0,398
= 3,602
Burada m = 0,602 olur. Ayrica 40 sayis1 2 basamakli oldugundan k = 2 dir.
log40 =2+ 0,602 = 2,602
elde edilir.

1.8. Tanim: Bayagi logaritmanin toplamaya gore tersine cologaritma
denir. Bu tanima gore;

colog x = log % =logx~! = —logx

cologx +logx =10
denklemleri yazilir.

Ornek: colog x = 3,468 ise log X'in degeri nedir?

Coziim: colog x = 3,468

—logx = 3,468

logx = —3,468

logx =4+ 1— 0,468
logx = 4,532

1.5. Sonug: loga = k+ m bayagi logaritmasinda k karakteristik, m
mantis olsun. Bu takdirde;

cologa=k+1+1-m
olur.

Ornek: log x = 1,212 ise log X'in degeri nedir?

Coziim: cologx=1+1+1—0,212 = 2,788
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Ornek: colog x = 3,286 ise A = x* ka¢ basamaklidir?

Coziim: colog x = 3,286 iselogx = 2+ 1 — 0,286 = 2,714 olur.
A=x*
log A = log x*
logA =4"-logx
logA=4-2,714
log A =10,856
A sayis1 11 basamakhidir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. 2!°82/2%7 jsleminin sonucu nedir?

A)1 B)2 ©3 D)9 E)27

Cozum:

210g2ﬁ27 — 210g23/227
_ 2;10g233
_ plog;(3%)/3
=9

Cevap: C

2.1og 300 = 2,477 ise log v/3 "iin degeri nedir?
A)0,2385 B)0,477 C)1,477 D)1,732 E)2

Cozum:
log V3 = log 31/2
1
= Elog 3
1,300
2 8 100
= 5 (log 300 — log 10?)

= %(log 300 —2-log10)
= 2(2477 ~2)
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= 0,2385
Cevap: A
3.log 2 = ave 2%*1 = 10 ise X'in a tiiriinden degeri nedir?
A B 1-a c 1+a D 1-a B 1+a
)—a ) 2a ) 2a ) a ) a
Cozum:
22X+1 =10
log 22**1 = Jog 10
(2x+ 1) log2 =log 10
2x+1)a=1
2x = 1_ 1
a
_1-a
X= 7a
Cevap: B
4.log2 = 0,301 ise log 5 'in degeri nedir?
A)0,289 B)0,379 (C)0,459 D)0,699 E)O0,739
Cozum:
log5 = log 12—0 =log 10 —log2 =1-0,301 = 0,699
Cevap: D

5.f: Rt > R, f(x) = log, (%) ise f~1(x) nedir?
A) — X B) 2x+1 C) 22X—1 D) 22x E) 22x+1

Coztm Bir fonksiyonun tersini bulurken x goriilen yere y, y goriilen
yere x yazilir. Sonra burada logaritma fonksiyonunu tstel fonksiyona gevrilir.

<o, ()
4 =%

2
22%.2 =y
y = 22X+1
f—l(x) — 22X+1
Cevap: E
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6.log,x* = 8 ise x'in degerler kiimesi nedir?

A){-1,1} B){-2,2} C(C){-3,3} D){—4,4} E){-55}

Cozum:
log,x* =8
4 -log,|x| =8
log,|x| = 2
|x| =22 =4
X=4 Ax=—-4
Cevap: D
7.log5 = 0,699 ise A = 2520 sayis1 ka¢ basamaklidir?
A)24 B)25 ()26 D)27 E)28
Cozum:
A= 2520 — (52)20
log A =log 5*° = 40 -log 5 = 40 - 0699 = 27,96
0 zaman A sayis1 28 basamaklidir.
Cevap: E

8. 32%108916 pip sonucu nedir?
A)34 B)35 ()36 D)38 E)40

Cozum:
1
X = 32+10g916 — 32310g(32)16 =9. 3%10g316 =9. 310g3(16)5 =9. 310g34- =9.4
Cevap: C

9. 4% — 2X*1 = 48 denkleminin ¢6ziim kiimesinin bir tanesi asagidaki-
lerden hangisidir?

A)2 B)3 ()4 D)6 E)8

Cozlim: 2% = t olsun.
4% — 2x+1 =48
22X —2%X.2-48=0
t? —2t—48=0
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t—-8)(t+6)=0

t =8, t = —6,(negatif tanimhi olmaz)
2x=18

2x =23

x=3

33

Cevap: B

10. log,(x? — x — 16) = log,(x — 1) denkleminin ¢éziimii nedir?

A)5 B)6 C)7 D)8 E)9

Cozum:
log,(x? —x — 16) = log,(x — 1)
x2—x—16=x-1
x2—2x—15=0
x=5x+3)=0
Xx=5x=-3

11. log;,(log,log,16) isleminin sonucu nedir?
A)0 B)1 C)2 D)3 E)4

Cozum:

logq,(log,log;16) = logy,(log,log,16)
= log;,(log,log,2%)
= log;,(log,4log,2)
= log;,(log,4)
= log;,1
=0

12. log5 = aise log 8 in degeri nedir?

A)3+a B)3—-a C(C)1-3a D)1+3a E)3-3a

Cozum:

Cevap: A

Cevap: A

log8 =1log23 =3-log2 = 3-log15—0= 3-(log10 —log5) =3(1—a)

Cevap: E
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13. x% + 8x + 2log, n ifadesinin tam kare olmasi i¢in n ne olmahdir?
A)1 B)2 (€)2* D)2® E)2'2

Cézim: x? + 8x + 2log, n = x? + 8x + 16 olmasiyla miimkiindiir.

2log,n =16
log,n =8
n =28
Cevap: D
14. 1017% = 2 esitligini saglayan x degerini nedir?
A)1 B)2 (C1-log2 D)1+log2 E)log?2
Cozum:
101 * =2
log 1017* = log 2
(1 —x)log 10 =log 2
1—x=log2
1—-log2=x
Cevap: C

15. f(x) = log;_x(x? — x — 6) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini
nedir?

A)(-»,—-1) B)(=»,=2) ()(-o,1) D)(-»,2) E)JI

Cozim: x2—x—6,1—x>0,1—x# 0 sisteminin saglandif1 aralik,

f(x) in en genis tanim araligi olur.

C = (—OO’ _2)
Cevap: B
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16. log; g + logg ; 0,01 ifadesinin en sade bi¢imi nedir?

1 3
A); B)1 7 D)log2 E)log5

Cozum:

logs g +10gg1 0,01 = logs V5 — logs 5 + log;-1,(10) 72
=logs 52 — 1+ (:—i) log;, 10
= %logs 5-1+2

=

=-+1

N W

17.Ine® + 2In+e — ln% ifadesinin en sade bi¢cimi nedir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

Cozum:
In e3 +21n\/E—ln%= Ine3+2Inel/2 —Inet

= 3lne+2-%lne—(—1)lne

=3+1+1
=5

35

Cevap: C

Cevap: E

18. log, 3 = a,logy 5 = biselogy 675 in degeri a ve b tiirtinden nedir?

A)3a+2b B)1 C(C)2a+3b D)loga E)logb

Cozum:
log, 675 = log, 3352
= log, 33 + log, 5%



LOGARITMA 36

= 3logy 3 + 2logy 5

=3a+2b
Cevap: A
19. x = log 99! ise log 100! un x tiirtinden degeri nedir?
A)2x B)3x (C04x D)2+x E)2-x
Coziim: log 100! = log 100 - 99!
= log 100 + log 99!
=2+x
Cevap: D

20.

o

2/3 e

Grafigi verilen fonksiyonun denklemi asagidakilerden hangisidir?

A)logz(x+2) B)logz(x—2) C)log,(x—3) D)logx E)2*

Cozum:
i) x = 2 dogrusunun saginda yer aldigindan x — 2 > 0 dur.

ii) Taban 3 olur.
Su halde f(x) = log;(x — 2) fonksiyonunu olur.
Cevap: B
21. log,(x + 2) — 2log,(x — 2) = 1 ise x'in degeri kagtir?
A)2 B)3 (€4 D)5 E)6
Cozum:

log,(x+2) —2log,(x—2) =1
log(x +2) — 2log 2y (x —2) =1
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log,(x + 2) —%logz(x— 2)=1

x+2
lng m =1
X+2

X—2
Xx+2=2x—4
6=x
Cevap: E

22. logy 10 — 6log;ox = 1 ise X'in degerlerinden biri asagidakilerden
hangisidir?

A)10* B)10®> (€)10> D)107! E)1072

Cozim: t = logy 10 alinirsa log,o x = %olur.
6

t—F=1
t?—6=t
t?—t—6=0

t=3)t+2)=0
t=3vet=-2
log, 10 = 3 ve log, 10 = -2
10 = x3ve 10 = x 2
x = 3V10vex = 1071
Cevap: D

X—4 5\ 23X
23. (E) > (E) esitsizliginin ¢6zim kiimesini nedir?
A)x< -2 B)x<-1 ()x<0 D)x<1 E)x<?2
Cozum:

2 X—4 5 2-3x
G >G)

5 2
G >G)

5 5

X—4>3x—2
-2 > 72X
x< —1
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Cevap: B

24.

Verilere gore A; = 8 br? olduguna goére A, bolgesinin alan1 nedir?
A)32 B)36 C(C)40 D)44 E)48

Coziim: Alan kavramindan A; = Inx = 8 bulunur.
A +A,=5"Inx
8+A,=5-8

A, =32 br?
Cevap: A

25.

¥

Verilere gore A bolgesinin alani nedir?
3 9 9 4 4

PN | 5_,.9, >
Cozum.A—lnT—lng—lnsbr
Cevap: C
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26.

L 23

o 1

Verilere gore tarali bolge In 9 br? olduguna gore k'nin degeri kagtir?

O ©

10.

11.

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

Coziim: k-ln% =1In9isek-In3 =1n3? olup k = 2 dir.
Cevap: B
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