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6. BOLUM
DIZILERIN LIMITI

“Limit” kelimesinin Tiirk¢e karsihigi sinir demektir. Her ne kadar sinir1
belli olmayan dizinin smirini belirleme islemiyle limit tanimlasakta, dizilerde
ve fonksiyonlarda, belirizlik olusan denklemlerin ¢6ziimiinii arama islemine
limit ad1 verilir. Bunun icin 6nce dizilerde siir ile dizilerde komsuluk kavrami
verilecektir.

DIiZILEDE SINIRLILIK

6.1. Tanim: Bir (a,) dizisi ve her n € N* i¢in a, < M olacak sekilde
M€ R varsa (a,) dizisi tsten smirl bir dizi denir. Yani bir dizinin tiim
terimleri bir reel (gercel) sayidan daha kii¢iik ise bu dizi tistten sinirhdir. Bir
dizinin {istten sinir1 sonsuz sayidadir. [M,+00) iistten siir kiimesi olur. Usten
sinirlarin en kiigtigline dizinin supremumu denir, sup a,, bi¢ciminde gosterilir.

Ornek: (a,) = (4 — 2n) dizisini inceleyelim.

Cozim: (a,) = (4 —2n) = (2,0,—2,—4,---,4 — 2n,---) oldugundan her
n € N¥igin a, < 2 olur ki tistten smirhdir. 2’den biiytik her say1 (a,) dizisinin
tsten siniridir. Usten siirhlik kiimesi [2,4+) dur. Ama dizinin supremumu
supa, = 2 dir.

6.2. Tanim: Bir (a,) dizisi ve her n € N* i¢cin m < a,, olacak sekilde
m € R varsa (a,) dizisi alttan smirh bir dizi denir. Yani bir dizinin tim
terimleri bir reel (gergel) sayidan daha biiyiik ise bu dizi alttan sinirhdir. Bir
dizinin alttan sinir1 sonsuz sayidadir. (—oo,m] alttan sinir kiimesi olur. Alttan
sinirlari en kiigiigiine dizinin infumumu denir, infa, bigciminde gdsterilir.

Ornek: (a,) = (5n — 2) dizisinin terimlerini bularak inceleyelim.
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Cozim: (a,) = (5n—2) = (3,8,13,18,-:-,5n — 2,---) oldugundan her
n € N*i¢in 3 < a,, olur ki alttan smirhdir. 3’den kii¢iik her sayi alttan sinirdir.
Alttan smir kiimesi (—oo, 3] dir. Ama dizinin infumumu infa, = 3 dir.

6.3. Tanim: Bir (a,) dizisi ve her n € N* i¢in, m < a, <M olacak
sekilde m,M € R varsa (a,) dizisi smirh bir dizi denir. Yani sinirh dizi hem
alttan hem de tiisten smirhdir.

Ornek: (a,) = (%) dizisini inceleyelim.

Cozim: (a,) = (1,%,%,%,---,%,---) olur ki her ne N*igin 0 <a, <1
yazabiliriz. Buna gore bu (a,) dizisi hem alttan hem de tsten smirhdir. Su
halde sinirh dizidir. Bu dizinin,

supa, = 1,infa, = 0
dir.

3n—1
n+1

Ornek: (b,) = ( )dizisini inceleyelim.

goram ) = (B =(1.3.221.1.-)
olur ki her n € N* i¢in 1 < b,, < 3 yazabiliriz. Buna gore bu (b,) dizisi hem
alttan hem de tisten siirhdir. Su halde sinirh dizidir. Bu dizinin,

supb, = 3,infb, =1
dir.

6.1. Sonug: Bir (a,) dizisi ve her n € N* icin, |a,| < M olacak sekilde
M € R yazlabilir. Yukaridaki 1. 6rnege gore her n € N* icin |%| <1 dir, 2.
3n—1
n+1

Ornege gore | | < 3dir.

6.1. Aksiyom: Sabit bir dizi sinirhdir.

Ornek: (a,) = (5) sabit dizisi siirhdur.
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6.4. Tanim: Bir (a,) dizisi ve her n € N* i¢in, m < a, <M olacak
sekilde m,M ¢ R ise (a,) dizisi sinirsiz dizi denir. Yani sinirsiz dizi hem alttan
hem de iisten sinir1 yoktur.

Ornek: (a,) = ((—1)"- n) dizisini inceleyelim.

Cozim: (a,)= ((-1)"-n) =(-1,2,-3,4,-5,6,—7,8,-=-) olur ki bu
(a,) dizisi ne alttan ne de iisten sinirli olmadigindan sinirsiz dizid ir.

6.1. Teorem: (a,) ve (b,) sinirl diziler olmak iizere,
i) (a,)+ (b,
i) (a) - (b,)
iii) k-(a,) , (KER)
dizileri simirhdir.

Ispat: (a,) ve (b,) birer smirl diziler ise,
la,| <M, olacak sekilde M; € R
|b,| <M, olacak sekilde M, € R
vardir. Buna gore,

i) (a,) + (b,) = (a, + b,) oldugundan
la, +b,| < la,| +|b,| <M; + M,
bulunur ki bu bize (a,) + (b,,) sinirh oldugunu gosterir.

ii) (a,)-(b,) = (a,'b,) oldugundan
la, *b,l < la,|-|b,| <M, M,
bulunur ki bu bize (a,)) * (b,,) simirh oldugunu gosterir.

iii) k-(a,) = (k-a,) oldugundan
lk-a,| < Ikl -la,| < k|- M,
bulunur ki bu bize k - (a,,) sinirli oldugunu goésterir.

6.2. Teorem: (a,) smnirli bir dizi ve her n € N* icin b, < a, ise (b,)
dizisi de smirhdir.

Ispat: (a,,) siirh bir dizi ise,
la,,| <M olacak sekilde M € R
vardir. Buna gore,
b, | <la,| <M
yazilabileceginden (b,) dizisi de sinirhdir.
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6.3. Teorem: (a,) sinirsiz bir dizi ve her n € N* i¢in a, <b,, ise (b,)
dizisi de smirsizdir.

Ispat: Teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

6.4. Teorem: (a,) ve (b,) smirh iki dizi, her n € N* igin a, < ¢, <b,
olacak sekilde (c,) dizisi varsa, bu (c, ) dizisi sinirhdir.

Ispat: Teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

6.5. Teorem: (a,) smirh bir dizi ise (al) dizisi smirsizdir.
n

Ispat: (a,) smirsiz bir dizi ve her n € N* icin |a,| <M olacak sekilde
M € R vardir. Buna gore,
1 1 1

= >
ap lay] — M

dir. Su halde (al) sinirh degildir.
n

BiR DiZININ KOMSULUGU

6.5. Tanim: a € R ve € € R* olsun. (a —¢,a + €) agik araligina a’nin ¢

komsulugu denir.
a-£ a a+ét
X € (a—¢ga+¢)ise [x — a| < e dir. Bu durum,
Ix —al <e
—e<x—a<se
a—¢e<x<a+e

seklindedir.

Ornek: a = 1 sayisinin € = Sﬁ komsulugunu bulunuz.

1 99

Cozum:a—s=1—m=m
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1 101
100 ~— 100

Ohaldea=1ine = 11 komsulugu (

ate=1+4+-5~
99 101
100’ 100)d

Ornek: a € R sayismm ¢ komgulugu (4,10) acik aralig: ise a ve ¢
sayilarini bulunuz.

Cozim: (a—¢g,a+¢) = (4,10) ise,
a—e=4
a+e=10
denklemleri ¢oziiliirse, a = 7, € = 3 olarak bulunur.

Ornek: 4’iin € komsulugu (a, b) ve 10'nun & komsulugu (b, c) ise a ve c
sayilarini bulunuz.

Cozim: 4'lin € komsulugu (a, b) ve 10'nun &€ komsulugu (b, c) ise
4=c 4 4¢

c
a 4

b10-£ 10+¢
b=44+e=10—¢
e=3
olur. O halde,
a=4—-e¢=4-3=1
b=44+e=4+3=7
c=104+e=10+3=13

bulunur.

6.1. Not: Verilen bir (a,) dizisinin biitiin elemanlari (hemen hemen her
terimi) a'nin & komsulugunda ise (a,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri
(a—¢ga+e¢) agik arah@inin disinda, sonsuz sayidaki obiir terimlerin timi
(a— g a+ €) arahgnin icindedir.

Ornek: (a,) = (

vardir?

1
n+4) dizinin 3’lin E komsulugu disinda kag¢ terimi

Cozim: 3'lin % komsulugu; (3 —5,3+ é) (15—415—6) dir.
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31-1_2  _32-1_5_ _33-1_8 _361-1_14
T T2 T5 2T 202 Te 3T 3182 7% T 6144 50
2 5 14 18
5 8 5 5
4 !a 1 W—b
1 %2 3-5— 1 3 1 3+;—
5 5

1 1
3'ln < komsulugu disindaki bir terim ile 3 arsindaki farkin mutlak degeri <

den biiylik veya esit olmasi gerekir. Buna gore |a, — 3| > % esitligini saglayan
bir dogal say1 kadar terim, bu komsulugun disindadir.

la, — 3l 21
i
n—1-3n—
|—13“—+‘{| =5
— 2_
123

dir. O halde 61 terim 3’iin % komsulugu disindadir.

6.2. Not: Bir (a,) dizisinde a € R sayisinin ¢ komsulugu disinda kalan
terimlerin sayisy; |a,, — al > € esitsizli§ini saglayan sayma sayilarinin sayisi
kadardir.

REEL SAYILAR KUMESINDE SONSUZ KAVRAMI iLE ILGILI iSLEMLER

Matematikte sonsuz islemleri asagidaki gibidir. Her a € R ve n € N* icin

lLa+ (+o) =+ a+ (—0)=—m
a— (+oo) = —00

2.2 (+) =+40,(a>0) a-(+mo) =—-0,(a<0)
a'(—0)=—-mw,(a>0) a-(—w) =+0m,(a<0)

3. (+) + (40) = +o (4+00)  (—0) = —o0
(=) + (—0) = —oo

4. (+) - (+0) = +oo (—0) - (—0) = +00
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a a
5 — =0 — =0
+ oo — 00
+ 00 + 0o
—— =+o,(@a> 0) — = -o:,(a<0)
a a
6. (+0)" = 4o (=)™ = +o0, (n ¢ift)
(=)™ = —oo, ( n tek)
7. N +00 = +oo V=00 = —o0, ( n tek)
c 0 o 0 %) %} 0 0 (%) s
Ama bunlarin dismda —,—,—,~,0 —,1,0 ,0,0,0",0 - oo gibi
oo oo 0

islemleri belirsizlik olusturur. Belirsizlik durumlarinda limit dedigimiz
islemleri yapmak gerekir. Simdi dizilerde limitin tanimini vermeye calisalim.

DIZIiLERDE LiMiT KAVRAMI

6.6. Tanim: Bir (a,) dizisinin sonsuz g¢okluktaki terimleri (hemen
hemen her terimi) bir a sayisinin ¢ komsulugunda, sonlu sayidaki terimleri
komsulugun disinda kaliyorsa (a,)) dizisinin limiti a’dir denir. lima, =a veya

a, = a (n » o) sembollerinden biri ile gosterilir. Bir dizinin limiti a gibi reel
bir sayiya esitse buna yakinsak dizi denir. Bir dizi yakinsak degilse iraksaktir.
lima, =+o0 ise dizinin limiti +c0’a wraksak denir. lima, =—oo ise dizinin limiti

n—o n—oo

+o0’a raksak olur.

Ornek: (ay) = (%) dizisini inceleyelim. Bu dizinin terimlerinin agilimi
say1 diizlemine bakalim.

N =

11111
(an) - (1I§)§l Z'E'g' )t ) - (11 015; 01 66; 012510;2010;181 0I14) o )
seklindedir. 0 noktasinda alman her ¢ komsulugunun sonlu sayidaki

elemanlar1 komsulugun disinda sonsuz sayidaki komsulugun icinde kalr.
Dolayisiyla bu dizinin limiti 0’dir denir.

liml =0
n—owo n

seklindedir. Buna gore limiti 0 oldugundan (a,) = (%) dizisi yakinsak dizidir.
//
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Bu dizide sunlara dikkat etmek gerekir. (%) dizisi 0 noktasina

yakinsamaktadir. Degerinin 0 oluguna kesin bir sey denilemez. Bu yiizden
limitlerin hangi sayiya yakinsadigini gosterir. Ama limitler yakinsadig1 degeri
tam alma durumlar1 da mevcuttur.

Yukarida verilen tanim su sekilde de verilir.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass
(31 Ekim 1815, Ennigerloh, Almanya - 19 Subat 1897, Berlin, Almanya)

6.7. Tanim: Her € > 0 i¢in €’a bagh en az bir dogal say1 n, olsun.n > n,
i¢in,
la, —al <€
olacak bicimde bir n, sayis1 bulunabiliyorsa, (a,) limiti a’dir denir. Burada n,
sayis1 ise (a,) dizisinde a’nin & komsulugunda bulunmayan terimlerin
sayisidir.

Ornek: (a,) = ( dizisinin limitinin 1 oldugunu gosteriniz.

=

Cozim: |a, —al <e

|%—1| <e

|n+1| <€
2
— < €
n+1

n>§—1
&

2
olur.Her € > 0 i¢in o 1 bir dogal say1ise n, = % — 1 den kii¢iik olan en biiyiik

dogal say1 n,; dur. Bu durum her ¢ i¢in gecerlidir, 6zel olarak

1 2 2
Oahmrsan _1=I_1=19

1
10
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bulunur. Bu su anlama gelir. Ik 19 terim & = % komsulugun disinda diger

terimleri komsulugun icindedir. Buna gore limn—_i =1 dir. Su halde yakinsak
n—o0 n _l’_

dizidir.

Ornek: (a,) = (;12) dizisinin limitinin 0 oldugunu gosteriniz.

Cozim: |a, —a| <¢

1

|1’1_2 — 0| <eg

1

2 <e

1

n > \/_E
olur. Her € > 0 i¢in Ve bir dogal say1 ise n, = NG den kii¢clik olan en biyiik
dogal say1 n, dur. Bu durum her ¢ i¢in gecerlidir, 6zel olarak

1 1
€ = 7op almirsa n, =E=TT- 10
100

bulunur. Bu su anlama gelir. Ik 10 terim & = ﬁ komsulugun disinda diger

terimleri komsulugun icindedir. Buna gore, lim%:O dir. Su halde yakinsak

n—oo n
dizidir.

Ornek: (a,) = ((=1)") dizisinin raksak oldugunu gosteriniz.

Cozim: Bu dizinin bir a reel (gercel) sayisina yakinsadigini varsayalim,
1..
£ = 5 i¢in )
n >n, igin [(=1)"—a| < 5
sartinl saglayan bir n, dogal sayis1 var olsun, n, > n, i¢in n, tek sayy, n, > n,
icin n, ¢ift say1 olsun.
(DM =-1,(-D"=1
oldugu icin,
1 1
|—1 —a <§VE |1 — af <§
esitsizlikleri yazilir. |1 —a| = |1 + a| oldugundan,
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|1+a|<%
1 [1+al+]1—al <1
|1—a|<§

dir. Ote yandan,

[(l+a)+(1—-a)l<|1+al+]1—-al <1
esitsizligi, 2 < 1 gibi yanls bir sonuca gotiireceginden, varsayimmmiz yanlstir,
Oyleyse, boyle bir a reel sayisi yoktur. Baska bir deyisle, ((—1)") dizisi
yakinsak degildir.

6.6. Teorem: Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (a,) dizisinin limiti tek olmasm. a,, — a (n - )
ve a, = b (n— o) gibi iki noktaya yakinsasin. Bu takdirde her £>0 ic¢in €’a
bagh bir dogal say1 n, olsun. n > n, icin,

€ €
la, — al <5 ve la, — bl <3
olacak bigimde bir n, sayis1 bulunabilir.

la—bl=la—a,+a, bl <la,—al +|a, —bl <5+5=¢
bulunur. Herhangi iki reel say1 arasindaki farkin mutlak degerinin her pozitif

sayidan kii¢lik olmasi bu iki saymin esit olmasi ile miimkiin olacagindan a = b
dir.

6.7. Teorem: Yakinsak her dizi sinirhdir.

Ispat: a, - a(n > ) olsun. Her € > 0 i¢in ¢’a bagh bir dogal say1 n,

olsun. n > n, icin,

la, —al <¢

—e<a,—a<e

a—¢t<a,<a+te
olacak bicimde bir n, sayis1 bulunabilir. Dizinin en fazla n, tane terimi
(a—¢ga+¢) araligimn disinda bulunabileceginden bunlarin en kii¢iik ve en
biiyiiklerini se¢mek miimkiindiir.

m, = min{a,,a,, “,ap,,a = €}

m, = max{a;,a, -,a, ,a+ &}
denirse her n € N* i¢cin m; <a, <m, olur. (a,) alttan ve iistten smirh
oldugundan smirhdir.

6.3. Not: Bu teoremin karsii dogru degildir. Ornegin ((-1)™) dizisi
sinirh fakat limiti olmadigi icin wraksaktir.



www.matematikl.com 11

6.8. Teorem: (a,) bir dizi ve k € R olmak lizere
limka, =klima,

n—oo n

dir.

Ispat: kK€ R, lima,=a ise V&> 0 igin 3n, € N* dyle ki n>n, i¢in

n—oo

a, —al < ﬁkahr. Buna gore her n > n, i¢in
k-a, —k-al = |k|-]a, —al < |k|-ﬁ:s
olur. Su halde limka_ =ka dir. Bu takdirde,

n—oo

limka, =ka=klima,

n—oo n—o0

elde edilir.

6.9. Teorem: (a,), (b,) birer dizi olmak lizere
lima, £b =lima_ +limb_

n—o n—o0 n—o0

dir.

Ispat: lima,=a ise Ve>0 igin 3n, eN* oyle ki n>n; igin

la, —al < £ Kalir. Yine, limb_=b ise V£ > 0 icin 3 n, € N* dyle ki n > n, icin
n 2 n 2 y 2
la, —al < % kalr. n, = max{n;,n,} denirse her n > n, i¢in
@@, +by) = (@a+b)| < la, —al + b, = bl <5+5=¢
olur. Su halde lim(a, +b,)=a+b dir. Bu takdirde,

lima, +b, =a+b=Ilima_+limb_

n—o0 n—oo n—oo

bulunur. Bu 6zelligin diger sikki benzer sekilde gosterilir.

6.10. Teorem: (a,), (b, )birer dizi olmak ilizere
lima,.b, =lima,.limb,

n—oo n—oo n—oo

dir.

Ispat: (a,,) dizisi yakinsak oldugundan 6.7. teorem geregince sinirhdir.
Vn e N* igin |a,| <M olsun. lima,=a ise V&> 0 igin 3 n; € N* dyle ki

n—o
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€

|b|+M

n > n, icin |la, — a| < g |b|+M kalir. (Burada ¢ yerine alinmasinin nedeni

sonucun diizgiin ¢ikmasi igindir.)

limb_ =b ise V € > 0 i¢in 3 n, € N* dyle ki n > n, icin |b, —b| < |b|+M

kalir. n, = max{n;,n,} denirse her n > n, i¢cin
la,b, — abl = |a,b, —a,b +a,b —ab|
< la, IIb —bl + Ia — al[bl

<My + 1o

=€
olur. Su halde lim(a,b,)=ab dir. Bu takdirde,
lima b, =ab=lima, limb,

n—o n—oo n—oo

bulunur.

6.11. Teorem: (a,) bir dizi olmak iizere
. T |
lima, =a ise lim—=—

n—o n—o a a
n

dir.

Ispat: a > 0 olsun. (Eger a < 0 ise dizinin terimlerini (—1) ile carpmak

.. 1
suretiyle a > 0 yapilabilir.) Once (a_) dizisinin sinirli oldugunu goésterelim.
n

lima, =a ise V€ > 0 i¢in 3 n, € N* dyle ki n > n, i¢in |a, — a|] < e dur.

N0
Yani Vn >n, icin a— ¢ <a, <a+e¢ dur. Bu esitligin sol tarafi kullanilirsa
VY n>n, icin a—¢ <a, yaziabilir. ¢ yeteri kadar kiiciik secilebildiginden
a—e>0 dir. §imdi sonlu ¢oklukta olan s;,s,,-,s, ,s—¢ saylarinin en
kii¢iigtinii bulabiliriz.

M = min{s,,s,, - ,SngS — e}

dersek M > 0 dir. Her n€ N* i¢in |a, | = M ve dolayisiyla |ai| < % olur. Yani,
n

1
(—) simirhdir. Ve > 0ve 3n, € N* 6yle kin > n, i¢cin
a

1
|an|a Ma

R e

|an a

|<|a —a
dn-d

1 1
oldugundan lim—=— dir.
n—ow an a
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6.6. Sonuc¢:lima, =a ve limb, =D ise,

n—oo n—oo

a lima,
lim =122, b, #0
n>ep o limb, (B )
dir.
Ispat: 6.10. teorem ve 6.11. teoreme geregi,
a 1 g lima,
lim—*=Ilima .—=a.—=—=2>*—
n—w bn n—»w bn b b lim bn
elde edilir. //

Benzer sekilde,
i) lima ‘=(lima )"
ii) lim V; =k/lima,
iii) limloga, =loglima,

iv) lim|an| =

n—oo

lima,

n—oo

teoremleri de ispat edilir.

Ornek: (a,) = (Znn_+35)dizisinin n — oo icin degerini bulunuz.

Cozim: Bu dizide lim 2n +35 = g belirsizligi vardir. Buna gore,
n—oo n—

n 2+E lim2+5-lim1
. 2n+5 . n n—o n—>® 2+5-0
lim =lim = = =

_ = =2
n—o —3 n—o 1—30
n_>s n(1—3] (lim1—3-lim1j
n n—oo n—o0 n

2
Ornek: lim 3n°+4n+10

% 18113 islemini bulunuz.
n—o0 n + n_

(0]
Cozim: Bu dizide — belirsizligi vardir. Buna gore,
(0]

13
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n?3+%+19
3n2+4n+10_hm n n? 3

lim— = =3
>0 2n“+8n—13 0o 2( 8 13)
n’| 2+———
n n
2
Ornek: limw islemini bulunuz.
n—oo n —_

(0]
Cozlim: Bu dizide — belirsizligi vardir. Buna gore,
(0]

) 10 12
5 n|1+—+—
n“+10n+12 . n n 1
=lim =lim—=0

lim 3
n—w 2n° —6 n—»00 3( 6 J n—wo 2n
n 2——3
n
2
Ornek: lim% islemini bulunuz.
n—oo n —

[0.0)
Cozlim: Bu dizide — belirsizligi vardir. Buna gore,
(0]

) 11 1
5 n|7+———
. /n“+11n-1 . n n . 7/n
lim =lim =]

=11m
n—w S5n—-6 n—w ( 6) noo §
nj5——
n

bulunur. Buna gore bu dizi +’a raksar. //

Yukaridaki bu érneklerin sonucunda su tespiti yapabiliriz.

p p-1
a,n" +a,n”  +..+a, n+a

6.7. Sonug: lim = - ifadesi icin
oo b n®+b,n®" +..+b n+b,

1.p > q ise sonug 0’dir.
a

2.p = qise sonug = dir.
by

3.p < q ise sonug o dir.
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2
Ornek: lim w
> n°4+n-—2

Cozum: lim ———— =lim

2 J—
Ornek: lim 3n+4n-10

N

isleminin sonucu nedir?

isleminin sonucu nedir?

Fres
n n

. 3n*+4n-10 V3
Cozim: lim =lim =3
n—»w \/9n2 —7 n—w \/ 2( 7 j
n 9—72
n
" V4n®>+10n—
Ornek: lim X" al :n > islemini bulunuz.
n—oo n_
(0]
Cozim: Bu dizide — belirsizligi vardir. Buna gore,
(0]
. n’ 4+1O—52j 44105
. V4n“+10n-5 . n n ) n n
lim 3 =lim =lim
n—oo n_ n—oo n—ow

elde edilir.

2
Ornek: lim — +4n-3

e n* —6n+5

o

islemini bulunuz.

(0]
Cozlim: Bu dizide — belirsizligi vardir. Buna gore,
(0]

) 4 3
5 n | 1+———
. n“+4n-3 . n n
lim =lim
> \n* —6n+5 “"“’\/ 4( 6 5
nY| 1-—+—
n° n

elde edilir.

15
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n
2k
k=1 dizisinin limitini bulunuz.

Ornek: (a )=| —k=L —
(a,) 5n’—3n+1

(0.0] n
Cozum: Bu dizide — belirsizligi vardir. 22k=n(n+1) oldugunu

(0]
k=1

toplam ve ¢arpim sembolii boliimiinden biliyoruz. Buna gore,

2k

. ; , n(n+1) , n’+n) 1
lim 5 =lim — =lim P T
ol 4n“—-3n+1 | »>e\ 5n“-3n+1) n>ol 5n°-3n+1

olarak bulunur.

Ornek: Genel terimi,
12 +2°+3% +..+n’
a, = -
n
olan dizinin limitini bulunuz.

Cozim: Toplam ve ¢arpim sembolii konusunda,
~n(n+1)(2n+1)
6

1°+2°+3*+..4+n”

oldugunu biliyoruz. Buna gore,
12+22+32+",+n2__hnln01+13(2n+1)

lim
n—w n3 n—o 6n3
o 2n*+3n°+n
= llm—3
n—ow 6n
_1
— 3
olarak bulunur.
n—1

2"-2

Ornek:(an)::<EHIEH¢T>(hZBHHnIHnHHﬁlnﬂunuz

o0 — 00

Cozim: Bu dizide belirsizligi vardir. Buna gore,
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2n ot 2"(1-2"1) 1-3
lim o= lim ( ) =—2= 1
n—»0 2“ + 2n+ n—wo 2“(1 + 2) 3 6

elde edilir.

3.n" +n!

n—oo

Ornek: lim (
8.n"

] islemini bulunuz.

(0]
Cozlim: Bu dizide — belirsizligi vardir.

(0]
1
30" 11 n“(3+nl;j
lim| 22T i 0 1)
n—>»|  8.n" n—30 8n"
bulunur. Burada,
1. n-n-—--n
n! _ 1-2:3--n < —n-—1ltane =i
4-nM  4-n'n--n - 4-n'n--en 4n
n tane n tane
1 1
yazilabileceginden 0 < n'ns— dir. limi:O oldugundan lim—> =0
4'1‘1! 4n n—o0 4n n—»0 4n
oldugu gorilir. (1) esitligi,
. (3n"+n! 3
lim ==
n=|  8n" 8
olur.
Ornek: lim( — j ifadesinde o — oo belirsizligini gideriniz.
o\ n°—n n°-1

Cozlim: lim 21 — 22 =lim LI 2
oo\ n“—n n°-1) r=\n(n-1) (n-1)(n+1)

. ( (n+1) 2n J
=lim -
n>o\ n(n—1)(n+1) n(n—-1)(n+1)

. ( 1-n j
=lim
>\ n(n—1)(n+1)



www.matematikl.com 18

)
=lim| —

= n(n+1)
=0

n—oo

N 1
Ornek: lim—————ifadesinde o — o belirsizligini gideriniz.
\/_ —an—-2 st 8

Cozim: Bu dizide belirsizligi vardir. Bu islemlerde paydanin

eslenigi alinarak ¢6zmek almamiz gerekir.
_ 1 yn+vn-2 . Jn+vn-2
lim—————=lim——=lim——— =

= 1
nﬁoo\/__ In—2 0o n_(n_Z) n—o 2
seklindedir.

Ornek: lim+/2n —+/2n+1 ifadesinde oo — o belirsizligini gideriniz.

Cozim: Bu dizide oo — oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligi gidermek i¢in
paydada 1 oldugunu unutmayarak payin eslenigini alalim.

. N2n—-+2n+1 .. 2n—-(2n+1) . -1
lim =lim =lim =0
noe 1 e 2n +4/2n+1 2 +2n ++4/2n+1

bulunur.

Ornek: lim vn®>-3n-1 +nifadesinde oo — oo belirsizligini gideriniz.

n——oo

Coziim: Pay ve paydayi1 (Vn2—3n-1+n) nm eslenigini

(Vn2 —3n — 1 + n) ile carpalim. (n - —oo icin [n| = —n)
2— —_— —
lim Vi 38141 = lim (Va? 301 4 (/N =30-1-0)
n——o n——owo (\/n2—3n_1_n)
2_ 9. q41_ 2
~ lim (n"=3n-1-n")
n—>—w(\/n2_3n_1_n)
. —-3n-1
= lim

> (\n*~3n-1-n)
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Ornek: a) lim(san

n—oo n

b) 1im[coS nj
n—oo n

dizisinin degerini bulunuz.

Coztim: a) Siniistin degerlerini hatirlayacak olursak, her n € N* icin

—1 < sinn < 1 oldugunu biliyoruz. Bu esitsizligin her ii¢ tarafini n’ye bolersek,
1 sinn _1
n n n

bulunur. Simdi her ti¢ tarafin limitini alirsak,

.1 .. sinn .. 1
—lim—<lim <lim—

n—wo 1) n—oo n n—o n

olur. lim1 =0 oldugunu bildigimize gore

n—o 1

0<lim>222 <o

n—oo n

. sSinn
lim =0

n—oo n

elde edilir.

b) a’ya benzer sekilde yapilir.

! , a>b
6.12. Teorem: a,b € R* olmak iizere, lim(ij ={OO a dir.

n—>=\ b 0 , a<b
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, ; a
Ispat: Once a > b olma durumunu inceleyelim. — > 1 bilesik kesir
a d
oldugundang =c+ Eolacak sekilde c € R* ve b basit kesri bulunabilir. Buna
gore n € N7 icin,

d a
C<C+E_B

< (§)"
limc" < limtiln
paes o\ b

n
. . . d
limc" = ise llm(—j =00

n—0 n—o

elde edilir.

a
Simdi a < b olma durumunu inceleyelim. — < 1 basit kesri olduguna

1 b
gore —— = — bilesik kesri elde edilir. O halde,
a/b a

mly)
lim| — | =
n—ow a

dir. Yine lim 1 =0 oldugunu hatirlarsak,

n—o 1]

lim

1
n—o (bjn
d

=0

elde edilir.

n—o n—a

Ornek: lim(é} ifadesinin sonucu, 4 < 7 oldugundan lim(iJ =0 dur.

) 12\" 12Y
Ornek: lim(?j ifadesinin sonucu, 12 > 7 oldugundan lim(?] =00

n—oo n—oo

dir.
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3.6" +2.5"

Ornek: limT ifadesinin sonucu nedir?
e . 3.6"+25" . 3.6" 2.5" 3 1
Cozum: lim =lim + =lim—=—
n>o 9 (" n->o| 9 6"  9.6" Qg 3

4 n
Ornek: (a,) = <§n1—§n> dizisinin limitini bulunuz.

Coziim: lim(5 4 J:lim

n—o| 5420

Ornek: (a,) = (0,6777-++) dizisinin limitini bulunuz.

Cozim:
6 7 7 .7
06777+ = —+ o ———
10 " 102 " 10% " 10* 10!
6 , 7 ( 1,1 1 )
==+ T+ +—++ + o
10 ° 192\ " 10 © 402 10" !
1 n
6 7 )
_E-I_ ) 1+ 1
10 1—5

bulunur. 6.13. teoreme goére lim =

nes 1 1 9

Buna gore (1) esitligi,

_ 6 7 10_%
0,6777 - = E-FF 9 =90

olarak elde edilir.

e SAYISI ve LIMITI

21
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Leonhard Euler
(15 Nisan 1707, Isvigre, Basel -18 Eyliil 1883, St. Petersburg, Rusya)

n—o0

1 n
6.8. Tanim: Her n € N* icin lim[l+—} =e sayisl denir. Bu sayi
n

e = 2,718281828459045353602874713527--- degerine esittir. Simdi e
sayisinin degerini bulalim.

n
n € N* olmak tizere (1 + %) nin Binom ag¢ilimina uygulayalim.

() = Qe () () + () @+ () ()
-1 B )+ ) oD Y

S )

lim 1+l =lim 1+1+ + S
n—»o n n—o 1] 2| 3[

=1+

1,11
=1+qtotgy+o

= 2,718281828459045353602874713527 ---

n—oo n

3n
.. 1
Ornek: lim[1+—j islemini bulunuz.
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3n n 3
Coziim: lim[1+lj ={lim(1+lj } =€’ elde edilir.

n—o0 n n—oo n

n—o n

Ornek: lim[1+i] islemini bulunuz.

4 1
Cozim: Bu islemde — = X secelim. n = 4k bulunur. Ayrica n — o iken
n

k — o olacagindan

4" 1 4k 1 k]*
lim| 1+— | =lim| 1+=| =|lim| 1+— —e*
n—w n k—o0 k koo k

elde edilir.

12n
Ornek: lim(l—éj islemini bulunuz.

n—oo n

Coziim: Bu islemde —% =% secelim. n = —5k bulunur. Ayrica n - oo
iken k — oo olacagindan

4n 512Kk k700
lim 1—E =lim 1+l =| lim 1+l =e
n—»m n k—o0 k k—o0 k

elde edilir.

Ornek: lim( n+8

n—o n

n+3
j islemini bulunuz.

5 |

secelim. n = 8k bulunur. Ayrica n — oo iken

~ R

Cozlim: Bu islemde

k — oo olacagindan

n 8k+3 8k 3 K8
lim 1+§ =lim 1+1 =lim 1+1 1+l =| lim 1+1 =e®
n—o n k—o k k—o k k k—o0 k

elde edilir.
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Ornek: lim[n—ﬂj limitini bulunuz.

n—o\ n—1
ozum: lim n+l =lim 1+L
G
n—>o\ n—1 n—o n-1
1
Bu islemde 1k secelim. n = 2k + 1 bulunur. Ayrica n — oo iken k = oo
n_
olacagindan
2k+1 k72
lim 1+1 =lim 1+l : 1+1 =e’
k—o0 k k—>o0 k k

bulunur.
DIZILERIN LIMITLERIN SUPREMUM ve INFUMUMU

6.17. Tanim: (a,) wraksak bir dizi ve A’da (a,) dizisinin alt dizilerin
limitlerinin kiimesi olsun. sup A ve inf A sayilarina, sirasiyla, (a,,) dizisinin st

limiti ve alt limiti denir. Ust limit, lim sup a,, veya lim a,, alt limit lim inf a,, veya
lim a, ile gosterilir.

Bu tanimdan lim a,, < lim a, olacag: agiktir.

Ornek: (a,) = [(—1)n %] dizinin lim a,, veya lim a,,'mi1 bulunuz.

Cozim: (a,) dizisinin tiim pozitif terimlerinden olusan alt dizisi (a,,)

4n+1
(azn) _( 4n )
(a,) dizisinin tiim negatif terimlerinden olusan alt dizisi (a,,_,) dir.
_( 4n-1
(a2n-2) = (- n=2)
(a,,) ve (a,,_,) dizilerinin ikisi de monoton oldugundan, bu dizilerin birinci
terimleri ile limitlerini bulalm.

lim(a,, )= lim( n+1
4n

dir.

):1 ve a, =4§L
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4n-1 3
lim(a =lim| — =—-1vea, = —=
( 2n—1) ( 4n_2j 1 2
bulunur. O halde,
5
3
3 5
—3 <a, < 2
dir. Buna gore,
infa, = — g'supa i,llman=1veyaliman=—1

olarak bulunur.

6.8. Sonug: (a,) yakinsak bir dizi ise

lima, =lim a,

dir.
YAKINSAK ve IRAKSAK DiZIiLERIN TEOREMLERI

6.14. Teorem: Bir (a,) dizisinin limiti a ise, tim (ank) alt dizilerinin
limiti de a’dir. Yani,
(ap,) c (ay) ve lima, =a ise lima, =a

n—o0

dir.

Ispat: a, » a (n - ) oldugundan her &£ > 0 i¢in (a,) dizisinin sonlu
sayidaki terimleri hari¢ diger biitlin terimleri (a — €, a + €) araligindadir. (ank)
dizisinin terimleri ayni zamanda (a,) dizisinin terimleri olacagindan (ank)
dizisinin de sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger bitiin terimleri (a —€,a +€)
arahigindadir. Su halde a, — a (n — o0) dir.

6.4. Not: Bu teoremin karsiti dogru degildir. Mesela (a,) = (( 1)“n+1)
2n 2n

dizisinin (a,,) = (Zn +1) ve (ay,_1) = (Tl) alt dizileri yakinsak olduklari

halde kendisi yakinsak degildir.
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Ornek: (a,) dizisinin limiti mevcut, pozitif terimli bir dizi olsun. Alt

dizileri arasinda a, —ai = 2 bagintis1 vardir. Buna gore lim a, nin degeri
2n
nedir?
Cozim: Her iki tarafa limitini alalim ve limitin 6zelliklerini kullanalim.

lim (an - i) = lim 2

4n
. 3 .
lima, — "= lim 2
ima,,
lim a,, = x dersek butiin alt dizilerinin limiti de x’dir. Buna gore,
x—3=
X
x? —2x—3 =

x=—-1Ax=3
dir. Dizi pozitif terimli oldugundan lima,, = 3 dur.

6.9. Sonug: Iraksak bir alt dizinin kendisi de iraksaktir.

6.15. Teorem: Bir dizi monoton ve sinirl ise o dizi yakinsaktir.

Ispat: (a,) monoton artan ve smirl olsun. supa, = a diyelim. a bir iist

sinir oldugundan her n € N* igin

a, <a
dir. Supremumun 6zelliginden, her € > 0 i¢in,

ap —€say
olacak sekilde en az bir a, dogal sayis1 vardir. (a,) monoton artan
oldugundan n > n, i¢in

a, —e<a,<a+te
yazilabilir ki, bu (a,) dizisinin a ya yakinsadigini gosterir. Su halde (a,)
monoton artan ve sinirli oldugundan

lima, =supa,
dir. Dizi monoton azalan oldugunda ispat benzer sekilde yazilabilir. Bu
durumda,

lima, =infa,
olur.

1 1 L
ettt olan dizinin yakinsak

+ 2n

Ornek: Genel terimi a, = =T

oldugunu gosterimiz.
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Cozim: 5.9. tanim uygulanirsa,
an+1—an=(i+ S ) - (1 +i+---+i)

ni}-Z n+13 2n+2 n+1 " n+2 2n
=201 T znz > 0
oldugundan (a,) dizisi monoton artandir.
1 1 1 1
e, g +_<n+1+n+1+ +n+1<1

oldugundan (a,)) dizisi sinirhdir. O halde monoton ve simirh bir dizi olduguna
gore (a,) dizisi yakinsaktir.

6.10. Sonug: (a,) dizisi listten sinirli ve monoton artan bir dizi ise,
lima, =supa,
n—oo

dir.

6.11. Sonug: (a,) dizisi alttan sinirli ve monoton azalan bir dizi ise,
lima, =infa,

n—oo

dir.

6.16. Teorem (Bolzano - Welerstrass): Her sinirh dizinin en az bir
yakinsak alt dizisi vardir.

Ispat: (a,) bir smirh dizi olsun. Bu takdirde her n € N* i¢in |a,| <M
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 bulunabilir. Bu durum,
—M<a, <M
dir. Her € > 0 sayis1 i¢in sonsuz ¢oklukta terim,
—-M<a,—-¢<a,<at+esM
olacak sekilde a noktasi bulunabilir. Buna gore (ank) c (a,) alt dizisi
a, —e<a, <ate
yazilabilir. Bu durum her € > 0 sayisi icin |ank - a| < ¢ bulunur.

CAUCHY Dizisi
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Augustin Louis Cauchy
(21 Agustos 1789, Paris-Fransa, 23 Mayis 1857, Sceaux-Fransa)

6.18. Tanim: (a,) bir dizi olsun. Eger her € > 0 sayisina karsilik,
m,n >n, ise |a, —a,| < e olacak sekilde bir n, sayisi varsa (a,) dizisine
Cauchy (kosi) dizisi denir.

Ornek: (a,) = (%) dizisi bir Cauchy dizisi midir?

_ 2(n+1)—1_2n—1|
- n+1 n
_|2n+1  2n-1

“|In+l " n

2n2+n 2n2—n+2n—1|

Cozim: |la, ., —a,|

n?4+n n%+n
=
n’+n
1
< 1‘1_2 -0
O halde bir Cauchy dizisidir.

6.17. Teorem: Bir dizi yakinsak ise o dizi Cauchy dizisidir. Ama bunun
tersi dogru degildir.

Ispat: (a,) bir yakinsak dizi olsun. Her £ > 0 verildiginde oyle bir
n > n, vardir ki |a, — al < % kalir. Buna gére m,n > n, i¢in
£

2 ¢

la, —a,l=la, —a+a—a,l|<|a,—al +l]a, —al <%+
olur ki (a,) dizisi Cauchy dizisidir.
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Simdi bu teoremin tersinin dogru olmadigini gésterelim. Bunun i¢in bir
ornek verelim:

(a,) = (v/n) dizisi raksak bir dizidir ama Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim.

la,,; —a,l = |\/n+ 1 —\/ﬁ|
(/n+1—v0) (Vn+1+vi)

vn+1+ym
n+1—n

vn+1+vnn

1
vn+l+vm

-0

olup Cauchy dizisidir.

6.18. Teorem: Eger bir Cauchy dizisinin bir alt dizisi yakinsak ise
kendisi de yakinsaktir. Her iki dizide ayni1 noktaya yakinsar.

Ispat: (a,) Cauchy bir dizi ve (ank) alt dizisi de yakinsak olsun. Verilen
oyle bir m,n > n, vardir ki |a, — a,,| <% kalir. Ayrica (ank) alt dizisi de
yakinsak oldugundan n, > M oldugunda |a, — a| < % olacak bicimde bir M
sayisl mevcuttur. $Simdi P = max {n_,M} olmak tizere her n,n, > M i¢in

€, €
la, —al < [a, —ank|+ |ank —a <5t5=¢
gerceklenir. O halde (a,) dizisi de a noktasina yakinsar.

6.19. Teorem: Her Cauchy dizisi sinirh dizidir.

Ispat: (a,) Cauchy dizisi olsun. € = 1 alalm. Oyle bir n, € N* vardir ki

m,n >n, i¢in |a, —ay,| <1 olur. m=n, almrsa n> n, icin |a, — an0| <1
olur. Buradan

|a1n - an0| <1

—1<a, —a, <1

a,, —1<a,<a, +1
yazilabilir. Dolayisiyla her n > n, i¢in

la,| < |an0| +1
olur.

B = max{la,|, [a,], -,

ans|,|an£| + 1}
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denirse her n€ N* icin a, <B olur. Bu da (a,) dizisinin siirh oldugunu
gosterir.

6.20. Teorem: (a,) ve (b, )birer Cauchy dizisi ise;
a) (a, + b, ) de bir Cauchy dizisidir.

b) (a, —b,,) de bir Cauchy dizisidir.

c) (a, - b,) de bir Cauchy dizisidir.

Bu teoremin ispati yakinsak dizilerinin ispatina benzer oldugundan
okuyucuya birakilmistir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. lim 5x+v9x*+5x—1

0y X2 —x+4

degeri neye esittir?

A2 B)3 (04 D)5 E)6

5 1
5x + X2(9+—j
g2 _ 2
Cozim: limSXJr T 1:lim

X X
X—00 2 _ X—>00
X+x2 —x +4 X+\/X2(1_1+4J
X

Cevap: C

2.2,

)

N w
Wl

, - dizisi hakkinda asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) Limiti 0’dir B) Yakinsaktir C) Iraksaktir
D) Limiti 1 dir E) Limiti yoktur
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n+1
Cozum: 2,%,%, -+, dizisinin genel terimi — dir. Buna gore,

n
. n+1 o
lim =—
n—oo n o0
m 2 o lim— / im D g

n-© N n—w n n—»o ]
elde edilir. Limiti var ve reel bir say1 oldugundan yakinsak dizidir.
Cevap: B

3. Asagidaki dizilerden hangisi yakinsaktir?

ney Bl om o) (2“‘1] o (]

3n+1 n-1
2n-1 n(Z—lj 22 2
Cozum: lim L [ 111 =lim r11:_
n>o3n+1 nemn(3+J n—)003+7 3
n n

olup yakinsaktir. Diger siklar wraksaktir.
Cevap:D

4. Asagidakilerden dizilerden hangisi yakinsaktir?

o) wen o) w(crdn) 863)

Cozim:

A) lim D olup wraksaktir

n—w 2

B) lim2" =0 olup raksaktir

n—oo

2
Q) Tim "1

n—o0 n

=00 olup raksaktir

D) (—1)" ifadesinin tek ve ¢ift olmasina gore,

lim[(—l)“ Lj —+1

n—>0 n+1
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olacagindan raksaktir.

3n-1 n[?)—lj
E) lim D72 im n

o 2n+4+3 now n(2+3j
n

:% olup yakinsaktir
Cevap: E

5. (a,) pozitif terimli yakinsak bir dizi ve a, -a,, — 8 = 2a,, ise, lima,

n—o

nedir?
A)4 B)3 ()2 D)1 E)O

Coztim: (a,) yakinsak dizinin limit a ise, dizinin tim (a,,) alt dizisi de
yakinsak ve limiti a’dir. Buna gore,
lima, =a A lim4a,=a A lim2a_ =a

n—o n—oo n—oo

olacagindan verilen denklem,

a’ -8 =2a
a’?—-2a—-8=0
a, =—-2,a,=4
seklinde ¢ozilur. a, pozitif terimli yakinsak bir oldugundan a = 4 diir.
Cevap: A
. 3"+37" . . :
6. nllﬁrg0 T 3 ifadesinin degeri asagidakilerden hangisidir?

A)-» B)o C)-1 D)1 E)3

A . 3"+3" o
Cozim: lim —=—
n—-+oo 3“ _3 n o0

N 1
3n + l 2n ’ (1 + 2n j
. 3 . 37+ 3
lim = lim — =li =1
n—>+wo 3n_ l n>+0 3" _ 1  no+eo g7 4 _ 1
3“ 32n

Cevap:D
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7. a, =+3+2a,_; biciminde tanimlanan (a,) dizisinin limiti
asagidakilerden hangisidir?

A)1 B)2 ()3 D) 4 E)5

Cozum: lima, =lima, ; =a alinirsa;

a=+2a+3
a’=2a+3
a*—2a-3=0
a=3,a=-1
bulunur.
Cevap: C
1 )3
8. lim——~—= degeri kagtir?
n—oo n .n!
2
A)3 B)4 (OS5 D)6 E)7
Cevap:
n! n!
n—1)! 2/(n—2)! .2.(n=3)'n!
lim 1(n 1).| 2l(n-2)! im 3-2-(n-3)Mn!
n— o > (n—-1)2-(n-2)!
3(n-3)!
—3NIn(n-
_lim 3(n-3)In(n-1)!
n>» (n—1)(n—-2)(n-3)!
. 3n
=lim
n»>opn—2
Cevap: A
2x-1
3x+7
9. lim X+ degeri asagidakilerden hangisidir?
x| 3X +4

A)2 B)3 (Ce* D)ed E)e?
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2x-1 2x-1
Cozim: lim Sx+7 =lim| 1+ 3
x—>+o\ 3x + 4 X—>+00 3x+4

3 1 . _ 3k—4 .
= —secelim. x = bulunur. Ayrica x — oo iken k — oo
3x+4 Kk 3

Z[k—ij—l 2k k2 A 11

3 3 3 ==
lim(1+lj :lim(1+lj =|:lim(1+lj } .lim(1+l) =e?1 3 =¢°

k—>+00 k k—>+o0 k k—>+00 k k—>+o0 k

Cevap: E

X—>0

3
10. limx ln(l + gj degeri kactir?
X

A)5 B)6 (€7 D)8 E)9

N

1
Cozim: — = — secelim. x = 2k bulunur. Ayrica x = oo jken n - oo

3x 6n n B
lim(1+2j :lim(1+lj :{lim(1+lj :] —ef
X—>0 X n—o n n—oo n

elde edilir. Buna gore,
2 3 2 3x 2 3x
limxln[1+—J =limln[1+—j :lnlim[1+—] =Ilne® =6lne=6
X—>00 X X—>0 X X—0 X

Cevap: B

o
W‘

olur.

11. lim(\/x2 +5x —X) limitinin degeri kagtir?

A)-2 B)-1 (0 D)1 E)g

Coziim: lim(\/x2 +5x —x): 00 — o

lim Vx*+5x —x (X +5%x)—x°
——— = (Vx*+5x+x)=lim
"_"”(\/x +5x +X) 2% \Jx* +5X +X
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=lim——
X2(1+

=lim————
( 1+5 +1J
X

=lim— >

X—>0 5

1+—+1
X

Cevap: E

12. lim(vx* +1 —+/x*~1) limitinin degeri kagtir?

X—>0

A)O B) 1 C)2 D)3 E)4

Cozum: lim(\/x2 +1-x° —1)= o0 — oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligi

giderebilmek icin verilen cebirsel ifadenin eslenigi pay ve payda ile

carpilmalidir.
[ +1-x -1 (2 +1)— (x2—1)
lim =lim
X 1 o\ \x? 41 +/x% -

—hm[ 2 J
X \/X +1+\/X —

=0
Cevap: A
e—ZX 2X
13. lim———— limitinin degeri kactir?
x>0 ¥X4e

A)0 B)1 (€2 D)3 E4

e 3e™ N
Cozim: lim —————=— belirsizligi vardur.
X—00 X _|_ e o0



8.

9.
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Cevap:D
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