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7. BOLUM
FIBONACCI DiZiSI ve ALTIN ORAN

FIBONACCI DiZisi 1 KAVRAMI

eordo ionacci
1170-1250, Pisa, Italya

7.1. Tanim: Dizinin ilk iki terimi 1 ve ondan sonraki terimleri kendin-
den 6nceki terimlerinin toplami sonucu olusan bir say1 dizisine Fibonacci dizi-
si denir. O halde, Fibonacci dizisi, n € N* olmak iizere;

1, n=1
F, = 1, n=2
Fooi+F,, n>2

bigimindedir. Buna gore;
(F)=(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144,233, ...)
dizisi bir Fibonacci dizisidir. Gergekten;

1+1=2 1+2=3 2+3=5, 3+5=8 5+8=13 8+13 =21,
13+ 21 =34, 21+ 34 =155, 34+ 55=89, 55+ 89 =144, 89 + 144 = 233,

! Dogum ve 6liim yili kesin olarak bilinmiyor, tahmini 1170-1250 yillar1 ara-
sinda yasamistir. 1202 yilinda Liner Abaci (Cebir Kitab1), 1225 yilinda Liber
Quadratornum (Kare Sayilarin Kitabi) kitaplarimi yazmistir.
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Ornek: Fibonacci dizisinin ilk temelini atan Leonardo Fibonacci Liner
Abaci kitabinda soyle bir soru sormustur: “Kapali bir mekanda bir ¢ift yavru
tavsan (bir erkek ve bir disi) var. Bir ay sonra bu yavrular erginlesiyor. Ergin-
lesen her ¢ift tavsan bir ay sonra bir cift yavru doguruyor. Her yavru tavsan bir
ay sonra erginlesiyor. Higbir tavsanin 6lmedigi ve her disi tavsanin bir erkek,
bir disi yavru dogurdugunu varsayalim. Bir yil sonra kag tane tavsan olur?”

Coziim: 1) Ik ayin sonunda sadece bir ¢ift var.
2) 2. ayin sonunda disi bir ¢ift yavru dogurur ve elimizde 2 ¢ift tavsan var.
3) 3. ayin sonunda ilk disimiz bir c¢ift yavru dogurur, 3 ¢ift tavsanimiz olur.
4) 4. ayin sonunda ilk disimiz yeni bir cift yavru daha dogurur, iki ay 6nce do-
gan disi de bir ¢ift yavru dogurur ve 5 cift tavsanimiz vardir.
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Bu sekilde devam ederek su diziyi elde ederiz: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144,...

Ornek: Asagida verilen sekil Fibonacci dizisinin terimleridir.

2
1]1

3

Sekilde koseleri 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... biciminde kareler olusur. Cizilen bu
kareler Fibonacci dizisinin terimlerini verir. Burada ilk 1 sayisinin olusturdu-
gu kareden baslayarak bir sarmal ¢izilirse, ¢izilen bu sarmala altin oran sarmal
adi1 verilir. Asagidaki sekilde altin sarmal verilmistir.
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Ornek: Paskal iicgeninin sekildeki gibi yazimi Fibonacci dizisinin te-
rimlerini verir.

1
1

) L] A L) n s
7.1. Teorem: n’nin r'li kombinasyonu (r) olmak ilizere;

I e T G B () R GOy

%, n cift ise
dir. Buradar = bicimindedir.
n+1 .
—— 0 tek ise

Ispat: tiimevarim yéntemiyle yapahm.

. 141 1-1 o
n=11g1nr=T=101upF1=( 0 )=1dogrudur.

e (k=1 k—2 k—=3y, (k-1 9 o
n =k icin ( 0 ) + ( 1 ) + ( ) ) + -+ (r _ 1) dogru oldugunu
kabul edip n = k + 1 i¢in dogrulugunu bulalim. Kombinasyon konusunda;

B+G2)=07)

oldugu bilinmektedir. Buna gore asagidaki yazilabilir.
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(%) = (o)

(19)+(0=C1)
(27)+(7)=(2)
(59+(29=03")

k-5 k—5\_(k—4
(5 )+(57)=(%7)
esitliklerin 1. kombinasyonlarinin toplami Fy yi, 2. kombinasyonlarin toplami
Fy_, iverir. Esitligin karsi taraflarinin toplami F, ; i vereceginden,

Fie+Fr 1 =Fryy
esitligi gerceklesir.

Ornek: F, yi bulunuz.

Cozim:n = 7 almirsar = % = 4 olur.

=50+ ()74 G0
6)+()+@)+G)

1+5+6+1
13

Ornek: Fy yi bulunuz.

\S] o]

Cozim: n = 8 alinirsar = 5 = 4 olur.
F8—(8_1)+(812)+(8;3)+(2:1L)

1(? 6+ + (8

+6+10+4
1

ALTIN ORAN KAVRAMI
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_ Leonardo da Vinci
15 Nisan 1452, Anchiano, Italya - 2 Mayis 1519, Clos Lucé, Amboise, Fransa

7.2. Tanim: Bir |AB| dogru parcasinda alinan C noktasinda, butiin par-
canin bliyiik pargaya orani, biiyiik par¢anin kiiglik parcaya oranina esitlenirse,
secilen bu C noktasina altin nokta denir.

Ay C v B
[ i |

X
Bu tanimda — = ¢ segilirse bu esitlik 1 +$ = ¢ bulunur. Buradan,
y

¢ —@—-1=0
esitligi elde edilir. Bu esitlik ¢oziimlenirse,
Q= 1+2—‘/§ = 1,6180339887498948482045868343656 -

sayisi elde edilir.

7.1. Not: |AB| dogru parcasi icin elde edilen C noktasi |BA| dogru par-
casl icin gecerli olmaz. Ama |BA| dogru pargasi icin D gibi farkl bir altin nokta
bulunabilir.

Bir dogru tlizerinde altin nokta su sekilde elde edilebilir:

X
3

A

i

|AB| dogru pargasi igin B noktasinda bir |AB| dogru pargasinin yarisi
kadar |BX| dik dogru cizelim. ABX dik tliggenini ¢izilmis olur. X merkezli XB
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yaricapl cember AX hipotenusunu Y’de kessin. Simdi A merkezli AY yaricaph
cemberin |AB| dogru parcasini kestigi C noktasi |AB|'nin altin noktasidir. Bu-
nun bilgilerin ispat1 acik oldugundan ve okuyucuya birakilmistir.

7.3. Tanim: Altin noktada elde edilen

Q= 1-}_2—\/5 =1,6180339887498948482045868343656 ---

sayisina altin oran adi verilir. 2

1
7.2.Not: o — 1 = % oldugundan ¢ ile — sayilar1 ayni ondalik kisma sa-
)

hiptirler;
@ = 1,61803398875 -

1
— = 0,61803398875 ---
[0)

7.3. Not: @* — @ — 1 = 0 denkleminden @? = ¢ + 1 ifadesi elde edildi-
gini unutmayalm.

Ornek: \[1 ++/1++1+ - isleminin sonucu nedir?

Cozim: \/1 ++v1++v1+ - = xolsun. Bu takdirde V1 + x = x olur. 7.3.
nottan goruldigi gibi x = ¢ dir. Su halde

J1+ 1+\/1+---:1+2—Jg

olur. //

7.2. Teorem: Her n € N*,n > 2 icin;

(Pn = Fn—l ’ (P + Fn—Z
dir.

[spat: Tiimevarim yéntemiyle gosterelim.

2 Leonardo da Vinci, altin oran sayisin “llahi Oran” adli ¢calismasinda anlatmis-
tir. Kendi resimlerinde bu orani kullanmistir.
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P(2): icin n = 2 olacagindan @* =1-¢ + 1 oldugu yukarida gosteril-
mistir.

P(n): igin n = k oldugunda @ = F,_, - @ + F,._, dogruolsun,n =k + 1
oldugunda @*** = F, - @ + F,_, oldugunu gésterelim.
O+ = @ - @

=(Fr1 9 +F )0

= Fie1 0> + Fr20, (@*=0¢+1)

=F i (p+D+F 0

= (Frq@ +Fr0) +F g, (Fe=Fry +F )

= Fe@+ Fry
olup dogrudur. //

p+1
p+1
o +2
@ +3
“p+5

: 6§66 €6
o Ul oA W N

I
QO UT WN =

7.4. Tanim: Uzun kenar1 |AB| olan bir dikdortgende C gibi altin nokta
bulunuyorsa bu dikdortgene altin dikdértgen denir.
A X C vy B

X+y

X

<

Burada dikkat edelim ki, altin bir dikdortgende, kare kismi ¢ikarttigi-
mizda elde edilen dikdortgen yine altin dikdortgendir.

Altin dikdortgen su sekilde cizilebilir:
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B 'C

G F

ABFE Kkaresini cizelim. |BF| dogrusunun yarisi G noktasi olsun. G nokta-
sindan E noktasi yaricap olarak sekildeki gibi C noktasi elde edelim. |BC| dog-
rusu dikdortgenin uzun kenari oldugunda, olusturulacak ABCD dikdortgeni bir
altin dikdértgendir. Bunun bilgilerin ispati acik oldugundan ve okuyucuya bi-
rakilmistir.

7.5. Tanim: ikizkenar bir dik licgende altin noktay: saglayan iicgene
altin tiggen denir. Bu tiggenler iki tanedir.

y\
" X
x X
\ y
X
m Yy

Basik Altin Uggen

Dikey Altin Uggen

108
1 _ 1

36 36
®

Dikey Altin Ucgen Basik Altin Ucgen

Altin ticgenlerde kendisinden kendine benzer bir ticgen ¢ikartildiginda
geriye gene bir altin licgen kalmaktadir.
Ornek: sin 18 in degeri nedir?

Cozim: Dikey altin ticgende farkli kenera gore yiikseklik cizilirse asagi-
daki sekil elde edilir.
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. 1/2 1
18="L2=——_
st 0} 1+/5

Ornek: cos 36 — cos 72 in sonucu nedir?

Cozim: cos72 = sin18 = % oldugunu 6nceki 6rnekten biliyoruz.

1 415 1

36 36
®r2 P2

Basik altin liggene gore;
cos36 = @/2_ @

1 2
olacagindan ve 7.3. nota gore;

2
_ o 1 _e°-1_o+l1-1 1
cos36 —cos72 7 %0 2o~ 29 "2

olur.
Ornek:
A
X
B H 1 C
X

Verilere gore x’in degeri nedir?

Coziim: Oklid teoremi uygulanirsa;
x2=1x+1)=x+1
olur. 7.3. nota gore;
@ =p+1
_ 145
2
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dir.

Ornek: ABCD altin dikdértgen ve AEC dik altin tiggen olsun.
A B

m(EBD) nedir?

Coziim: AEC dik altin tiggen ise m(CAE) = 72° dur.

m(EAB) = 90 — 72 = 18° dur.

AEC dik altin tiggen ABCD altin dikdortgen oldugundan |AC| = 1 br ali-
nirsa |AE| = |CE| = |AB| = ¢ kadardur.

A @ B
1 ¢
© E
C D
4 ) s 180—18 0 1
AEB ikizkenar tli¢gen olacagindan m(AEE) = 5 = 81" dir.

m(EBD) =90 — 81 = 9° dur.

7.3. Teorem: Taban uzunlugu a birim olan bir dik altin liggen ile basik
altin tiggenin alanlari sirasiyla;

Ao a- [49+3 a |7—4¢

=——3 Ve A= 5
kadardir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

7.6. Tanim: Diizglin besgene altin besgen adi verilir.
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Sekilde de gorldiigii gibi ABC ile AED birer basik altin tiggen, ACD dik altin tig-
gendir.

7.4. Teorem. Diizgiin besgende kdsegenlerin hepsi birbirini altin oran-
da boler.

Ispat: Besgenin kenarlarina ¢? diyelim. Koyu renkle taranmis ti¢genle-
rin basik altin tiggen oldugundan ikizkenarlari ¢ olur. Taranmamis tiggenler de
altin tiggen oldugundan kisa kenarlar1 1 olur.//

BE kosegeninde D’ ve C' birer altin nokta oldugundan AD’ ve AC’ de bi-
rer altin kesen olur.

7.5. Teorem: Bir kenar1 a birim olan altin besgenin ¢evrel ¢cemberinin
yarigapi;

ve alani ise;

kadardir.
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Ornek:

&
ABCDE bir diizgiin besgen ve |[ED| = 8 cm olduguna gore, |EC| = x ka¢ cm’dir?

Cozum: EDC tggeni 36-26-108 tliggeni olup basik altin tiggendir.

x=8(p:8<1-;—\/§)=4+4\/§

7.7. Tanim: Diizglin ongene altin ongen adi verilir.

Ornek: Sekildeki gibi verilen altin ongende |AD| = ¢? dir.
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Coziim: ABCDEFGHI] altin ongeninin bir kenar1 1 br ve ¢evrel cember

360
merkezi de O olsun. AOD agis1 o = 36" olur. O halde AOD bir altin licgendir.

|AO | = |OD| = ¢ olur. Diger yandan AOD fli¢geni de basik altin ticgen olur.
|AD| kosegeni de bu yiizden ¢? kadardur.

7.8. Tanim: Ortak ¢arpani altin oran (¢) olan bir geometrik diziye altin
dizi denir. Buna gore altin dizi,

(ay) = (1, 9,9% @ ¢*, ¢°,+)
bicimindedir.

n 1 1 1 1 . R .

Ornek: (a,) = (1,—,—,—,—,---) eometrik dizisinin sonsuz terim
n 0 92 @3 % g

toplami nedir?

1
Cozim: Bu dizinin genel terimi — olup geometrik dizidir. Bir geometrik

dizinin ilk n terim toplami; [—| < 1 olup,
1 n
1-r 1_($)
n 1-r 1-1

lima, =lim = =
nowo © noo 1_1 -1 (pz—(p p+1-@

I
©
I

o 2
o) @ _ @ ¢ 2 <1+\/§) _3+/5
N 2 )

olur.

1 + 1 + 1 + -+ L olan dizinin yakinsak

Ornek: Genel terimi a, = F, ' F, T, Fp

oldugunu gosteriniz.

Cozim: Bu dizinin monoton artan ve smirl oldugunu gostermeliyiz.

n-2
Burada tiimevarim ilkesini her n > 2 i¢cin F | > (%) oldugunu gosterecegiz.

3 0
n=2i¢cinF, > (f) = 1 esitsizlik dogrudur
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3 k-2
n = kigin F, > (7) oldugu varsayalm. n = k + 1 i¢in,

Frop = P+ Fy
SOREION
-3 7(3)+1]
>3 Q)
-3
oldugundan esitsizlik her zaman dogrudur. Béylece;

wstete e @) s @) vor (7

2 2 (2 2\173
=2+§[1+§+(§) o+ (3) ]
1_zn—2
=2+2%- 1%
<2421
3
=4

olur. (a,) dizisi monoton artan ve sinirl oldugundan yakinsaktir.

FIBONACCI DIZiSi ve ALTIN ORAN TEOREMLERI

7.6. Teorem: Fibonacci dizisinde n > 2 icin;
x" =xF, —F
denklemi vardir.

n—-1

Ispat: Bu teoremin ispatini tiimevarim ydntemiyle yapalim.

P(2) icinn=2isex?=xF,—F,=x-1+1=%% (> =@+ 1)

P(k) igin n=k ise xX=xF, —F,_; dogru olsun. n =k+ 1 igin
x¥*1 = xF,,, — F, oldugunu gosterelim.

Xk+1 =x.x

= (xF,—F,_)-x

x?F, — xF,_;
x+1F,—xF _,
x(F,—F,_;) +F,
=xF ., +F,
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oldugundan n = k + 1i¢in de dogrudur.

7.7. Teorem (Binet Formiilii): Fibonacci dizisi her n icin genel terimi,

Pl (1+J§)n _ (1—@)“
n = B\ T2 2
denkleme esittir.
1+f _1-5
Ispat: @ = eT="— olsun.
1+J_ 1+J_
g-T=52 52 =5 (1)

olur.7.2. teoremin ispatlnda @* — q) — 1 = 0 oldugu gosterildi. 7.3. teoremden;
¢"=¢F,—F _,vet"=1F, +F, _;

yazilir. Bu esitlikleri taraf tarafa cikarirsak ve (1) esitliginden,
¢" —1" = (- DF,

(5]

T e
1 1+5n
2

2=

bulunur.

7.8. Teorem: Bir (F,) Fibonacci dizisinde lim-2-=¢ dir.

n»o F

ispat: Binet teoremine gore;

P 1 (1+J§>n_(1—J§)n
n = 75 (T2 2
ve
. \ <1+\/§>n+1 B (1_\/§)n+1]
n+1 — E 2 2
dir. Buna gore;
1 [(1+\/—>n+1 \/—>n+1]
lim L Fien =lim

e
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_lHoo 1+\/_) \/_)
1++/5,
olur. Burada;

(1Y (15T
oo 1445 ) e 1445 )

oldugundan
L4+yE\ItL
2 145
lim 2= =lim o = =@

n—>w F n—ow (1+ 2
2

n+1

e

bulunur.

Ornek: {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233

incelenirse,

2 3

-—=2 — = %5

1 2

8 13

- =16 — = 1,625

5 8

34 55

— = 1,61904 --- — =1,61764---
34

144

—=1,61797--- — = 1,61805

89

sayilar1 bulunur.

16

, ...} Fibonacci dizisi

5 —
— =16
3
21
— =1,6138--
13
89 —
— = 1,618
55

7.4. Not: ¢ sayisi ile © sayisi arasinda %0,1 lik hata ile;

1.
Jot+5=

denklemi mevcuttur.

7.9. Teorem: (F ) Fibonacci dizisi olmak tizere;

n|m ise F |F
dir.

Ispat: Binet teoremine gore Fibonacci dizisinin genel terimi,

F, ==

n

(=]
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y=-—— almrsa F, = =y F,= =y olur.

n|m oldugundan m = nk, (k € Z*) yazilabilir. Bu durumda,
nk__ .,nk _ nk—1,4 ,nk—2 nk—3y,2 ...1,0nk—1
F_=F = xXT—y™ =y +X y+X yot-+y )
X-y X—y
elde edilir ki, bu bize F|F, oldugunu gosterir.

— n__yn m__,In
oldugundan x =1+2—£ ve 175 Xy e

Ornek: Asagidaki 6nermelerin dogrulugunu gosteriniz.

a) 2|F, & 3In b)3|F, © 4|n  c)4|F, & 6|n

Coziim: a) F; = 2 oldugundan 7.9. teorem geregi F;|F, < 3|n dir.
b) F, = 3 oldugundan 7.9. teorem geregi F,|F, © 4|n dir.

c) 4|8 ve F; = 8 oldugundan 7.9. teorem geregi F.|F,, < 6|n dir.

Ornek: Fibonacci dizisinde hangi terimler 3 ile béliiniir.

Cozim: Fibonacci dizisinin terimleri 3 ile boltinirse 1, 1, 2,0, 2, 2,1, 0,
1,1, 2, 0, ... kalanlarin kiimesi olusur. Kalanlar periyodik oldugundan dolay:
her dort rakamdan bir 0 kalani elde edilmektedir. Sonug olarak Fibonacci dizi-
sinin 4k (k > 1) numaral terimleri 3’tin katidir.

7.10. Teorem: (F ) Fibonacci dizisi k > 1 i¢in 5|F dir.
Ispat: timevarim yéntemi kullanahm.

k =1 icin 5|/F; = 5 oldugundan 6nerme dogrudur.

k — 1igin 5|F,_< dogru olsun. Bu durumda F,_ = 5A i¢in,

For = Foreo + Foiq
=Fg o + Fo 3+ Fgpy
= 2Fg 5 + Fer_3
= 2(F5k—4 + Fopo3) + Fops
= 2F g4 + 3Fg3
= 2Fg_4 + 3(Fsx_5 + Fs_4)
= 5Fg_4 +3Fgs
=5F,_,+3-5-A
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=5(Fg_y +3-A)
oldugundan 5 ile bolintir.

7.11. Teorem: (F,) Fibonacci dizisi olmak tizere;
n=>3icinF ,, <2"
dir.

Ispat: Tiimevarim yontemi kullanilacaktr.
n = 3i¢in F; = 5 < 23 oldugundan 6nerme dogrudur.

Fno2)+2 <2"7%ve F,_1,, <2"' oldugu kabul edilsin.
Fn—2 = F(n_1)+2 + F(n_2)+2 < 2n—2 + Zn_l < 2n—1 + 2“'1 =2"
olup dogrudur.

7.12. Teorem: Her n ve k> 1 icin,
Fn+k = l:an+1 + Fk—an
dir.

Ispat: k lizerinden tiimevarimla gésterecegiz.

Eger k = 2ise, bildigimiz
l::n+2 = l::21::n+1 + Fan — 1::n+1 + l:n
olup dogrudur. Eger simdi 6nsavimizin k ve k + 1 i¢cin dogru oldugunu varsa-
yip k + 2 icin gosterelim:
Fotk+2 = FroskerFnik
= (Fk+1Fn+1 + Fan) + (FxFpi1 + FroqFy)
= (Fypr +F)F 0 + (Fe+ F_F,
= FrpaFrpr + Fra By

olur.
7.13. Teorem: Her m,n € N* icin m < nise F, < F, dir.
Ispat: m + k = n olacak sekilde k € N* olsun. 7.12. teoremden
Fn = Flm+k = l:ka+1 + l:k—lFm = Fm
bulunur.

7.14. Teorem: Fibonacci dizisinin herhangi iki ardisik terimleri arala-
rinda asaldir.
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Ispat: F, ve F,,, ardisik iki Fibonacci dizisi terimleri olmak iizere bu
sayllarin d > 1 olacak sekilde bir ortak boleni olsun. F,,; — F farkiolan F_;
sayis1 da d ile boliniir. Bu sekilde geriye dogru gidilirse F; = 1 sayisinin da d
ile boliinecegi goriiliir ki, 1 sadece 1 ile boliinebilir. Boylece, herhangi ardisik
iki Fibonacci dizisinin terimi en biiytik ortak béleni 1 oldugu, yani, bu sayilarin
aralarinda asal oldugu sonucuna varilr.

7.15. Teorem: iki Fibonacci dizisinin terimlerinin en biiyiik ortak bé-
leni de yine bir Fibonacci dizisinin terimidir.

Ispat: m ve n dogal sayilarimin en biiyiik ortak béleni bulunurken sira-
siyla asagidaki islemler yapilir:

m=nq+r

n=rq,+r;

r=ryq,+r,

Tk = Ik+1k+2
I, sifirdan farkl son rakam ise OBEK(m, n) = r,, olur. Benzer sekilde;

Fr, = FFq+F;
seklinde incelenirse ve 7.12. teoremden OBEK(F,,,F,) = F, olacak sekilde F.
bulunur.

FiBONACCI DiZiSi ve ALTIN ORANIN DiGER BiLiMLERDE UYGULA-
MASI

Gerek Fibonacci dizisi, gerekse altin oran matematigin diger konular1
gibi yer yer diger bilimlerde kullanilmaktadir. Bazen 1,618... olan altin oran
sayis1 mikemmel say1 degeri kabul edip yakin degerlere miikemmellikten
uzak degerler olarak kabul edilir. Zaten altin oran bir irrasyonel sayidir. Dola-
yisiyla iki saymin bolimi seklinde yazilamaz. Ama yakin deger alinmak sure-
tiyle altin oran kullanan bilimler mevcuttur. Yine Fibonacci dizisinin olustur-
dugu cesitli sekiller, 6zellikle sarmal sekli ¢esitli bilimlerde yakin deger olarak
kullanilmaktadir. Simdi bunlardan birkacini inceleyelim.

Ornek: Baz ciceklerin ta¢ yaprak sayis1 Fibonacci dizisinin terimleri
sayis1 kadardir.

3 tag yaprakh bitkiler: Zambak, Iris, Yonca
5 tag yaprakl bitkiler: Diiglincicegi, Yabani Giil, Hezaren Cicegi
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8 tac yaprakl bitkiler: Delphinium

13 tag yaprakl bitkiler: Kanaryaotu, Kadife Cicegi, Cineraria
21 tag yaprakl bitkiler: Hindiba, Yildiz Cigcegi

34 tag yaprakh bitkiler: Muz bitkisi, Pirekapan

55 tag yaprakl bitkiler: Papatya

Ornek: Karincalar, yumurtadan iireyen bir canhdir. Bunlarin erkegi
dollenmemis yumurtadan, disisi de déllenmis yumurtadan olmaktadir. Bu du-
rumda erkek karincanin babasi olmaz sadece annesi olur. Disisininse hem an-
nesi hem de babasi olur. Simdi biz bir erkek karincanin soyagacimni bulalim.

Y

//

|

Erkek karinca en alttaki siyah nokta olsun. Bu karincanin erkegin sade-
ce annesi var. En alttaki noktanin tistiindeki i¢i bos nokta ile gdsterelim. Anne-
nin bir annesi bir babasi var. Bir Ust siradaki siyah ve i¢i bos nokta ile temsil
edelim. Annenin annesinin bir annesi bir babas1 var, ama annenin babasinin
sadece annesi var. Bu sekilde tarihte geri ¢ikarak soyagacini bulabiliriz. Bu
soyagacinin her katinda alttan tste dogru 1, 1, 2, 3, ... seklinde karinca oldugu
goziikeceginden karinca soyagaci tablosu Fibonacci dizisinin terimlerini verir.

Ornek: Insan vucudun da bir¢ok altin oran vardir. Yalniz bu oranlan-
dirma, bilim adamlari ve sanatgilarin kabul ettikleri ideal bir insan viicudu i¢in
gecerlidir. Tabiki her viicudun bu orana uymasi beklenemez. Bu oranlar yalniz
ideal insan yiiziinde bulunabilir. Simdi bu ideal 6lctilerdeki altin oranlari vere-
lim:

Ag1z uzunlugu / burun genisligi

Gozbebekleri arasindaki uzaklik / Kaslar arasindaki uzaklik

Burun genisligi / Burun delikleri arasindaki uzaklik

Yuz boyu / Yiiz genisligi

Ag1z genisligi / Burun genisligi

Burun alti-cene / Agiz-cene

GOz bebekleri-cene / Burun alti-gene

Alt dudak genisligi / Ust dudak genisligi

Kapali durumda dudaklarin genisligi / Burun alt1 tist dudak arasindaki
uzaklik
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Kapali agiz ortasindan ¢eneye olan uzaklik /Burun deliklerinden kapali
agz ortasina kadar olan uzakhk

Insan boyu / Insan gébek ile ayaklarinn alti arasindaki mesafe
Parmak kemik uzunluklarinin sirasiyla birbirine oranlari
On iki dis dikdortgen olarak almirsa dikdértgenin oranlar:

On disin yayindaki dise orani

Insan yiiziinde varolan giizellik Altin oran ile uyumludur.

Mavi Cizgi: Ag1z dis kenarlari ile g6z bebeklerinden miikemmel bir kare
tanimlar. ideal bir yiizde altin oran 6zellikleri incelendiginde: Burun, burun
ucu, burun deliklerinin igi, tist dudagin iki baslangi¢ noktasi, kulagin i¢ kisim-
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daki noktalar mavi ¢izgilerle birlikte altin orani tanimlarlar. Mavi ¢izgi ayrica
list dudaktan ¢enenin altina kadar olan uzaklig1 da tanimlamaktadir.

Sar1 Cizgi: Burun genisligi, gozler ve g6z bebekleri arasindaki uzaklik,
gozbebeklerinden burun ucuna olan uzakhktir. Bu uzaklik mavi ¢izginin altin
oranini tanimlar.

Yesil Cizgi: Goz genisligi, burun delikleri arasindaki uzaklik, kirpikten
kasa olan uzaklik, san ¢izginin altin oranini tanimlar.

Mor ¢izgi: Ust dudaktan burun altina kadar olan uzaklik ve goziin cesitli
boyutlari yesil ¢izgi ile altin oran tanimlar.

Ornek: insan kulagi altin sarmal ézelliklerine sahiptir. Altin sarmalli
saglayan kulaga miikemmel kulak, altin sarmala yakin kulaklara ise o oranda
glzel kulak ad1 verilir.
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Cicek kafalarmin ortalarinda yer alan tohumlarin diizeninde de Fibo-
nacci sayilar1 goriilebilir. Bilimsel ad1 Echinacea purpura olan ve papatya aile-
sinden olan yukaridaki portakal rengindeki cigeklerde "ta¢ yapraklarin" hem
sola hem de saga dogru olusturduklar1 sarmallar yer almaktadir.

Ornek: Dogada bulunan baz bitki ve hayvanlarin altin sarmal seklinde
oldugu goriilmektedir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1.1+ ﬁ— isleminin sonucu nedir?

1+1

1+/5 1++/5 1—/5 1—/5 14++/5
A) 4 B) 2 4 2 8

Cozim: 1+ 1+11 = x olsun. Bu takdirde 1 +% = xise x + 1 = x? olur.
P

14+
7.2. noktan goruldiigi gibi x = ¢ dir. Su halde
1+ 11 _ 1+2J§
1+—1

1+
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olur.
Cevap: B

2. sin 54 in degeri nedir?

1+/5 1+5 1-/5 15 1+/5
A) B)

4 2 4 2 8

Cozim: Basik altin ticgende farkl kenera gore yiikseklik ¢izilirse asagi-
daki sekil elde edilir.

36 36
Q/2 ®/2
1445
-T2

sin 54 = @T/Z

Cevap: A

Sekildeki gibi bir kare ile birbirine es dért dikdértgene ayrilmistir. I¢inde olusan
karenin besinci parc¢a olarak bir kenar1 1 birim olarak verilmistir. Bu bes parcanin
alanlar1 birbirine esitse dikdortgenlerin uzun kenar1 x ise x uzunlugu kag¢ birim-
dir?

2+24/5 1+/5 1-/5 1-/5 1+/5
B) ()—— D)—/— E)
3 4 4 2 2

A)

Cozim:
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x-1

X
Sekilde goriildiigii gibi dikdortgenin kisa kenar1 x — 1 birimdir. I¢ kisimdaki
kiiciik karenin alani, dikdortgenlerin alanlarina esit oldugundan,

12 =x(x—1)
1=x%-x
x2=x+1
_ 1445
)
olur.
Cevap: E

4. |AB| = 1, |AC| = x, m(ABC) = 54°, m(ACB) = 18°

A

1 X
54 18
B C

Verilere gore x kagtir?

m(CAE) = 54 + 18 = 72° olur. |AC| = |EC| = x olacak sekilde cizilece-
ginden AEC ikizkenar ti¢gen ve AEC dik altin tiggen olur.

m(EBC) = m(ECB) = 54°
olacagindan |EB| = |EC| = x olup |AE| = x — 1 olur. AEC dik altin tiggen oldu-
gundan

x—De=x



www.matematikl.com 26

Xp—-—¢p =X
XQ@—X =@
x(p—1)=¢ ,
=_9 _ q)2 _ (p2 _ 5 (1+/5) _3+/5
To-1 gl oetl-@ ¢ T\27) T2
Cevap:D
5.
D
E c

N

ABCDE bir diizgiin besgen ve |FD|= 10 cm olduguna gore, |AF| = x kag
cm’dir?

A)5V5 B)5V5+5 (C)5/5-5 D)5V5-10 E)5v5+ 10

Cozim: EDF dik altin tiggen, EFA basik altin tiggendir.
D

|FD| = |ED| = |EA| = 10 cm dir. EFA tg¢geni 36-36-108 basik altin ticgen ol-
dugundan,
x@ =10
10 20 _ 201—/5) 55

WILETIE arma-m

bulunur.
Cevap: C
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6. (F,)) Fibonacci dizisi olmak tizere;
F,+F,+F;+-+F,
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?

A)F,,,-1 B)F,,—1 CF,—1 D)F,,,+1 E)F, +1

Cozum: (F,) Fibonacci dizisinde n> 2 i¢in F,_, = F , — F _, oldugun-

dan;
F, =F, —F,
F3 = FS - F4
Fn—1 - 1::n+1 Fn

Fn = Fn+2 - l:‘n+1
esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa;
F,+F,+F;+-+F, =F ,—F,=F,,—1
elde edilir.
Cevap: A

7. (F,) Fibonacci dizisi olmak tizere;
F,+F;+F.+--+F, 4
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?

A) l:“n+2 B) l:n+1 C) FZn D) l::2n+1 E) F2n+2

Cozum: (F,) Fibonacci dizisinde n> 2 i¢in F,_, =F , — F _, oldugun-

dan;
F,=F,
F; =F,—F,
Fg =Fs—F,

Fono1 =Fan = Fony
esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa;
Fi+F;+F.+--+F,,_, =F,,
elde edilir.
Cevap: C

8. (F,) Fibonacci dizisi olmak tizere;
F, +F, +F,+-+F,,
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?



A)Fh, =1 B)Fp =1 COFg,,—1 D)Fy,+1 E)Fy+1

Cozum: (F,) Fibonacci dizisinde n > 2 i¢in F,_; =F

dan;

"T1 "T1 T

[\S}
i

K

6

'T1 ™1 T
9

3

7

F2n = l:"2n+1 - F2n—1
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=

T 'T1 ™
w

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa;

F2+F4+F6+"'+ an:

elde edilir.

9. (F,) Fibonacci dizisi olmak tizere;
F,—F,+F;—F,+F.+-+F,,; —F,,
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?

A)Fp, =1 B)Fu =1 QF,—1 D)Fy,+1 E)1-Fy
Coziim: 7 ve 8. Sorularda;

Fi+F;+F.+-+F,,_, =F,,
F,+F,+F,+-+F,,=F, ., —1

Fonsr —F1 =

F2n+1 -1

n

oldugu gosterilmistir. Bu iki denklem taraf tarafa ¢ikartilirsa;

= —F,,_; oldugundan,

elde edilir. F,, —

esitligi elde edilir.

10. (F,) Fibonacci dizisi olmak tizere;
FZ+FZ+FZ+ -+ F2
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?

A) o
Cozim:

Frzl = 1::nFn = l::n(Fn+1 - Fn—l) = 1:nFn+1
=F

2
Fn—l

B) Fiys

n—-1

F

Fio =FyF

F2n+1

n-1

n-2

D) FnFn+1

- l::2r1+1 +1

n* n—-1
= Fn—l (Fn - Fn—Z) = Fn—an -
= Fn—2 (Fn—l - 1::n—3) = Fn—ZFn—l —F

F

1- an—1

F

n-1°"n-2

n-2

28

— F,_, oldugun-

Cevap: C

Cevap: E
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F2 = F,F, = F,(F, — F,) = F,F, — F,F,

FZ =F,F, = F,(F, — F,) = F,F, — F,F,
esitlikleri taraf tarafa toplanwrsa FZ + Fi+ -+ F2=F F ,, —F,F, esitligi
elde edilir. F, = F, olduguna gore F? + F3 + F2 + ---4+ FZ = F,F, ., elde edilir.

Cevap:D

11. (F,) Fibonacci dizisi olmak iizere;

i 1

k=2 Fk—le+1

denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?

N1l-—L1 p— 0 —2 D)—  E)—

FnFy 44 FnFn+1 FnFn+1 Fn Fr+1
Cozum:

1 Fn Fny1=Fn-1 1 1

Fn-1Fn+1  FnFn-1Fn+1  FnFn-1Fn41  Fn-1Fn  FnFnsq
olarak diizenlenirse;

s ( 11 j
k=2 Fk—le+1 k=2 Fk—le Fka+1

1 1 1 1 1 1 1 1
=1-
FrlFn+1
Cevap: A
12. (F,) Fibonacci dizisi olmak tlizere;
Y
k=2 Fk—leJrl
denkleminin en sade bi¢imi asagidakilerden hangisidir?
1 1 1
Ml-z— B)2-g -~ O-—— D)— &
n+1 n Fpyq FnFn+1 Fp Fnsa
Cozium:
Fn _ Fn+1=Fn—1 _ 1 . 1

Fn-1Fn+1 Fn-1Fn+1 Fh-1 Fn41
olarak diizenlenirse;
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n Fk B n L 3 i
z E Fea Z( E J

k=2 k=2 Fe
1 1 1 1 1 1 1 1
Fi F3 F, Fy F3 Fg Foo1 Fop

1,1 1 1

1 n+1
=2 L
Fn l:‘r1+1
bulunur.
Cevap: B
13. (F,,) Fibonacci dizisi olmak tlizere;
Fn—1Fn+1 - Fr21
isleminin sonucu nedir?
A)1l B) 2 C) -2 D) -1 E) (—D"
Cozum:
Xp = 1::n—an+1 - FI% 5
= Fn—l(Fn + Fn—l) - Fn
= Fn—an + Fg—l - Frzl
=—F,(=F,_, +F ) +FZ_,
= _Fn—ZFn + Fr21—1
= —Xp-1
elde edilir. Burada x, = F,F; —F2 = 1-2—12? = 1 oldugundan
Xp = "Xp-1 = (_1)2Xn—2 = (_1)3Xn—3 == (_1)n_2X2 = (_1)n
bulunur.
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