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8. BOLUM
FONKSIYONLARIN LIMITI

FONKSIYONLARIN LIMIiTi KAVRAMI

8.1. Tanim: A c R, f: A = R fonksiyon olsun. Bir (x,)) dizisi a noktasina
yakinsarken, (f(x,)) fonksiyon degerli dizisi de L gibi bir noktaya yakinsiyor-
sa, bu f fonksiyonun a noktasindaki limiti L sayisidir denir. lim f(x, )=L sek-

linde gosterilir.

GER)
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2
Sis )

G0 A ()

Ornek: f: R>R,f(x) =x+ 1 fonksiyonu x = 1 noktasina sagdan ve
soldan dizi olarak yaklasimi asagidaki sekilde verilmeye calisiimistir.

/S o] 09111

X I 0,9 0,99 0,999 1 1,001 1,01 1,1

y I 1,9 1,99 1,999 ... 2 2,001 2,01 2.1

Tablodan da goriilecegi gibi, x degiskeni 1 sayisina 1'den kiiciik degerler ala-
rak yaklastiginda y de 2 sayisina 2’den kiiciik degerlerle yaklasmaktadir. Yine
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x degiskeni 1 sayisina 1’den biiyiik degerler alarak yaklastiginda y de 2 sayisi-
na 2’den biiyiik degerlerle yaklasmaktadir. Bu durumda 1 sayisinin limiti 2’dir
denir.

Ornek: f: R—>R,f(x) = x? fonksiyonu x = 3 noktasi icin limitini bula-
Im.

Cozim:

of s

Her (x,) € R — {3} ve (x,) = 3 i¢in (f(x,)) = ((x,)?) - 3% oldugundan
lim f(x, )= lim (3)°=9

dir. //

Bu tanim su sekilde de verilebilir.

8.2. Tanim: Ac R,f: A - R fonksiyon olsun. V &€ > 0 i¢cin 36 > 0 sa-
yis1 vardir, oyle ki [x —a| < 6 oldugunda [f(x) — L| < € oluyorsa, bu f fonksi-
yonun a noktasindaki limiti L sayisidir denir. limf(x)=L seklinde gosterilir.

£z
L
i)

Ornek: A c R,f: A - R, f(x) = 2x + 1 fonksiyonun a = 2 noktasinda
limitinin L = 5 oldugunu gosterelim:
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vV £> 0 icin |x — 2| < & secilirse |f(x) — 5| < € gerektirmesini saglayan
¢ degerine bagl, bir 5 > 0 varhgini gostermeliyiz.
f(x) = 5] <&
2x+1—-5|<¢
2x — 4| < ¢
€
x — 2| < 7

oldugundan 6 = %dir.

8.1. Not: Bir fonksiyonun herhangi bir noktada limitinin olmasi ya da
olmamasi i¢in, fonksiyonunun o noktada tanimh olma zorunlulugu yoktur.

8.2. Not: —,—,—,—,0 — o, 1%, 0°°,00,oo0
o oo 0 0
belirsizlik belirtir. Bu durumlarda limite miiracaat etmek gerekir. Bu belirsiz-

,07°,0 -0 gibi durumlar

lik durumlarinin neden oldugu sorusu akla gelmektedir. Biz burada sadece P

In sebebi inceleyecegiz. Digerlerini okuyucuya havale edecegiz.

0,1 0,01 0,001

Paydasi 0 olan kesirlerin payz1 sifira sagdan yaklastikca +c0’a, pay1 sifira
soldan yaklastikca —oo’a yaklasmaktadir. Ancak pay 0 oldugunda kesir +c mu

0
yoksa —co mu oldugu belirli degildir. O halde o bir belirsizliktir.

8.1. Teorem: AL Bc Rf: A— R ve g: B— R iki fonksiyon, a € ANB
olmak uzere,

i) lim(f(x)+g(x))=limf(x)+limg(x)

i) lim(f(x) - g(x))=lim £(x) - lim g(x)

i) lim(f(x)-g(x))=lim f(x)-lim g(x)
f(x) lim f(x)

X—a

iv) lim >
o1 g(x)  limg(x)
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Ispat: i) limf(x)=L, ise V&> 0 igin 38, >0 sayis1 vardir, yle ki
|x —al| < 8, oldugunda [f(x) — L,| < %kahr.

limg(x)=L, ise V&> 0 i¢in 3 3, > 0 sayis1 vardir, 6yle ki |[x —al| < §
oldugunda |g(x) — L,| < % kalir. Burada 8§ = min{§,, §,} alinirsa;

|(FG) + () — (Ly + LI S ) — Lyl +1g() — Lol <5 +5=¢
olur. Su halde lim(f(x)+g(x))=L, +L, dir. Bu takdirde,

lim(f(x)+g(x))=L, +L, =limf(x)+lim g(x)
bulunur.

i) i 6zelligine benzer sekilde gosterilir.

iii) limf(x)=L, ise her x i¢in |[f(x)] <M olacak sekilde M > 0 vardir.
Yine V&> 0 i(;in 368, >0 sayis1 vardir, dyle ki |[x—al <&, oldugunda

If(x) — L,| < LM |+M kalir.

limg(x):L2 ise V&> 0 igin 3 8, > 0 sayisi vardir, oyle ki [x — a| < 8,

oldugunda |g(x) — L,| < m—7 kalir. Burada § = min{8,, §,} alinirsa;

|L |+M

lf(x)g(x) — L;L,| = f{®)g(x) — fx)L, + f(x)L, — L L,]|
< |f(X)||g(X) — Ll + If(X) — Ly||L,|

<M—+1|b
|L2|+M |||L2

=&

olur. Su halde =lim f(x)-limg(x)=L,L, dir. Bu takdirde,
lim (f(x)-g(b))=L,L, =lim f(x)-lim g(x)

bulunur.

iv) iii 6zelligine benzer sekilde gosterilir.

8.2. Teorem: Ac R,f: A = R bir fonksiyon, a € A, k € R olmak iizere,
i) limk-f(x)=k-limf(x)

i) limlf(x) =‘lim f(x)‘
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iii) (limf(x))" =lim(f(x)") , (n € N)
iv) limy/f(x) = \/lim f(x), (n € N)
v) limlog f(x)=loglim f(x)

Bu teoremin ispati bir 8.1. teoremine benzer yolla yapilacagindan oku-
yucuya birakilmistir.

1 T 4x2 )1(224)(72
Ornek: lim2*“ =2

x—3

— 210

8.3. Teorem: A,Bc R,f: A—> Rve g: B — R iki fonksiyon, f(A) c B ve
a € A, olmak iizere,

lim g(f(x))=g(lim f(x))
dir.

Ispat: limf(x)=L, olsun. O halde terimleri A{a} da olan ve a noktasina

u, = f(x,) olsun. (u,) —» L, olmak tizere (g(u,)) dizisini géz 6niine alalim.
limg(u,)=g(L,) dir. Su halde,

lim g(£(x)) = g(lim £(x))

bulunur.
CEBIRSEL FONKSiYONLARIN LiMiTLERIi

Limitin ilk tanimlanma sekli fonksiyonlardaki bir takim belirsizlikleri
gidermek icindir. Ama belirsiz olmayan fonksiyonlara da uygulanabilir. Belir-
siz olmayan fonksiyonlar da uygulandiginda bizim bildigimiz klasik islemler
yapilir.

2 2
Ornek: lim| X +3 |= 2—+3 =4
x=2| 4 4
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Ornek: lim(1-sinx)=lim(1-sinn)=1

Ornek: lim2** degeri nedir?

X—3
lim 4x-2
Cozlim: lim2¥7? =2 =210 //
x—3

Cebirsel fonksiyonlar olan polinom ve rasyonel fonksiyonlar tiirii fonk-

siyonlarinda belirsizlik durumlari s6z konusu olabilir. Bu tiir islemler,

e (arpanlara ayirma,

e Ortak paranteze alma,

e Eslenik alma,

e C(Cesitli cebirsel islemler
gibi islemler yapilarak belirsizlikten kurtarilir. Simdi bunlarla ilgili 6rnekleri
inceleyelim.

2

.. 0
Ornek: lim > ifadesinde o belirsizligi gideriniz.

x>2 X—2

Cozim: Bu belirsizligi gidermek i¢in pay1 ¢arpanlara ayiralim.

2
T S e €, )| 5.7 SRR S
x>2 x—2 X—2 (X—Z) X—2

3 v 4
Ornek: lim X2 1
x—>1 x° — 1

0
ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.

Cozim: Bu belirsizligi de gidermek icin pay1 ¢arpanlara ayiralim.

. xX~1 . (x-D(*+x+1) . x*+x+1 3
lim ——=lim =lim =5
olx”—1 1 (x-1)(x+1) -2 x+1

" X' —3x—4 . : O
Ornek: hm1 7 a2 ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.
X—>-1 X" —xX—

Cozlim: Bu belirsizligi de gidermek i¢in pay1 ¢arpanlara ayiralim.



lim

Ornek:

Cozum:

1

m 4

lim

m—4 1 —

bulunur.

Ornek:

Cozum:

bulunur.

Ornek:

Cozum:

Ornek:

Cozim:

2 —_— p—
x2 3x 4=1im(x+1)(x 4)=limx 4
o1 X7 —x—-2 = 1(x+1)(x-2) x>-1x-2

www.matematikl.com

=3
~3

1 1

m 4 . . O
lim-—=* ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
m->4 m—4 0

Paydana esitleme yapilirsa,

1 4 m 4—m

_fimA4m_4m _jp, 4m g, —1 L
4 m—4  m—4 m—>4 m—4 m->44m 16

2
limw ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
-3 2Xx—6 0

. 6x°-18x . 6x(x-3) .. 6x
lim =lim =lim —
>3 2x—6 x—3 Z(X —4 3) x>3 2

=9

lin;[(x2 -3x+6)f(x)]=20 ise 1irr21 f(x) in degeri nedir?

lirrzl[(22 -3-2+6)-f(x)]=20
4-lirr21f(x) =20
linzlf(x)z 5

1
lim 5*3 degeri nedir?

x—3"

1 1

lim5%3 = lim5*3 = lim 5~ =0

x—3" x—3" x—3"
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e - 0
Ornek: limz\/;—2 ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
x4 x° —5x+4 0

Coziim: Bu sorunun cevabini bulabilmek i¢in ifadenin pay ve paydasini

(v/x— 2) in eslenigi (+/x + 2) ile carpalim.
ox-2 L (Vx-2)(Wx+2)

lim———— =lim—
x> X —5x+4 4 (x% —5x+4)(v/x +2)
im (x—4)
=t (x—4)(x-1) (Vx +2)

1
=lim
x4 (x —1) (Vx +2)
_1
=12

.. X 0

Ornek: lim——— ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
0 VX +1-1 0

Coziim: Ifadenin pay ve paydasm (Vx2+1—1) in eslenigi olan

(Vx2+ 1+ 1) ile carpalm.
lim —XZ =lim Xz(m 1)
0 2 41-1 0 (241 -1 (e +1+1)
lim XZ(\/E +1)
=0 (x*+1-1)

=linon/x2 +1+1 (v1 = 1 alahm)
=2

X*—x x’-

Ornek: lim[ jifadesinde oo — oo belirsizligini gideriniz.

x—1

Cozim: lim[ 21 - 22 ]=lim( 1 — 2 J

ol x —x x"—-1) =1\ x(x-1) (x-1)(x+1)
—lim (x+1) 3 2%
ot x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1)
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. ( 1-x j
=lim| ——
o1 X(x—1)(x+1)

. 1
=lim| —

“1( X(X+1)]
1

2

Ornek: lin3(2X+1)1/ * denklemi 1% belirsizligini gideriniz.

Cozim:
y= (2x+ ) iselny = In(2x+ 1) = Lin(2x + 1) = 2+
lim In(2x+1) _lim 2 5
x—0 X x—0 2x +1
In(2x+1)
lin(}(2X+1)1/X =lime =e’

1 2
Ornek: lin& (cosx)[XJ denklemi 1% belirsizligini gideriniz.

Cozum:
1 1

2 2 1 l ( )
y = (cosx)(Q) iselny = ln(cosx)(Q) = X71n(cosx) = Mg

X

1 . Incosx 0 .. -sinx . —COoS X
lim—=Incosx=lim———=—=lim =lim — = —
x-0 x -0 x 0 ©02xcosx x202c0SsX—2xsinx

2
. (%j . —zlncosx
lim(cosx)'* =lime* = e 1/2
x—0 x—0

N| =

8.1. Not: Cebirsel fonksiyonlarin o« ’a gitme durumlari dizilerde oldugu

gibidir. Burada tekrar verilmeyecektir.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN LiMITLERI
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Trigonometrik fonksiyonlarin limitleri tiirevin uygulamasi konusunda
L’hospital yonteminde tekrar anlatilacaktir. Burada birkag tanesi izah edile-
cektir.

Ayrica her x igin —1 < sin x < 1 araliginda oldugunu hatirlayalim

Ornek: lim x° -sinl ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

x—0 X

- . 1 o N |
Cozium: Her x i¢cin —1 < sin =1 olduguna gore sin L= alinirsa,

. 1
limx%.sin==0-m=0
x—0 X

bulunur. //

Trigonometrik fonksiyonlarin belirsizlik durumlar: yukaridaki belirsiz-
lik durumlar1 gibi ¢ozilebilir. Yalniz asagidaki teoremle belirli bir belirsizlik
giderilir.

sinx

8.4. Teorem: lim
x—0 X

1

Ispat: x bir birim cemberin merkez acisinin 6l¢iisii olsun. Bu 6l¢ii acinin
karsisindaki yaym uzunlugu ile 6lgtlir. Buna gore su sekli cizelim.
F 3

D
1 =
0 A jo o

Buna gore |AB| = sinx,m(BC) = x°|CD| = tanx olacagindan,
sinx < x < tanx
yazilabilir. Buradan da
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. sin x
SiInX < x<
o o COSX
olur. Pozitif bu x icin
sin x sin x
< lvecosx <
X X

sin x
cosx < T< 1

. . sinx .
limcosx <lim——<lim1
x—0 x—0 X x—0

1<lim>22* o1

x—0 X

hm(“nxj=1
x—0 X

bulunur.

s . sSin3x
Ornek: lim
x—0 X

ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.

Cozim: x — 0 iken 3x — 0 olacagindan

lim 3sin 3x lim 3sin 3x i 3sin 3x —3lim sin 3x _31-3
x—0 3x x—0 3x x—0 3x 3x-0  3x
. . sinb5x . . 0 e e .
Ornek: lim q ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.

x—0 X

Cozim: x — 0 iken 5x — 0 olacagindan

. sin5x .. 5sinb5x 5. sin5x 5 5
lim =lim =—Ilim =—1=—
x>0 4x x>0 54x 45x->0 5x 4 4

Bu son iki 6rnekten su sonug elde edebiliriz.

8.1. Sonug: a) lim smax _a
x>0  bx b

bx b

b) lim—
=0 sinax a
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5 . tanx . . 9 VI .
Ornek: lim ifadesindeki 0 belirsizligi gideriniz.
x—0 X

I sinx
COozim: tanx =

olmak tuzere
COS X
sin X
. tanx . . sinx.. 1
lim =1im €95 X —|im lim =1-1=1
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 COS X

Bu son 6rnekten su sonug elde edebiliriz.

8.2. Sonug: a) lim tanax _a
x->0  bx b

b) lim 2% _b

x>0 fanax a

Ornek: lim "> ifadesindeki - belirsizligi gideriniz.
x>0 tan 4x 0

Cozim: x — 0 iken 3x = 0, 4x — 0 ve 8.2. Sonuca gore,
sin 3x

_ 3. 3. lim sin 3x
lim 03X i 3x 3 T30 3x 3
x>0 tan4x  x—0 4. tandx 4 4-lim tan4x
4x 4x-0  4x
bicimindedir.

Bu son 6rnekten su sonuc¢ elde edebiliriz.

8.3. Sonug¢: a) lim smax _a
x>0 tanbx b

b) lim tanax _a

x>0 sinbx b

Ornek: ling(x-cot 2x)ifadesinde 0 - o belirsizligini gideriniz.

Coziim: cotx =

oldugunu hatirlarsak,
tanx

12
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lim(x-cot 2x) =lim X —
x—0 x—0 tan 2X

N| =

bulunur.

Ornek: lig(sian-cot 5x) ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

Cozim: cotx = oldugunu hatirlarsak,

tanx
lim(sin 2x.cot 5x) =lim SIn2x _ %
x—0 x>0 tan SX

sin®3x

2

Ornek: lim

x—0 X

0
ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.

2 . 2 . 2
Cozium: lim sin” 3x =lim[sm3xj :(3-lim sm3xj =9

x—0 X 2 x—0 X 3x->0  3x

Ornek: lim _x—om
x2 tan(2x —m)

—

ifadesindeki o belirsizligi gideriniz.

4x—2m im 2(2x —m)

—

Cozim: lim =
X_% tan(2x—m) X‘% tan(2x—mn)

2x —m = tdersek x - g icin 2x —m > 0iset - 0
olur. Buna gore,
2(2x—m) I 2t
———=1i

= =2
— tan(2x—m) 0 tant

bulunur.

tan(x—1)

. 0
Ornek: lim J ifadesindeki Ebelirsizligi gideriniz.

x—1 TT
cot| x—1+—
2

Cozim:x —1=tdersekx - 1icinx—1—-> 0iset— 0 ve
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T
COt(E + Xj =—tanx

olduguna gore,

tan(x-1 tant
lim (x=1) _ lim —lim-21t 4
X—> t— t—0 —
cot x—1+E cot t+E tant
2 2
bulunur.

v 0

Ornek: limw ifadesindeki — belirsizligi gideriniz.
x>0 sinx 0

Coziim: lim X H@N3X [ A% @nSX)_ sy
x>0 sin X x>0\ SIn X Sin X

. . ol 3 0
Ormet | S S| fadesindols g belrs giderinz
X—> X

Coziim: 1 — sin® x = cos?x oldugunu hatirlayalim.

. _ oin3 . 2 o2
lim(smx sin XJ :lim[smx(l sin X)J

x—0 3x x—0 3x
1 p
= —lim(smx}limsin3 X
3 x-0 X x—0
_1
=3

Ornek: lim (Zx.sin Ej ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

X—>—00 X

X—>—00 X——0

X

3 2sin — 0
Coziim: lim (Zx.sin —j = lim| — X | olup 0 belirsizligine déniisiir.

X

1 1
— = tdersekx - —oo icin— - Oiset— 0
X X

olacagindan

14
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lim

X—>—00 X—>—00

25in
st X . (2sin3t) 23
= hm = T =6
t
X
bulunur.

Ornek: lim(sin2x-secx) ifadesindeki 0 - oo belirsizligi gideriniz.

X
2

- . . . sin2x 0 e qees v Qo e
Cozim: lim(sin2x.secx) = lim olup — belirsizligine donitisiir.
N T COSX 0
2 2
. sin2x . 2sinxcosx . .
lim =lim——— =lim2sinx=2
«% COSX ¢,®  COSX o
2 2 2
bulunur.

Pi (n) SAYISININ LIMITLE BULUNMASI

6.13. Teorem: n € N olmak lzere;

a) limn-sinﬁ):

n—oo n

b) limn-tanﬁ):n

n—oo n

) limn-cosmzn

n—oo n

d) limn~cotw=n

n—oo n

bicimindedir.

Ispat: Yaricap: 1 br olan ¢emberin i¢in bir diizgiin n-gen cizelim.
== A

L (n—2)-180 .
Diizgiin n-genin bir i¢ agis1 . oldugundan

15
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n n
bulunur. Buna gore;
m(0BA) = 8720 m(aoc) = 180 - 20220 _ 190
olur. Su halde;
180

|AC| = |CB| = sin—
n

dir. n-genin ¢evresi 2n - sin% br’dir.n-gende n — oo alindiginda daire olur. Pi
(m) sayis1 gemberin ¢evresinin uzunlugunun, ¢emberin yaricapina orani old u-
gundan,

. 2n ., 180 . . 180
lim—sin—=limn-sin——=mx

n—oo n n—oo n

olur.//

Cemberin ¢evresine cizilen n-gen kullanilarak b sikki benzer yontemle
(n—-2)-90 180
gosterilir. " + = 90 oldugundan c ve d siklar1 da gosterilir.

Bu teoremin ikinci bir ispatu:
. sinx
lim
x=0 ¥

=1

oldugu bilinmektedir. Bu denklemde x = gallnlrsa x = 0 i¢in n — oo olacagn-

dan,
. T
sin —
lim—D =1
n—00 TC
n

. . T
limn-sin—=n

n—oo n

oldugu kolayca goriiliir.

Ornek: Ozel olarakn =1 000 000 000 alalim.

1000000000-SinL =3,141592633589793232949306

1000000000
olur.

PARCALI FONKSIYONLARIN LIMITLERI
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Parcali fonksiyonlarin limit durumlarinda su sekilde incelenir.

8.3. Tanim: Bir x degiskeni bir a noktasina azalan degerlerle (sagdan)
yaklastif1 zaman bir limiti mevcutsa bu limite fonksiyonun a noktasindaki

sagdan limiti denir ve lim f(x) seklinde gosterilir.

8.4. Tanim: Bir x degiskeni bir a noktasina artan degerlerle (soldan)
yaklastigl zaman bir limiti mevcutsa bu limite fonksiyonun a noktasindaki sol-
dan limiti denir ve lim f(x) seklinde gosterilir.

Xx—a~

8.4. Sonug: Bir f fonksiyonun bir a noktasinda limitinin olabilmesi i¢cin
sagdan ve soldan limitlerinin birbirine egit olmasi gerekir.

lim f(x)=lim f(x)=L ise liLnf[x)=L

Ornek: Grafigi verilen fonksiyonda -2, -1, 0, 1 noktalarindaki sagdan
ve soldan limitleri bulunuz.

Cozim:

X = -2 icin sagdan limiti 1 ve soldan limiti 1 olup limiti 1

x = -1 icin sagdan limiti 2 ve soldan limiti 0 olup limiti yoktur
x = 0 i¢in sagdan limiti 1 ve soldan limiti 1 olup limiti 1

x = 1 icin sagdan limiti 2 ve soldan limiti 2 olup limiti 2 dir.
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Ornek: Grafigi verilen fonksiyonda -1, 1, 2, 3 noktalarindaki sagdan ve
soldan limitleri bulunuz.

v

Cozim:

x = —1icin sagdan limiti -2 ve soldan limiti 3 olup limiti yoktur
x = 1icin sagdan limiti 2 ve soldan limiti -3 olup limiti yoktur
x = 2 i¢in sagdan limiti 3 ve soldan limiti 3 olup limiti 3

x = 3icin sagdan limiti 0 ve soldan limiti O olup limiti O dir.

x?2—2, x>3
Ornek: f : R>R,f(x) = { 5, x=3
2x+1, x<3

fonksiyonun 3 noktasindaki limit durumunu inceleyiniz.

Cézim: limx*~2=7 ve lim2x+1=7 oldugundan lirrglf(x):7 dir.

x—3" x—3~ X,

2x+2, x>5
Ornek: f : ]R%—)]R,f(x)z{ 12, x=5
x+5, x<5

fonksiyonun 5 noktasindaki limit durumunu inceleyiniz.

Cozim: lim2x+2=12 ve limx+5=10 oldugundan 5 noktasinda limiti

x—5" x—5"
yoktur.

Ornek: f: R-R,f(x) = % fonksiyonunun 0 noktasindaki limitini bu-

lunuz.
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- XL X . X X
Cozim: hmu=hm—=1 ve hmu—llm—z—l
x—0" X x—0" X x=>0" X x-07 X

oldugundan 0 noktasinda limiti yoktur.

Ornek: f : R>R,f(x) = 3x + li:;'

tini bulunuz.

fonksiyonunun 3 noktasindaki limi-

o x-3 x-3
Cozum: lim3x+——=I1lim3x+——=1im3x+1=10
x—3" X—3 x-3" X—3 x3°
ve lim 3x+| _ | = lim 3X+—_3) =lim 3x—1=8 bulunur. 3 noktasinda sag-
x—3" X — x—3" X — x—>3"

dan ve soldan limitler esit olmadigindan 3 noktasinda limit yoktur.
Ornek: f: R—R,f(x) = sgn (x* — 4) fonksiyonunun x = 2 noktasinda-
ki limiti nedir?

Cozim: Once verilen isaret fonksiyonun grafigini cizelim. Fonksiyonun
kritik noktalarsi,

x2—4=0
X =42
oldugundan asagidaki cizelge cizilir.
% | - £a '2 2 tra
x4

; + - éf '
Buna gore verilen fonksiyonun grafigini asagidaki sekilde verilmistir.
r B

—_—t--- fr]_
l ! X
-ET ERE |
e

Buna gore,
limsgn(x*-4)=1 ve lim sgn(x*-4)=-1
x—>2" x—27

oldugundan limiti yoktur.
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Ornek: limx-|x—3| degeri nedir?

X—2

Coztim: x = 2 noktasi x - |x — 3| iin bir kritik noktasi degildir.

limx-|[x—3=2:[2-3|=2

X—2

bulunur.
) _ )
Ornek:lim——— degeri nedir?
x—>1 |X+1|
2x+|x|
Cozim: x = 1 noktasi Xt 1] in bir kritik noktasi degildir.
X
_2x+[x| 2141 3
lim = =5
x—1 |X+1| |1+1| 2
bulunur.
COZUMLU ALISTIRMALAR
. x*-16 . . o . i -
1. lim degeri asagidakilerden hangisine esittir?

X—>2 X —
A)25 B)27 ()28 D)30 E)32

Cozim: Carpanlara ayirma yontemi kullanilirsa,

4 3 2
lim X 16:lim(x 2)(x*+2x"+4x+8)
-2 x—2 x—2 (X—2)
= lirrzl(x3 +2x° +4x+8)
=2342-224+4-2+8
=32

2. lin} Jx+5—+/5x+1 degeri asagida kilerden hangisidir?

A)-» B)-1 (€1 D)2 E)3

20

Cevap: E
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Cozim: lirrll VX+5—-+/5x+1 =0w0—00 belirsizligini gidermek i¢cin payin

eslenigi alirsak,

lirr11\/x+5—\/5x+1 =lirr11

(Vx+5—~/5%+1) (\x+5 +~/5%+1)
(Vx+5++/5+1)
(x+5)—(5x+1)

_lgllx/x+5+\/5x+1

lim —4x+4
1 \[x+5++/5x+1

lim —-4-1+4
1 /145 +4/5-1+1
0

" 276

=0

elde edilir.
Cevap: B

2% ! fonksiyonu veriliyor. lirrll f(x) nedir?

X
3.f: R—)R,f(x)z{x_l_l X

A)O B)1 ()2 D) Limiti yoktur  E) Limit bilinemez

Cevap:  Soldan  limitlim f(x)=1lim2x=2  ve sagdan  limit

x—1" x—>1"

lim f(x)=lim x+1=2 dir. Sagdan ve soldan limitler,

x—>1" x—>1"

lim f(x) = lim f(x) =2
x—1" x—1"

oldugundan limiti 2’dir.
Cevap: C

3

4. lim>— 8 icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

X—2 X2 —

A)0 B)1 €2 D)3 E)4

3
aow o X =8 0,
Cozlim: IXIIE 40 belirsizligi var.
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x*-2° (X—Z)(X2 +X-2+4) (4+4+4)
—2 7 :l]m = 2 2 = 3
2 X5 -2 ol (x-2)(x+2) (2+2)

5. x € (—,0] araliginda, lim — in sonucu nedir?
x—0" 4,+3x

A)1 B)2 (3 D)4 E)5

Cozum: lim 4 : =j—i =1
x>0~ 4+3§

2

6. lim in sonucu nedir?

x>0 1 —cosXx
A)O B)1 (C)2 D)3 E)Limiti yoktur

2

g

Cozim: lim = = belirsizligi var.
x>0 1—cosx 0
2 2
lim % lim x“(1+cosx)
0] —cosx *0(1-cosx)(1+cosx)
2
i X (1+ cozs X)
x>0 1—c0s”X
2
lim X (1+cosx)

0  sin’x

2
:lim( _X j(1+cosx)
=0\ sinx

=2

. _X+tanx .
7. lim———— in sonucu nedir?
x>0 sinXx

A)1 B)2 ()0 D)-1 E)-2

22

Cevap: D

Cevap: A

Cevap: C
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Cozum: limw = % belirsizligi var.
x>0 sinXx
lim—)H_tanX:lim—_X +lim tz_mX:1+lim—_ SIX o
0 sinx  x0sinx x>0 sinXx x>0 Sin X.COS X
Cevap: B
|2 x| . .
8. lim —X |in sonucu nedir?
X—2" 2 X
A)-1 B)0 ()1 D) 2 E)3
Cozlim: lim(| — |—X]—hm(—x—leim(1—x)=—1
x—2 x—1 2—X x—1"
Cevap: A

9.Lim————— = = 1 olmasi i¢cin a’nin degeri ne olmaldir?
A) 6 B) 7 G)8 D)9 E)10

0
Cozim: 6 belirsizligi, limitin var olmasi i¢in payda x = 1 olmaldir. Paya

x = 1yazlirsa;

va—1-3=0
va—1=3
a—1=9
a=10
olarak bulunur.
Cevap: E
_ [[7 [[x+4]]]]
10. 31_)4 T in sonucu nedir?

A)3 B)2 (1 D)0 E)-1
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Cozim: Tam deger fonksiyonunda x soldan 3’e yaklasirken
[[7 —[x + 4]]ﬂ = 0 olacagindan

[7-Ix+41]
x—4~ X—4
olur.
Cevap: A
< _v?
11. lim Y in sonucu nedir?
XDy X_y
A)O B) 3 C) 3x D) 3x? E) o
3 3 _ 2 2
Coziim: limuzg —lim =y)X+xy+y7) _ 3x2
= x—y 0 v (x-y)
Cevap: D

12. f(x) = x? + 4 olmak tizere lhmgw sonucu kactir?

A0 B)1 (02 D)3 E4

Cozim: f(1) = 124+4=5
f(1+h)=(1+h)2+4 h? + 2h +5

f(1+h) f(1) _ h*+2h+5-5 _lim h(h+2)_2
h»O h haO h h—0 h B
Cevap: C
X3 2
13. lim asagidakilerden hangisine esittir?

x>2 x* —2X
A)2 B)3 (O4 D)6 E)8

x* —2x* g—lim x*(x-2) _

Cozim: lim = 5
o2 x°-2x 0 2 x(x—2)

Cevap: A
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6
14. lim degeri kactir?
x—>9(,/ 3 X— j g (;
1 1 1
A)1l B) 2 Q) = D) = E) =
)1 B2 02 D), B

Cozlim: 1. denklemin paydasinin esleni alinirsa;
. 1 6 . | vx+3-6

lim —— | =lim| ————

9\ Jx -3 Xx-9 x—9 x—-9

_1[ Jx -3 j
9| (Vx —3)(Wx +3)

1

6

15. lim (3n— Z)Sin(lj in sonucu kagtir?
n

n—oo

A)2 B) 3 C) 4 D)5 E)6

Cozim: n = % doniisiimii yapalim. n — oo iken m — 0 dur.

lim(3n —Z)Sin(l) = lim(3 A 2) -sinm
n

n—0 m—0 m
. 3-2m .
=lim -sinm
m—0 m
—11n3(3 2m)- sinm
=(3-0)-1
=3

x—-1
16. f(x) =% fonksiyonu icin,

lim f(x)=a ve limf(x)=b
x—17" x—1"

25

Cevap:E

Cevap:E
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olduguna gore, a + b kactir?

A)-2 B)-1 Q0 D)1 E)2

x—1 -
Cozim: a = lim f(x) = lim L P e
x—1F x-1" xX—1 =x-1"x-—1

b= lim f(x) = lim K i

x—1" x—1" X — 1 x—1" X — 1

a+b=1+(-1)=0

Cevap: C

2x+a, x<0
17'f(X)={4+x2 x>0

ile tanimlanan f fonksiyonunun x = 0 noktasinda limitinin olmas i¢in a’nin
degeri ka¢ olmahdir?

A)0 B)1 (2 D)3 E)4

Cozim: Sagdan ve soldan limitler esit olmaldir.
lim4+x*=4 ve lim2x+a=a

x—0" x—0"
a=4
Cevap: E

18.

X

Yukarida f(x) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna gore,
lim f(x)+ lim f(x)+ lim f(x)
x—>-1% x—>17 x—2"

toplami kagtir?

A)-2 B)-1 Q0 D)1 E)2
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Cozim: lim f(x)=-2, lim f(x)=-3, lim f(x)=3
x—>-1" x—>17 x—2"

lim £(x)+ lim f(x)+ lim f(x)=—2-3+3=-2
x—>-1" x—1" x—=2*

Cevap: A

19.

-110

Verilen sekilde f : R\{—1} = R\{2} fonksiyonunun grafigi gésterilmistir. Buna
gore,

lim f(x)+1im f(x)
limitlerinin toplami kactir?

A)-2 B)0 ()2 D)4 E)6

Cozim: lirp f(x)+limf(x)=2+2=4

Cevap:D

20.f(x) =x+4vegx) =3x—7

olduguna gore, limM limitinin degeri kactir?

x>l x—1
A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Cozim:

f(gx) =(fegx)=x+4)oBx—7)=3x—7+4=3x—-3
lim B0 _ i 3X=3 iy 321

-1 x—1 x>l x—1 -2 x—1

Cevap: B
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