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9, BOLUM
SUREKLILIK ve ASIMPTOTLAR

Bu boélimde, matematik disi bir tabir kullanmak istersek, fonksiyonla-
rin c¢iziminde fonksiyonlarin grafigini aksaklik yapan yerlere siireksizlik adi
verecegiz. Bu boliimde strekliligi inceledikten sonra yine fonksiyonlarin gra-
fiklerinde sonsuza teget degerini alan durumlar1 arastiracagiz. Buna da asim p-
totlar ad1 verecegiz.

FONKSiYONLARIN SUREKLILIK

9.1. Tanim: Bir fonksiyonun bir noktada limiti var ve o noktada goriin-
tlisii ayni ise bu noktada siireklidir denir. Buna gore Ac R, f: A= R her
a € Ricin,

lim f(x) = lim f(x)=f(a)
ise f fonksiyonu a noktasinda stireklidir. Bir fonksiyon biitiin noktalarda si-
rekli ise bu fonksiyona stureklidir denir ve C(A) ile gosterilir.

Ornek: f : R—R, f (x) = x2 + 1 fonksiyonu siireklidir.

Coziim: limx*+1=a’+1=f(a)

oldugundan f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. a noktasi keyfi bir nokta o1-
dugundan f fonksiyonu her noktada stireklidir.

9.2. Tanim: A c R, f : A —» R bir fonksiyon olsun. Her a € A igin,
i) lim f(x)=f(a) ise f fonksiyonu a noktasinda sagdan streKkli,

ii) lim f(x)=f(a) ise f fonksiyonu a noktasinda soldan stireklidir denir.

9.3. Tanim: A c R, f : A - R bir fonksiyon olsun.
lim f(x) # lim f(x) #f(a) veya lim f(x)= lim f(x)=f(a)



www.matematikl.com 2

ise f fonksiyonu a noktasinda siireksizdir.

Ornek: Asagidaki noktalarin siirekliligini bulunuz.

X
x = —2 i¢in limiti 1 ve gorintisi 1 oldugundan -2 noktasinda stirekli-
dir
x = —1icin soldan limiti ve goriintsii 0 oldugundan soldan stireklidir

x = 0 i¢in limiti 1 ve goruntiisi 2 oldugundan stireksizdir
x = 1licin limiti 2 ve gorilintiisi 2 oldugundan 1 noktasinda siireklidir

Ornek: Grafigi verilen fonksiyonda -1, 1, 2, 3 noktalarindaki sagdan ve
soldan limitleri bulunuz.

v

Cozim:

x = —1i¢in soldan limiti 3 oldugundan soldan streklidir
x = 1icin soldan limiti —3 oldugundan soldan siireklidir
x = 2icin limiti 3 ve gorlntsii 2 oldugundan siireksizdir
x = 3icin limiti 3 ve goriintiisii 3 oldugundan stireklidir
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2x+3, x> 2
Ornek: f : R>R f (x) ={ 7, x=2
x+5 x<2

fonksiyonun 2 noktasindaki siireklilik durumunu inceleyiniz.

Cozim: lim2x+3=7 ve limx+5=7 oldugundan 2 noktasinda limiti 7

x—2" x—2"

dir. Ayrica f (2) = 7 oldugundan 2 noktasinda stireklidir.

) x?—2, x>4
Ornek: f: R R f(x) = 5, x = 4 fonksiyonunun 4 noktasinda-
2x+1, x<4

ki stirekliligini bulunuz.

Cozim: lim x*—-2=14 ve lim 2x+1=9 sagdan ve soldan limitler esit

x—4" x—4~

olmadigindan limiti yoktur. Dolayisiyla 4 noktasinda siirekli degildir.

|x — 1], X> 2
Ornek: f: R>R f(x) = {sgn (x—5), x= 2 fonksiyonunun 2 nokta-
X— 3, x< 2

sindaki strekliligini inceleyiniz.

Cozim: 1irq|x—1|:1, limx-3=-1 ve f(2)=sgn (x—5) = —1 oldu-

X—2 X—2"

gundan 2 noktasinda soldan siireklidir.

sgn(x*—9), x> 3
2ax+ 7, X< 3
fonksiyonunun 3 noktasindaki stirekli olmasi i¢in a ne olmahdir?

Ornek: f : R R f (x) = {

Cozium: f fonksiyonun 3 noktasinda sagdan siirekli olmasi icin;
lim f(x)=£(3)
x—3"
olmalidir. Buna gore,
lim sgn(x*-9)=1
x—>37F
oldugundan

f(3)=2a-3+7=6a+7
elde edilir. O halde 6a+ 7 = 1 ise a = —1 dir.
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Ornek: f: R— {0}>R , f(x) = % fonksiyonunun 0 noktasindaki si-

rekli olup olmadigini arastiriniz.

4

Cozim: lim — =lim X_1 ve lim H = lim X =-1
x—0" X x—0" X x—0" X x—0" X
oldugundan 0 noktasinda limiti yoktur. O halde siireksizdir.
Ay
+1
E
0 Ll
.—(Ii—‘i
) tan kx << 0
Ornek: f (x) = x fonksiyonunun x = 0 noktasinda sii-

5x + 2k?, x>0
rekli olmasi i¢in k degeri ne olmahdir?

tankx

Cozim: lim =k ve lim 5x +2k?* = 2k?

x—0" X x—0"

oldugundan 2k? = k olmalidir. Bu durumda
2k? —k=0
k(2k— 1) = 0
1

k=0vek=§

olur.

Ornek: f(x) = fonksiyonunun siireksiz oldugu kiime nedir?

X—[x1

Cozum: x — [x] de x € Z ise x — [x] = 0 oldugundan f(x) tanimsizdir.
Buna gore stireklisiz oldugu kiime Z dir.

9.1. Not: 1) y = f(x) icin f(x) polinom fonksiyonu ise fonksiyon her sii-
reklidir.

2) y= % seklinde rasyonel fonksiyon ise f(a) # 0, g(a) = 0 iken

x = a noktalarinda stireksizdir.
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. 3
Ornek: f(x) = % fonksiyonu hangi noktalarda stireksizdir?

Cozim: Rasyonel fonksiyonlarda payday1 0 yapan degerler sagdan ve
soldan limitleri esit olamayacagindan fonksiyonlari siireksiz yapar. Buna gore
x? — 4x — 5 = 0 denkleminin kokleri olan x = —1 ve x = 5 apsisli noktalarda
fonksiyon stireksizdir.

3x%—4x+1
x4 —(m+1)x+1
icin stirekli ise m’'nin alabilecegi degerler kiimesini bulunuz.

Ornek: m € R olmak iizere, f(x) = fonksiyonunun her m

Cozlim: Bu soruda verilen fonksiyonun paydasiin her x € R igin stirek-

li oldugunu gostermeliyiz. Ancak f fonksiyonunun her x € R i¢in siirekli ola-
bilmesi igin paydasi olan x*— (m+ 1)x+1 # 0 olmahdir. Bunun i¢inde
x? — (m+ 1)x+ 1 = 0 polinomunun diskiriminanti sifirdan kii¢iik olmalidir.

A=(m+1)*-4-1-1<0

m?+2m—-3<0

m=-3vem=1
bulunur. Buna gore,

Ml —eo -3 1 +

A=m? 2m -3 + - +

tablosu elde edilir. O halde ¢6ziim kiimesi,
-3<m<1
olup bu aralikta siireklidir.

Ornek: f(x) = /4 — |x + 1| fonksiyonunun siirekli oldugu kiimeyi bu-
lunuz.

Cozim: Kara kokli bir fonksiyonun tanimh oldugu aralikta siirekli ola-
cagindan f fonksiyonu 4 — |[x + 1| = 0 sartina uyan her x € R i¢in stireklidir.
4—|x+1| =0
x+1| <4
—-4<x+1<4
—-5<x<3
olur. O halde f fonksiyonu [—5, 3] araliginda tanimh ve stireklidir. //
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9.1. tanim1 su sekilde de verilebilir.

9.4. Tanim: A Cc R, f : A — R fonksiyon olsun. V &€ > 0 i¢cin 3 8 > 0 say1-
s1 vardir, oyle ki |[x — a| < & kaldike¢a |f(x) — f(a)| < € oluyorsa, bu f fonksiyo-
nun a noktasindaki siireklidir denir.

Bu tanim ilk etapta fonksiyonlardaki limitin tanimina benzediginden
limitin tanmimu ile karistirilabilir. Ama limitin tamiminda |f(x) — L| < € iken sii-
rekliligin taniminda [f(x) — f(a)| < € bicimindedir.

Ornek: f : R>R, f(x) = sinx fonksiyonu her noktada siirekli midir?

- . X—a X—a X+a
Cozim: |sm T| < |T ve |COST| <1

oldugunu hatirlayalim. Trigonometri deki doniisiim formiillerine gore;

. . . X—a X+a
|sinx — sina| = 2 |smT $COS—5—
X—a
< -
_2| 2 |
< |x-—al

olur. O halde |x —a| < 8 oldugunda [sin x — sin a] < & olur. Yani § = € alinabi-
lir. Demek ki, siniis fonksiyonu her a noktasinda siirekli ve dolayisiyla R reel
sayilarda siireklidir.

9.1. Teorem: ABCc R f:A—> R ve g:B— R iki fonksiyon, her
a € An B da f ve g fonksiyonlari stirekli olsun.

i) f+ g fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.

i) f— g fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.

iii) f - g fonksiyonu x = a noktasinda siireklidir.

iv) f + g fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.

Ispat: i) limf(x)=f(a) ve limg(x)=g(a) ise;

lim(f(x)+g(x))=limf(x)+limg(x)=f(a)+g(a)

oldugundan x = a noktasinda siireklidir.

ii, iii, iv 6zellikleri de benzer sekilde gosterilir.
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9.2. Teorem: A C R, f: A = R bir fonksiyon, her a € A da f fonksiyon-
lar stirekli olsun.

i) k € Rise k- ffonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.
ii) n € N*ise f® fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.
iii) |f| fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.

vi) k € Rise k' fonksiyonu x = a noktasinda siireklidir.

Ispat: i) Her a € A da f fonksiyonlar1 siirekli ve lim f(x)=f(a) olsun. Bu-

na gore;
limk-f(x)=k-limf(x)=k-f(a)

olur.

Yukaridaki bes 6zelligin ispatlar1 birbirine benzer oldugundan digerle-
rinin ispat1 birer arastirma olarak okuyucuya birakiyoruz.

, 2x43
Ornek: f(x) = 4x*-+ fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalari bulunuz.

- 43 : . 2x+3 .
Cozim: f(x) = 4x*-+ fonksiyonu ile y = ) fonksiyonu ayni1 noktalar-
da siireksiz olacagindan x* — 4 = 0 olan paydanin sifir olmalidir. Buna gore
x = 2ve X = —2 noktalarinda f fonksiyonu stireksizdir.

9.3. Teorem: ABc R f: A— R ve g: B— R iki fonksiyon, f (A) € B
olmak iizere, f fonksiyonu her a € A noktasinda, g fonksiyonu f (a) € B nokta-
sinda stirekli ise g o f fonksiyonu x = a noktasinda stireklidir.

Ispat: f (x) fonksiyonu x = a da siirekli ise lim f(x)=f(a),

g (y) fonksiyonu y = f (a) da stirekli ise limg(y)=g(f(a)),

yazilir. Oyleyse,
lim g(f(x))=g(lim f(x))=g(f(a))

elde edilir. Bu durum g o f fonksiyonu x = a noktasinda strekli oldugunu gos-
terir.



www.matematikl.com 8

X, X#F 2
+1, x=2
2x+1, x+2
g:R—)R,g(X)z{X+2 Xx=2
biciminde tanimh f ve g fonksiyonlar: i¢in fe g fonksiyonun strekli oldugu
kiimeyi bulunuz.

Ornek: f: RoR, f (x) =

o (x)e (2x+ 1), XF 2
Coziim: (o g) &) = {(x +1)o(x+2), x=2
_ {ZX +1, x+2
X+ 3, Xx=2
bulunur. (f e g) fonksiyonun kritik noktas1 2’dir.
(feg)(2)=2+3=5
lirg(fog)(x): lirgl+ 2x+1=5

lim(fog)(x)=lim 2x+1=5
x—2" X—2"

Sagdan, soldan limit ve 2 noktasinda goriintii ayni oldugundan (fe g) fonksi-
yonun siirekli her x € R icin stireklidir.

KAPALI BiR ARALIKTA SUREKLILIK

9.4. Teorem: f : [a,b] — R araliginda fonksiyon siirekli ise sinirhdir.

ispat: Kabul edelim ki, f([a,b]) smirh olmasin. Bu takdirde her bir

n € N* icin |f(x,)| = n olacak sekilde bir x, € [a,b] noktasi vardir. [a, b] sinirl
bir kiime oldugundan (x,) smirh bir dizidir. Dizilerdeki limit konusundaki
Bolzano-Welerstrass teoremi geregince (x,) dizisinin yakinsak en az bir (x, )
alt dizisi vardir. x, — X, olsun. [a,b] araliginin tim yigilma noktalar1 kendisi-
ne ait oldugundan x, € [a,b] noktasinda da siireklidir. Buna gore V € > 0 i¢cin
38 > 0 sayis1 vardir, dyle ki [x —a| < & kaldik¢a [f(x) — f(a)| < € kalir. Ozel
olarak € = 1 alalim. x, noktasinin § — komsulugunda

[IEGO| = 1f(xo) | < 1) — f(xo)| < 1
buradan da

IfCI < 1+ [f(xo)]
yazilabilir. Bu |f(x,)| = n kabulii ile gelisir. O halde f ([a,b]) sinirly, yani f sinir-
hdir.

Ornek: [0, 6] araliginda siirekli verilen fonksiyon simirhdir.
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AY

9.2. Not: f: [a,b] = R araliginda fonksiyon siirekli ise bu aralkta fonk-
siyon bir en kiiciik (minimum) ve bir en biiyiik (maksimum) degeri vardir.

9.5. Teorem: f: [a,b] — R fonksiyonu tanim kiimesinin bir ¢ noktasin-
da stirekli ve f(c) # 0 ise c'nin 6yle bir (c — ¢, ¢ + €) komsulugu vardir ki, bu
komsuluktaki V x € R icin f(x) ile f(c) ayni isaretlidir.

Ispat: f fonksiyonu c noktasinda siirekli oldugundan, lim f(x)=f(c) dir.
(c—¢,c+¢) c[a,b] olmak lizere, %, ¢'nin (¢ — ¢, ¢ + €) komsulugundaki her x
icin € = % |f(c)| secilirse;

1
FGx) — f(0)] < 2 1£(O)]
1 1
~ 311 < £ = () < 3 If(<)]
1 3
5 [fol < feo < il

dir. Buradan, f(x) ile f(c) 'nin, c'nin (¢ — ¢, ¢ +¢€) komsulugunda aym isareti
aldig1 gosterilebilir.

9.6. Teorem (Bolzano Teoremi): f: [a,b] = R fonksiyonu, [a, b] arali-
ginda siirekli ve f(a) ile f(b) ters isaretli iseler, f(c) = 0 olacak bicimde (a, b)
araligmda en az bir ¢ noktasi vardir.
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Ay

. C/
T > X

(a.%(a))

Ispat: f(a) < 0 ve f(b) > 0 oldugunu diisiinelim.

S={x:f(x)<0,x €[a,b]}kiimesini goz oniine alalm. f(a) < 0 oldu-
gundan, a € S dir. Baska bir deyisle S # & dir. f(b) > 0 oldugundan, b € S dir.
Oyleyse, S # [a,b] dir. S c [a,b] oldugundan, S gergel sayilar kiimesi sinirhdr.
S’nin bir en kii¢tk iist sinir1 olacagi aciktir. Bunu c ile gosterelim.

f(c) < 0 oldugunu dusiinelim, f fonksiyonu, ¢ noktasinda stirekli oldu-
gundan, (c — ¢, ¢ + €) araligindaki biitiin x'ler i¢in f(x) ile f(c) ayni isaretli ola-
cak bigimde c’nin bir &€ komsulugu vardir. f(c) < 0 oldugundan c< x<c+¢
icin f(c) < 0 ve dolayisiyla x € S olacaktir. Bu ise, c'nin st sinirlarin en kiigtigii
olmasia aykiridir. Oyleyse, f(c) < 0 olamaz.

f(c) < 0 oldugunu distinelim. f fonksiyonu, ¢ noktasinda siirekli oldu-
gundan, oyle bir (c —¢,c + €) arahg vardir ki, bu aralikta her x icin f(c) < 0
dolayisiyla x ¢ S dir. Oyleyse, ¢ — &, S icin bir {ist sinirdir. Bu da, ¢’nin iist sinir-
larin en kiicigli olmasina ters diser, oyleyse, f(c) > 0 esitsizligi de dogru de-
gildir. f(c) <« 0 ve f(c) # 0 olmasindan f(c) = 0 sonucunu elde ederiz.

9.7. Teorem (Ara deger teoremi): f : [a,b] — R fonksiyonu, [a, b] ara-
Iiginda stirekli ve [a, b] araliginin iki sayis1 x; <X, i¢in f(x,) # f(x,) ise f
fonksyonu, f(x,) ile f(x,) arasindaki k degerini (x,,x,) arahgindaki en az bir
x = c degeri i¢in alir.
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le

16} |
f(x1) e o L I A T

(af(a))

Ispat: f(x;) < k < f(x,) oldugunu kabul edelim. g(x) = f(x) — k esitligi-
ni saglayacak sekilde g : [a,b] = R fonksiyonunu tanimlayalim. g’nin de [a, b]
arahiginda siirekli oldugu agiktir. f(x,) < k < f(x,) esitsizliginden,

g(x,) = f(x,) — k < 0 ve g(x,) = f(x,) — k> 0
oldugunu hemen séyleyebiliriz. Oyleyse, Bolzano teoremine gore, (x,,x,) ara-
ligindaki bir ¢ degeri icin g(c) = 0 olmak zorundadir. Yani, f(c) — k = 0 yada
f(c)Ok dur.

9.8. Teorem (Ug¢ Deger Teoremi): f: [a,b] = R fonksiyonu [a, b] ka-
pali araliginda siirekli ise, f fonksiyonunun bu aralikta bir maksimum ve bir de

minimum degeri vardir.
A y

M

Ispat: S = {f(x): x€ [a,b ]} kiimesinin bir iist sir1 ve bir de alt sinn
olsun, bu takdirde sup M ve inf m olacak sekilde m ve M vardir. Simdi bu
m, M € S oldugunu gosterirsek teoremin ispati tamamlanmis olur. M € S oldu-

gunu disiinelim. Oyleyse, V x € [a, b] icin f(x) < M dir. g(x) = M+f(’¢) ne tanim-

I, g:[a,b] = R fonksiyonunu diistinelim. f (x) < Moldugundan, V x € [a,b] i¢in
g (x) > 0 dir. Aynca, f(x) fonksiyonu, strekli oldugundan, g fonksiyonu da
[a, b] arahginda siireklidir. Oyleyse, 9.4. teoreme gore g fonksiyonu [a, b] arali-
ginda siirhdir. Baska bir deyisle, V x € [a,b] i¢in, K € R* 6yle ki, g(x) =
M+m < K dir. Buradan,

1
=< M —f(x) yada f(x) < M — 2

~
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elde edilir. Bu sonug, M’nin S kiimesinin infumumu olmasina aykiridir. Oyley-
se, M & S kabulii dogru degildir. Yani, M € S dir.

Benzer bicimde, h(x) < ile taniml, h: [a,b] = R fonksiyonu

f(x—m
yardimiyla m € S oldugu ispatlanir. Buna gore, f(a) = M, f() = m olacak bi-
c¢imde, o, B € [a, b] sayilan vardir.

DUZGUN SUREKLILIK

9.5. Tanim: f : [a,b] —» R fonksiyonu verilmis olsun. V € € R* sayisi
icin,

X, X, € [a,b] ve [x —x,| < 8ise [f(x) — f(xy)]| < €
gerektirmesini saglayan ¢’a bagli bir § € R* sayis1 varsa, f fonksiyonu [a, b]
araliginda diizgiin stirekli denir. (Secilen d sayis1 sadece €’'na bagh olacaktir.)

Ornek: f(x) = x? fonksiyonu (0,1) araliginda diizgiin yakinsak oldugu-
nu gosteriniz.

Cozim: Her x,x, € (0,1) i¢in |x — X, | < & olacak sekilde § € R* olsun.
[f(x) = f(xo)| = |x% = xZ| = |x — X, lIx + x| <2|x—x,| =28 =¢
olup diizgiin siireklidir. Ciinkii 6 ifadesi § = % olup €’a baghdir.

Ornek: f(x) = % fonksiyonu (0,1) araliginda diizgtin yakinsak oldugunu
gosteriniz.

ozim: Her x,x, € (0,1) icin |x — x,| < & olacak sekilde § € R* olsun.
G 0 ¢ 0 $

x=0vex,= T olacak sekilde secelim. Burada 0 < 6 < 1 oldugunu gore-
lim.
B E [

olup diizgiin siirekli degildir.

9.9. Teorem: f : [a,b] — R fonksiyonu, [a, b] araliginda diizgiin stirekli
ise, f fonksiyonu bu aralikta sinirhdir.
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Ispat: f fonksiyonu, [a, b] arahfinda diizgiin siirekli oldugundan,
V € € R* igin,

X1, X, € [a,b] ve [x; — x,| < §ise[f(x;) — f(x,)| < e
olacak bicimde ¢’a bagh bir § € R* sayisi vardir. § sayisi, x degiskenine bagh
degildir. Oyleyse, € = 1 secilerek,

X, X, € [a,b] ve |x; — x,| < & ise [f(x;) — f(x,)| <1

-a
gerektirmesini gercekleyenbir 6 sayisi bulunabilir. —— < 26 olmak iizere,

[a, b] araligini n es pargaya ayiralim. Bu es parcalarin o?usturdugu
[a, %], [%4,%, 1,7+, [Xp-1, b]
alt araliklarinin orta noktalan, siraile a,, a,, -*-,a,, olsun. V x € [a, b] say1s1 i¢in,
|x — a,| < & olacak bigimde bir a, sayis1 vardir.
Ay | (b(b))

iag) it(ay)
(af(a) i) '
:: ';02 Eﬂ] ﬂk ; ’ ﬂn E

Ix —a, | <& = |f(x) - f(a)] <1= If)| < |f(a )] +1
oldugu goriliir.

M = max{f(a,),f(a,),---,f(a,)} olsun. Oyleyse, VxE€[ab] icin,

If(x)| < M+ 1 yazilir. Baska bir deyisle, f fonksiyonu, [a, b] araliginda sinifli-
dir.

ASIMPTOTLAR
9.6. Tanim: y = f(x) fonksiyonuna sonsuzda teget olmasina asimptot

denir. Bu fonksiyonda,

(i) f fonksiyonu y =a, (a € R) dogrusuna sonsuzda teget ise yatay
asimptot,

(ii) ffonksiyonu x = a, (a € R) dogrusuna sonsuzda teget ise diisey (di-
key) asimptot,

(iii) f fonksiyonu herhangibir y = mx + n, (m,n € R, m # 0) dogrusuna
sonsuzda teget olmasina egik asimptot denir.
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(iv) f fonksiyonu herhangi bir egriye sonsuzda teget olmasmna egri
asimptot denir.

Ornek: Asagidaki sekli inceleyelim.
v

il

Verilen fonksiyon y = 1 dogrusuna yatay asimptot, x = —1 dogrusuna diisey
asimptottur.

1- Yatay Asimptotlar
9.1. Aksiyom: y = f(x) fonksiyonu verilsin. a € R olmak iizere,

limf(x)=a veya lirlq f(x)=a

ise y = a dogrusuna sonsuzda tegettir.

Ornek: y = gitzll fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz.
- . 2x+1 2 o .
Cozim: lim 3X =3 oldugundany = % yatay asimptottur.
X—>0 X —

2zl

My YT
_2
¥=3

=
"H
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_ 6x%2+7x+10

Ornek: y = SZre

6x*+7x+10 _
2x%+5

\S] o)

Cozum: lim

X—>00

fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz.

3 oldugundan y = 3 yatay asimptottur.

_ex+l
Zx—4

-

.. 3(x3
Ornek: y = ’% fonksiyonunun yatay asimptotunu bulunuz.

X +2x+8 | x*4+2x+8
Cozim: lim,|————=,/lim————=+00
x>o | 3x°+5 x>o  3x°+5
oldugundan yatay asimptot yoktur.
‘L_}-’

¥

Y 3wi4s

{x3+2x +8

/—"’

4x

Ornek: y = (1 - g) fonksiyo

[

1-°
X

Cozim: lim

X—>00

nunun yatay asimptotunu bulunuz.

4x
j nin degerini bulmaliyiz. Bu islemde —g = %sege-

lim. x = —5k bulunur. Ayrica x = o iken k — oo olacagindan

4x
1—§j =lim

k—o0

lim
X—>00

X

(

elde edilir. Buna gore y = e™2

0 yatay

]

lim
k—o0

Kk -20
[1 +1j } =e 20
k

asimptottur.
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2- Diisey (Dikey) Asimptotlar

9.2. Aksiyom: y = f(x) fonksiyonu verilsin. a € R olmak iizere,
lim f(x) == veya lim f(x) ==

x—a*

sartlarindan en az birini saglayan bir a sayis1 varsa x = a dogrusuna sonsuzda
tegettir.

Ornek: y =Inx fonksiyonunun diisey asimptotunu x =0 (y ekseni)
oldugunu gosteriniz.

Cozim: limInx=-o oldugunda x = 0 fonksiyonunun diisey asimpto-

x—0"

tudur.
4l}" ¥ =nh=

Ornek: y = g fonksiyonunun diisey asimptotunu bulunuz.

1 1
Cozim: lim X ve limX - oldugundan y =2 disey
2" xX—2 x-2"X—2

asimptottur.
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A;y Y=2

w =

[
e it Ul il bbbl

Ornek: f(x) = x3 + 5x + 3 fonksiyonunun diisey asimptotunu bulunuz.

Coziim: Her a € R icin limx* +5x+3=a% +5a + 3 # +o

X—a

olacagindan diisey asimptot yoktur.

9.2. Not: y = f(x) i¢in f(x) polinom fonksiyon ise diisey asimptot yok-
tur.

9.3. Not: y = % seklinde fonksiyon ise f(x) # 0,g(x) =0 iken x = a

diisey asimptottur.

X = a, denklemin tek kath bir koku ise asagidaki sekil gibi olur.

: |
| \
E !

ﬁi £ . VEya ai
] X I X
E/ i
| |

x = a, denklemin cift kath bir kokii ise asagidaki sekil gibi olur.

¥4 Vo
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¥ A V4

» I
T
;
[
I
b
|
[

veya a;

, /;

f(x) in grafigi sekilde goriildigi gibi asimptota yaklasir veya uzaklasir.

-

Ornek: y = Qi_—xl—zt fonksiyonunun diisey asimptotlarini bulunuz.

3
Cozim: x?2+3x—4=0 ise x=1,x= —4 dogrulan diisey asimptot
olabilir.
. x—1 . x—1 1
lim ———=1lm —————=—
1" X°+3x—4 1" (x—-1)(x+4) 5
x—-1 . x—-1 1

im—-——=lm——=—

-1 X°4+3x—4 =1 (x-1)(x+4) 5
Sagdan ve soldan limitleri oo olmadigindan x = 1 diisey asimptot degildir.
Clnki x = 1 paydayi sifir yaptigi gibi pay1 da sifir yapmaktadir.

x—1 . x—1
im—————=1lim—————=+00
x>4" X +3X—4 x4 (x—1)(x+4)

x—1 . x—1

im———— = lim ————— =

x>4” X" +3x—4 x4 (x-1)(x+4)
olur. Bu, x = —4 dogrusunun diisey asimptot olmasi i¢in yeterlidir.
I Ahy

Ornek: f : [0,2m] - R, f(x) = tan x fonksiyonunun diisey asimptotlarin
bulunuz.
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e Sin X
Cozim: f(x) = tanx = “osx
cosx=0
x=2 veya x = 3
2 2

dir. Payday: sifir yapan x = g veya X = 371-[ degerleri payi sifir yapmadigindan

(limite miiracaat etmeden) x =g veya X = 37“ dogrular1 diisey asimptotlar

mevcuttur.
3- Egik Asimptotlar

9.3. Aksiyom: y =f (x) fonksiyonu verilsin. m,n € R,m # 0 olmak
uzere,

lim[f(x)—g(x)]=a veya lim [f(x)—g(x)]=a

Ise f(x) fonksiyonu g (x) = mx + n dogrusuna sonsuzda tegettir.

9.10. Teorem: y = f (x), a,,a,,b;,b, € R olmak iizere;

a) limﬁza1 ve lim[f(x)—alx]:b1 ise y = a;x + b, birinci asimptot

X—o ¥

denklemidir.

b) lim ) =a, ve lim [f(x)—a|2x]=b2 ise y = a,x + b, ikinci asimptot

X—>—0 ¥
denklemidir.
- . f(x) .
Ispat: a) lim——=a, ve llm[f(x)—alx]=b1 olsun. y = g(x) =a;x+ b,
X—0 X X—>0
ise,

lim{@ —&X)} = lim{a1 _(—alx +b, ﬂ
X—>0 X X X—0 X

= lim[a1 —a, — E}
X—>0 X

=0
dir.
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b) Benzer sekilde ispat edilir.

3x24+4x—

Ornek: y = <13 7 fonksiyonunun egik asimptotunu bulunuz.

3x° +4x-7

- 2
Cozim: lim f(x) =lim X+3 =1im(—3x 2+4X 7):3:31
x>0 X X—>0 X X—>0 X +3x

2 — —_— —_—
lim[f(x) —alx] = lim{w - 3X} =lim X7 _ ~5=b,
X X+

x>0 x>0 X +3
olur. 1. egik asimptot teoremi geregince,
y=g(x)=a;x+b, =3x—5
egik asimptotu olur. 2. egik asimptot da hesaplanirsa 1. egik asimptotla ayni
¢ikmaktadir.
C3Peax-7 TV
B z+3

\ X
"
¥

y=2x-3

9.4. Not: (Su pratik yontemi kullanmak faydahdir.)

Eger f(x)=M biciminde bir rasyonel fonksiyon verilirse ve

q(x)
der p(x) = 1+ der q(x) ise p(x) polinomu q(x) polinomuna béliindigiinde
bolim g(x) ve kalan r(x) olarak oluyorsa, elde edilen g(x) dogrusu egik asimp-
totu verir. (Yukarida ¢oziilen 6rnek bu yontemle de ¢6zelim.)

3x244x—7

Ornek: y = 3

fonksiyonunun egik asimptotunu bulunuz.
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Cozim: Verilen fonksiyonda pay1 paydaya bolersek,

8
y = (3X - 5) + m
bulunur. Burada g(x) = 3x — 5 dir. Buna gore,
2 —
lim[£(x)—g(x)] = lim[>— X =7 _ (35 _5)]
X—%0 X—>0 X+3
=lim——
x>0 X 43
=0
2 —
dir. Su halde y = 3)(;;_# fonksiyonunun y = 3x — 5 fonksiyonu asimptotu-
dur.
Ornek: f(x) = 2x— arccos% fonksiyonunun egik asimptotlarini bulu-
nuz.
1 1
£(x) 2X —arccos — arccos —
Cozim: lim——= =lim X =lim| 2— X 1=2=a,
X—0 X X—>0 X X—>0 X
. . 1 . 1 i
hm[f(x) —alx] =lim| 2x —arccos — —2x | =lim| —arccos — |= 5" b,
X—>0 X—>00 X X—>0 X
olur. 1. egik asimptot teoremi geregince,
T
y=a1x+b1=2X—7

egik asimptotu olur. 2. egik asimptot da hesaplanirsa 1. egik asimptotla ayni
cikmaktadir.
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1y

- =

Ornek: f(x) = 2xarctan x fonksiyonunun egik asimptotlarmi bulunuz.
(Bu 6rnek tiirevde L’hopital teoremini 6grendikten sonra ¢éziilmelidir.)

f(x) im 2x.arctanx

- : . T
Cozim: lim :llmZarctanx:Z.E:n:a1

X—>0 X X—>0 X X—>0
lim [f(x) - alx] =lim [ZX arctanx — nx] =0.00
X—>0 X—>0

belirsizlik durumu s6z olusur.

lim [ZX arctanx — TCX] =lim =l
X—>00 X—>0

2arctanx—-=n| O
X

L’hopital teoremi uygulanirsa,

2
2 _ 2

lim L — i 2X _ 2-b,

X—»00 _X X—»0 +X

olur. 1. egik asimptot teoremi geregince,
y=a,x+b, =mx—2

egik asimptotu olur. Ayni sekilde 2. egik asimptot teoremi uygulanirsa,
y=a,x+b, =—mx—2

olarak bulunur.
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-

Ornek: y = V4x2 + 8x + 3 fonksiyonun egik asimptotunu bulunuz.

x)

f(x Vax* +8x+3 .. |4x*+8x+3
=li =lim,|————=2=a,
X—>00 X X—»0 X X—>00 X

Cozim: lim lim
lim[f(x)—a,x] =lim|\/4x* +8x+3 —ZXJ
_hm_(\/4x2 +8x +3—2x)(V4x? +8x+3 +2x)}

> (V4x® +8x+3 +2x)
.| 4x° +8x+3—4x* }
=lim
7| \J4x? +8x+3 +2x
=2=b,
olur. 1. egik asimptot teoremi geregince,
y=a,x+b; =2x+2
egik asimptotu olur. 2. egik asimptot teoremi geregince,
y=a,x+b;, =-2x—-2
2. egik asimptotu olur.

23
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y=+/4u® + 8243 Tr

- =

/!

Bu 6rnek su sekilde genellemesi yapilir.

a>0 icin y=+vax?+bx+c fonksiyonun egik asimptotu
y =+a (X + %) bicimindedir.

2x2+3x—8

Ornek: y = =———=

fonksiyonunun asimptotlarinin kesim noktasini
bulunuz.

Coziim: Once diisey asimptotunu bulalim. Diisey asimptot pratik olarak

paydayi sifir yapan degerler oldugundan,
x—2=0isex=2
olarak buluru%. Yine egik asismptot rasyonel denklemler olacagindan,
= B8 x4 )+ 2y

elde edilir. Buna gore asimptot g(x) = 2x + 7 dir. Elde edilen her iki denkle-
min ¢6ziim kiimesini,

y=2x+7=2-2+7=11
olup asimptotlarin kesim noktasi (2, 11) dir.
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JLy: ;."
ST B A
-2

- -

4- Egri Asimptotlar

Aksiyom: y = f (x) fonksiyonu verilsin.
lim[f(x)—g(x)]=a veya lirIl [f(x)—-g(x)]=a

ise f(x) fonksiyonu y = g(x) egrisine sonsuzda tegettir.

Bir egrinin birden fazla tane egri asimptot olacagindan egri asimptotlar
icin bir teorem gelistirilemez. Ama egik asimptotlarda dogru asimptot oldugu
gibi egri asimptotlarda da ayn1 mantik gelistirilir.

Eger f(X)=gE_g biciminde bir rasyonel fonksiyon verilsin ve

der p(x) = 2 + der q(x) olsun. p(x) polinomu q(x) polinomuna béliindigiinde
boliim g(x) ve kalan r(x) olarak alinirsa, elde edilen g(x) polinomu egri asimp-
totudur.

2x34+5x2—4x+5
x+1

Ornek: y = fonksiyonunun egri asimptotunu bulunuz.

Cozim: Verilen fonksiyonda payi paydaya Horner metoduyla bélelim.

5
7

2

|

| 2] s|[=] e

5
-2

4
-3

-1

olacagindan,
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_ 2x345x%—4x+5 ., 12
= X+1 —(ZX +3X—7)+X+—1
bulunur. Buna gore g(x) = 2x? + 3x — 7 egri asimptotunun denklemidir.
: 1EaY
i
~ r'
)
| f
!
J !
| !
' !
II /
I {
| i
1 f
1
| [
' |
1 | o
| . }
L 0

9.7. Tanim: Hem diisey hem de yatay asimptotlarinin kesim noktasina
asiptotlarin simetri merkezi adi verilir.

Ornek:
p
e
________ ___.:__Fr'_____.l:
T 2 (3 ’
-4 :
\

Verilen fonksiyonun diisey asimptotu 2, yatay asimptotu 1 oldugundan simetri
merkezi (2, 1) noktasidir.
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Ornek: f: R— {4}>R, f (%) =
bulunuz.

3x—1
X

) fonksiyonunun simetri merkezini

3x-1
Cozlim: lim X =10 olup x = 4 noktasinda diisey asimptot vardir.

x—4 x—4

. 3x-1 : :

lim 2 =3 olup y = 3 noktasinda dikey asimptot vardir.

X—0 X—

f(x)= ?;(X__41 fonksiyonunun (4,3) noktas1 asiptotlarin simetri merke-

zidir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

Siireklilik

1. Asagidakilerden hangisi x = 1 de stirekli degildir?

Ay = ngg’izi B)y={x2+8‘ x>1 ) :{3x+5, x> 1
x+4 x<1 2x+7, x<1 2x+6, x<1

D)y = sin (g x) E) y = cos(mx)

Cozim: Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi i¢in limiti ile o nok-
tadaki gorintiisi ayni olmalidir.

lim3x+5=8 ve lim2x+6=8

x—>1* x—1"
olacagindan bu noktada limiti 8’diir. Ama x = 1 noktasindaki goriintiisii belirli
olmadigindan sureklilikten soz edilemez.
Cevap: C

_(x%+2, x> 2
2. f(X)_{ax—Z, x< 2

biciminde olan fonksiyon siirekli bir fonksiyon olmasi i¢cin a’nin degeri ne ol-
malhidir?

A)1 B)2 (3 D)4 E)5
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Cozliim: limx*+2=6 ise limax®-2=6 olmaldir. Buna gore

x—2" x—2"
a2?—-2==6
a=2
dir.
Cevap: B
‘Xz—l‘ 1 ) y . .
3. f(x) = 21 + ) fonksiyonu, asagidaki noktalardan hangisinde
sureklidir?

A)0 B)-1 €)1 D)2 E)-2

Cozim: Payday1 0 yapan degerlerde tanimsizlik meydana geleceginden,
x2—1=0vex?—4
x=1+1vex=42
olacagindan +1 ve + 2 siklarda var. Oyleyse 0 noktasinda siireklidir.
Cevap: A

ax+b, x>1
4. f(x) = 7, x=1
x?+2a, x<1

fonksiyonu R de siirekli olduguna gore b’nin degeri nedir?

A)-2 B)-1 (01 D)2 E4

Coziim: Burada 1 noktasi incelenmelidir.
limax+b=7 isea+b=7

x—1"

limx*+2a=7 isel1+2a=7

x—1"
a=3veb=4
Cevap: E

5.a,b € R olmak lizere, reel sayilar kiimesi iizerinde bir f fonksiyonu
X+ a, x>1
f(x) =1x?+4, 1<x<4
X+ b, x< 4
bigiminde tanimlaniyor. f fonksiyonunun siirekli olduguna goére a + b degeri
kactir?
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A)17 B)18 (€19 D)20 E)21

Cozum:
lim(x+a)= lirrll(x2 +4)
l1+a=1%+4
a=4
ve
lim(x+b)= lirE}(X2 +4)
4+b=4*+4
b =16
dirra+b=4+16 = 20 olur.
Cevap:D

3, x=0
a
fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli ise, b orani kactir?

A)0 B)1 ()2 D)3 E)4

- " : .. .. X+a
Cozim: x = 0 noktasinda siirekli olmasi icin hmb—-smx:S olmali-
x—0

X
dir.

limX+a'SmX _3

x>0 b X

a

—_ = 3

b

Cevap:D

7. L bir reel say1 olmak iizere, reel sayilar kiimesi lizerinde tanimh f ve g
fonksiyonlari igin

lirrsl f(x)= lirr; g(x)=L

esitligi saglaniyorsa, asagidakilerden hangisi f ve g fonksiyonlar1 5 noktasinda
denebilir.

A) Siireksiz ~ B) Siirekli D) Limiti var
C) Sagdan limiti var E) Soldan limiti var
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Cozim: f ve g fonksiyonlarin siirekliligi konusunda herhangi bir bilgi
verilmediginden f(5) # g(5) olabilir. Bu yiizden f ve g fonksiyonlar1 5 nokta-
sinda siireksiz olabilir.

Cevap: A

8. Asagidaki sekilde f(x) fonksiyonu verilmistir.

y

y=f(x)

f fonksiyonu hangi noktada stireklidir.
A)-2 B)-1 (OO0 D)2 E)3

Cozim: Sagdan ve soldan limiti ayni olan ve goriintiisii ayni olan nokta
—1 noktasidir.

Cevap: B
Asimptotlar
9.
‘LLP
J Lo
X
/ | |
Asagidaki fonksiyonlardan hangisi sekildeki egrinin karsihgidir.
x+2 X 2x xX+2 x—1

Ay=r1 By=7z Ov=x3 DPly= By=—=%

Cozim: Bu soruyu ¢6zmek icin x = Onoktasinda diisey asimptotlara
bakmak gerekir.

A) lim X*2

x>0 x—1

=1 olup diisey asimptot fonksiyonu saglamaz.
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B) lim
-0 x+1

=1 olup disey asimptot fonksiyonu saglamaz.

C) lim 2—X1 =2 olup diisey asimptot fonksiyonu saglamaz.
x>0 ¥ —

D) lim X—+i =1 olup diisey asimptot fonksiyonu saglamaz.
x—0 ¥ 4+

E) limx_1 =+ olup fonksiyonu saglanir.
x=0 X

Cevap: E

10. y= XZ_—Xl fonksiyonun olusturdugu simetri merkezi asagidakilerden
hangisidir?

A)(1,0) B)(0,1) ©)(1,2) D)(0,0) E)(-1,0)

Cozlim: Asimptotlarinin kesim noktasi simetri merkezidir. Buna gore;

limz—X =00 oldugunda diisey asimptot 1’dir.

-1 x—1
. 2X o : ,
lim 1 =2 oldugunda yatay asimptot 0’dur.
X—>0 X_
Buna gore simetri merkezi (1, 2) dir.
Cevap: C
2x—5 : o o e
11.y = ) fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir.
L4y
____/___E___Q ______ ®
i i
=1 /3 >
E/ -3

Bu grafige gore asagidakilerden hangisi yanhstir.

A) Yatay asimptotu 2’dir

B) Diisey asimptotu -2’dir

C) Simetri merkezi (2, -2) dir

D) x eksenini 3 noktasinda keser
E) Egik asimptotu 2’dir
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Cevap: lim 2X=5 =2 olup Yatay asimptot 2 dir.
x>0 X +2
2X=5_ olup Dikey asimptot -2 dir.

lim
X2 X+ 2
Simetri merkezi (2, -2) dir.

x eksenini 3 noktasinda keser.

2x—-5
lim@:lim X+2 :lim( ZZX_S j:O:a1
x>0 ¥ X—>00 X x—0\ ¥4 4+ 2%
oldugundan egik asimptot mevcut degildir.
Cevap: E

2
x“—ax—4 . . T .
fonksiyonun gosterdigi egrinin y eksenini 4 noktasin-

12. y = ————
x—b
da kesmesi ve y = x +4 dogrusunu egik asimtot olmasi i¢in a’'nin degeri ne

olmahdir?
A)0 B)1 Q)2 D) -3 E) -2
Cozim: Egrinin y eksenini 4 de kesiyorsa;

2
0"—a-0—4
=01
b=1
X2—ax—4 <
olarak bulunur. Su halde fonksiyonumuz y = 1 seklindedir. Egik
asimptotun denklemi y = mx + n ise lim y—mx=n olduguna gore,y =x + 4

X—>do0

egik asimptotu i¢gin

. x‘—ax—-4
lim ——M—
X—>too X_l

X=2

a=-3

olarak bulunur.
Cevap: D

13.y = i)):(iz egrisinin yatay ve diisey asimptotlarinin simetri merkezi
(-3, 2) olduguna gore, a’nin degeri nedir?

A)4 B)3 (2 D)1 E)-1

Cozim: Diisey asimptot oldugundan,
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ax+5
im =00
x>-3bx+6
—3b+6=0
b=2
elde edilir. Yine yatay asimptottan,
ax+4

lim
x>0 2% 4+ 6

a .
—=2isea=4
2

olur.
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Cevap: A

14. Asimtotun simetri merkezi (3, 2) olan ve y-eksenini 1 noktasinda

kesen egrinin fonksiyonunu asagidakilerden hangisidir?

2x+2 x+6 2x—3 X—6
= B)y = Qy= D)y=

A)y =33 Y =%¥3 =3 xF3

Cozim: Diisey asimptot lingf(X)=iOO

Yatay asimptot limf(x)=2

lim 2x-3 =2 ve lim PINS =+o0
X ¥ —3 x3" X—3
bulunur.
15.
JL}?

Db

Sekildeki grafige gore, asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) Diisey asimptotu 1’dir

B) Yatay asimptotu 1’dir

C) Egik asimptotu 0’dir.

D) Asimptotlarin simetri merkezi (1, 1)

x—3
B)y=3=3
Cevap: C
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E) Egri asimptotu 0’dir.

Cozim: lirr(} f(x)=+oo olup disey asimptotu 0’dir

limf(x)=1 olup yatay asimptotu 1’dir

Egri ve egik asimptotu yoktur
Asimptotlarin simetri merkezi (0, 1) dir.
Cevap: B

2
16. f(x) = ﬁ fonksiyonu x = 1 de diisey asimptotu vardir. Buna

gore, a’nin degeri kactir?
A)5 B)4 (€3 D)2 E)1

Cozim: x = 1 disey asimptot ise,
. X' +2x+8
llmz—:OO
-1 X" —ax+4
olmalidir. Buna gore;
12—a-1+4=0
a=>5
olur.
Cevap: A

17.

\_ 10t
2

32 1 01 2 3
Grafigi verilen reel sayilar kiimesi tizerinde bir f fonksiyonu f(x) = e™ bigi-
minde tanimlaniyor. Buna gore asagidakilerden hangisi yanhstir?

X

A) f fonksiyonunun goriintii kiimesi (1, o) dur.

B) f fonksiyonu tanim kiimesi tizerinde azalandir.

C) y = 1dogrusu f fonksiyonunun bir yatay asimptotudur.
D) Diisey asimptotu yoktur.

E) f fonksiyonunun tanim kiimesi (1, ) dur.
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Cozum:
A) Ustel fonksiyonun tanimindan f fonksiyonunun goériintii kiimesi

(1,0) arahgmdadir.

B) Her x,,%, € Ricin x; < x, iken f(x,) < f(x,) oldugundan f fonksiyo-

nu azalandir.

C) x = 0 alinirsa f(0) = e™® = 1 olupy = 1 dogrusu f fonksiyonunun bir

yatay asimptotudur.

8.

9.

D) Diisey asimptotu yoktur.
E) f fonksiyonunun tanim kiimesi biitiin reel sayilardir.
Cevap: C
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