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10. BOLUM
SERILERE GIRIS

SERi KAVRAMI

10.1. Tanim: (a,) bir dizi olmak tizere,

da,=a;+a;+az+-+ag+-
n=1

sonsuz toplamina seri denir. a,, ye serinin genel terimi denir.

Ornek: (a,) = (2" +1) = (3,5,9,..,2" 4+ 1,..)
dizisi i¢in

D2 +1)=3+5+9+ = +2"+ 1+
n=1

serisi elde edilir. //

Zan ifadesindeki n keyfi bir degiskendir. n yerine herhangi bir degis-

n=1

ken alinabilir. Zak, Zam . Zap gibi ifadeler ayni serilerdir.

k=1 m=1 p=1

Bir seride, degiskenin 1’den baslama zorunlulugu da yoktur. Degisken

herhangi bir sayidan baslayabilir. Ornegin, Z(3n+4) , ZS“ de birer seriler-
n=3 n=0

dir. Eger degiskenin baslangi¢ degeri belirtilmemisse baslangi¢ degeri 1 olarak

distintilmelidir.

Ornek: Zk(k +1) serisinin agilimi yaziniz.
k=3

Coziim D k(k+1)=3-4+4-54+5-64+6-7+
k=3
biciminde ifade edilir.
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Ornek: 1:3+3:5+5:7+7-9 + - serisini toplam sembolii olarak
yaziniz.

Cozim: Z(Zk—l)(2k+1)= 1:34+3:5+5-7+7-9+ -
k=1
biciminde ifade edilir.

7 9 11

5
Ornek: — + - + T, + 1 + .-+ serisini toplam sembolii olarak yaziniz.

[EnN

2n+3 5 7 9 1
0zim: ==+ -5+ =+ 55 + --- biciminde ifade edilir.
G Z 4nss 9 1BT17T21 ¢

) 3:22  5:32 742 i
Ornek: Z+ p + p + 10 + -+ serisini toplam sembolii olarak

yazZinlz.

(2n-1)n* 1, 32% 53% 742
ozlim: -+ + + + --- biciminde ifade edi-
Go Z‘ 2mr1) 276 T8 T ¢

lir.

10.1. Not: Serilerin terimleri sonlu sayida ise sonlu seri ismini veren
kitaplar mevcuttur. Ama buna toplam sembolii demek daha dogrudur. Biz bu
calismada seri kavramini sonsuz terimler lizerinden inceleyecegiz.

10.2. Tanim: Bir Zan serinin ilk n terim toplami
n=1

Sh=a;+a,+az+--+a,+--
ifadesine serinin n. kismi toplami denir.

(Sn) = (Sl; SZ' SS' ) Sn' )
dizisine kismi toplamlar dizisi denir. S, ne de kismi toplamlar dizisinin genel
terimi denir.

Ornek: (a,) = (2n-1) = (1,3,5, ... ,(2n-1), ...)
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dizisi reel say1 dizisi olduguna gore,

> (2n-1)=14+3+5++2n—1) + -
n=1
serisini elde ederiz. Bu serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi ise,
Sp=1+3+5+-+2n—-1) 4+ =n?
seklindedir. O halde kismi toplamlar dizisi
(Sn) =(1,4,9, ...,n2, )
biciminde olur.

10.1. Teorem: Bir serinin toplaminin sonucu, kismi toplamlar dizisinin
limitine esittir. Yani,

o0

D a, =limS,

n—»0
n=1

seklindedir.

Ispat: Zan serisinin kismi toplamlar dizisi

Sp=a;+a;+az+--+a,+--
ise,

S1=a4

S, =a; +a,

S; =a; +a, +a;

Sh,=a;+a,+az+--+a,

bicimindedir. Buna gore,
limSn: a; +a,+az+--+a,+ -

n—oo

dir.

Ornek: Z:lnW serisinin sonucunu bulunuz.

o (k+2)

Coziim: Serinin kismi toplamlar dizisini bulalim.
s, —Z (k+1)(k+3)
k=1 (k+2)°

I Z;H 325+1nﬂ+1 57 i n (n+1)(n+3)
3 4 52 6 (n+2)*
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rl32 42 52 62 (n+2)*
2 (n+3)
3 (n+2)

seklindedir. Buna gore,

limS_ =limln 2n+6 = lnlim2n 6
n—0 n—w 3n+6 n-»o 3n +6

dir. Su halde

:lnz
3

o (k+D)(k+3) | 2
2y T

k=1

2
bulunur. (Yalniz bu yazimi bu seri lng’e yakinsiyor seklinde anlamak dogru

olur.)

0

Ornek:
; k(k+1)

serisinin sonucunu bulunuz.

1 1 1
= — — — oldugunu gorelim. Sonra kismi top-

k(k+1) k k+1
lamlar dizisinin genel terimini bulalim.

Céziim: Once

" Hkk+1)
(11
o\ k k+1

1 1 1 1 1 1 1

sl=3*ty-3t3— gt FtiTnd

—q__L
n+1

. n

~ n+1

seklindedir. Buna gore,

=1

limS_ =lim
n—w n-on+1

dir. Su halde

kzllk(k+1)

bulunur.
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Ornek: Zln(k * i) serisinin sonucunu bulunuz.
k=1

Coziim: Once kismi toplamlar dizisinin genel terimini bulalim.
3 4 5 6 n+2
Sh = lni + ln§ + lnz +Inz-

5 I
345 6 n+t+2
=ln=.-=.2.2...

2345 n+l

seklindedir. Buna gore,

limS  =limln n+2

n—oo n—oo

=00

bulunur.

10.3. Tanim: Bir serinin kismi toplamlar dizisi yakinsak ise o seri ya-
kinsak, aksi takdirde kismi toplamlar dizisi iraksak ise o seri iraksaktir denir.

o0
Ornek: Zkz serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

Cozum: Sn:Z:k2 olacagindan toplam sembolii konusu tiimevarim
k=1

kisminin 5. 6zelliginden

n(n+1)(2n+1)
6

O ST P
k=1
yazilabilir. Buna gore,
limS A lim n(n+1)(2n+1) o

n—oo n—oo

ikz =00
py

olacagindan serimiz iraksaktir.

Ornek: > (-1)"" =
n=1

seri iraksaktir.

1 , nteksay . .
oldugundan lims_ yoktur ve bu

-1 , ngiftsayl
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o0

10.2. Teorem: Zl'_e dir.
n=1 n

ispat: lim(1+l] =e oldugu dizilerde limit konusunda tanimlanmist.
n

n—oo

Simdi Zl' =e oldugunu gésterelim.
~ n!

n € Z* olmak tizere ) nin Binom a¢ilimina yapalim.

3

(1+
(2 =@+ @ e -

1 n(n-1) 1  n(n- 1)(n 2) 1
1 1
1 (1 ) (1‘5)(1‘3)
=ltqt-mt g+
lim{1+=| =lim|1+—+ n + X n +
el on ) o 1 2 3!
1 1 1
=1+q+otgt

olur. Buna gore

li 1+l =1+l+1+l+...=zl=e
n—300 n 1 21 3 7 n!

dir.

10.3. Teorem: Bir serinin bastarafina sonlu sayida herhangi sayida
terim ilave etmek veya c¢ikarmak serinin yakinsakligini veya iraksakhigini de-
gistirmez. (Ama yakinsak bir seri de limit sonucu degisebilir.)

Ispat: ian yakinsak olsun. ian zian +§‘an ise kz_l“an € R oldugun-

n=1 n=1 n=1 n=k n=1

dan »'a, de yakinsaktir.

n=k
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0

Zan iraksak olsun. ian=k§:an+ian ise kiian € R oldugundan

n=1 n=1 n=1 n=k n=1

Y a, deraksaktir,

n=k

10.4. Teorem: Za serisi yakinsak ise lima_ =0 dir.

n—»0
n=1

(Bunun tersi dogru degildir. Yani, lima, =0 ise Za serisi yakinsak olmaya-

n—»o
n=1

bilir.)

ispat: Zan serisinin kismi toplamlar dizisi (S,,) olsun. Bu takdirde,
n=1

Sh=a;ta,+az+--+a,

Sn—l = aq + dop + ds + -+ dp—1

ap = Sp — Sp—1
yazilabilir. Burada “Bir dizi ile alt dizisi ayni1 noktaya yakinsar” teoremi geregi
limS, =s alinirsa lim$§, , =s dir. Buna gore,

n—o n—o

lima, —hm(S S, ,)=s-s=0

n—o0

bulunur.

10.1 Sonug: Za serisinde lima, #0 ise bu seri iraksaktir.

n—oo
n=1

o0

Ornek:
kz k(k

zisinin genel terimi S

serisini yukaridaki bir 6rnekte kismi toplamlar di-

n = ni-l-l oldugunu gérmiistiik. Bu (S,) dizisi yakinsak

oldugundan serimiz de yakinsaktir. Buna gore a, = enel
& kzllk(k Y y 8T & Ty k+1) ©
terimi icin,
lima, =lim

k—o k—o k(k + 1)
dir.
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.. z 1
Ornek: Z[log(iﬂ serisinin genel teriminin limitinin sifir oldugu
n=1 n

halde, serinin 1iraksak oldugunu gosteriniz.

Cozim: Serinin genel terimi; a,, = log (HTH) dir. Buna gore,

]l(imak =limlog(n—+1j

k—o0 n
ZIOglim(n—H]
k—o0 n
=log1
=0

dir. Simdi bu seri yakinsak olmadigini gosterelim.

i{log(n%lﬂ = i[log(n"‘l)—logn]

n=1 n=1
oldugundan kismi toplamlar dizisi,
Sh,=a;t+a+az+--+a,
S, =log2 —1logl+log3—log2+log4 —log3+--+log(n+1)—1logn
S, =log(n+1)
bulunur. Bu kismi toplamlar dizisinin limiti,
limS_ =limlog(n+1)=o

olur.
. > 5k+4 2 . .
Ornek: ZZk z serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1 “

Cozim: ag = g]lz—tg oldugundan

. . 5k+4 5
lima, =lim =—
k—w k4am>21(__€3 2
dir. Buna gore Z ok+4 serisi iraksaktir.
k=1 —
ARITMETIK SERILER

10.4. Tanim: Bir (a,) dizisi bir aritmetik dizi ise, Zan serisi de arit-
n=1
metik seridir.
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Ornek: (a,) = (3n) dizisinin aritmetik dizidir. Clinkii
a,—ap_; =3(n+1)—-3n=3
olup aritmetik dizidir. Buna gore ZSn serisi aritmetik seridir.

n=1

10.5. Teorem: r aritmetik dizinin terimleri arasindaki fark olmak tizere

0
Zan serisi aritmetik seri ise n. kismi toplam:

n=1
Sn = 5 [a; +a,] =3 [2a; + (n — 1]
dir. (r aritmetik dizinin terimleri arasindaki fark)

Bu teoremin ispati diziler konusunda yapilmstir.

Ornek: > (3n+2) serisinin n. kismi toplamim bulunuz.

n=1

Coziim: a; =5vea, =3n+2ise S, =5[5+3n+ 2] =mklsmi

toplamini verir.

N s

GEOMETRIK SERILER

10.5. Tanim: Bir (a,)) dizisi bir geometrik dizi ise, Zan serisi de geo-
n=1

metrik seridir. Buna gore r geometrik dizinin terimleri arasindaki oran olmak

lizere bir geometrik dizi Z(alr“‘l) bi¢iminde olur.

n=1

Ornek: (a,) = (3") dizisinin geometrik dizidir. Giinkii
an 3n

n-1

oldugundan (a,) geometrik dizidir. Buna gore ZB“ serisi geometrik seridir.

n=1
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10.6. Teorem: Z(alr“‘l) geometrik serisinin n. kismi toplamu:

n=1
1—rn

Sn = al 1—r

dir.

Bu teoremin ispati diziler konusunda yapilmistir.

0
: 1 N . .
Ornek: E — serisinin toplaminin degeri nedir?
n=1

. -1 1 1. 1 1
Cozim: Z—n:7<1+7+_2+_3+...>
n:17 7 7

oldugundana; = 5,r = % dir. Buna gore kismi toplamlar dizisi,

1
7’
n

oot L 1= )]

bicimindedir. Simdi limitini alalim.

1 imI1-[1] |22
=7 6 7 6

seklindedir.

serisinin sonucunu bulunuz.

Ornek: Z[%

;/

o n 2 2 3
S 3 3 3 3 3
ORE)m: Z(g =(3) (1 tg+(5) +() + )
N2 3
oldugundan a; = (§) ,r=5 dir Buna gore kismi toplamlar dizisi,
2 1

O SO S0

dir. Simdi limitini alallm

52 2 i3]

10
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seklindedir.

Ornek: 6 metre yiikseklikten birakilan bir top yere carpinca diistiigii

2
yuksekligin 3 i kadar ytikseliyor. Top durdugunda ka¢ metre yol almistir.

Coziim: Bu top diismesi aninda olusan dizi,
2 3 n

(an)=(6,6%, 6-(%) ,6.(%) ,...,6.(%) )
2 3 n

-0 (1560 @ 0"

seklindedir. Bu dizinin olusturdugu seri ise,

0 2 n
n=1 3
durumundadir. a; = 6,r = % dir. Bu serinin kismi toplamlar dizisi ise,

sn=6.11ﬁ_18 =@

dir. Simdi limitini alalim.

26 E =lim18| 1- E =18 metre
—y 3 n—o 3

bulunur.

Ornek: Z{( )™, 1} toplaminin degeri nedir?

n=1

Coziim: Seride

Ay L (1Y
Z[(—l) L } Z[( (-1 —} (—ﬂZ(——J
n=1 € n=1 n=1 €

diizenlemesi yapilarak geometrik dizi pozisyonu olusturulur. Bu geometrik
dizi,

1 N 1 _|_( 1)+(_1)2+...+(_1)n+
( ); _g - e e e
biciminde olup a; = %, r= —% dir. Bu serinin kismi toplamlar dizisi ise,
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-t g - (Y]

Ty — '
1_(_6) e+l |
dir. Simdi limitini alalim.

2 1 11y 1
1) =lim |1 -] ==
Z|:( ) en:| n—>ooe+1 [ ej jl e+1

n=1

bulunur.

Ornek: Bir kenarinin uzunlugu 8 cm olan bir karenin, kenarlarinin orta
noktalar1 birlestirerek yeni kare elde ediliyor. Ayni islem yeni kareye uygula-
niyor. Bu islem sonsuza kadar siirdiiriillirse elde edilen biitlin karelerin alan-
lar1 toplami ka¢ cm? olur?

Cozim: Verilere gore,

S
Q

S
<=,
ko
N
‘Q
‘3
-
F-N

sekli gizilir.
1. karenin alan1 8% = 64
2. karenin alan1 (4v2)? = 32
3. karenin alan1 4% = 16
4. karenin alam (2v2)? = 8

Tim karelerin toplami S ile gosterirsek,
S=64+32+16+8+ -

=82+82-%+82-2i2+82-i

23+
1,11
=82(1+—+—+—+---)
2 g% )3 .

elde edilir. Buna gore a; = 64,r = > dir. Bu serinin kismi toplamlar dizisi ise,
n

S, = 64 1;%) = 64- [1 - (%)n]

dir. Simdi limitini alalim.
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S=lim 64{1—(%) ]= 128

elde edilir.

10.7. Teorem: ) (a,r" ') geometrik serisinde;
n=1

i) |r|] < 1ise seri yakinsaktir,

ii) [r| > 1 ise seri iraksaktir.

ispat: Geometrik serinin n. kismi toplami:
1-rn
Sn=ay" 1-r

oldugunu biliyoruz.

i) |r| < 1 ise dizilere giris konusundaki 5.8. teoremden dolay1 limr" =0

n—oo

olacag: asikardir. Bu yilizden limS, = A olur. Oyleyse, seri yakinsaktir ve

n—o 1-r

o0

Z(alr“fl) = dir
1-r

n=1

ii) [r| >1iser>1yadar<—1dir. Eger r > 1 ise limr" =+ oldu-

n—oo

gundan,

limS =a, =

n—

+00,a, >0
—0,a, <0

olur. Eger r < —1 ise limr" bulunamayacaktir. Bu durumda n — oo i¢in (S,)

n—oo

dizisinin limiti yoktur. Goriliyor ki, |r| > 1 i¢cin (S,) dizisinin limiti yoktur.

Oyleyse ) (a,r"") serisi de raksaktir.

n=1

Ornek: Bir énceki érnekte Z[gj =g<1 oldugunu gordiik. Su halde

n=1

verilen bu 6rnek yakinsaktir.
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Jean-Baptiste Joseph Fourier
21 Mart 1768, Auxerre, Fransa- 16 Mayis 1830, Paris, Fransa

10.8. Teorem: e =1 + % + % + % + -+ sayisi olduguna gore e sayisi

irrasyonel sayidir.

Ispat: Kabul edelim ki bu e sayisi rasyonel olsun. Yani e = g olacak se-

kilde p ve q pozitif iki tamsay1 yazilsin. Bu esitligin her iki tarafini q! ile ¢arpa-
lim:
., a9 q! q! q! q!
l.a = e G e G LA OO T &
¢re=a ittt ot gt @) Tt
bulunur. Buna gore;
__4a q! q!
R=@ D T+ T
1

= @D * @ D@D : @)@+ )@ T

S@D e’ @)’

=1 1 1
~ @D (1 B CEI eI )

1 i 1
CERP=1CER

)
(q+1) == (q+1)

+
= m q
(q+rs 4 1

q+1
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Yani R < q bulunur. R’nin tanimina bakarsak, q pozitif oldugundan R de pozi-

1
tiftirtir. Boylece R, 0 ve a arasinda pozitif bir tamsayidir. Oysa bu bir celiskidir.

Sonugta e sayisinin rasyonel oldugu kabulii yanlistir. Yani e irrasyoneldir.

HARMONIK SERILER

10.6. Tanim: a,d € Rve d # 0 olmak tlizere,

S S U SR SR SR
Za+(n—1).d_a atd " at+2d a+(n—1)d

n=1
serisine harmonik seri denir.

Ornek: i

n=1

S =

harmonik serisinin iraksak oldugunu gosteriniz.

o0

Coztim: Kabul edelim ki zl harmonik serisinin yakinsak olsun. O za-
n=1 11
man kismi toplamlar dizisi de yakinsak olmalidir. Buna gore kismi toplamlar
dizisi,
1,1 1
Sp, = 1+§+§+"'+H
bicimindedir. Her n € Z* igin,

= (14434}
+

1 1 1 1
Z?JF(EJ?);F(Z ) 20t 7n
_?-F 1+§+Z+ “+H
) + Sy (1)
dir. limS, =s ise limS, =s dir. Buna gore (1) esitsizligi,
1 . 1
s=5+sise 0= 5

olup bu bir celiskidir. O halde kabuliimiiz yanhstir.

SERILERDE ISLEMLER
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10.9. Teorem: ) a =a ve » b =b olacak sekilde yakinsak diziler

n=1 n=1

olsun. ¢ € R olsun. Bu takdirde,

a) i“(an +b, )= ian +§:bn
n=1 n=1 n=1
b) i“c.an = c.i“an
n=1 n=1

dir.
ispat:a) »'(a,+b,)=lim> (a, +b,)
n=1 n—® n=1
:lim(Zan+anj
n— n=1 n=1
= limZan + limZbn
n—oo =1 n—aoo =1
:Z:an+Z:bn
n=1 n=1
b) Z:c.an :limZ:c.an
n=1 n—® n=1
=clim) a,
n—)oon:1
=C.Z:an
n=1
. ud 6 1 I
Ornek: Z —————— | serisinin sonucunu bulunuz.
~\4n°-1 5"
e - 6 > 1 g .
Cozim: 24 7 1 ve Z—n serilerini ayr1 ayr1 hesaplayalim. Once
n-1 40 — n=1
7, ifadesini rasyonel kesirlere ayiralim.

6 A B
+
n?-1 2n-1 2n+1

A=3,B=-3
olup kismi toplamlar dizisi,
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S‘Zn: 6 & 3 3
o4kt -1 =\ 2k-1 2k+1

gy 1 1
& 2k-1 2k+1
11 1. 1 1 1 )

l=3t3—g+7+ "+t 1" m+1

seklindedir. Buna gore,
lim3[1- -+ |=3 (1)
n—e 2n+1
olacagindan
& Z‘ 4n*-1
seri geometrik seri olduguna gore,

=1 1 1,1
Zs—n_§(1+§+?+---)

n=1

=3 diir. Simdi serinin ikinci kismina bakalim. Bu ikinci

oldugundan a; = %, r= % dir. Buna gore kismi toplamlar dizisi,
n

w=d = h -]

dir. Simdi limitini alalim.
Zl:nml 1-[1] =2 (2)
5" w4 5 4

seklindedir. (1) ve (2) esitliklerinden,

=( 6 1)_, 1_11
2 4n*-1 57) T 4 4

n=1

elde edilir. //

Simdi iki serinin ¢arpimi olan Cauchy ¢arpimini verelim.

10.10. Teorem (Cauchy carpimi): (anJve(ZynJ yakinsak iki
n=0 n=0
dizi,

(gan(gyn) = ggxk}’n_k

dir.
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ispat:
(ZXnJ(ZYnJ: Xo+xy+xXp++ X+ )Votyr +y2+-+yn+-)
n=0 =0

denklemi su tabloya donitistiirelim.

X0 X1 X2 e Xn
Yo XoYo X1Y0 X2Y0 XnY0
V4! Xoy1 X1y1 X2y1 XnY1
y2 X0y2 X1y?2 X2y2 Xny?2
Vn X0Yn X1Yn X2Yn e XnYn

Burada (an )(Zynj = Zzn olsun. Tabloda dikkat edilirse,
=0

n=0 n=0

0
Zo = XoYo :ZXkYn—k

k=0

1
Z1 = XoY1 T X1¥o :ZXkYn—k

k=0
2
Z; = XoYy2 t+X1y1 + X2Y¥0 =ZXkYn—k

k=0

Zn = Xo¥n T X1¥n-1 T X2¥n-2 T -+ XnY¥o :zkanfk

k=0

olur. Buna gore

Z Zn = z ZXkle—k
n=0

n=0 k=0

dir.

10.2. Not: Cauchy carpimui serilerin 1iraksak olmasinda ve sonlu toplam-
larda gegerli degildir.

SERILERDE KALAN TERIM
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10.7. Tamm: ) a, serisinde R = ) a, =apq +ansz +apes + -

k=1 k=n+1
ifadesine kalan terim denir.

o0 n
Ornek: Zk2+1 serisinde Zk2+1 alinirsa bu serinin kalan terimi
k=1 k=1

R, = Y k*+1 seklindedir.

k=n+1

10.11. Teorem: Yakinsak her seride kalan kismin limiti sifirdir.

o0

ispat: Zan:s olsun. Bu takdirde kismi toplamlar dizisi (S,) ise

n=1

limS, =s dir. Buna gére » a, =S, +R, yazilabileceginden
n—w ~

s=lim(S, +R,)

s=s+limR,

n—oo

limR =0

n—o0

olur.

POZITIiF TERIMLI SERILER ve TESTLERI

10.8. Tanim: Her n € N icin a, > 0 ise ), a, serisine bir pozitif terimli
seri denir.

10. 2. Sonug: i) ), a, serisi bir pozitif terimli seri ise ), a,, nin kismi top-
lamlar dizisi (s,,) monoton artan bir dizidir.

ii) Her n € N igin s,, = 0 dir. Buna gore s,, > 0 i¢in (s,) kismi toplamlar
dizisi alttan sinirlidir. Bu durumda (s,) dizisinin sinirli olmasi icin gerek ve
yeter sart (s, ) dizisinin tistten sinirl olmasidir.

iii) )} a, pozitif terimli serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(sp) kismi toplamlar dizisinin tistten sinirli olmasidir.//
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Biitiin seriler, 6nce kismi toplamlar dizisi bulunup sonrada yakinsakligi
tespit edilememektedir. Bu durumda yakinsak olup olmadig ¢esitli testlerle
tespit edilebilmektedir. Simdi bu testleri izah edelim.

1. p-Serileri Testi

10.9. Tanim: p € Q* olmak tlizere Zip serisine p-serisi denir.

n=1

0

10.12. Teorem: Zip serisinde p-serisi;
n=1

. . ow 1 .
ijj0<p<lise E — serisi iraksaktir,
n

n=1

ii)p > 1ise zip serisi yakinsaktir.
n

n=1

ispat: i) ilk olarak p = 1 olsun. Zl serisi harmonik seri olur. Bu har-
n=1 n

monik serinin yukarida iraksak oldugu goésterilmistir.

ikinci olarak p < 1 olsun.
nP <n
1 1
— S —
n _ nP

1
olacagindan Z— iraksak oldugundan karsilastirma testi geregince p < 1 igin
n=1 n

o0

1 .
Z— serisi iraksaktir.
n=1 np

ii) p > 1 olsun. 2" < n olacak sekilde p sayisi olsun.
1 1 1 1

sn=?+2—p+?+---+m
1 1 1 1 1, 1 1 \P 1P
S1+(z_p+?)+(ﬁ+5_l’+?+?)+"'+<(2r—1> +"‘+?>
1

1 2'1 4'1 2r-1. P
<1+ 2_p+ 4—p+"'+ zr_l
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-1
1 1 1 \P
—1+2—+ ——+- +(2r 1)

e ) e ()
1_<2p1 1)

T
1__
2Pl

olur.n - con — o0 i¢cin r - oo olacagindan

1 r
1{2?”) P!
lim =

r—o 1 zp__l__l
1- ool

1

. T | o M R .
bulunur. Bu ise p > 1 i¢in Z—p serisinin yakinsak oldugunu gosterir.
n:ln

.. > 1 . =
Ornek: > — serisinin yakinsak »’
n=1 n=1

o0
1 .
= E serisinin 1raksaktir.
1/2
n=1n

2

2. Karsilastirma Testi

10.13. Teorem: ) a, ve ). b, iki pozitif terimli seri olsun. ),a, < ) b,
ise;

i) ) b, yakinsakise ) a,, de yakinsaktir.
ii) }; a, raksak ise ), b,, de iraksaktir.

ispat: i) Her n € N i¢cin a,, - b = b,, olacak sekilde bir c sayisive Y. b, =
olsun.
c-ya,=xb,=D
b
Z an = E

olup yakinsaktir.

ii) ) a, raksak olsun. Bu durumda (a; + a, + -+ + ay) kismi toplamlar
dizisi sinirsizdir.

(a;+az+--+ag)-c=(by +by+ -+ by)
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olacagindan (b4, by, -:+, by) dizisi de sinirsizdir. O halde ) b,, de iraksaktir.

Ornek: z serisinin yakinsakligini inceleyiniz.
— n(n+1
Cozim: Z serisinin yakinsak oldugu daha 6nceden gosteril-
n(n+ 1)
misti. Hern € N i¢in,
sinn <1
sin’n 1

<
(n+1) n(n+1)

= sin®n & 1
Z1‘n(n+1) SZn(n+1)

n=1 n=1

0 2
olur. serisi yakinsak oldugundan serisi de yakinsaktir.
nzzlln(nwtl) Y 8 Zln(n+1) Y

0

1
Ornek: Z—l serisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
—n+

Cozum: Her n igin,

n+1<2n
1 1
2n_n+1

>«

25 n nln+1

1
olur. Onceki érnekte Z— serisinin 1raksak oldugu gosterilmistir. Buna gore
n=1 n

o0

2

~n+1

serisi iraksaktir.

10.3. Not: a, < b,, esitsizliginin sonlu sayida n i¢in saglanmamasi yu-
karidaki karsilastirma kriterini bozmaz. Ciinki genel olarak bir seride sonlu
saylda terimin degistirilmesi bu serinin yakinsakligin1 bozmaz. Sadece serinin
toplamini degistirir.
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3. Karsilastirma Testinin Limit Formu

10.14. Teorem: ) a, ve ), b, iki pozitif terimli seri olsun.

lim2 =1,

n—x p

olsun.
i)0 < L < wise ), a, ve ), b, serilerinin karakterleri aynidir.

ii) L = 0 ise ), b, yakinsak oldugunda }; a,, da yakinsaktir, }; a, iraksak
oldugunda ), b,, de iraksaktir.

iii) L = oo ise ), b, iraksak oldugunda }; a,, serisi iraksaktir.

ispat: 0 < L < o0 olsun. limn =L, oldugunda her € > 0 i¢in 3ng €N

n—ow b
oyle ki her n > n; i¢in
dp
by
olur. Buradan da,

(L—¢)b, <a, < (L+¢)b,
yazilabilir. € < L olacagindan L — € > 0 olur. Buna gore,

(L—s)ibn <§:an <(L+s)ibn
n=1 n=1 n=1

bulunur. b, karsilastirma testi geregi Zan ve an serilerinin karakterleri

ayni oldugunu gosterir.

a .
ii) L = 0 olsun. Bu durumda (b_n) bir sifir dizisi olur. Oyleyse her € > 0
n
icin 3 n; € N oyle ki her n > n; i¢in
bl = °
a, < eb,

olur. Buna gore,

[} o0
D a,<e) b,
n=1 n=1
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bulunur. Bu ise ) b, yakinsak oldugunda }; a, yakinsak, }; a, iraksak oldugun-
da ) b,, iraksaktir.

a
iii) L = oo olsun. Bu durumda (b_n) bir simirsiz dizidir. B > 0 istenildigi
n

kadar biiytk bir say1 olsun. n > n, oldugunda

a
—>B
by

b,B < a,

Bflbn < ian
n=1 n=1

kalacak sekilde en az bir n, dogal sayisi vardir. Buna gore ), b, iraksak oldu-
gunda Y, a,, serisi iraksaktir.

: S 4n . Y 9 .
Ornek: Zz— pozitif terimli serisinin 1raksak oldugunu goste-
= n° +3n+2
riniz.
- > 1 . e 9 ; I
Cozlim: Z— harmonik serisinin iraksak oldugu yukarida gosterildi.
n=1 n
4n
A, oo nf43n+2 g 4n n
lim— =lim =lim— g
n—o bn n—o l n—en“+3n+21
n
o T o . 4n .
oldugundan karsilastirma testinin limit formu geregince Zz— serisi
=n +3n+2
iraksaktir.
4. Limit Testi
10.15. Teorem: ) a, Pozitif terimli bir seri olsun. Eger;
limn“a, =L
n—oo
ise;

i)0 <L <o vea > 1ise ) a, yakinsaktir.
ii)0 <L < ovea < 1ise ) a, raksaktir.
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Bu teoremin ispati 10.13. teoremin ispatina benzer yontemle yapildi-
gindan okuyucuya birakilmistir.

00

Ornek:
HZ:;‘ 7n° +4

serisinin karakterini inleyiniz.

Coziim: a = 2 > 1 alinirsa,

. 3 _, 3n* 3
limn 3 =limn 3 =—
oo It +4 e Tnt 44 7
3n?

olacagindan
8 nZ:;‘ 7n® +4

serisi yakinsaktir.

8

Inn

Vn+2

Ornek: Z serisinin karakterini inleyiniz.
n=1

Cozim: a = % < 1 alinirsa,

limn* Inn =limn'/? Inn

oo \n42 0o Vn+2

Inn

Vn+2

=00

0
olacagindan )’ serisi iraksaktir.
n=1

5. D’Alambert Oran Testi

Jean Le Rond D'Alembert,
16 Kasim 1717, Paris, Fransa - 29 Ekim 1783, Paris, Fransa
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10.16. Teorem: }; a, pozitif terimli seri olsun. Eger;

lim2nL =,
n—oo an
ise;
i) L < 1ise}; a, serisi yakinsak,
ii) L > 1ise ) a, serisi iraksak,
iii) L = 1 ise )} a, serisi karakteri hakkinda bir sey denilemez.
ispat: i) lim—=L Ani1 =L<1 olsun. Her € > 0 icin 3 ny € N dyle ki her n > n,
n—oo a
icin
a
n+1 Ll <
an

olur. Buna gore,

R = N
an

L—g<-0tl n+1 <L+e
bulunur.L+e=p<1 olacak sekilde € secilebilir. Bu durumda

a
Ml o L+e=p<1
an

an+1 < p an
oldugundan,

an0+1 < p ano
an0+2 < p an0+1

ap < Pan—1
yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa,

ap < p"Map,
bulunur. a,, sabit say1 ve 10.7. teoremden 0 < p < 1 i¢in }; p"~"° serisi yakin-
saktir. Karsilastirma testi geregi ). a,, yakinsaktir.

a
ii) lim—%=L>1 olsun. Her £>0 i¢in € > 0 igin I n, € N 6yle ki her
n—oo a
n > ng icin
a
n+1 L| <
an

olur. Buna gore,
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dir. € yeteri kadar kii¢iik secildiginde L — € > 1 olacagindan n > n, i¢in

dn+1
>1
dn
Adn+1 > P an

dir. O halde (a,) dizisi de (a,,) dan sonraki terimleri monoton artandir. Dola-
yisiyla lima_ #0 dir. }; a, iraksaktir.

=1 =1
iii) ) — serisiiraksak ve » — serisi yakinsak oldugunu biliyoruz.

n=1 n=1
1
lim2+L —jjim- 1
n—o 1 n—>opn+1
n
ve
1
2 2
lim P ) =
n—o i n—w (n+1)
2
n

dir. Hem yakinsak hem 1raksak serinin genel terimleri lim 2t =1 cikmakta-

n—oo a
n

dir. Buna gore lim 2t =1 oldugunda serisi karakteri hakkinda bir sey deni-

n—oo a
n

lemez.

0

h n . . ..
Ornek: Z—n serisi karakterini bulunuz.

n:le
n+1
- . n+1 . (n+1) " 1
Coziim: lim-€ :llm( ).—:— <1
n—o0 n n—»o en+1 n e
el'l

o o N .
oldugundan Z—n serisi yakinsaktir.
e

n=1
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o0
" n! .. o .
Ornek: E —- serinin karakterini inceleyiniz.
= n
n=1

(n+1)!

Cozim: lim (n+1)™" =lim (n+1)! n®
n—o n! n—w (n+ 1)(n+1) ' n!

oldugundan Ziz serisi yakinsaktir.
n

n=1

o0
Ornek: Z—n serisi karakterini inceleyiniz
n:le

1
1
Coziim: limD+Ll = 1im 1 n_4-c1
n—»o 1 non+1 1 e
n

oldugundan D’Alambert oran testi bu soruya sonu¢ vermemektedir.

6. Cauchy Kok Testi

10.17. Teorem: ), a, pozitif terimli seri olsun. Eger;
limyfa, =L
ise;
i) L < 1lise} a, serisiyakinsak,
ii) L > 1ise ) a, serisi iraksak,
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iii) L = 1 ise )’ a, serisi karakteri hakkinda bir sey denilemez.

Bu teoremin ispat1 D’Alembert oran testi teoremine benzer yolla yapil-
digindan okuyucuya birakilmistir.

Ornek: Z(i + 2} serinin karakterini inceleyiniz.
/ 1 =(1 2Y
O0zim: limz — : —<1 oldugundan =+—
C n—»o Il—)oo 4. n 4 g é( 4 nj
serisi yakinsaktir.

2

Ornek: Z(

n=1

Cozim: hmnll( _hm 1+ —e3>1

oldugundan Z[ ] serisi iraksaktir.

serinin karakterini inceleyiniz.
n

7. Kummer Testi

Ernst Eduard Kummer
29 Ocak 1810 Zary, Polonya - 14 Mayis 1893 Berlin, Almanya
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10.18. Teorem: Y a, pozitif terimli seri ve (P,) de;

lim[Pn. & _ Pmlj -L
= an+1

limiti var olacak sekilde bir pozitif dizi olsun.
i) L > Oise ) a, serisi yakinsak,

1
ii) L<0ve ZP— iraksak ise Y a, serisi iraksak,

n

iii) Diger durumlarda serisi karakteri hakkinda bir sey denilemez.

Ispat: i) 0 < L < o olsun. Bu takdirde her n > m olacak sekilde m sayis1
vardir. Her n € N i¢in

a
pn._n
An+1

Py an —Poyr-anes > Lrany
bulunur. Bu esitsizlikte m,m + 1,---,m + k — 1 yazildiginda esitsizlik dogru
olacagindan

— P41 > L

Pn am = Pm+1@m+1 > L amis
Pn+1@m+1 = Pmiz " @me2 > L amyo

Prtk+1 " @mek+1 = Pmak+2 " @meksz > L @mekqe
olur. Esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

m+k

P am = Pmik " @m+x > L~ Zan

n=m+1
bulunur. s, =a; +a, + -+ a, alinirsa
Pm*am = Pmtk " @m+k > L (Sm+k = Sm)
L Smsk <L Sm+Pnam—Posk @mak <L Sm — P Sm
yazilabilir. Boylece her m € N igin

Sm+k < Sm - PmLSm

olur ki bu (S,) dizisinin tistten sinirli oldugunu gosterir. Buna gore ). a,, serisi-
nin yakinsak oldugunu gosterir.

ii) —oo < L < 0 olsun. Bu takdirde her n > M olacak sekilde M sayisi
vardir. Her n € N i¢in
Phray —Phy1ap41 <0
yazilabilir. Her n > M i¢in
Py -am < Pypiamer < - < Phray

Pn-al\,[-P—nSan

1
dir. Z— iraksak oldugundan karsilastirma testi geregince ) a, serisi de

n

iraksaktir.
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Ornek: Zw serisinin karakterini Kummer testi uygulaya-
“~1.3.5..(3n-2)
rak bulunuz.
Cozum:
ap _ 3'69-:(3n) 1-35--(3n-2)(3n) _ 3n+1

ans1 135-(3n-2) 3:6:9--(3n)(3n+3)  3n+3
olur. Burada Her n i¢in P, = n alalim.

lim P22 —p :lim[n.3n+1—(n+1)j:—§<0
o Anyg n— 3n+3 3

oldugundan 3 3.6.9..(3n)

£1.35..(3n-2)

serisi iraksaktir.

8. Raabe Testi

Joseph Ludwig Raabe
15 Mayis 1801 Brode, Ukrayna - 22 Ocak 1859 Ziirih, 1svi(;re

a
10.19. Teorem: Y, a, pozitif terimli seri ve lim—*1 =1 olsun.
n—ow an
/ a
Ilmn-( A —1) =L
n—oo an

i) L < —1ise ) a, serisi yakinsak,
ii) L > —1ise Y a, serisi iraksaktir.

ise

ispat: Kummer testinde 6zel olarak P, = n alirsak

lim[k' o _(k+1)j=—lim[(k+1)an+1_k-anj

n—oo a n—oo a

n+1 n+1
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(k+1)%rt g
a

32

=-lim| ———»—
n—oo @
an
k[anﬂ_lJ_anﬂ
) a a
=—lim E B
N0 an+1
an
=(L-1)
bulunur. Buna gore L < —1 ise ), a, serisi yakinsak, L. > —1 ise } a, serisi
iraksaktir.
Ornek: ZL(ZH) serisinin karakterini Raabe testi uygulayarak
~1.35..(2n-1)
bulunuz.
Cozum:

ant+s  246-(2n-2)(2n+1) 1:3:5--(2n-1) 2n+2 .

a,  1:3:5-+(2n-1)(2n+1)  2:46--(2n)  2n+1

olur. Buna gore
limn-( &n —1]:limn-(2n+2—1J:lim n :1>—1

=% a n—w 2n+1 e 2n+1 2

n+1

oldugundan 3 2.4.6..(2n)

£135..(2n-1)

serisi iraksaktir.

9. Bertrand Testi

Bertrand Arthur William Russell

18 Mayis 1872, Trelleck, - 02 Subat 1970, Penhyndeudraeth, Birlesik Krallik
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10.20. Teorem: ), a, pozitif terimli seri olsun.

lim D _,
n->wo |nn
ise
i) L > —1ise), a, serisiiraksak,
ii) L < —1ise ) a, serisi yakinsaktir.
: . ! o] g
[spat: i) L > —1 olsun. lim M8 1> 1 ise lim——2n —1,<1 olacagin-
n—o |nn n—>» |nn
dan dyle bir ny sayisi vardir ki, her n > n; i¢in
Ina,
=L>-1
Inn

Ina, > —Inn

Ina, >Inn~?!

1
an>ﬁ

1 . o . o i

olur. Z— serisi iraksak oldugundan karsilastirma testi geregi ). a,, serisi 1irak-
n

saktir.

ii) L < —1 olsun. limlnan =L<-1 ise
n—o nn

Ina,

<-—a< -1
Inn
olacak sekilde a sayisi secelim. Her n icin

Ina, < —alnn

Ina, <Inn™¢

dp < m
olur. a > 1 icin Z% serisi yakinsak oldugundan karsilastirma testi geregi
n

Y. a, serisi yakinsaktir.
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o0

Ornek: Z ) serisinin karakterini Bertrand testi uygulayarak bulu-
- 3 nn
nuz.
1
1 3[1nn2)

- . Ina_, .
Cozim: lim——=lim

n—oo lnn
. —2Ilnnln3
=lim——

n—o Inn
=-2ln3< -1

o > 1 -
oldugundan Zﬁ serisi yakinsaktir.
n=2 3 nn

10. Benzerlik (Seri Skilastirma) Testi

10.21. Teorem: }; a, pozitif ve monoton azalan bir dizi olsun.

i) Zan yakinsak < Zzp.azp yakinsaktir.
n=1 p=0

ii) > a, waksak < > 2"a , iraksaktur.
n=1 p=0

n p
ispat: s, => a, ve t,=» 2“a, olsun.n < 2P icin
k=1 k=0
Sm < aq + (az + a3) + -+ (azp +azpyq + 0+ azp+1_1)
<a;+ 232 + 4'33 + -+ 2pazp
=1t (1)
dir. Ayni sekilde n > 2P icin
Sp > a; +a; +(azg+ay) + -+ (agp-241 +agp-2 + -+ ayp-1)

1
>za;+a; +2a, + -+ 2P ayp

= %(a1 +2a, +4a, + -+ 2P72 a,p-1)

1
= Etp—l (2)
dir. (1) ve (2) esitsizliginden

1

Sho1 <sh <
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bulunur. Buna gore kargilagtirma testi geregi (t,) yakinsak ise (sp) de yakin-
sak, (sp) de yakinsak ise (t,) yakinsaktir. Veya (t,) iraksak ise (s,) de iraksak,
(sp) de raksak ise (t,) raksaktir.

o0

Ornek: Z

| serisinin karakterini Benzerlik testi uygulayarak bu-
“~n-lnn

lunuz.

serisinin

Coziim: (—) dizisi monoton azalan oldugundan _ L
ninn “~n-lnn

karakteri ile

Sy 1 _ 151
~ 2"-In2" In24n

I - 1 9
serisinin karakteri ile aynidir. » — 1raksak oldugundan Z
=n = n-lnn

serisi de

iraksaktir.

10.4. Not: Pozitif terimli seriler igin ayrica Integral testi mevcuttur.
Integral testi integralin uygulamalari konusunda bahsedilecektir.

ALTERNE SERILER

Simdi terimlerinin isareti ardisik olarak degisen ve Alterne seriler adi
verilen seriler ve yakinsaklik testini inceleyelim.

0

10.10. Tanim: Her n € N i¢in a, > 0 i¢in Z:(—l)“an serisine alterne

n=1

seri denir.

+ --- serisi alterne seridir.

ull =
N =

+

1
4

) &= 1,1
Ornek.z_; - 1-5+3—

10.22. Teorem (Leibnizt Testi): Eger,
i) Hern>1i¢cin0 <ayyq < ay
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ii) lima, =0

n—oo

ise bu takdirde Z:(—l)“an alterne serisi yakinsaktir.

n=1

ispat: Z:(—l)“an alterne serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun.
n=1

0 < ap4q < a, oldugundan

Son = (a1 —az) + (a3 —ay) + -+ (azn-1 — azn)
seklinde tanimlanan (S,) dizisi artan dizidir. S, genel terimi

Son =a; — (az —az) — (a4 —as) — - — (Qzn—2 — azn-1) —azn
seklinde yazilir. Bu toplamdaki ilk terim hari¢ diger terimler negatiftir. Buna
gore;

Son = A1
yazilabilir. Buna gore (S,,) dizisi sinirh dizidir. Monoton artan ve sinirli her
dizi yakinsak oldugundan (S, ) dizisi yakinsak dizidir.

lim$S, =L

n—o

diyelim. L < a; olacaktir.
limS, , =lim[S, ,+a, ]=limS, ,+lima, =L+lima,,
n— n—> n—o n—»o n—o

dir. Ayrica (a,,) dizisi (a,) alt dizisi oldugundan
lima, =lima, =0

n—o0 n—ow

limS =L

n—oo

olur. Buna gore n sayisi gerek tek gerekse cift olmasi durumunda (s,) dizisi L

noktasina yakinsar. Buna gore Z:(—l)“an alterne serisi yakinsaktir.

n=1

: z (- s 9 , .
Ornek: Z( ) alterne serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1 n

Cozum:

. . 1.. :
i) Hernicina, = 4 i¢in 0 <apq < ay dir.

ii) lima, = lim1 =0

n—o0 n—o 1)

o (1311
oldugundan Z& serisi yakinsaktir.
n

n=1
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MUTLAK ve SARTLI YAKINSAKLIK

10.11. Tanim: ) a, serisi icin ),|a,| serisi yakinsak ise ) a, serisine
mutlak yakinsaktir denir. )’ a,, serisi yakinsak iken )|a,| serisi iraksak ise )’ a,
serisi sarth yakinsak denir.

o (_1)0-1
Ornek: Z( 12 alterne serisini mutlak yakinsak oldugunu gosteri-
n=1 n
niz.
DT S . y z (-1 y . .
Z > :Z_z serisi yakinsak oldugundan Z— serisini mut-
n=1 n n=1 n n=1 n
lak yakinsaktir.

Ornek: zﬂ alterne serisini sartli yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1 n

Coztiim: Verilen serinin yakinsak oldugu yukarida gosterilmistir.

00

c
2

n=1

o0
1 . DM . . . o
= E — harmonik serisi olur ki, harmonik seri iraksak oldugu
—'n
n=1

1"

n

alterne

yukarida harmonik seri kisminda gosterilmistir. Buna gore Z
n=1

serisini sarth yakinsaktir.

10.23. Teorem: Mutlak yakinsak her seri yakinsaktir. Yani ),|a,| ya-
kinsak ise Y’ a,, de yakinsaktir.

ispat: Her n icin,
_lanl < ap < |an|
dir. Buna gore
0 <a,+la,| < 2la,|

o0

yazilabilir. )"

n=1

gi negatif olmayan

al’l

yakinsak ise ZZ a | de yakinsaktir. Kargilastirma testi gere-
n=1
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serisi de yaklnsak olur.
Za = Z

dolayisiyla Zan yakinsak olur.

n=1

—la

n):i an)_oo_

n=1 n=1

n

0

o sinn .
Ornek: Z—Z yakinsakligini arastiriniz.

n=1

Coziim: Her n i¢in |sinn| < 1 oldugundan

z sinn i z_
n=1 n n=1 n n=1 I
. . .. 1 . = |sinn
yazilabilir. Karsilastirma testi geregi Z—Z yakinsak oldugundan Z —| de
n=1 n n=1 n
yakinsaktir. Mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan Zsmzn serisi ya-
n

kinsaktir.

10.24. Teorem: iki mutlak yakinsak serinin toplami, farki ve carpimi
mutlak yakinsaktir.

Ispat: Za ve Zb serileri mutlak yakinsak olsun.

= n=1

+b,| de

n=1
yakinsaktir.

ii) Cauchy ¢arpimindan

(Zan j(zbnj = Zzakbn—k
n=1 n=1 n=1 k=1
durumu mutlak yakinsaklikta gecerlidir.
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10.5. Not:

1. Mutlak yakinsak bir serinin terimleri yeniden diizenlenebilir ve dii-
zenlenmis seriler ayni noktaya yakinsar.

2. Sarth yakinsak seriler, uygun bicimde yeniden diizenlenebilirse seri-
ler iraksak olabilir veya arzu edilen bir toplama yakinsayabilir.

10.12. Tanim: Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin kiimesi ¢, uza-
y1adi verilir. Buna gore

l :{(an):i <oo}

dir. (Bu yazimda < o kavrami yakinsakligi sembolize eder.)

an

10.25. Teorem: ) |a, | reel terimli bir seri,

n=1

p, = |an|;‘an ve qy = |an|2_an
olsun.
i) ), a, sart1 yakinsak ise ), p, ve Y, qn serisinin her ikisi de iraksaktir.
ii) )} a,, mutlak yakinsak ise ), p, ve Y. q, serisinin her ikisi de yakinsak-
tir.

ispat: i) ¥, a, sart1 yakinsak ise Y|a,| iraksaktir. Kabul edelim ki Y, p,, ve
Y. qn serileri yakinsak olsun. Bu takdirde |a,| = p, + q, oldugundan }|a,|
yakinsaktir. Oyleyse kabul yanhstir.

ii) Y, a,, mutlak yakinsak ise Y |a,| yakinsaktir. Kabul edelim ki )’ p, ve
Y. qpserileri iraksak olsun. Bu takdirde |a,| = p, + q, oldugundan Z|an| rak-

saktir. Oyleyse kabul yanhstir.

10.26. Teorem: }; a,, yakinsak bir seri olsun.
bl = al+az +"'+am1
b2 = am1+1 + am1+2 + e + amz

b, = Am,_,+1 T Am,_,+2 T "+ anm,
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ise )b, serisi yakinsak olup » a =>'b, dir.

n=1 n=1 n=1

Ispat:  a, =s, ve > b, =t, denilirse, t, = s, olacagindan (t,) dizisi

n=1 n=1

(sp) dizisinin bir alt dizisidir. (s,) yakinsak ve limiti s ise (t,) de yakinsak ve

limiti s dir. Yani, Zan =s ise an =s dir. //

n=1 n=1

Bu bize, yakinsak bir serinin terimlerinin parantezlere alinarak grup-
landirilabilecegini gosterir. Yani,
a;+a;+ - +ay+ -
=(ay+a;+ - +ay,)+ (Qmet1 + am42 + -+ am,) +
yazilabilir. Burada terimler parantezlere alinirken terimlerin sirasinin degiso-
edigine dikkat edilmelidir.

o (_ n-1 ©
Ornek: Z( 1) =s ise ;:s dir, gosteriniz.
n=1 n n=1 (Zn - 1) (Zn)
e oD 1011 1 1
Cozum.nzzll - 1-5+5-z+z—¢z+
1 1 1 1 1
N (11—7)1+(§1—z)+(§‘6)+
=12732%56"
1

DEDEKIND ve DIRICHLET TESTLERI

1. Dedekind Testi
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b B
Richard Dedekind
06 Ekim 1831, Braunschweig - 12 Subat 1916, Braunschweig, Almanya

10.27. Teorem: (a,) ve (b,) herhang iki dizi ve

Sp, = a; +ay + -+ a, ve Abg = by — by,
olsun.

i) (sp) sinirh

ii) D"|Ab, | <00
iii) limb, =0
ise Z:akbk yakinsak ve
ianbn = iSnAbn ’ (Abk = bk ~ bk+1)
n=1 n=1

dir.

ispat: (s,) smirlive limb, =0 oldugundan lims, b, =0 dir. Ayrica (s,)
sinirli oldugundan her n i¢in s,, < M olacak seilde bir M reel sayisi1 vardir. Bu
durumda

> |s Ab | <MY |Ab, | <0
olur ki bu Z:skAbk serisinin mutlak yakinsak ve dolayisiyla yakinsak oldugu-
nu gosterir. Abel kismi toplam formiiliinden Z:akbk serisinin yakinsak oldugu

ortaya cikar.
n n-1
Z‘akbk =s,b, + ZskAbk
k=1 k=1

Abel kismi toplam formiiliinde, n — oo i¢in limit alinirsa

D ab, =D sAb,
k=1 k=1

esitligi elde edilir.
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Ornek: Z(_ ) serisinin yakinsak oldugunu Dedekind teoremi yar-

dimiyla gosteriniz.

Coéziim: i) ay = (—1)X** 1 veby = %olsun.
1, ntek

el cee e f— f— cee f— n:
Sp=a,+a,++a,=1-1+1-1+-4+(-1) {O,ngift

olacagindan [s,| < 1 dir. Su halde (s,,) sinirhdir.

< 1
Zn(n+1) -

n=1

ii) Z|Ab |—Z——

~n n+1
olacaglndan yakinsaktir.

o (_1)k1
iii) limb, _lim2=0 oldugundan Dedekind testi geregince Z%
n pary

serisi yakinsaktir.

b) Dirichlet Testi

Johann Peter Gustav Lejene Dirichlet
13 Subat 1805, Diiren, Almanya - 05 Mayis 1859, Gottingen, Almanya

10.28. Teorem: (a,) ve (b,) herhang iki dizi ve

Shn =a; +ay + -+ a, ve Aby = by — by,
olsun.

i) (sp) sirh

ii) (by,) azalarak sifira yakinsayan bir dizi

ise Z:akbk yakinsak ve

Zanbn = ZSnAbn ’ (Abk = bk - bk+1)
n=1 n=1
dir.
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Ispat: Dedekind testinin hipotezlerinin gerceklendigini gostermek ye-
terdir.

i) Hipotezden (s,) siirhdir.

ii) (by) azalan oldugundan

o0

i|Abn = z bn _bn+1 = i(bn _bn+1) = bl - 11rnbn = bl
n=1 n=1 n=1
olup ZOO:|Abn yakinsaktir.
n=1

iii) Hipotezden limb, =0 dur.

Ohalde ) ab, serisiyakinsak ve toplami ) s Ab, dir.

n=1 n=1

o (_1)n-1
Ornek: c tamsay1 olmayan bir reel say1 olsun. Z( 1)
n=1 n—C

serisinin ya-

kinsak oldugunu gosteriniz.
. . £ 1
Cozim: Hernicina, = (—=1)""*veb, = o olsun.

1, ntek
Sn=a1+a2+---+an=1—1+1—1+---+(—1)n={ nte

0, ngift
olacagindan [s,| < 1 dir. Su halde (s,) siirhdir.

(by) = (ni—c) monoton azalan bir sifir dizisidir. Dirichlet testi geregin-

ce verilen seri yakinsaktir.

sinno

0 k:oo
rne ; -

serisinin her ¢ € R icin yakinsak oldugunu gosteri-
niz.

Coztiim: Her n igin a,, = sinng ve b, = 5 olsun. ¢, 'nin tam kati ise tiim

terimler sifir olacagindan verilen seri yakinsak ve toplami sifirdir. @ # mm
(m € Z) olsun.
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sinZe-sin® e
S, = Sin ¢ + si i =—2""_ 2 7
n= @ +sin2¢@ + - +sinng = —
siny
olacagindan
..n . n+l
5. = siny @ sin——=¢ 1
n -1 = |, 1
SHE) siny@

dir. Su halde (s,) sinirhdir. (by,) = (%) monoton azalan bir sifir dizisi oldu-
gundan Dirichlet testi geregince verilen seri yakinsaktir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1.1-24+3-44+5-6+7-8+ - serisi asagidakilerden hangisine esit-
tir?

A) i(Zk—n(Zk) B) i(k+1)(k+2) ) ik(k+2)

D) i(k—l)(k+1) E) i(2k+1)(2k)

Coziim: » (2k-1)(2k) =1:24+3-44+5-6+7 -8+

k=1
Cevap: A
— 2n+3 \ o . - i
2. Z serisi asagidakilerden hangisine esittir?
“~4n+5
5 7 9 5 7 9
A=+—+—+ B-+—+—+ QO=-+—+—+
9 11 13 9 13 17 9 13 17
5 7 9 5 6 7
D)=+—+—+ E)=+—+—+
9 10 11 9 11 13

“.2
Cozim: Y23 5, 7 4 9

- = + ...
Lignis 9 13717

Cevap: E
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2n-1
Z 1 serisi asagidakilerden hangisine esittir?
= 2n+1

Cevap: E

o n-1
4. Z(%J geometrik serisinin degeri nedir?

n=1

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

Cozim: lims :lim—:l
noo 1 now 1 1

1-= '

4

Cevap: D

3
. e
5. > — geometrik serisinin degeri nedir?
n=1

A)4 B)5 C6 D)8 E)10

Coziim: 3-lims, =3-lim—2— =6

n—oo n—oo 1

Cevap: C

6. Z ! ;2 toplami asagidakilerden hangisine esittir?

n=1
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A)2 B)g C)g D)5 E)6

=lim +1lim
n—oo 1_1 n—ow 1_%
3 3
3
= 7+ 3
_9
-2

Cevap: C

7. Kismi toplamlar dizisi (S,) = (n?) olan bir dizinin 8. terimi kactir?

A)10 B)12 C)14 D)15 E)16

n
Cozum: S :Z:ak
k=1

a,=S,—Sp.1=n’—-(n-1?=2n-1
310:2'8_1:15
Cevap: D

n 2
7. Kismi toplamlar dizisi s, = 6Zk—3 olduguna gore, lims_ kactir?
oy n—o0

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

n kZ
Cozum: limsn=lim6~2—3
n—aoo n—oo k=1

:lim%.n(n+1)(2n+1)
n—-w n 6
=1
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Cevap: A

8. Bir kenar uzunlugu 1 birim olan bir eskenar ti¢ggen sekildeki gibi par-
caya ayrilarak icice sekiller olusturuluyor.

Bu bicimde cizilen liggensel sekillerin cevreleri toplami kag¢ birimdir?

A)2 B)3 Q4 D)5 E)6

Cozim:

1. iiggesel seklin ¢evresi 3 - 1 — % g

2. licgesel seklin ¢evresi 3 - % — % = g

3. icgesel seklin ¢evresi 3 - % — 2—17 = 87
4. u¢gesel seklin cevresi 3 - 2—17 - 8i1 = %

oldugundan i¢ ice gecmis tiim ticgenleri ¢cevrelerini toplamy,
8,8, 8 8
A=ztgtotgt

8 1,1, 1
_5(1+§+3—2+3—3+---)

8 &1\
-3303)

geometrik serisi elde edilir. Bu serinin toplami,

o 3
A=—-lim =

3 now 1_1
3

w | o

34
2

olarak bulunur.
Cevap: C
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9. Asagidaki serilerin hangisi D’Alambert oran testi ile karekteri tespit
edilmez.

0

= 3n+1 3"n! 210 2 n 2 (-1)°
A B Y= DSY~— E
);2n+3 )Z n" );n! );e“ )Z_:

n=1

R o § . S
Cozim: Z(z )1 serisi alterne seridir. Alterne seriler D’Alambert oran
n:ln +

testi ile ¢oziilmez.

Cevap: E

10. Asagidaki serilerden hangisi iraksaktir.

> 2n+1 =1 < (2n)! > Inn = 3"n!
A B — D E
2l omy L oyEl gyt py

n=1 n=1 n') n=1 n n=1

N |-

Cozim: Karsilastirma testinde verilen 6rnek geregi a = - < 1 oldugun-

> 1 .
dan E — serisi iraksaktir.
nl/?

n=1
Cevap: B
- 1 ). U L
11. Z serisinin yakinsakligini inceleyiniz.
~=3"+2
Cozim: Her n € N icin
1 1
S —
3042 3n
dir. 23% serisi yakinsaktir. Ciinkii bu seri geometrik seridir (X = % < 1).

n=0

Karsilastirma testine gore Z -
3 +2

serisi de yakinsaktir.

12. Z 3 > serisi karakterini inceleyiniz.
(n+1

n=1
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n+1 2
3 (n+1) limB(n+1)

2

Cozim: lim 224 [im =3>1

now g now (n+2) 3n+1 n—»o (n + )

n

oldugundan D’Alambert oran testi geregince Z serisi iraksaktir.

~(n+1 z
13. Z serisi karakterini inceleyiniz.
=135 (Zn— )
! .3.5...(2n—
Cozliim: lim2net = Jim (n+1): 1-3-5-(2n-1) :1<1
noe g n—>ﬂ><>1 3-5--+(2n—-1)(2n+1) n!
!
oldugundan D’Alambert oran testi geregince Z " serisi yakin-

=~1-3-5:--(2n-1)
saktir.

o0

14. >

serisinin karakterini Raabe testi uygulayarak bulunuz.

= n(n+1)
Cozim: an+1 1 ( n(n+1) n
" ap (n+1)(n+2) 1 n+2

olur. Buna gore

limn- A :limn-[i—1]=lim_—2n=—2<—1
n—»ow an+1 n—o n+2 noopn + 2

oldugundan Z

serisi yakinsaktir.

n=1 n( +1)
o 3 n
15. Z;‘ R serisinin yakinsakligini inceleyiniz.

. e H N . . 3 n < 3 n 1
oziim: Her n € N i¢in — =—7= ve serisi p-serisi
¢ “Mh342 = 3~ n8/s nz; 8/3 b

0

olup p = % > 1 oldugundan yakinsaktir. Karsilastirma testi geregi z
n=1 n(n + 1)

serisi de yakinsaktir.
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