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3. BOLUM
UZAY GEOMETRI

UZAY GEOMETRIYE GIRIiS

Geometriye bu kisma kadar iki boyutlu diizlemde nokta, dogrunun sagla-
dig1 tanimlar, aksiyomlar ve aksiyomlar ile bunlarin sonuglarimi kullanarak, bazi
diizlemsel sekillerin o6zellikleri ve bu sekillerin elemanlar1 arasindaki bagntilari
incelemistik. Bu kisma diizlem geometrisi dendigini biliyoruz. Simdi uzay geomet-
risini tanimlayalim.

3.1. Tamim: Kainattaki biitiin noktalarin kiimesine uzay denir. Uzayda en,
boy ve derinlik olmak iizere ii¢ ayriti vardir. U¢ boyutu geometrik olarak incele-
meye uzay geometrisi denir.

Uzay geometri, kainatta ve icinde bulunan nesnelerin sahip oldugu 6zellik-
leri inceler. Ozelliklerin bazilan agiklanamaz, fakat dogruluklan goériiliir ve herkes
tarafindan kabul edilir. Bu benzeri kavramlarda tanimsiz terim ve dogrulugundan
siiphe edilmeyen ozelliklere aksiyom denildigi geometriye giris kisminda anlatil-
mistL

3.1. Aksiyom: Uzayda farkl iki noktadan bir tek dogru gecer.
B w0
/
AzB ve ABed

Uzayin farkh iki noktasi olan A ve B noktalarim {izerinde bulunduran bir
tek d dogrusu vardir.

Uzayn C ve D gibi farkl iki noktasindan gegen bir tek / dogrusu vardir.
Bu aksiyom diizlem geometrisi icin de gecerlidir.

3.2. Aksiyom: Uzayda, bir dogru tlizerinde bulunmayan farkli ii¢ noktadan
bir tek diizlem gecer.
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[E:
A,B,CEP
A, B, C dogrusal olmayan farkl ii¢ nokta olup, bir tek diizlem belirtir.

Biitliin iicgenler dizlemsel sekillerdir. Clinkii dogrusal olmayan ti¢ nokta
bir licgen belirtir.

3.3. Aksiyom: Herhangi bir dogru iizerinde en az iki ve disinda en az bir

nokta vardir.
a

A

3.4. Aksiyom: Bir dogrunun farkli iki noktasi, bir diizlemin iginde ise, bu
dogru tlizerindeki biitiin noktalar da bu diizlem i¢indedir.

ABed ve A,BeP ise deP

3.5. Aksiyom: Farkli iki dizlemin ortak bir noktasi varsa, bu noktadan
gecen bir de ortak dogrular1 vardir.

E ve D diizlemlerin ortak noktasi d dogrusu ise bu iki diizlemin ara kesiti

3.6. Aksiyom: Uzayda bir diizlemin disinda en az bir nokta vardir.
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«

/By

3.7. Aksiyom (Uzay Ayirma Aksiyomu): Bir diizlem uzayi iki yar1 uzaya

27

Bu yar1 uzaydaki iki noktay: birlestiren dogru veya egri ile diizlemin ara
kesiti bir nokta olur.

3.1. Teorem: Uzayda bir dogru ve bu dogru iizerinde bulunmayan bir nok-
ta, bir tek dizlem belirtir.

d dogrusu ve dogru lizerinde olmayan C noktasi verilsin. Bu takdirde d
dogrusu ile C noktasini iceren bir tek diizlem vardir.

Ispat: d dogrusu ve d dogrusu iizerinde olmayan bir nokta C olsun. 3.3.
Aksiyom “Herhangi bir dogru tizerinde en az iki ve disinda en az bir nokta vardir.”
aksiyomundan dolay1 d dogrusu iizerinde A ve B gibi farkh iki nokta alabilir. 3.2.
Aksiyom “Bir dogru tlizerinde bulunmayan farkh iic noktadan bir tek diizlem ge-
cer.” aksiyomundan A, B, C noktalar1 bir tek diizlem belirtir.

Bir dogrunun farkh iki noktasi bir diizlem {izerinde ise bu dogru iizerinde-
ki biitiin noktalar da bu diizlem tzerindedir. Dolayisiyla d dogrusu ile C noktasi

bir tek dizlem belirtir.

3.2. Teorem: Uzayda kesisen farkli iki dogru bir tek diizlem belirtir.
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d=¢ve dn/={A} ise d ve ¢ dogrusunu iceren bir tek diizlem vardir.

Ispat: d ve ¢ dogrulart A noktasinda kesisen farkli iki dogru olsun. 3.3.
Aksiyom “Herhangi bir dogru tizerinde en az iki ve disinda en az bir nokta vardir.”
Aksiyomundan dolay1 d dogrusu ilizerinde A noktasindan farkli bir B noktasi ve ¢
dogrusu lizerinde de bir C noktasi vardir. 3.2. Aksiyom “Uzayda, bir dogru iizerin-
de bulunmayan farklh iic noktadan bir tek diizlem gecer.” geregi A, B, C noktalar
bir tek diizlem belirtir, d ve ¢ dogrular da bu diizlem i¢indedir.

DUZLEMDE iKi DOGRUNUN BIiRBIRINE GORE KONUMLARI

Uzayda, bir diizlemin i¢inde bulunan d ve ¢ dogrulari, birbirine gore ti¢
farkl1 konumda bulunur.

1. iki dogru cakigik olabilir. Buna gére; d ve ¢ dogrularimn en az iki nokta-
s1 ortak ise, bu iki dogru cakisiktir.

E
A,Bed ve A,Be/lise dn¢=d=/¢

2. iki dogru birbirine paralel olabilir. Bu durumda dogrularin ara kesitleri

bos kiimedir.
/ - -

Paralel iki dogruyu igine alan bir tek diizlem vardir.
dcE/cEved///{=dni=J

dcE/cEvedn(=Z0=d///

3. Ayni diizlemdeki iki dogru birbirine paralel degilse, bu dogrular bir nok-
tada kesisirler.
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'l:
A
-+ — =
/.-"
F

dcE/¢cEve(d// () =d/l={A}

3.8. Aksiyom (Paralellik Aksiyomu): Diizlemde bir dogruya disindaki bir
noktadan, bir ve yalniz bir paralel dogru cizilebilir.

Ornek: Uzayda bir ABC iicgeninin A késesinden gecen ve [BC] kenarina
paralel olan bir tek dogru cizilebilecegini gosterelim.

A
e

Cozim: Bir liggenin koseleri dogrusal olmayan farkli iic nokta oldugundan,
biitiin liggenler diizlemsel sekillerdir. Yani, ABC liggenini igceren bir tek diizlem
vardir. Paralellik aksiyomu geregi, licgenin A kosesinden gecen ve [BC] kenarina
paralel olan bir tek dogru cizilebilir.

UZAYDA iKi DOGRUNUN BIiRBIiRINE GORE KONUMLARI

Sekilde dikdortgenler prizmasinin yan ayritlarim tasiyan FB, GC, HG ve
EFE dogrulan uzayda iki dogrunun birbirine gére konumlar1 hakkinda bilgi ve-
rilmektedir. Buna gore;

1. iki dogru ¢akisik olabilir.

2. Iki dogru birbirine paralel olabilir.
3. iki dogru kesisebilir.

4. ki dogru aykir olabilir.

Ik ti¢ durum, diizlemdeki dogrularin durumlan ile aynidir. Fakat uzayda
kesismeyen iki dogru icin farkli durum vardir.
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3.2. Tanim: Uzayin aym diizleminde bulunmayan ve kesismeyen dogrula-
rina aykiri dogrular denir.

Sekildeki d1 ve d4 dogrulan aykir1 dogrulardir. d, nd, =@ dir ve bu dog-
rular ayni duzlemde degildir.

3.3. Tanim: Uzayin aym diizleminde bulunan ve kesismeyen dogrularina
paralel dogrular denir.

Sekildeki di1 ve dz dogrulari paralel dogrulardir. di ve d2 dogrular1 ayni
diizlemde olup d, nd, =& dir. Sekilde d, //d, ve d;//d, ikendi ve ds ve d2 ve d3

dogrular1 aykiri dogrulardir.

3.3. Teorem: Uzayda paralel iki dogru bir tek diizlem belirtir, yani paralel
iki dogru bir tek diizlem icindedir.

d ve ¢ dogrulan birbirine paralel ise d ve ¢ dogrular bir tek diizlem belir-
tir.

Ispat: d ve ¢ dogrular birbirine paralel iki dogru ve bu dogrularin iginde
oldugu diizlem E olsun. 3.4. Aksiyom “Bir dogrunun farkl iki noktasi, bir diizlemin
icinde ise, bu dogru tlizerindeki biitlin noktalar da bu diizlem icindedir.” geregi d
ve ¢ dogrularinin her noktasi bu diizlem iizerindedir. d tizerindeki herhangi iki
nokta ve ¢ tuzerindeki herhangi bir nokta 3.2. aksiyom geregi E diizlemini bir tek
diizlem olarak belirtir.

UZAYDA BiR DOGRU iLE BiR DUZLEMIN BIiRBIRINE GORE KONUMLA-
RI

3.4. Tanim: Uzayda bir diizlem ile dogrunun ortak noktalar1 yoksa (arake-
sitleri bos kiime ise), bu dogru ile diizlem birbirine paraleldir denir.

Uzayda bir dogru ile bir diizlem ti¢ farkli konumda bulunabilir:

1. Dogru diizlemin icinde olabilir. Dogru diizlemin icinde ise dogrunun her
noktasi diizlemin icindedir.
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dcE<dnE=d

2. Dogru diizleme paralel olabilir. Dogru diizleme paralel ise dogru ile diiz-
lemin ara kesitleri bos kiimedir.

- =

|

d//E<<dNE=Y

3. Dogru diizlemi kesebilir. Dogru diizlemi kesiyorsa, dogru ile diizlemin

ara kesitleri bir noktadir.
4d
4
/< 7 /
E
.-"r
"

UZAYDA iKi DUZLEMIN BiRBIiRINE GORE KONUMLARI

dnE={A}

Uzayda iki diizlem birbirine gore ti¢ farkli konumda bulunabilir.

1. iki diizlem c¢akigik olabilir. Iki diizlem c¢akisik ise ara kesitleri diizlemle-
rin kendisidir ve dogrusal olmayan en az li¢ ortak noktasi vardir.

By

3.1. Sonug¢: Dogrusal olmayan farkh ii¢ noktasi ortak olan iki diizlem c¢aki-
siktir.

2. iki diizlem kesisebilir. Iki diizlem kesisiyorsa, bu iki diizlemin ara kesit-
leri bir dogrudur.
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PNE=d

3. Iki diizlem birbirine paralel olabilir. iki diizlem birbirine paralel ise bu
iki diizlemin ortak noktasi yoktur veya ara kesitleri bos kiimedir.

/G"
«—»3,

E\

_»d,

—

4
- !

E//P&SENP=C

Paralel iki diizlem icindeki dogrular, birbirine paralel veya aykir1 dogru-
lardir.

PARALEL DUZLEMLER

3.5. Tamim: Uzayda iki diizlemin ortak noktalar1 yoksa, bu diizlemlere
paralel diizlemler denir. Dikdortgenler prizmasi seklindeki bir ambalaj kutusunun
yan ylzleri, sinifimizin duvarlarn ile taban ve tavan diizlemleri paralel diizlemlere
birer ornektir.

BIR NOKTADAN GEGCEN DUZLEMLER

3.9. Aksiyom: Herhangi bir A noktasindan gecen sonsuz coklukta diizlem
vardir veya bir noktadan sonsuz diizlem geger.
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BiR DOGRUDAN GECEN DUZLEMLER (DUZLEM DEMETI)

3.6. Tammm: ki diizlemin ara kesitinden gecen biitiin diizlemlere uzayda
diizlem demeti denir.

Bir dogrudan gecen sonsuz c¢oklukta diizlem vardir. Dogrusal olmayan
farkl iic nokta bir tek diizlem belirttiginden, bir dogruyu icine alan bir tek diizlem
yoktur veya bir dogru diizlemin tekligi i¢in yeterli degildir.

)

L\

3.4. Teorem: Farkh iki diizlemin bir ortak noktasi varsa, iki diizlemin bu
noktadan gecen bir ortak dogrusu vardur.
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A noktasi, E ve D gibi farkh iki diizlemin ortak bir noktasi ise E ile D diiz-
lemlerinin, A noktasindan gecen bir ortak dogrular1 vardir.

Ispat: D ile E diizlemleri farkl iki diizlem ve A noktasi da bu diizlemin or-
tak noktasi olarak verildigine gore, D diizlemi icinde bir P noktasi alahm. E diiz-
leminin ayirdig1 diger yar1 uzayda AP dogru tizerinde bir de Q noktasi alahm. P ve
Q noktalarini birlestiren egri E diizlemini K noktasinda keser (3.7. Uzay Ayirma
Aksiyomu), K noktasi E diizlemine ait oldugundan AK dogrusu E ve D diizleminde
olur.

3.1. teoremden “Uzayda bir dogru ile disindaki bir noktadan bir ve yalniz
bir diizlem gectiginden” bu iki diizlemin ara kesiti sadece AK dogrusudur.

3.2. Sonug: Farkh iki diizlemin en ¢ok bir ortak dogrusu vardir veya farkh
iki diizlem kesisirse, bu diizlemlerin ara kesiti bir tek dogrudur.

Ornek: ikiser ikiser kesisen farkli dort dogrunun diizlemsel oldugunu gos-
terelim.

Cozum: d,,d,,d; ved, dogrularn ikiser ikiser kesigsinler.

d, nd, ={A} ise d,ved, dogrular1 bir tek diizlem belirtir. d3 dogrusu d, ved,
dogrular ile kesisiyorsa, bu dogru, farkli iki noktasi diizlemin i¢cinde oldugundan,
duzlemin igindedir. Ayni sekilde ds4 dogrusu da diizlemin i¢indedir. Boylece bu
dort dogru da diizlemseldir.

Ornek: Uzayda herhangi iicii dogrusal olmayan ve aym diizlemde bulun-
mayan A, B, C, D, E, F noktalarindan kag farkh diizlem gecer?
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Coztim: Dogrusal olmayan herhangi iic noktadan bir diizlem gececeginden,
bu alt1 noktadan herhangi ii¢iini

C(6,3)=L
(6—-3)1.31=20
farkl sekilde secebiliriz. Bu da herhangi licii dogrusal ve diizlemsel olmayan alti
noktadan 20 farkli diizlem gececegini gosterir.

3.5. Teorem: Uzayda bir dogrunun disinda alinan bir noktadan bu dogru-
ya bir tek paralel dogru cizilebilir.

Y
i)

Uzayda A noktast d dogrusunun disinda ise A noktasindan d dogrusuna
paralel bir tek dogru cizilebilir.

Ispat: 3.1. teoremden “Uzayda bir dogru ve bu dogru iizerinde bulunmayan
bir nokta, bir tek diizlem belirtir.” den d dogrusu ile disindaki A noktasi bir tek
dizlem belirtir. “Diizlemde, bir dogruya disindaki bir noktadan, bir tek paralel
dogru cizilebilir.” Paralellik aksiyomundan dolay1 uzayda bir dogrusuna, disindaki
A noktasindan bir tek paralel dogru cizilebilir.

Ornek: Asagidaki onermelerin dogruluk degerlerini bulunuz.
p: “Dlizlemde paralel iki dogrudan birini kesen bir dogru digerini de keser”
q: “Uzayda paralel iki dogrudan birini kesen dogru digerini kesmeyebilir.”
r: “Uzayda bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz ¢oklukta paralel dogru cizi-
lebilir.”
s: “Diizlemde bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru cizilebilir.”

Coztm: p, q ve s onermeleri dogru iken r 6nermesi yanlistir.

3.6. Teorem: Uzayda paralel iki dogrudan birini bir tek noktada kesen bir
diizlem, diger dogruyu da keser.
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d//¢veEnd={A}iseEn{={B}

ispat: d//¢veEnd={A} dir. d ve ¢ dogrulan diizlemseldir D ve E diiz-
lemlerinin A noktasi ortak oldugundan 3.4. teorem geregince ortak bir dogrulari
vardir. Diizlemde paralel iki dogrudan birini kesen dogru dogruyu da keser. Bun-
dan dolay1 iki diizlemin ara kesit dogrusu, ¢ dogrusunu da B noktasinda keser.

3.7. Teorem: Uzayda ayni dogruya paralel olan farkl iki dogru birbirine
paraleldir.

d,//dved,//d<=d, //d,

ispat: d,//d ise di ve d dogrulan diizlemseldir. d> dogrusunun bu diizle-
me gore iki farkli durumu vardir:

1. Her li¢ dogru da diizlemseldir. Bu nedenle, bir diizlemde paralel iki dog-
rudan birine paralel olan dogru digerine de paraleldir.

2. dz dogrusu dizlemin disinda ve d dogrusuna paraleldir. Buna gore
d, //dved,//d iken di ve d2 dogrulan kesismez. Ciinkii di1 ve d2 dogrular bir A
noktasinda kesisseler bu noktadan gecen ve d dogrusuna paralel olan iki dogru
olurdu ki bu durum paralellik aksiyomu ve 3.5. teoremi ile gelisir. d, d1 ve dz dog-
rulart diizlemsel degilken di ve dz dogrularinin diizlemsel oldugunu gostermek
gerekir.

Bu durumda di ve dz dogrular diizlemsel olmadigim1 varsayalim. di1 dogru-
sunu icinde bulunduran ve dz dogrusunun A noktasindan gecen D diizlemi d dog-
rusunu da 3.6. teorem geregince B noktasinda keser. Oysa B noktasi ile d1 dogrusu
da D diizleminde oldugu i¢in B noktasindan gegcen di dogrusuna paralel olan d
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dogrusu da D diizlemi i¢inde olur. Bu durum da d1 ve dz dogrular1 aynm dizlemde-
dir. Bu durum bir celiskidir.

)

Ornek: Uzayda [AB // [PQ ve [AC // [PR olmak iizere [AB ve [PQ ile [AC ve
[PR 1sinlar iizerinde |AK| =|PT| ve |AL|:|PM| olacak sekilde sirasiyla K, T, L ve M

noktalarim alalim. Bu durumda AKTP, ALMP, KLMT dortgenlerinin paralelkenar
olduklarini gosteriniz.

Coziim: [AB // [PQ ve |AK|=|PT| oldugundan, AB dogrusu ile PQ dogrusu
dizlemsel ve AKTP dortgeni bir paralelkenardir. AKTP bir paralelkenar ise
|AP|=[KT]| olur.

Ayni sekilde [AC // [PR ve |AL|=|PM| oldugundan, AC dogrusu ile PR dog-

rusu diizlemsel ve ALMP dortgeni bir paralelkenardir. ALMP bir paralelkenar ise
|AP|=|LM| olur.

ALK ve PMT ig¢genlerinin diizlemleri birbirine paralel ve |KT|=|LM| oldu-
gundan KLMT dortgeni bir paralelkenardir.

3.8. Teorem: Uzayda kenarlar1 ayn1 yonde paralel olan acilar birbirine
estir.
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BAC ve Qf’R acilarinin kenarlar1 ayni yonde ise BAC;Qf’R dir.

Ispat: BAC ile QPR agilarinin kargiikh kenarlan iizerinde |AB|=|PQ| ve
|AC|=|PR| uzunluklarin1 alalim. APRC, APQB ve CRQB dortgenlerinde karsilikli

kenarlar es ve paralel olur. Dolayisiyla bu dortgenler birer paralelkenardir. O hal-

A A
de KKK eslik teoremi geregi ABC=PQR olur.

Es Ucgenlerde karsilikli acilar es olacagindan BAC ;Qf’R bulunur.

UZAY DORTGENI

3.7. Tammm: Dort kosesi diizlemsel olmayan dortgene uzay dortgeni denir.

Ornek: Dort kosesi diizlemsel olmayan ABCD dértgeninde |AB|:12 br ve
|DC|=10 br dir. ABCD dortgeninin karsilikli iki kenarinin orta noktalarinin, kose-

genlerin orta noktalarina birlestirilmesi ile olusan doértgenin ¢evresini bulunuz.
A

Coztm: Her liggen diizlemsel oldugundan ACD, BCD, ABC ve ABD ii¢cgenleri
diizlemseldir. Buna gore;
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[FN] // [CD], [ME] // [CD] ise [ME] // [FN] ve |ME|=|FN|=@=5br
[MN] // [AB], [EN] // [AB] ise [MF] // [EN] ve |MF|:|EN|:@:6br

C(FMEN) =5+ 6+ 5+ 6 =22 br

UZAYDA BiR DOGRUNUN BiR DUZLEME PARALELLIGI

3.8. Tanim: Uzayda bir dogru ile bir diizlemin ara kesitleri bos kiime ise,

bu dogru ile diizlem birbirine paraleldir denir.
-— e » !

Bir dogru bir diizleme paralel ise, diizlem icindeki dogrularla paralel veya
aykirt dogrular olusturur.

3.9. Teorem: Bir diizlemin i¢indeki bir dogruya paralel olan dogru bu diiz-
leme de paraleldir.

feEved//lised//E

Ispat: d dogrusu E diizlemi icindeki ¢ dogrusuna paralel olsun. 3.3. teorem
geregince ¢ ve d dogrular dizlemseldir. Bu paralel iki dogrunun belirttigi diizlem
D ise, EnD=/ dir. Eger d dogrusu ile E diizleminin bir ortak noktasi varsa bu
nokta ¢ Uzerinde olmak zorundadir. d/// oldugundan bu durum miimkiin degil-
dir ve buradan E diizlemi ile d dogrusunun ortak noktasi yoktur. Dogru ile diizle-
min paralelligi tanimindan d dogrusu E diizlemine paraleldir.

Ornek: Bir diizleme disindaki bir noktadan paralel bir dogru giziniz.
Cozum: Bir duzleme disindaki bir noktadan sonsuz ¢oklukta paralel dogru

cizilebilir ve bu dogrulardan her birinin, diizlem icinde paralel oldugu en az bir
dogru vardir. Dlizleme disindaki bir noktadan paralel bir dogru c¢izmek icin diiz-
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lemin i¢inde bir ¢ dogrusu almir. ¢ dogrusuna verilen noktadan paralel bir dogru
cizilir. Bir dogru ve disindaki bir nokta bir tek diizlem belirtir. Buna gore, bir diiz-
leme disindaki bir noktadan paralel bir dogru ¢izme islemi gergeklestirilmis olur.

Uzayda verilen bir noktadan gecen ve verilen diizleme paralel olan sonsuz
coklukta dogru vardur.

¢tEE t€EE ve ACE

3.10. Teorem: Bir dogru bir diizleme paralel ise, bu dogruyu ftzerinde
bulunduran ve verilen diizlemi kesen herhangi bir diizlemin ara kesit dogrusu,
verilen dogruya paraleldir.

d//E,dcFveEnF=/ised//{

Ispat: d dogrusu E diizlemine paralel olsun. D dogrusunun icinde oldugu
dizlem de F diizlemi olsun. E ve F diizleminin ara kesit dogrusuna ¢ diyelim. Ka-
bul edelim, (d//¢)" olsun. Bu takdirde

(d//0)isedne={A}
olurdu. Oyleyse d dogrusunun E diizlemini kesmesi demektir ki hipotezdeki ka-
bulle celisir. O halde d//¢ dir.

3.11. Teorem: Bir dogru bir diizleme paralel ise, bu diizlemdeki bir A nok-
tasindan gecen ve bu dogruya paralel olan dogru bu diizlemin i¢cindedir.

Q—Dd

B

d//E,AcEd//lveAelisel/ cE
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Ispat: d dogrusu E diizlemine paralel olsun. ¢ dogrusu da E diizlemindeki
A noktasindan gegsin ve d dogrusuna paralel olsun. A noktasi ile d dogrusunun
belirttigi diizlemin ara kesiti /' dogrusu olsun.

¢ dogrusunun d dogrusuna paralel oldugunu 3.10. teoremden biliyoruz. A
noktasindan gecen, d dogrusuna paralel olan bir tek dogru oldugundan ¢=/¢" olur
ve bundan dolay1 ¢ dogrusu E diizleminin i¢indedir.

3.3. Sonug: Bir dogru bir diizleme paralel ise, bu dogru kendisinin de icin-
de bulundugu herhangi bir diizlem ile paralel olan diizlemin ara kesitine paralel-
dir.

3.4. Sonug¢: Uzayda bir dogrunun bir diizleme paralel olmasi icin, bu dog-
runun bu diizlem icindeki herhangi bir dogruya paralel olmasi gerek ve yeterdir.

3.12. Teorem: Uzayda paralel iki dogrudan gecen ve kesisen iki diizlemin
ara kesiti, bu dogrulara paraleldir.

£/

l,//?5, {, dogrusu E duzleminde, 7, dogrusu F diizleminde ve ENnF=d
ise ¢,//¢,//d dir.

Ispat: ¢,//¢, oldugundan 7, dogrusu F diizlemine ve ¢, dogrusu E diiz-
lemine paraleldir. 3.10. teoremden /, dogrusu d dogrusuna ve /, dogrusu da d
dogrusuna paraleldir. Buradan ¢,//¢,//d olur.

3.13. Teorem: Bir dogru kesisen her iki diizleme de paralel ise bu diizlem-
lerin ara kesitine de paraleldir.
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DNE=d, ve d//D, d//E ise d//d, dir.

Ispat: D ile E diizlemlerinin ara kesit dogrusu iizerinde alinan bir A nokta-
sindan, d dogrusuna paralel bir ¢ dogrusu ¢izilsin.

“Bir d dogrusu, bir E diizlemine paralel ise; E diizlemi icinde alinan bir A
noktasindan gecen bir ¢ paraleli, E diizleminin i¢indedir.” A notasi, iki diizlemin
ara kesit dogrusu d: tizerinde oldugundan ayni zamanda ¢, D diizlemi i¢indedir.
Dolayisiyla ¢ dogrusu, di ara kesit dogrusuyla c¢akigiktir. O halde d//d, dir.

3.5. Sonug: Aykir iki dogrudan birini iginde bulunduran ve diger dogruya
paralel bir tane diizlem vardir.

Ornek: ¢ ve d aykir1 dogrulari ile bu dogrularin disinda bir A noktasi veri-
liyor. A noktasindan gecen ve her iki dogruyu da paralel olan diizlemin bir tane
midir? Arastiriniz.

Coziim: A noktasindan, ¢ ve d dogrularina sirasiyla ¢’ ve d’ paralel dogru-
larinmi ¢izelim. A noktasindan bu dogrulara c¢izilen paraleller birer tanedir. 3.3. teo-
remden “Kesisen iki dogru bir tek diizlem belirtir” ifadesinden ¢’ ve d’ dogrulari-
nin belirttigi diizlem bir tane oldugundan bu dogrularin ikisine de paralel ve A
noktasindan gecen diizlem bir tanedir.

4

4 //
y o/ ) //‘_:f"‘_—"'
' -

B >0

Ornek: Paralel iki dogrudan biri diizlemi kesiyorsa, diger dogrunun da
diizlemi kestigini gosteriniz.

Cozim:
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d ve ¢ birbirine paralel iki dogru olsun ve ¢ dogrusu E diizlemini B gibi bir nok-
tada kessin. Kabul edelim d dogrusu E diizlemini kesmesin. Bu durumda dE=&
ve d//E olur. d//¢ ve d//E ise ///E durumu ¢ dogrusu diizlemi B noktasinda
kestiginden bir celiskidir. O halde d dogrusu da E diizlemini A gibi bir noktada
keser.

PARALEL DUZLEMLER

3.9. Tanim: iki diizlemin ortak noktalar1 yoksa bu diizlemlere paralel diiz-
lemler denir. Bir evin tavani ile tabami paralel diizlemlere birer 6rnektir.

3.14. Teorem: Kesisen iki dogru, bir E diizlemine paralel ise, bu dogrula-
rin belirttigi diizlem de E diizlemine paraleldir.

. ‘
'\&A/‘

—

» N

V&,

dn/={A}, d,ﬂeF,'d//E ve (//E ise F//E

Ispat: Kabul edelim ki (F//E)" ise, F ile E diizlemleri bir k dogrusu boyunca

kesisirler. Bu durumda d ve ¢ dogrularindan en az birinin, E diizlemini kesmesi
gerekir. Bu ise hipoteze aykiridir. Dolayisiyla F // E dir.

Buna gore bir diizleme paralel olan ve kesisen iki dogrunun belirttigi diiz-
lem, bu dogrularin paralel oldugu diizleme paraleldir.
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3.6. Sonug: Bir diizlemin disindaki bir noktadan gecen ve diizleme paralel
olan dogrularin hepsi, bu noktadan gecen ve verilen diizleme paralel olan diizlem

icindedir.

(3

iki diizlemin birbirine paralel oldugunu géstermek icin, bu diizlemlerden
birinin i¢inde bulunan ve kesisen iki dogrunun diger diizleme paralel oldugunu
gostermek gerek ve yeterdir.

3.7. Sonug: Paralel iki diizlemden birinin i¢indeki her dogru diger diizleme
paraleldir.

¥

s

E/F

3.8. Sonug¢: Uzayda verilen bir diizlemin disindaki bir noktadan gecen ve
diizleme paralel olan sonsuz sayida dogru vardir.

[P%

-

A noktasindan gecen ve F diizlemine paralel dogrular, E diizlemindeki dog-
ru demetidir.

Paralel iki diizlemden birinin igindeki tiim dogrular diger diizleme para-
leldir.

Ornek: p: “Aykir iki dogrunun ikisine de paralel bir diizlem cizilebilir.”
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q: “Bir diizlemin disindaki bir noktadan ge¢en paralel bir dogru ile ortak
noktasi bulunan ve bu diizleme paralel olan tiim dogrular dizlemseldir.”

r: “Bir E diizlemi ile bu diizleme paralel bir d dogrusunu alalim. d dogrusu-
nu kapsayan ve E dilizlemine paralel olan bir tek diizlem vardir.”

s: “Paralel iki diizlem icindeki tiim dogrular birbirine paraleldir.”

Cozim: p, q ve r onermeleri dogru iken s 6nermesi yanlistir.

3.15. Teorem: Uzayda bir diizlem disindaki bir noktadan, bir ve yalnz bir
diizlem cizilebilir.

A ¢E ise A noktasindan E dizlemine paralel, bir tek diizlem cizilebilir.

Ispat: d ve ¢ dogrular E diizlemi iginde iki dogru olsun. Paralellik aksiyo-
mundan E dizleminin disindaki A noktasindan d dogrusuna paralel olan tek d’
dogrusu vardir. Ayni sekilde A noktasindan ¢ dogrusuna paralel olan tek ¢’ dog-
rusu vardir. Kesisen iki dogru E diizlemine paralel ise bu dogrularin ikisinin bir-
den icinde bulundugu diizlem, E diizlemine paraleldir. Kesisen iki dogrunun da bir
tek diizlem belirtmesi, E diizleminin disindaki bir A noktasinda diizleme paralel
bir tek diizlem cizilebilecegini gosterir.

3.9. Sonug: Verilen bir noktadan gecen ve verilen diizleme paralel bir tek
diizlem vardur.

7.

E

3.10. Sonug: Bir diizlemin disindaki bir noktadan gecen ve bu diizleme
paralel dogrularin timi diizlemseldir.

3.16. Teorem: Ayni diizleme paralel olan diizlemler birbirine paraleldir.
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£/
i
L/

E//F ve F//P<E//P

Ispat: Kabul edelim ki, E diizlemi P diizlemine paralel olmasin. Bu takdirde,
bu diizlemlerin en az bir ortak noktasi vardir. Yani, ara kesitleri A noktasindan
gecen bir dogrudur.

Oysa uzayda bir diizlem ve diizlem disinda bir nokta verildiginde, verilen
noktadan gegen ve verilen dlizleme paralel bir tek diizlem vardir. Bu durum E = P
celiskisini verir.

O halde, E // P dir.

3.17. Teorem: Paralel iki diizlemden birini kesen bir diizlem, digerini de
keser ve ara kesit dogrular birbirine paraleldir.

\N

A N/

VN
\02

E//Fve ENN=d, ise FAN=d, ved, //d,

ispat: E//F ve ENN=d, olduguna ore, E diizlemi lizerinde, Aed, nok-
tasini aldigimizda A€E ve AeN dir. A noktasindan gecen E diizlemi F diizlemi-
ne paralel oldugundan N//F olamaz. Yani N diizlemi E ve F diizlemlerini keser.

FAN=d, olsun. Burada d,//d, oldugunu gosterdigimizde ispat tamam-

lanmis olur. d; =N ve d, =N dir. Farz edelim d, //d, olmasin, aym diizlem lize-
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rindeki iki dogru paralel degilse, K gibi bir noktada kesisirler. Dolayisiyla E ve F
diizlemlerinin K gibi bir ortak noktalar1 olur. Bu durumda E//F olmaz. Bu durum
hipotezle ¢eligir. Buna gére d, //d, dir.

3.18. Teorem: Paralel iki diizlemden birini kesen bir dogru digerini de

keser.
d

\
/é\\ /
£ Y

\

E//F ve dNE={A} ise d"F={B}

Ispat: Bu ispat1 celiski bulma yéntemiyle yapalim.

Kabul edelim ki, d dogrusu F diizlemini kesmesin. “Bir diizlemin disindaki
belli bir noktadan gecen ve verilen diizleme paralel olan diizlemin i¢indedir” so-
nucu geregi, d dogrusu F diizlemini kesmezse, E diizlemi icinde bulunmasi gere-
kir. Oysa d dogrusu E diizlemini A gibi tek bir noktada kesmektedir. Bu durum
hipotezle celistiginden, d dogrusu E diizlemini keserse, E diizlemine paralel olan F
diizlemini de B gibi bir notada keser.

3.19. Teorem: Paralel diizlemler arasinda kalan paralel dogru parcalari
birbirine estir.

E//F,d,//d,, d, "NE={A}, d, "F={C} ve d, "F={D} ise |AC|=|BD|
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Ispat: di ve d2 dogrulan paralel iki dogru oldugundan N gibi bit tek diizlem
belirtirler. N diizleminin E ve F dlizlemleri ile ara kesitleri AB ve CD dogrulardir.

Paralel iki diizlemin tgiincii bir diizlemle ara kesitleri birbirine paralel
dogrular oldugundan, [AB] // [CD] dir. Bu durumda ABCD dértgeni bir paralelke-

nardir. O halde, AC|=|BD| dir.

d: ve dz dogrular paralel iki dogru oldugundan N gibi bir tek diizlem belir-
tirler. N diizleminin E ve F diizlemleri ile ara kesitleri AB ve CD dogrularidir.

Paralel iki dilizlemin tgiincii bir diizlemle ara Kkesitleri birbirine paralel
dogrular oldugundan, [AB]//[CD] dir. Bu durumda ABCD dortgeni bir paralelke-

nardir. O halde, |AC|=|BD| dir.

3.20. Teorem: Uzayda, herhangi iki dogruyu paralel diizlemler keserse, bu
diizlem arasinda kalan dogru uzunluklar1 orantilidir.

11
NERN

N
N HERN
/\ C

foL

g, 9

1

F//M//NN, di dogrusu F, M, N diizlemlerini sirasiyla A, B ve C noktalarin-
da, d2 dogrusu ise ayni diizlemleri A', B' ve C' noktalarinda Kkesiyor ise

|aB| _ |Bc|
|A'B| [B'C]

dir.

Ispat: F diizlemindeki A noktasindan gecen ve d2 dogrusuna paralel olan
d', dogrusunu ¢izelim. Bu dogru M ve N diizlemlerini sarasiyla D ve E noktalarin-

da kessin.
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Paralel diizlemler arasinda kalan paralel dogru parcalar1 birbirine es ola-
cagindan, |A'B'| =|AD| ve |B'V'| =|DE| olur. Kesisen iki dogru tek diizlem belirtece-
ginden, A, B, D, C ve E noktalan di1 ve d', dogrularinin belirttigi diizlem tzerinde
bulunurlar. Burada 6nceki teoremlerden yararlanarak, [BD] // [CE] dir.

ACE ilicgeninde temel orant1 teoreminden,
[AB| _|AD| _ |AB| _|BC]
IBC| |BE| " |AD| |DH
bulunur. |A'B'| =|AD| ve |B'C'| =|DE| esitlikleri yerine yazilirsa,
|AB|  [BC|
|A'B| |B'C]

olur.

Ornek: Herhangi ikisi birbirine paralel olmayan farkh ii¢ diizlemin birbiri-
ne gore konumlarini sekil ¢izerek gosterelim.

Coztm: Bu tc diizlem E, F ve N diizlemleri olsun. Bu diizlemlerin herhangi
ikisi paralel olmadigindan ENF,ENN ve FNN birer dogrudur. Buna gore ii¢

farkli durum vardir

1. Durum

ENF=d dogrusu N diizlemini bir noktada keser. Bu durumda tg¢ diizle-
minin bir tek ortak noktasi vardir. Sekildeki K noktasi ortak noktadir.

2. Durum
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ENF=d dogrusu N diizlemini i¢ginde bulunur. Bu durumda E, F ve N diiz-
lemleri bir dogru boyunca kesisirler. Bu ortak dogru, d dogrusudur.

3. Durum

ENF=d dogrusu N diizlemine paraleldir. Bu durumda ii¢ ara kesit dogru-
su birbirine paraleldir. Verilen sekilde d//k//¢ dir.

Ornek: Sinifimizin duvarlan ile taban ve tavan diizlemlerini ve ara Kkesitle-
rini inceleyerek;

1. Birbirine paralel olan diizlemleri yaziniz.

2. Kesisen diizlemler ile ara kesit dogrularin1 yaziniz.

3. Bitisik iki duvarin ortak noktalar1 hangi dogru tizerindedir?

4. Bir ortak noktas1 olan ii¢ diizlem gosteriniz.

5. Bir diizleme paralel olan dogrular yaziniz.

6. Bir diizlem ile bu diizlemin disinda bir nokta gosteriniz.

7. Tavan diizlemindeki her dogru hangi diizleme paraleldir?

Ornek: Uzayda verilen bir noktadan gecen ve aykir iki dogru paralel olan
bir tek diizlem oldugunu ispatlayalim.

Coziim: Verilen bir A ve verilen aykir1 dogrular d: ve dz dogrular1 olsun.

“—> d,
A noktasindan gecen, di dogrusuna paralel olan d', dogrusunu alalim.
Benzer sekilde, A noktasi ile d2 dogrusuna paralel d', dogrusunu alalim. A nokta-

sinda kesisen d'; ve d', dogrularinin belirttigi E diizlemi d', ve d', dogrularina
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paraleldir. A noktasindan gecen ve d', ve d', dogrularina da icine alan bir tek E

diizlemi vardir.

3.11. Sonug: Verilen aykiri iki dogrudan birini i¢ine alan, digerine paralel
bir tek diizlem vardir.

Ornek: Aykiri iki dogru bu dogrularin disinda bir nokta alahm. Bu nokta-
dan gecen ve iki dogruyu da kesen bir dogrunun cizilebilecegini gosteriniz.

Cozim: di dogrusu ile A noktasinin belirttigi diizleme P duizlemi ve A nok-
tasi ile d2 dogrusunun belirttigi diizleme de Q diizlemi dersek, bu iki diizlemin ara
kesiti olan AB dogrusu di dogrusu C noktasinda keser.

UZAYDA DOGRULARIN DiKLiGi
Dogrularin Dikligi

3.10. Tanmim: Diizlemde, komsu biitiinler ve es olan acilar dik agilardir.
Kesisen iki dogrunun olusturdugu acilardan her biri dik a¢1 ise bu iki dogru birbi-

rine diktir.
d
A

1

A
o
o)

\J

[}

\
Diizlemde bir di dogrusuna, lizerindeki bir A noktasindan gecen ve bu
dogruya dik olan bir tek dz dogrusu vardir. Bu durum, d, 1 d, seklinde gosterilir.
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>0

Y

Uzayda bir d dogrusuna, lizerindeki bir A noktasindan dik olan sonsuz ¢ok-
lukta dogru cizilebilir. Bir dogruyu iceren sonsuz g¢oklukta farkli diizlem oldugun-
dan bir diizlemin icindeki bir dogruya dik, sonsuz coklukta dogru vardir.

Ornek: Verilen bir dogruya disindaki bir noktadan dik bir dogru cizerek
bu dogrunun tekligini gosterelim.

A

- 7

Coziim: Bir d dogrusu ile bu dogrunun disinda bir A noktasi alalim. Uzayda
bir dogru ile disindaki bir nokta bir tek diizlem belirttiginden, d dogrusu ile A
noktasini icine alan bir tek E diizlemi varidir. Diizlemde bir dogruya verilen bir
noktadan bir tek dik dogru cizilebilir.

E dizleminde A noktasindan d dogrusuna dik bir dogru ¢izmek icin, perge-
limizin ucunu A’ya batirir ve diger ucunu da d dogrusunu kesecek sekilde acarak
MN yayin ¢izeriz. MN yayimin orta noktas: ile A noktasin birlestiren ¢ dogrusu d
dogrusuna dik olur.

3.11. Tanim: Kesisen iki dogru arasindaki agilardan her birinin 6lgtisii 900
ise bu dogrulara dik dogrular denir.

Ayni iki dogrudan, birinin tizerindeki herhangi bir noktadan, digerine ¢izi-
len paralel dogru bu dogruya dik ise, aykir1 bu iki dogruya dik dogrular denir.

|
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d1 dogrusu ile dz aykir1 dogrulardir. di dogrusu tlzerindeki A nokrasindan
d2 dogrusuna paralel olan d3 dogrusu d: dogrusuna dik oldugundan d: ile d2 dog-
rular dik dogrulardir.

Bir Dogrunun Bir Diizleme Dikligi
3.12. Tamim: Bir dogru, bir diizlem i¢indeki biitiin dogrulara dik veya dik
durumlu ise dogru bu diizleme diktir denir. Bir dogru ile bir diizlemin dik olma

durumu, d L E olarak yazilr.

3.13. Tanmim: d dogrusu E diizlemine A noktasinda diktir. Dogru ile diizle-
min ara kesit noktasi olan A’ya, bu dogrunun dikme ayagi denir.

d dogrusu A noktasindan gecen diizlemsel dogru demetine diktir ve A nok-
tasindan gecmeyen fakat diizlem icindeki biitiin dogrular ile de dik durumludur.

Diizlemde Bir Dogru Parcasinin Orta Dikme Dogrusu

3.14. Tanim: Diizlemde, bir dogru parg¢asinin orta noktasindan gecen ve

bu dogru pargasina dik olan dogruyu dikme dogrusu denir.
A

vd
Orta dikme dogrusu tiizerindeki her noktanin, [AB] nin u¢ noktalarina
uzakliklar esittir.

3.21. Teorem: A ve B noktalari, P ve Q noktalarinin her birinden esit uzak-
likta iki nokta ise AB dogrusu iizerindeki her nokta, P ve Q noktalarindan esit
uzakliktadir.

A ve Bnoktalari, P ve Q noktalarindan her birine esit uzakliktadir.

|AP|=|AQ|, |BP|=|BQ| ve ce AB ise |CP|=|CQ)
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Cozim:
P
e /—\C
< A\\ B
Q
1. Durum

A, B, Q ve P noktalar diizlemsel ise, AB dogrusu, [PQ] dogru parcasinin
orta dikme dogrusudur. ce€ AB her zaman P ve Q noktalarina esit uzakliktadir.

A, B, Q ve P noktalar1 diizlemsel degilse, A ve B noktalar d dogrusu iizerin-
de iki nokta, P ve Q noktalar1 da

|AP|=|AQ| ve [BP|=[BQ|

olacak sekilde, diizlemin disinda farkl iki nokta olsun. KK.K. eslik teoreminden,

2. Durum

apl=faq]]
IBP|=|BQ|  PAB=QAB
|AB|=[AB]

dir. KA.K. eskik aksiyomundan
A A A A
PAB=QAB ise m(PAB)=m(QAB)
olur. Yine KA.K. eskik aksiyomundan PAC ve QAC ii¢genleri igin;
[AP|=[AQ]
A A
IBP|=|BQ| PAB=QAB
m(PAB)=m(QAB)
dir.
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A A
PAB=QAB ise |CP| =|CQ| dir. PQ dogrusu ile AB dogrusunun dik durumlu
iki dogru olduguna dikkat ediniz.

3.22. Teorem: Bir diizlemin kesisen iki dogrusuna, kesisme noktasinda
dik olan bir dogru, bu diizleme diktir.

di1 dogrulan E diizleminde iki dogru ve A noktasinda kesisiyorlar.
dld,vedld,ise d_LE

Ispat: di ve d2 dogrular E diizleminde ve A noktasinda kesisen iki dogru-
dur. d dogrusu A noktasinda her iki dogruya dik olacak sekilde ciziliyor. d dogrusu
A noktasinda gecen herhangi bir / dogrusuna, bu noktada dikligi ispatlanirsa, E
diizlemine dikligi de ispatlanmis olur.

............. oo

d dogrusu iizerinde |AQ|:|AP| olacak sekilde P ve Q gibi farkl iki nokta

alalm. Ked, ve Led,, K ve L noktalarim1 da / dogrusunun farkl yar1 diizlemle-

rinde secelim. Diizlem ayirma aksiyomu geregince [KL]n/¢={T} olur.

[PQ], QPK diizlemlerinin orta dikmesi oldugundan |KP| :|KQ| ve |LP|:|LQ|
dir. KKK eslik teoremi



www.matematikl.com 32

rq=frel)
|AQ|=|AP|} AQT=APT
AT|= aT|

A A
AQT=APT ise d L/
dir.

3.12. Sonug: Bir dogru, diizlem i¢inde ve bir A noktasinda kesisen iki dog-
ruya, kesisme noktalarinda dik ise, dogru diizleme diktir.

9

Sekilde, CD dogrusu E diizlemine diktir. |AO|=|BO| ise ABC ti¢geninin ikizkenar

bir licgen oldugunu gosteriniz.

Ornek:

D

Cozim: O noktasinda [OC_LE ise [CO]L[AO] ve [CO]L[BO] dir.

m(COB) = m(COA)

dir. KAK eslik teoremi geregi
C
A
O:
E : :
D

; B
m(COB)=M(COA)=90" . .
loc|=|o(] COB=COA
|A0|=[BO|

A A
COB=COA ise |CA| :|CB| ve ABC tlicgeni ikizkenar tiggendir.
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3.23. Teorem: Paralel iki diizlemden birine dik olan dogru, diger diizleme
de diktir.

E ve D diizlemleri birbirine paralel iki diizlem ve d LD ise d LE dir.
A noktasindan gecen d dogrusu D diizlemine dik olsun. Paralel iki diizlem-

den birini kesen dogru diger diizlemi de keseceginden, d dogrusu E duzlemini bir
noktada kesecektir. d dogrusunun E diizlemini kestigi nokta B olsun.

dLD oldugundan, d Ld, ve d1ld, dir. d ile di dogrusunun olusturdugu
dizlemin E ile ara kesiti d'; olsun. “Paralel iki diizlemden birini kesen bir diizlem,

digerini de keser ve ara kesit dogrular1 birbirine paraleldir.” teoreminden
d,//d', dir.

3.24. Teorem: Paralel iki dogrudan birine dik olan diizlem digerine de
diktir.

d,//d,ve d, LEise d, LE dir.

ispat: d, LE olduguna gore, d, "E={A} olsun. E diizlemi i¢inde A nokta-

sindan gecen [/, ve /, dogrularim1  ¢izdigimizde, diklik  tanimindan
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d, L7, ved, L/, olur. B noktasindan gecen ve ¢, ve ¢, dogrularina paralel

sirasiyla /', ve ¢', dogrularin ¢izelim.

e /e 0/, d Le,, d; L4, oldugundan, d, L /', d, L ¢', olur. Dik-
lik tamimindan, d, L E dir.

3.25. Teorem: Bir noktadan gecen ve verilen ir dogruya dik olan bir tek
diizlem vardir.

A uzayda herhangi bir nokta ve d bir dogru ise A noktasindan gecen ve d
dogrusuna dik olan bir tek E diizlemi vardir.

ispat: 1. Durum

g

A noktast d dogrusu tzerinde olsun. d dogrusundan gecen D ve F gibi iki
duzlem alalim. Bu diizlemlerin i¢inde, d dogrusuna dik olacak sekilde AB ve AC
dogrularim aldigimizda, AB ve AC dogrularindan gecen bir tek diizlem vardir ve
bu diizlem d dogrusuna diktir.

2. Durum

A noktasi d dogrusunun disinda olsun. d dogrusu ile A noktasindan gecen
bir tek diizlem vardir ve bu diizleme D ve F diizlemleri icinde d dogrusuna dik
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olacak sekilde AB ve BC dogrularini ¢izelim. AB ve AC dogrularinin belirttigi E
diizlemi d dogrusuna dik ve tektir.

3.26. Teorem: Ayni dogruya farkl noktalardan dik olan iki diizlem birbi-
rine paraleldir.

d dogrusu E ve D diizlemlerini A ve B noktalarinda dik kesiyor ise E//D
dir.

Ispat: Bu ispat1 ¢eliski bulma yoéntemiyle gosterelim.
Kabul edelim ki d dogrusunun farkli A ve B noktalarinda dik kestigi D ve E

diizlemleri birbirine paralel olmasin. Bu durumda D ve E diizlemleri bir dogru
boyunca kesisirler.

Bu ara kesit dogrusu tizerinde bir C noktasi alalim. d LD ve d LE oldu-
gundan AC ve BC dogrular1 d dogrusuna diktir. Bu durum ABC diizleminde, bir
dogruya disindaki bir noktadan bir tek dik dogru cizilebilmesi gercegi ile c¢elisir.

3.27. Teorem: Uzayda bir A noktasindan gegen ve bir E diizlemine dik
olan bir tek dogru cizilebilir.

Uzayda A bir nokta ve E bir diizlem ise A noktasindan, E diizlemine dik bir
tek AB dogrusu cizilebilir.

Ispat: A noktasi icin iki farkli durum vardur.
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1. Durum

A noktasi E diizleminde olsun. E diizlemi icinde A noktasindan ge¢en bir
AB dogrusu ile AB dogrusuna dik bir AC dogrusu alalim. Yine E diizleminin disin-
da bir K noktasindan AB dogrusuna dik AK dogrusunu c¢izelim. Burada AC ve AK
dogrularinin belirttigi D diizlemi AB dogrusuna ve E diizlemine dik olur.

D ile E dizlemlerinin ara kesit dogrusu AC olur. D diizlemi i¢inde, AC dog-
rusuna dik AK dogrusunun dik ve tekligini gosterdigimizde ispat tamamlanmis
olur.

AB 1 Doldugundan, AK 1 AB ve AK | AC ise AK_LE dir.

Bu durumda, E diizlemindeki A noktasindan diizleme dik AK dogrusu ci-
zilmis olur.

2. Durum
A noktasi E diizleminin disinda olsun. 1. durumda oldugu gibi, E diizlemin-
de bir C noktasi alarak E diizlemine C noktasinda dik CD dogrusunu gizelim. A

noktasindan DC dogrusuna paralel AB dogrusunu cizersek, paralel iki dogrudan
birine dik olan diizlem, digerine de diktir teoremi geregince AB | E olur.

A

o
IS

Simdi A noktasindan gecen ve E diizlemine dik olan dogrunun teklifini gos-
terelim.
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Bu gostermeyi celiski bulma ydntemiyle yapalim. A noktasindan gecen ve
E diizlemine dik olan dogrunun tek olmadigim varsayalim. Yani AB_LE ve

AC_LE gibi farkhh iki dogru bulunsun. ABLE ise ABL1BC ve ACLE ise

AC L BC olur. Bu durum bir tiggenin iki agisinin dik olamamasi durumu ile gelisir.
0 halde, B noktasi ile C noktasi cakisiktir.

[HT

O hale, A noktasindan gecen ve E diizlemine dik olan bir tek dogru cizilebi-

lir.

Ornek: Verilen bir diizleme disindaki bir noktadan, diizleme dik bir dogru
cizerek bu dogrunun teklifini gosterelim.

Cozim: Diizlemin disinda bir A noktasi alarak bu noktadan diizleme dik bir
d dogrusu cizelim. A’dan diizleme c¢izilen dikmenin ayag B noktasi olsun. d dogru-
su ile C noktasini iceren bir tek diizlem vardir. D diizleminde C’'den gegen ve d’ye
paralel ¢izilen / dogrusu, C'de E diizlemine dik olacaktir.

il

B

D
3.14. Sonug: Verilen bir diizleme tuzerindeki bir noktadan, diizleme dik bir
tek dogru cizilebilir.
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o2

it

3.28. Teorem: Ayni diizleme dik olan farkl iki dogru birbirine paraleldir.
d, d, d,

L\

TN

d, LEve d, LEise d, 1d, dir.

Ispat: Bu ispati ¢eligki bulma yontemiyle yapalm. d, LE , d, LE ve
d,, d, dogrularinin birbirine paralel olmadiklarim1 varsayalim. di: dogrusu ile dz

dogrusu birbirine paralel degilse bu iki dogru K gibi bir noktada kesisirler. Bu
durum, uzayda bir A noktasindan bir E dizlemine, bir tek dik dogru cizilebilir

teoremi ile ¢eligir. Bu durumda d, //d, olur.

Ornek: Asagida verilen énermelerin dogruluk degerlerini yazalim.

)

/E)

P: “Bir diizlemin icindeki herhangi bir dogrusuna dik olan dogru diizleme
de diktir.”
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q: “Dilizlemde ve uzayda bir dogru iizerindeki bir noktadan bu dogruya, bir
tek dogru cizilebilir.

r: “Uzayda, bir diizlemin farkh iki dogrusuna dik dogrular her zaman birbi-
rine paraleldir.”

Cozum: Sekilde gorildiugi gibi d 1 ¢ fakat d dogrusu E diizlemine dik de-
gildir. O halde, p 6nermesi yanlistir.

Diizlemde, bir dogruya iizerindeki bir noktadan tek dik dogru cizilebilir,
fakat uzayda sonsuz sayida dik dogru cizilebilir. O halde, q 6nermesi yanlistir.
A

 J
Yine ikinci sekilden r 6nermesinin de yanlis oldugunu soyleyebiliriz.

Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakligi

3.15. Tanim: Bir d dogrusuna disindaki bir A noktasindan inilen dik AB
dogru pargasinin uzunluguna A noktasinin d dogrusuna uzakligi denir ve |AB| ile

gosterilir.
A

[

|AB|

B d
B

A
y

Bir Noktanin Bir Diizleme Uzakligi

3.16. Tanim: Bir E diizlemine, disindaki bir A noktasindan inilen dik AB
dogru pargasinin uzunluguna A noktasinin E diizlemine uzakligi denir ve |AB| ile

gosterilir. B noktasina dikme ayagi, AB dogru pargasina dikme denir.
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kIABI
g

B

A

®

3.17. Tanim: Dizlemi kesen bir dogru parcasi diizleme dik degilse, bu
dogru pargasina egik denir. Bir dogru parcasinin diizlem ile ara kesit noktasina da
egik ayag denir.

9
B/

3.29. Teorem: Bir diizlem disindaki bir P noktasindan cizilen dik dogru
par¢asinin uzunlugu, bu noktadan diizleme c¢izilen diger dogru pargalarindan da-

ha kisadir.
P

A
L~/

E dizlemine disindaki bir P noktasindan [PH] dikmesi ve [PA], |PB] egikle-
ri ¢iziliyor ise |PH| |PA| ve |PH| |PB| olur.

ispat: [PH]_LE oldugundan [PH]L[AH] ve [PH]L[HB] dir. PHA ve PHB
ticgenleri dik iiggen olup, [PA] ve [PB] bu liggenlerin hipoteniisleridir. Bir dik ti¢-
gende hipoteniis her zaman dik kenarlardan uzun olacagindan |PH|<|PA| ve

|PH| < |P B| elde edilir.

3.15. Sonug: Bir diizleme disindaki bir noktadan dikme ve egikler cizilirse;
1. Dikmenin uzunlugu, biitiin egiklerin uzunluklarindan kisadir.

2. Ayag dikme ayagina daha yakin olan egik, daha kisadir.

3. Ayaklari, dikme ayagina esit uzaklikta olan egiklerin uzunluklar esittir.
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3.16. Sonug¢ (Karsit Sonuc¢): Bir diizlemin biitiin noktalar1 disindaki bir
nokta ile birlestirilirse;

1. Birlestirilen dogru pargalari icerisinde, uzunlugu en kiiciik olani diizle-
me diktir.

2. Uzunlugu kisa olan egigin ayagi dikme ayagina daha yakindir.

3. Uzunluklar esit olan egiklerin ayaklari, dikme ayagina esit uzakliktadir.

Ornek: Verilen sekilde, E diizleminin disindaki P noktasindan, diizleme

[PA] dikmesi ¢iziliyor.
Z B

a) |AB|>|AC| < |PB/>|PC
b) |AB|=|AC| <|PB/=|P(]

oldugunu gosteriniz.

Cozim: a) [PA]LE ise [PA]L[AB] ve [PA]L[AC] dir. PAB ve PAC dik
licgenlerinde,

PA +|AB[ =|PB" ve |PA +|AC|* =|PC’
ise |AB|>|AC|:>|PB|>|PC| dir. Ayni sekilde

IPB>|PC|=|AB|>|AC|
dir.

b) Okuyucuya birakilmistir.

iki Nokta Arasindaki Uzaklik

3.18. Tamum: iki noktay: birlestiren dogru par¢asinin uzunluguna iki nokta
arasindaki uzaklik denir. Bu tanim biitiin uzaylar icin gecerlidir.

Bir Dogru Parcasinin Orta Dikme Diizlemi

3.19. Tamim: Uzayda bir dogru parc¢asinin orta noktasindan gegen ve bu
dogru parcasina dik olan diizleme, bu dogru parcasinin orta dikme diizlemi denir.
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3.30. Teorem: Uzayda bir dogru parcasinin u¢ noktalarindan esit uzaklik-
ta bulunan noktalarin kiimesi dogru parcasinin orta dikme diizlemidir.

et ey
e
[AB] nin orta dikme diizlemi E ve X noktasi bu diizlemde herhangi bir nok-
ta ise, |XA|:|XB| olur.

Ispat: [AB] nin orta noktasi O olsun. Eger X=0 ise, |XA| :|XB| oldugu agik-
tir. X noktasi E diizleminde ve O noktasindan farkli bir nokta olsun. [XA], [XB] ve
[XO] dogru pargalarini cizdigimizde, [XA], [XB] ve [AB] diizlemsel oldugundan,

A A
AOX ve BOX es liggenlerdir. KA.K. eslik aksiyomundan

A A
AOX=BO0OX
oldugundan
X0 L[AB] ve |XA|=|XB

bulunur.

Ornek: Uzunlugu 12v/3 cm olan [AB] dogru pargasinin u¢ noktalarina 12
cm uzakliktaki noktalarin geometrik yerini ve bu noktalarin [AB] dogru parcasina
uzakligini bulunuz.

Cozim:
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-

d
D

.
A '>B

L]

Cc

\\é
Uzayda bir dogru parg¢asinin u¢ noktalarinda esit uzaklikta bulunan noktalarin
kiimesi, bu dogru parcasinin orta dikme diizlemi oldugundan, D ve C noktalar1 bu

A A A A
diizlem tizerindedir. KA.K. esilik aksiyomu ADO=BDO ve AOC=BOC oldugun-
dan, DC_L AB dir. O halde A ve B noktalarina 12 cm uzaklktaki noktalarin geo-

metrik yeri, O merkezli |OD|=|OC| yarigapli cemberdir.
|AO|=|0B] ve |DC| L[AB]
oldugundan

oD|=|0¢=12*~(6v3)* =6 cm

bulunur.

3.20. Tamim: Bir diizleme paralel olan dogrunun diizleme uzaklifi, dogru
tizerindeki bir noktadan diizleme cizilen dikmenin uzunlugudur. Diizleme paralel
olan dogru ile diizlem arasindaki uzaklik hep aynidur.

> B A > d
r:H' rTH
E
d//E

Sekilde d dogrusu E diizlemine uzakligi |AH| olur.

3.21. Tanmim: Paralel iki diizlem arasindaki uzaklik, bu dizlemlerden biri
tizerinde alinan bir noktanin diger dizleme uzakligidir.
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B
i3

eesetie o

E ile F diizlemleri arasindaki uzaklik hep ayni ve |AH| dir. Paralel iki diiz-

lemin i¢indeki paralel iki dogru arasindaki uzakligin bu diizlemler arasindaki
uzakliga her zaman esit olmayacagini goriiriiz.

3.31. Teorem (U¢ Dikme Teoremi): Bir E diizleminin disinda bulunan bir
A noktasindan bu diizleme [AH] dikmesi ve diizlem icindeki d dogrusuna da AB
dikmesi cizilirse, HB dogrusu bu diizlem i¢cindeki d dogrusuna dik olur.

[ >4<>//

[AH] LE, d<E ve [AB] Ld ise [AH]_Ld dir.

ispat: BC_LE olacak sekilde bir BC dogrusu cizelim. “Aym diizleme dik
olan iki dogru birbirine paraleldir.” Teoremi geregince, BC // AH olur.

\
A\ C‘F
|—? 8

¥

Q\l

BC//AH oldugundan bir D diizlemindedirler. D ve E diizlemlerinin ara kesit dog-
rusu HB olur. d dogrusu D diizleminde hem AB, hem CB dogrularina dik oldugun-
dan, D diizleminin B noktasindan gecen diger dogrularina da diktir. O halde

[HB] Ld dir.

L7 d

<




www.matematikl.com 45

3.17. Sonug: Bir E diizleminin disinda bulunan bir A noktasindan bu diiz-
leme [AH] dikmesi, H dikme ayagindan E diizleminde bulunan bir d dogrusuna da
[HB] dikmesi ¢izilirse, [AB], d dogrusuna dik olur.

3.18. Sonugc: Bir E diizlemindeki bir d dogrusu ilizerinde alinan bir B nok-
tasindan bu dogruya, biri E diizleminin disinda ve digeri E diizleminde olacak se-
kilde iki dikme cizilirse, diizlem disinda ¢izilen dikme {lizerinde alinacak herhangi
bir A noktasindan, diizlem icinde alinan dikmeye dik olacak sekilde AH dogrusu
cizilirse [AH] L Eolur.

Ornek: Verilen sekilde [AH]LE ve [AH]Ld dir |AB|:13br ve

|AH| =12br olduguna gore HBC tliggeninde |HC| €Z en az kag birim olabilir?
A

d
B B
K C
¢ozim:  U¢ dikme teoreminden [AH]LE ve [AB]Ld oldugundan
[HB] Ld dir. AHB dik liggeninde Pisagor teoreminden,

[AB[" =|AH["+ B
13 =12" +|HB[’
HB|=5br

bulunur.

HBC dik {ti¢geninde |HC| hipoteniis oldugundan, diger iki dik kenardan

uzun olacaktir. O halde |HC| en az 6 br olur.

Ornek: Verilen sekilde E diizlemi icindeki ¢emberin yaricapi 6 cm ve d

dogrusu, B noktasinda cembere tegettir.
d /

A
BC| =8cm ve |AO| =24cm olduguna gore |AC| uzunlugu ka¢ cm dir?

IN
(@

[AO] LE,
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Coziim: U¢ dikme teoreminden [AO]LE ve [OB]L[BC oldugundan
[AB]_L[BC] dir. AOB dik iicgeninde Pisagor teoreminden,

|AO|" +|0B[" =|AB[
24* +6* =|HB[ =612
ABC dik liggeninde,

|Ac|* =|aB[" +|BC|
|AC =612+8
|AC|=26br

bulunur.

UZAYDA ACILAR
iki Dogru Arasindaki Aci

3.22. Tammm: iki dogru bir noktada kesisiyorsa, bu dogrularin arasindaki
dar aciya iki dogru arasindaki aci denir.

Aykin iki dogru arasindaki a¢1 ise, aykir1 dogrulardan birinin herhangi bir
noktasindan diger dogruya cizilen paralel dogru arasindaki agidir.

iki dogru birbirine paralel ise aralarindaki acimn élgiisii 0° ve birbirine
dikse aralarindaki ag¢inin 6l¢iisii 90° dir.

iki Diizlemli Acilar

3.23. Tammm: iki diizlemin ara kesit dogrusu ile bu dogrunun ayirdig: iki
yar1 dizlemin birlesimine iki diizlemli a¢1 denir.

iki diizlemin ara kesiti olan d dogrusuna a¢imin ayriti, yari diizlemlere de
acinin yizleri denir.
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Iki diizlemli ac1, diizlemlerden birinin ismi basta, ara kesit dogrusu ortada,
AB

diger diizleminki sonda olmak tizere m(D,|AB|,E) veya m(D,E) seklinde gosteri-
lir.

d

N

A

Olgek Agisi

3.24. Tamum: iki diizlemli acinin d ara kesit dogrusuna herhangi bir L nok-
tasinda dik olan P diizleminin, iki diizlemli aginin yiizleri ile ara kesitlerinin belirt-
tigi KLM agisina iki diizlemli aginin 6lgek acisi denir.

d

iki diizlemin ara Kesiti olan d dogrusuna, iizerindeki herhangi bir L nokta-
sindan, diizlemlerin i¢inde kalmak iizere, [LK L d ve [LM _Ld olacak bicide [LK ve

[LM c¢izildiginde, olusan KLM agisina m(D,d,E) iki diizlemli aginin 6l¢gek acisi de-
nir.

Kesisen iki dlizlemin arasinda 6lgiileri esit, sonsuz sayida 6lcek ac1 cizilebi-
lir.

3.32. Teorem: Kesisen iki diizlem arasindaki tiim iki diizlemli agilarin
Olcek agis1 birbirine estir.



www.matematikl.com 48

d
A
/\
K 7N\ M
a
B

D ve E Kesisen iki dizlemdir. m(D,KLM,E) ve m(D,ABC,E) iki diizlemli
acilar ise KLM = ABC dir.

[LM_1d ve [LKLd aym sekilde, 6lgek ag¢inin tanimindan [BC Ld ve
[BA Ld dir.

[LM Ld ve [BC_Ld ise [LM//[BC
[LK Ld ve [BA_Ld ise [LK//[BA

oldugundan
3.8. teoreminden KLM ve ABC agilari, uzayda kenarlar1 ayni yonde paralel

olan acilarin esliginden KLM = ABC dir.

UZAYDA DUZLEMLERIN DiKLiGi

3.25. Tanim: Kesisen iki diizlemin belirttigi acilardan birinin 6lcek agisi
900 ise bu iki diizleme birbirine dik diizlemler denir.

e =4

Sekilde D diizlemi ile E diizleminin 6lcek agis1t 909 oldugundan, iki diizlem
birbirine diktir. Bu durum, D | E seklinde gosterilir.
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3.33. Teorem: Bir dogru bir diizleme dikse, bu dogruyu i¢cinde bulunduran
her diizlem, dogrunun dik oldugu diizleme diktir.

AR

AB LD ve E diizlemi, AB dogrusunu i¢cinde bulunduran herhangi bir diiz-
lem ise D LE dir.

ispat: DNE=d olsun. B noktasindan, AB dogrusuna BC dikmesini cizelim.

AB LD ise AB1BC ve AB 1 d oldugundan, D ile E diizleminin 6lgek agisi
m(ABC)=90° dir. O halde, D L E dir.

Ornek: Verilen sekilde |AB|=|AD|, |BE|=|ED|=6cm ve [BC|=10cm dir.
A

b 94

[AC] LP ve m(EAC)=45’ olduguna gore, ABD iiggeninin alamni bulunuz.

Coziim: ABD ikizkenar tliggen oldugundan, [AE]_L[BD] dir. [AC] L P ise iig
dikme teoreminden [CE]_L[BD] dir. BEC dik licgeninde Pisagor teoreminden,
[ =B - B
[EC|=V10°-6” =8cm
olur. m(EAC)=45"oldugundan AEC iicgeni ikizkenar dik iicgendir ve
|AE| =842 cm olur.

A(ABD)= [AEHBD] _12.8V2 _ 482 cm?

bulunur.
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3.34. Teorem: Paralel iki diizlemden birine dik olan bir diizlem digerine
de diktir.

T
=

D//Eve F1LD ise F_LE dir.

ispat: F_LD olduguna gore, m(NAB)=90O cizilirse, d L D olur. Paralel iki
diizlemden birine dik olan dogru digerine de dik oldugundan, d LE dir.

“Bir dogru bir diizleme dikse, bu dogrudan gecen her diizlem, bu diizleme
diktir.” teoremi geregince, F L E olur.

Ornek: Birbirine dik iki diizlemden birine dik olan iigiincii bir diizlemin
digerine de dik olabilecegini gosteriniz.

Cozim:

d

2 /N d,

Sekllde goruldugu glbl, FLE Oldugundan D1E ve F1D dir.

3.35. Teorem: Iki diizlemden birine paralel digerine de dik ise, bu iki diiz-
lem birbirine diktir.
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/

d//E ve d LD ise D_LE dir.

Ispat: E diizleminin icinde, d dogrusuna paralel bir ¢/ dogrusu gizelim. Bir
diizleme dik olan bir dogruya, paralel olan dogru, diizleme dik oldugundan, ¢ 1 D
dir. O halde, D diizlemine dik / dogrusundan gecen her diizlem D diizlemine dik
olacagindan, D _LE dir.

Ornek: Birbirine dik verilen iki diizlemden birinin igindeki bir noktadan
diger diizleme dik olan dogruyu ¢iziniz.

Cozum: Birbirine dik E ve F diizlemleri ile E diizleminin i¢cinde bir A nokta-
s1 verilsin. E ve F diizlemlerinin ara kesiti olan CD dogrusuna, A noktasindan ini-
len [AH] dikmesi, F diizlemine de diktir.

7

F diizleminde DC dogrusuna H noktasinda HB dik dogrusu cizilirse,
m(AHB)=90° iki diizlemin 6l¢ek acis1 olacagindan, AH | HB dir.
AH 1 HB ve AH 1L DCise AH LF

olur. O halde E dizlemi icindeki bir A noktasindan, F diizlemine dik cizilen AH
dogrusu tektir.

£

G




