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5. BOLUM
CIZGE TEORISI

CIZGE (GRAPH) KAVRAMI

Matematikte nokta tanimsiz terimdir. Teknolojide ve sosyal bilimlerde
nokta yerine diigiim kavrami kullanilmaktadir. Biz de bu ¢alismamizda mate-
matikte kullanilan nokta kavramini terimi tercih etsek de yer yer diigiim kav-
ramini kullanacagz.

5.1. Tanim: V, bos olmayan noktalar (diglimler) kiimesi, E ise iki nok-
tay1 birbirine baglayan baglantilarin (hatlarin) kiimesi olmak {izere,
G(V,E) ={(x,y):x € V,y € E}
kiimesine ¢izge denir.

Ornek:

E D
Sekil bir gizgedir. V = {A, B, C, D, E'} bir noktalar (noktalar) kiimesidir.

E = {{A B}, {B,C},{C, D}, {A, D}, {D, E}, {A E}, {D, B}, {E, B}}
baglantilar (hatlar) kiimesidir. G(V, E) ¢izgesi lizerinde,

1. Vinsanlar kiimesi ise G insanlar arasindaki tanisiklik ¢izgesi

2. 'V futbol takimlarinin kiimesi ise G takimlar arasindaki yaptiklari
maclarin cizgesi

3.V sehirler ise G sehirlerarasindaki ucak seferlerinin cizgesi

4.V bilgisayarlar ise G bilgisayarlar arasindaki ag ¢izgesi
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5. V cesitli sosyal bilimler ise G bu sosyal bilimler arasindaki iliskiler
cizgesi seklinde gosterilebilir.

Ornek: Kirikkale = K, Yozgat =Y, Sivas = S, Ankara = A1, Aksaray = A,
Nevsehir = N, Kayseri = Kz, Kahramanmaras = M, Adana = A3 ile gosterilmek
uzere

V = {Al) AZJ A3, N) Kl; KZ) M; Nr S; Y}

noktalar1 (diigumleri) verilsin. Bu noktalar arasindaki karayollar birer bag-
lantilar (hatlar) olsunlar. Bu takdirde sekilde ki bir ¢izge elde edilir.

Kirikkale

Kayseri
Ankara

Adana

E={(A11K1)' (Y,Kl), (Y'S)' (ALAZ)' (AZ,N), (N'KZ)' (KLS)' (AZ'A3): (N;M); (M:A3)}
olmak tizere G(V, E) bagintisidir.

Ornek:

¢

¢
909

Hidrojen bagi hatlar ve elektronlar noktalar olmak tlizere hidrojen atomu cizge
olusturur. //
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Bir ¢izgede noktalarin konumu, uzunlugu, boyutu ya da baglantilarin
seklinin bir énemi yoktur. Onemli olan noktalarin kendisi ile ya da diger nok-
talara olan baglantisinin belirtilmesidir.

Cizgeyi nasil gorsellestirdigimizin bir 6nemi yoktur. Noktalar: istedigi-
miz gibi kdgida yerlestirebiliriz. Aralarindaki baglantilar istedigimiz gibi cize-
biliriz, mesela bir dogru pargasi olarak da, bir egri olarak da yazilabilir. Orne-
gin, eger noktalar kiimesi

V={1,27345,6}
ise ve tek sayilarla cift sayilar arasinda bir baglanti varsa, yani baglantilar kii-
mesi

E={{1,2}, {14}, {1,6}, {3,2}, {3,4}, {3,6},{5,2}, {54}, {5,6}}
ise, G(V, E) ¢izgesini asagidaki sekillerden herhangi biri olarak gorsellestirebi-
liriz:

Cizgeleri yukaridaki gibi gorsel olarak ifade etmenin biiytlik avantajlari olsa da,
nokta sayis1 ¢ok olan cizgeleri gorsel olarak ifade etmek kolay olmayabilir. Ug
noktalar1 A ve B olan bir baglantili {A, B} diye yazacagimiza kisaca AB olarak
yazacagiz. Yine bu yazilimla, AB = BA esitligi gecerlidir.

CIZGE TEORISININ TARIiHi

LeonarEulr
15 Nisan 1707, Basel, isvi(;re - 18 Eylil 1783, St. Petersburg, Rusya
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Cizge teorisi, Euler'in 1736’da yazdig1 “

g1 “Konigsberg (Kaliningrad)'in yedi
kopriisi” isimli makalesi ile baslar. O yillarda Konigsberg'deki Pregolya (Pre-

gel) nehri Knaypkhof (Kneiphof) adasinin iki yanindan akmakta ve iizerinde
yedi farkli képri bulunmaktaydi. Sehir halki, her bir képriiden sadece bir kez
gecerek tum kiyilarn dolagsmanin ve tekrar baslangic noktasina donmenin
miimkiin olup olmadigin1 merak ediyordu. Isvicreli matematikci sekilde go-
ruldigu gibi, 6nce problemi baglanti (hat) ve noktalardan olusan bir yapiya
dontsturdu. Sonradan ¢izge (graph) adi verilen bu yapiy:1 kullanarak proble-
min ¢ozlimiine ulasti. Kénigsberg halki aradiklar1 yolu bulamamislardi, ¢linkii
bdyle bir yol yoktur.
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Konigsberg (Kaliningrad) Pregolya (Pregel) nehri kopriilerin bugiinkii sekli

nHi

ALT CIZGE KAVRAMI

5.2. Tanim: Bir G(V, E) cizgesinin altcizgesi W < V ve F c E olmak tize-
re H(W, F) olarak tanimlanuir.

Ornek: Sekilde Cs, Ks in bir alt cizelgesidir.
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A A
B@E BQE
C D C D
K Cs

Ks={{A,B},{B,C},{C,D},{D,E}{E,A},{A,C},{B,D},{C,E},{D,A}.{E,B}}
Cs={{A,B},{B,C},{C.D},{D,E}.{E.A}}

CIZGELERIN BIRLESIiMI
5.3. Tanim: G;(V4,E;) ve G,(V,,E;) olmak tizere iki basit ¢izgeden

V=V,UV, ve E =E; UE, olmak tizere G(V, E) cizgesi luretilirse, G cizgesine
G1 ve Gz gizgelerinin birlesimini (G1 U G2) denir.

Ornek: Ws; Sg ve Cs cizgelerinin birlesimidir.

C C C
b d p d p d
f
a e e a e
Ws S5 Cs

Ws={{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, e}, {e, a}, {a, f}, {b, f}, {c, f}, {d, f}, {e, f}}
Ss={{a, f}, {b, f}, {c, f}, {d, f}, {e, f}}
Cs={{a, b}, {b, ¢}, {c, d}, {d, e}, {e, a}}

W, =S, UC,

CiZGE OZELLIKLERI

Tekparga Cizge

5.4. Tanmim: Her iki nokta arasinda en az bir baglantinin bulundugu

cizgelere tek parca cizge denir. Yani bir ¢izgede hat kopuklugu yoksa tek parca
cizge olusur.

Ornek: Eger V={1, 2, 3, 4, 5} ve E={{1,2}, {1,3}, {3,4}} ise, (V, E) cizgesi-
ni, olarak gorsellestirebiliriz. Bu cizge tek parca olmadigindan, bu ¢izge tek-
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parca ¢izge degildir, iki ayr1 parcadan olusmustur, birbiriyle bagintili olan {1,
2, 3, 4} parcasi ve tek basina duran {5} parg¢asi.

4 5

iki Kiimeli (Parcal) Cizge

5.5. Tanim: Bir C, ¢evirim kiimesi, V1 ve V2 iki diigiim kiimesi olacak
sekilde iki kiimeli olsunlar. Eger bu, V1 ve V; iki diigiim kiimeleri arasinda bir
cizge varsa iki kiimeli (parc¢al) cizge denir.

Ornek: C¢ iki kiimelidir. Ciinkii noktalar1 iki ayr1 kiime olarak
V ={a,b,c} ve W = {m, n, p} seklinde ifade edilebilir. Her baglant1 V ve W nok-

talar1 kiimeleri arasindadir.

V w

Tamcizge

5.6. Tanim: Tiim noktalarin hepsi arasinda bir baglanti iceren cizgeler
tamcizge olarak tanimlanir ve K, ile gosterilirler.

Ornek: Asagidaki sekilde 5 tane tamgizge ézellikleri vardur.

R v <

K1 K2 K3 K4 K5
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n(n-1
5.1. Teorem: n noktadan olusan bir tamc¢izgenin ( ) tane baglanti-
lar1 vardir. Buna gore K,, = n(nz— 1) dir.

Ispat: n tane noktanin 2 noktali kombinasyonu tamgizge sayisini goste-
receginden
(n) _ n(n—1)
2 2
olarak bulunur.

5.7. Tanmmm: K, ,, cizgesi, noktalarin n ve m elemanl olmak tizere iki A
ve B kiimesine ayrilmis, A’daki her noktanin B’deki her noktaya baglandig:
baska da kenari olmayan cizgedir. K, ,,’ye iki parc¢a ya da iki kiimeli tamg¢izge
denir.

K5 4 cizgesi

Ornek: Asagida K, 5 ,K5 5 ve K, ¢ 6zellikli Iki kiimeli tamgizgeler veril-
mistir.

Kas Kas Kze

5.2. Teorem: K,, ,, iki parca tamgizgelerin baglant1 (hat) sayis1 n - m ta-
nedir.

Teoremin ispati saymanin temel prensibinden goriilmektedir.

Doéngii ve Cevrim
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5.8. Tanim: Ayni noktada baslayip, ayni1 noktada sonlanan baglantilara
(hatlara) dongii denir. Bir dongiide ayni baglantida tekrar yapmamaya ¢cevrim
denir. Yani, her noktaya tam iki baglantiya degen tekparca n noktali ¢izgeler-
dir. Dongt Cy ile gosterilir.

Yine ¢cevrim n > 3 olmak lzere, vy, v2,..., vi olarak n nokta icerdigi ve
{v1, v2}, {vz, v3}, ..., {Vn-1, vn} ve {v1, vn} baglantilarindan olustugu ifade edilebi-
lir.

Ornek: Dongiiye asagidaki C1, Cz, C3, C4 ve Cs birer érnektir. Cevrim igin
ise Cs, C4 ve Cs birer ornektir.

N @,

Ci G Cs Ca Cs

5.1. Sonug: Bir cizgedeki derecesi nokta (nokta) sayisina esit ya da faz-
laysa, o cizge en az bir nokta icermektedir.

Bir Noktanin Derecesi

5.9. Tanim: Bir cizgede bu nokta ile bagl baglantilarin sayisina bu nok-

tanin derecesi denir ve degv ile gosterilir. Bu say1 hesaplanirken kendisine
donen dongt iki olarak sayilir.

Ornek: Sekildeki noktalarin derecelerini bulunuz.

b c d

?

’

a e f g

Cozum:
dega = 2,degb = 4,degc = 4,degd = 1,dege = 4,degf = 3,degg =0

Ornek: Sekildeki noktalarin derecelerini bulunuz.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 9

a b c
]

d e
Coziim: dega = 4,degb = 6,degc = 1,degd = 5,dege = 6

5.3. Teorem: n noktadan olusan bir tamg¢izgenin her noktanin derecesi
n — 1dir.

Ispat: n noktadan olusan bir tamgizgede bir noktanin kendisi haric¢ di-
ger kenarlarla baglanti kuracagindan o noktanin n-1 tane baglanti sayisi var-
dir.

5.4. Teorem: Sonlu bir ¢izgede derecesi tek olan nokta sayisi cift sayi-
dadir.

ispat: n(n—1) = 2 (rzl

cizgenin her noktanin derecesi n — 1 oldugundan tamcizgede toplam derece
n

2
nucun ¢ift olmasi i¢cin derece sayisi tek olan nokta sayisi ¢ift tane olmalidir.

) esitligi kolayca gosterilir. n noktadan olusan bir

sayis1 2 ( ) tanedir. Bu ise toplam derece sayisinin ¢ift oldugunu gosterir. So-

Basit Cizge

5.10. Tanim: Bos olmayan noktalar kiimesi V olsun. V ile sirali olmayan
farkli baglanti elemanlarim kiimesinden olusan cizgeye basit (simple) cizge
denir.

Basit cizgelere ornek olarak farkli sehirlerdeki bilgisayarlarin birbirine

baglayan telefon hatlar1 6rnek verilebilir.

Ornek:
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Coklu (Multi) Cizge

5.11. Tanim: Iki ya da daha fazla nokta arasinda birden fazla baglanti
varsa bu tiir cizgelere coklu (multi) cizge denir. Ornegin iki sehir arasinda iki
farkli yol varsa, bu durum ¢oklu ¢izgeyi temsil edilir. Coklu cizgelerde, E bag-
lantilar kiimesi tizerinde

{(u,v):u,v € V,u+# v}
bir fonksiyon vardir. Bu fonksiyonlarda eger, f(e;) = f(e,) ise, e1 ve ez baglan-
tilarina ¢oklu ya da paralelkenarlar denir.

Yani ¢oklu bir ¢izgede, iki nokta arasinda birden ¢ok yol olabilir. Ornek
olarak iki sehir arasindaki ucak seferlerini gostermek gerektiginde boyle bir
gosterim uygun olabilir. Bu durumda baglantilar glinliik ugus sayisini gosterir.
Ankara ile Istanbul arasinda giinde doért ugak seferi varsa bu durum, istanbul
ve Ankara'y1 temsil eden iki nokta arasindaki dort baglantiyla gosterilebilir.

Farkl sehirdeki bilgisayarlar: birbirlerine baglayan ¢oklu telefon hatla-
r1 ya da farklh sehirlerarasindaki yollar1 da ¢oklu cizge ile gosterebilir. Bir bas-
ka 6rnekte de noktalar1 atom, baglantilarinda kimyasal bag olarak diistinebili-
riz. Bu durumda ikili ya da ti¢lii baglar iki ya da ti¢li baglantiyla gosterebiliriz.

Ornek: Asagidaki sekil coklu cizgeyi gostermektedir.

Agirlikli (Maliyetli) Cizge
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Uygulamaya bagl olarak bazen her baglantiya farkl bir agirlik derecesi
verilmesi gerekebilir. Ornek olarak noktalar sehirleri, baglantilar da yollar:
gosteriyorken, agirlik saatte yoldan gecen arag sayisini gésteriyor olabilir.

5.12. Tanim: Eger cizge yapisindaki baglantilar birer deger aliyor ve bu
degerler cizgenin yapisina katiliyorsa agirlikli (maliyetli) cizge denir. Agirhikh
(maliyetli) cizgede E baglantilar kiimesi, iki baglanti1 ve agirlik (maliyet) degeri
katilarak sirali ticliilerden olusur.

Bir ¢izgenin tlizerindeki baglantilarin degerleri esit degilse ve her biri
farkli bir deger alabiliyorsa bu tip cizgelere maliyetli ya da agirlikh cizge (we-
ighted graph) denir. Biitiin baglantilarin degeri ayni ise bu ¢izge maliyetli cizge
olarak anilamaz. Agirliklarin bir anlami yoktur ve her baglantinin degerinin 1
oldugu basit cizge gibi degerlendirilir. Is akis semalarindaki, her isin bitirilme
stiresini gosteren cizgeler da yine maliyetli ¢izgeler icin agirlikli ¢izgeye bir
ornektir. Bir cizgedeki tiim hatlara ait agirligin (maliyetin) toplami ise o ¢izge-
nin toplam agirligini (maliyeti) verecektir.

Ornek: Asagida agirhikh (maliyetli) cizge drnegi verilmistir.
b

e d
V={a, b.c, d, e} ve E={{a, b, 1}, {b, ¢, 3}, {c, d, 6}, {d, e, 8}, {a, e, 5}, {a, ¢, 3}, {b, ¢,
4}, {d, b, 5}, {d, a, 4}, {c, e, 7}} olarak ifade edilir. Bu gosterimde mesela {a, b,
1.2} ifadesi a ile b noktalar1 arasina agirligin (maliyetin) 1,2 oldugunu gosterir.
Bu 6rnekte toplam agirlik (maliyet) 46’dir.

Ornek: Asagida agirhikh (maliyetli) cizge drnegi verilmistir.
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d 4.7

C
V={a, b, ¢, d, e} ve E={{a, b, 1.2}, {a, ¢, 3.3}, {c, e, 6.4}, {c, d, 3.1}, {d, e, 4.5}} ola-
rak ifade edilir. Bu gosterimde mesela {a, b, 1.2} ifadesi a ile b baglantilar ara-
sina agirligin (maliyetin) 1,2 oldugunu gosterir. Bu o6rnekte toplam agirlik
(maliyet) 17,9'dur.

Diizenli Cizge
5.13. Tanim: Tim noktalarin dereceleri ayni olan cizgelere diizenli

cizge denir. Tamgizge ayni zamanda diizenli cizgedir. Ama her diizenli ¢izge
tamcizge olmak zorunda degildir.

Carklar

5.14. Tanim: n >3 olmak lizere, bir ¢evrimin tim noktalarda baglanti-
lar olusturmasina cark denir. Wy, ile gosterilirler.

Ornek: Asagida W3, Ws, Ws ve W carklar verilmistir.
W 3 W W 5 Wg

Yonli Cizge

5.15. Tanim: V noktalar kiimesi ile V nin sirali (u, v) ikililerinden olu-
san baglantilar kiimesini yonli cizge icerir. Sirali cifte yonlii ¢cizge denir.

Eger bu baglantilan olusturan nokta ciftleri sirali olmazsa ¢izge yonli
olmayan ¢izge adini alir.
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Ornek: Asagida verilen cizge bir yonlii cizgedir.

Bu cizgede
V={A, BC, D, E}, E={{AB}, {AE}, {B,E}), {B,D}, {B,C}, {D,E}, {E,D}, {D,A}}
kiimelerini olusturmaktadir.

Ornek: Asagida verilen cizge bir yonlii cizgedir.

d 6 4

b 2
Bu cizgede V={a, b, ¢, d, e, f}, E={{b, a}, {b, ¢}, {c, d}, {c, e}, {c, f}} kiimelerini
olusturmaktadir. //

Her basit cizge yonli bir cizge olarak tanilanabilir. Basit cizgedeki her
{a,b} baglanti, {a,b} ve {b,a} yonli baglantilar1 olan yonlii ¢izge olarak kabul
edilebilir. Genellikle tek parca (baglantili) yonlu cizgeler ag olarak adlandirilir.

Yonli olmayan c¢izgede iki nokta bir baglantiyla baglanir ve bu baglanti
her iki yondedir. Bir yolda her iki yonde de gelip gidilebilmesi buna 6rnek ola-
rak verilebilir. Eger yol tek yonli ise bunu gostermek icin yonli cizgeye gerek
vardir. Burada baglanti bir noktadan digerine gidisi gosterir.

Ornek olarak noktalar haritada cesitli konumlar1 ve baglantilar da yol-
lar1 temsil etmek lizere yonlii ¢izge basit ¢izgeden daha kullanishdir. Ciinkii

bazi yollar tek yonludir.

internette noktalar sayfalari, baglantilar bir sayfadan digerine bag olan
yonli bir cizgedir.

Yonlii gizgelerde bir noktanin derecesi;
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Yonli cizgelerde noktanin derecelerinde iki farkli deger bulunur:

1. Giren derecesi
2. Cikan derecesi

Bir noktanin giren derecesi yonii noktaya dogru olan baglanti sayisidir.
Ayni zamanda bir noktaya ulasilabilen diger noktalarin sayisidir.

Cikan derecesi ise bir noktadan ¢ikan baglantilarin sayisi veya bir nok-

tadan ulasilabilen diger noktalarin sayisi1 olarak tanimlanir.

Ornek: Asagidaki cizgedeki giren ve ¢ikan yonlii cizgelerin derecelerini
bulalim.

Giren Derece: degA = 1,degB = 2,degC = 2,degD = 2,degE = 2

Cikan Derece: degA = 2,degB = 1,degC = 2,degD = 2,degE = 2

Dikkat edilirse bir cizgedeki cikan dereceleri ile giren derecelerinin top-
lami esit olmalidir. Ornegimizde 9 = 9 durumu dogrudur.

5.16. Tanim: Yonlii ¢oklu bir ¢izgede V noktalar kiimesi, E baglantilar
kiimesi ve E den {(u,v): u, v € V} olmak lizere bir f fonksiyonundan olsun. Eger
f(e1) = f(e,) ise, e, vee, baglantilarina ¢oklu baglantilar denir.

Ornek:
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i¢ ve Di1s Derece

Yonlu baglantilar: olan bir c¢izgede, bir v noktasina gelen baglantilara ig,
v noktadan giden baglantilara dis baglanti1 denir. Bir v noktasinin i¢ derecesi
deg~ v olarak gosterilir. v noktasinin dis derecesi deg* v olarak gosterilir. Yon-
lendirilmemis baglantilar1 olan bir ¢izgede

> deg (A)= deg’(A)

AevV Aev

dir.

Ornek: Sekildeki cizgede bulunan noktalarin i¢ ve dis derecelerini he-
saplayalim.

G cizgesinin noktalarinin i¢ baglanti sayilari;
dega=2,degb=2,deg"c=2,deg"d=2,deg"e=3,deg =0
Cizgenin noktalarinin dis sayilary;
degta=3,degtb=1,deg"c=1,deg*d =1,deg" e =2,deg*f=0
dir.

Yol (Path)

5.17. Tanim: Bir ¢izgede, yonlii cizge ya da agirlikh bir cizgedeki nokta
listesine yol denir. Yani, bir noktadan digerine gidilirken izlenecek noktalarin
tamami bir yol olusturur. Listedeki her komsu c¢ift icin uygun baglanti cizgede
olmalidir. Cizge ya da yonli cizgedeki yol uzunlugu yoldaki derecesine esittir.
Fakat agirlikli ¢izgelerde yol uzunlugu, her bir hattin aldig1 degerlerin topla-
mina esittir.
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d b/ |
A

d — e — fdizisi 2 uzunlugunda bir yoldur. a— b — c bir yol degildir. a den f ya
bir yol yoktur.

Ornek:

-

Ornek:

b
b—>c—>d,b—>c— e b—c—f 3 uzunlugunda bir yoldur. Ancake - c—> b
—a bir yol degildir.

Ornek:

C

Agirlikh bir ¢izgede, bir yol uzunlugu baglantilarinin her birinin toplamidir. b
— a —> c—> d — e yolunun toplam agirhgi 1,2 + 3,1 + 3,3 + 4,7 = 12,3'dir. b >
a - ¢ — e toplam agirhig: 1,2 + 3,1 + 5,6 = 9,9 olup b 'den e 'ye en kisa yol
budur. c - d — e — c bir ¢gevrimdir.

Mesafe, Cap, Diizgiin Cizge ve Moore Sabiti
5.18. Tanim: Bir cizgenin iki nokta arasindaki en kisa yolun derecesine

o iki nokta arasindaki mesafe denir. Ornegin asagidaki ¢izgede A ve C arasin-
daki mesafe 2’dir.
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5.19. Tanim: Tekparca bir ¢izgedeki en uzun mesafeye o ¢izgenin ¢api
denir. Ornegin herhangi iki nokta arasinda bir baglant1 olan n noktali K, tam-
cizgesinin ¢ap1 1'dir. Yukaridaki ¢izgenin ¢ap1 2’dir.

5.20. Tanim: Her noktanin derecesi deg = d olarak gostermek tizere bir
cizgeye d diizgiin ¢izge denir. Ornegin Ky, (n-1)-diizgiin bir ¢izgedir. Yukarida-
ki cizge diizgiin degildir. Asagidaki cizgeler sirasiyla 3, 3, 4, 5 ve 3—dlizgiindir.
Bunlarin ¢aplar da sirasiyla 1, 3, 2, 3, 5’tir.

-

d=3 d
r=1 I

d
I

4
2

d-diizgiin ve r ¢apli bir ¢izgenin nokta sayisi ¢ok ¢ok fazla olamaz, d ve r'ye
bagl olarak biiytiyebilir.

5.21. Tanim: d-diizgiin ve r capl bir cizgenin en fazla noktasina Moore
sabiti denir.

5.5. Teorem: d-diizgiin ve r ¢apli bir ¢izgenin Moore sabiti
d(d—1)"-2
M(d,D) = =
dir.

Ispat: Biz cizgede herhangi bir nokta secelim ve baska noktalara uzakli-
810, 1,..,, r olan noktalar1 sayalim. Bunlardan en fazla (sirasiyla)

1,d,d(d - 1),d(d — 1)?,...,d(d — 1)1
tane olabilecegi asikardir. Su halde, d-diizgiin ve r capl bir ¢izgenin en fazla

r
14d+d(d-1D+dd— 12+ +dd-1 =22
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noktasi vardir.

TEK HAMLEDE CiZILEN YOLLAR

Euler Yolu

I‘I‘\\ \\ /
\
D

Sekil 1.

Yukarida sekil 1'deki ¢izgesinde (V={A, B, C, D} noktalarindan bir sarti
aramamak Uzere) elinizi kagittan hi¢ kaldirmadan ve baglantilardan bir kez
gecerek cizebilir misiniz? Cizebilirseniz nasil ¢izersiniz, ¢izemezseniz neden
cizemezsiniz?

Bu sorunun cevabi maalesef olumsuzdur. Bu cizge el kagittan en fazla
bir kez kaldirilarak (ama iki kez ayni1 noktadan ge¢meye hakkimiz var) cizile-
bilir.

E D
Sekil 2.
Ama sekil 2’deki mektup zarfi seklini veren ¢izgeyi, elimizi hi¢ kaldir-
madan cizebiliriz. Dikkat edersek bu ¢izgede A ve E noktalarinda derecesi tek

olan iki noktadir. Bundan da cizime bu noktadan birinden baslayip digerinde
bitirmemiz gerektigi anlasilir. Simdi su sorulari sorabiliriz.

1. Soru: Hangi cizgeleri elimizi kaldirmadan tek hamlede cizebiliriz?
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Eger cizge tekparca degilse, yani birbiriyle bagintisi olmayan birkag
(birden fazla) altcizgeden olusuyorsa, 6rnegin cizgede baska hicbir noktaya
baglanmamis bir nokta varsa, cizge elbette tek bir hamlede ¢izilemez. Yukar-
daki soruyu “tekparga” olan ¢izgeler i¢cin sormaliy1z.

Demek Ki, iki kez ayn1 kenardan ge¢gmeyecek bicimde tek hamlede ¢izi-
len ¢izgeler tekparca olmalilar ve bu ¢izgelerin tek dereceli nokta sayis1 ya 0 ya
da 2 olmali. Eger yolculuk basladigimiz noktada sona eriyorsa, o zaman her
noktanin derecesi ¢ift olmali. Eger yolculuk basladigimiz noktada sona ermi-
yorsa, o zaman yolculugun basladig1 ve sona erdigi noktalarin dereceleri tek
olmaly, diger noktalarin dereceleri ¢ift olmali. Ama bunun tersi dogru degildir.

Yukarda soylediklerimizin hepsi, iki nokta arasinda birden fazla kena-

rin oldugu ya da bir noktadan gene ayni noktaya giden tekdongiilerin oldugu
cizgeler icin de gecerlidir.

2. Soru: Tek dereceli nokta sayisinin 0 ya da 2 oldugu tekparga cizgeler
tek hamlede (el kaldirmadan) her kenardan sadece bir kez gegilerek cizilebilir
mi?

Cevap “evet”tir. Simdi bu sorunun cevabini Euler Turu alt baslig1 altinda
inceleyecegiz.

Euler Turu

Cizge teorisi bilinen en eski sorusu “Konigsberg kopru problemi”dir.
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Konigsberg'in yedi kopriisi?
Yukarda, Koénigsberg'deki Pregolya (Pregel) nehrinin ve karalar arasinda gegi-
si saglayan yedi kopriintin planini goriiyorsunuz. Bu yedi képriiniin her birin-
den sadece bir kez gececek bir yolculuk miimkiin miidiir?

Euler 1736’da bunun miimkiin olmadigin1 gostermistir: Kara parcalari-
n1 (yani nehrin iki yakasini ve iki adacig1) dort noktaya, yedi kopriiyti de bu
noktalar arasina koyacagimiz kenarlarla gosterirsek cizgesini? elde ederiz. Her
kopriiden tam bir kez gegmek demek, yukardaki ¢izgenin her kenarindan tam
bir kez gececek bir yolculuk bulmak demektir. Bir yukaridaki haritada bu
miimkin degildir, ¢clinkii derecesi3 tek olan noktalar sayis1 0 ya da 2 degildir.

5.22. Tanim: Her kenardan tam bir kez gecen ve basladig1 noktaya geri
donen yolculuklara Euler turu denir.

Euler turu olan c¢izgelerin tekparca ve her noktanin ¢ift dereceli olmasi
gerektigini biliyoruz, yukarida gormiistiik bunu. Simdi bu iki sartin cizgede
Euler turu olmasi i¢in yeterli oldugunu gosterelim.

5.6. Teorem: Her noktasinin derecesinin en az iki oldugu bir ¢izgede,
basladig1 noktaya donen ve hicbir kenardan iki kez ge¢meyen bir yolculuk
vardir. (Dikkat edilirse yolculugun her kenardan ya da her noktadan gegecegi-
ni sdylemiyor.)

ispat: Ao cizgenin herhangi bir noktasi olsun. Ao noktaninden baslayan
bir yolculuga ¢ikalim. Once Ao¢’dan A¢’a bagh herhangi bir A1 noktasina gidelim.
Sonra Aj, Ao’a bagl;; ama derecesi en az iki oldugundan A1’e bir baska yol daha
degmeli. Diyelim A1, A2 noktasina AoA: yolundan degisik bir yolla bagl, diye-
lim A1Az. Simdi AoA1 diye basladigimiz yolculuga Ai’den Az’ye giderek devam
edelim.

Lhttp://hanifihoca.com/istanbul-ozel-ders/2017 /06 /06 /konigsbergin-yedi-koprusu
2 Bu yazida iki nokta arasinda birden fazla kenarin oldugu cizgeleri de kabul edecegiz.
Hatta cizgelerimizde, baska bir noktadan ge¢gmeden, bir noktadan gene ayni noktaya
giden tekdongtiler de, yani AA gibi kenarlar da olabilir.

3 A noktasina eger AA kenar1 varsa, bu kenar A’'nin derecesine 2 katar. Eger A # B ise
ve cizgede AB kenar1 varsa, bu kenar A’ya 1 derece katar.
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Daha sonra Az, Ai’e bagli, ama derecesi en az iki oldugundan Az’ye bir
baska yol daha degmeli, diyelim A2As. Simdi AoA1A2 diye basladigimiz yolculu-
gumuza Az’den Az’e giderek devam edelim.

Daha sonra As, Az2’ye bagli; ama derecesi en az iki oldugundan A3z’e bir
baska yol daha degmeli, diyelim A3As. Yolculugumuza Asz’ten As’e giderek de-
vam edelim.

Bu yolculugu boylece siirdiirelim.
AoA1A2A3A4... diye bir yolculuktayiz ve her i icin AjAi+1 # Ai+1Ai+2 dir.

Cizge sonlu oldugundan, bir zaman sonra ayni noktaya ikinci kez rast-
lamaliy1z. Ornegin A4 = A7 olabilir, hatta As = Ag olabilir. Daha énce gectigimiz
bir noktaya ilk rastladigimizda duralim. Bu (birbirine esit olan) ilk noktasi ve
arasindaki yolu alalim. Ornegin ilk nokta esitligi A4+ ve A7de rastlaniyorsa,
A4AsA6A7 yolunu ele alalim. Bu yol basladigl noktaya (6rnegimizde A4) geri
doner (ornegimizde A7 = A4 noktasina) ve iki kez ayni baglantidan ge¢cmez.

5.7. Teorem (Euler, 1736): Her noktasinin derecesinin ¢ift oldugu
sonlu ve tekparca bir cizgede Euler turu vardir.

ispat: Cizgemize G diyelim. Ispatimiz G'nin baglanti sayisina gore tiime-
varimla yapalim. Cizgemiz tekparc¢a oldugundan, derecesi 0 olan nokta yoktur.
Dolayisiyla her noktanin derecesi en az ikidir (ve cifttir). Bir 6nceki 5.6. teo-
reme gore ¢izgede ayn1 baglantidan iki kez gegmeyen ve basladig1 noktaya geri
donen bir yolculuk vardir. C bdyle bir yolculuk olsun. Eger C, G'deki tiim bag-
lantilan iceriyorsa C bir Euler turudur ve isimiz bitmistir. icermiyorsa G'den
C’deki baglantilan ¢ikardigimizda, G'den daha az baglantiya sahip, muhteme-
len birka¢ par¢a ve yine her diigmiiniin derecesi cift olan bir H ¢izgesi elde
ederiz.
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Tliimevarim varsayimina gore, H ¢izgesinin her pargasinda bir Euler tu-
ru vardir. Ayrica H cizgesinin her parcasinin C ile ortak en az bir noktasi olma-
lidir, yoksa G tekparca olamazdi. G’de aradigimiz Euler turunu soyle elde ede-
lim: C’deki baglantilar izleyelim ve H ¢izgesinin bir noktasina gelince o nokta-
nin bulundugu parcanin Euler turunu izleyip ayni noktaya geri donelim ve
C’de ilerlemeye devam edelim. C'deki basladigimiz noktaya déniince G'nin Eu-

ler turunu tamamlamis oluruz.

Euler Cizgeleri

5.23. Tanim: Her baglantisinin derecesinin ¢ift olan noktal tekparca
yalin ¢izgelere Euler ¢izgeleri denir.

Ornek: Asagidan=2,3,4,5, 6,7 olan Euler cizgeleri gorulmektedir.

1-6 . /\
noktal / 5

0 _}..5 2-1
.'-Il - ) vf I",l I
2 244 242 4
25 254 2447 2447
P A
A A\
e e _ S—
24 224 2.4° 4*
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Her baglantidan bir kez gecerek ve el kaldirmadan tek hamlede cizilen
cizgeleri saptayalim simdi. Yukarida izah edildigi gibi bu tiir ¢izgeler tekparca
olmal1 ve derecesi tek olan 0 ya da 2 noktasi olmali. Simdi gérecegimiz iizere,
bu sartlar, ¢izgenin her baglantidan bir kez gecerek tek hamlede cizilebilmesi
icin yeterlidir.
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5.7. Teorem. Tek dereceli nokta sayisinin 0 ya da 2 oldugu tekpar¢a
cizgeler tek hamlede (el kaldirmadan) her baglantidan sadece bir kez gegilerek
cizilebilir.

ispat: Cizgemize G diyelim. Eger tek dereceli nokta sayisi 0 ise, yani her
noktanin derecesi cift ise, bu, Euler’in yukarida ispatladigimiz teoremi olur.
Simdi ¢izgede tek dereceli sadece iki nokta oldugunu varsayalim. Bu noktalara
A ve B diyelim. A ve B arasina yeni bir baglanti1 ekleyelim (aralarinda baglanti
varsa da ekleyelim, animsarsaniz ¢izge tanimimiz bu yazida daha genis, iki
nokta arasinda birden ¢ok baglanti oldugu cizgeleri de kabul ediyoruz.) Elde
ettigimiz cizgeye H adini verelim. Elbette H'nin her noktasinin derecesi cifttir.
Ayrica H tekparcgadir, ¢inkii G'nin kendisi tekparga, bir baglanti eklemekle
tekparcalik bozulmaz, tam tersine ¢izge daha da tekparca olur! Demek ki, yu-
karda ispatladigimiz Euler’in teoremine gére H’nin bir Euler turu vardir. Bu
Euler turuna istedigimiz baglantidan baslayabilecegimize dikkatinizi ¢ekeriz.
Tura, G'ye ekledigimiz AB baglantisiyla baslayalim. Tur AB diye baslayip gene
A’da bitiyor. Bu Euler turundan en bastaki AB baglantisini atarsak, G’'de her
baglantidan sadece bir kez gecen (B’de baslayip A’da biten) bir yolculuk bul-
mus oluruz.

Ornek:

Yukaridaki sekilde biitiin noktalar ¢ift dereceli oldugundan bu sekil el kaldir-
madan c¢izilir.

Ornek:
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A B

D

Verilen sekilde her noktanin derecesi 3 oldugundan el kaldirilamadan cizile-
mez.

n-NOKTALI CIZGE SAYISI

n € N olmak iizere n—tane noktanin olusturdugu c¢izgelerin sayilarini
incelemeye calisalim. Bunu gorsel incelersek,

1. Bir Noktali Cizge: Bir noktali ¢izge sadece bir tanedir o ¢izge de su-

dur: @

2. iki Noktal Cizgeler: iki noktali ¢cizge 2 tane cizge farkli ¢izge olustu-
rur. Onlar:

sekilleridir.

3. U¢ Noktal Cizgeler: Ug noktal cizge 8 tane farkh cizge olusturur.
Bunlar asagida verilmistir:

| ] 1 3 | 3 1 3

P R 4

1 3 1 3 1 3 1

VIV N

Simdi bu bilgileri genellestirelim.
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n(n—1)
5.7. Teorem: n € N icin n—noktali farkli ¢izge sayis1 2 2 tanedir.

ispat: {1, 2,...,, n} noktalar kiimesinde (rzl) = n(nz—l) tane nokta cifti var-

dir. Her bir nokta cifti i¢cin “baglant1 var” ya da “baglanti yok” yargisini verece-
n(n—-1)

giz. Yani tane “evet” ya da “hayir” karari verecegiz. Buna gore ki n nok-

n(n—-1)

tali toplam 2 2z  tane ¢izge vardir.

Ornek: n = 4 noktah bir kiime kag farkl cizge cizilebilir.

5(5-1)

Cozim: 2~ z = 210 = 1 024 farkli ¢cizge vardir

5.8. Teorem: m,n € N icin n noktali ve m baglanti bir kiimede
(n(n :nl)/ 2) tane cizge cizilebilir.

n(n—1 n(n—-1
( ) tanedir. Bu olasi ( )

Ispat: Olas1 baglant1 sayimiz baglanti-

dan m tanesini secmemiz gerekiyor. Demek ki n noktal1 m baglantil cizge sa-
y1s1

(n(n :nl)/Z)

dir.//
Simdi de noktalara ad vermeden cizilen ¢izgelere bakalim.

Adsiz U¢ Noktali Cizgeler: Yukarda teker teker her birini ¢izdigimiz ii¢
noktali 8 cizgeye geri donelim. Eger bu 8 cizgenin noktalarinin adlarini siler-
sek geriye sadece 4 ¢izge kalir:
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] ® o0
® ¢

VIV

Noktalar1 adlandirilmis ¢izge sayis1 (6rnegimizde 8), noktalar1 adlandi-
rilmamis ¢izge sayisindan (6rnegimizde 4 haliyle) cok daha fazladur.

Adsiz Dért Noktal Cizgeler: n = 4 olsun. n = 4 oldugundan (3) =6

olup, noktalar adlandirilmis cizge sayis1 26 = 64’dir. Eger bu ¢izgelerden nok-
talarin adlarini silersek bazilarinin ayni sekil oldugunu goériiriiz. Béylece cizge
sayisi azalir, 11’e iner. Bu 11 cizge asagida verilmistir.

X

Adsiz 5-Noktali Cizge Sayisi

*—9

e o

P!
!
11
A

U
2
]
AN

Eger n = 5 ise, esyap1 doniisiimlii noktali 34 ¢cizge vardir. Iste o 34 cizge:
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Cizgenin altindaki 22.32.4 gibi kodlar agiklayalim. Ornegin 22.32.4 kodu,
2 dereceli 2 nokta oldugunu, 3 dereceli 2 nokta oldugunu ve 4 dereceli 1 nokta
oldugunu soyliiyor. 22.32.4 kodlu cizgede 1 dereceli nokta yok. Cizgeler bu kod-
lara gore siralanmiglar. En basta 03, yani 00000 kodlu ¢izge, sonra 0312, yani
00011 kodlu ¢izge... En sonda da 45, yani 44444 kodlu cizge...

Ayni1 koddan birkag degisik cizge olabilir, 6rnegin 12.23 kodlu iki degisik
cizge var.
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Noktalarin adlandirilmamis ¢izge sayisini1 bulmak kolay degildir. Bu so-
ru 1850’lerde ilk olarak Arthur Cayley tarafindan sorulmustur. Daha sonralari
Cayley bu problemi belirli bir karbon atomuna sahip CnH2n+2 alkalilerini sayma

problemine uygulamistir.

Kii¢iik nokta sayis1 icin durum asagidaki ¢izelgede verilmistir.

G, = n adsiz noktali gizge sayisi

e - G = T o I

[==]

10
11
12
13
14
15
16

18

Tekparca Cizge Sayisi

1

2

4

11

34

156

1044

12346

174668

12005168

1018997864

165091172592

50502031367952
29054155657235488
31426485969504 308768
64001015704527557894928
245935864153532932683719776
1787577725145611700547878190848
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Her iki nokta arasinda en az bir yolun bulundugu cizgelere tekparca
cizge demistik. n = 2, 3, 4, 5 i¢cin tekparca cizgeler asagidaki gibidir:

& ¥ &
B4
% X <&
& &S

S NS
X b by Bp

BEVILV
NY4V

Tekparga ¢izge sayisi toplam c¢izge sayisindan (Gn’den) daha azdir. n
noktali tekparg¢a ¢izge sayisina Ty diyelim. Gorildiagu gibi Ty sayilar: Gu'lerden

T
cok cok kii¢iik degil, hatta onlara oldukga yakin. G_n sayilar1 1’e yakinsarlar. Bir
n

baska deyisle, rastgele sonlu bir c¢izge tekparcadir, yani n biiytidiik¢ce, n noktal
bir ¢izgenin tekparga olma olasilig1 artar.

n|=T,/G, n|l=T,,/G,

1|1 10} 0,975961
20,5 11]0,987932
31 0,5 121 0,993753
4| 0,545455 131 0,996710
510,617647 14| 0,998256
6| 0,717949 15]0,999074
71 0,817050 16| 0,999509
§10,900454 171 0,999740
910,950529 18] 0,999862

DUZLEMSEL (HARITA) CiZGE

5.24. Tanim: Bir cizgede birbirini kesmeyen baglantilardan (hatlar-
dan) olusacak sekilde cizilebilen cizgelere diizlemsel cizge denir. Yani, hi¢bir
baglantiy1 birbirini kesmeyen c¢izge tiirtidir. Diizlemsel ¢izge baglantilar ke-
sismeden bir diizleme cizilebilir. Harita ¢izge ya da harita olarak da adlandiri-
lir.
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Diizlemsel Cizge Dizlemsel Cizge degil

Diizlemsel Cizgelerin Bélgelere Ayirmasi

Diizlemsel bir ¢izge alalim. Bu ¢izgeyi bir bicimde diizleme cizelim. Ciz-
ge, diizlemi bélgelere ayirir. Ornegin bir iistteki cizge diizlemi bes parcaya ay1-
rir (¢izgenin disinda kalan pargaya dahil etmiyoruz).

Ornek: Bir koyde ii¢ evde yasayan ii¢ aile varmis, evlerin disinda da iig
su kaynagi bulunmus. Bu ti¢ aile de ii¢ su kaynagina bir yoldan baglanmak isti-
yor, ancak, kavgali olduklarindan yollarin kesismesini istemiyorlar. Nasil ya-
parlar? Bu soruyu cizgeler kuraminda nasil ifade edilir? Alttaki cizgede, tepe-
deki li¢ noktanin her birini alttaki ti¢c noktanin her birine ¢izgiler birbirleriyle
kesismeyecek bicimde baglayabilir miyiz?

Bir baska deyisle asagida resimleri gosterilen K33 cizgesi diizlemsel midir?
Yani bu cizge baglantilar kesismeyecek bicimde bir diizleme c¢izilebilir mi?
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K3 3 cizgesinin iki degisik gdsterimi

Cevap olumsuzdur, ¢linki K33 cizgesi diizlemsel degildir, yani ii¢ ev li¢ su kay-
nagina borular birbirinin tstiinden gegmeden baglanamaz.

5.10. Teorem (Euler Formiilii). Tekparca ve diizlemsel bir ¢izgenin
bolge sayis1 b, baglanti sayis1 k, nokta sayisi n ise, b — k + n = 2 esitligi gecer-
lidir.

ispat: Ispatimiz b iizerine tiimevarimla olacak.

Eger b = 1 ise, o zaman ¢izgede hi¢ dongl yok demektir, yani cizge bir
agactir. Aga¢ ve Orman adli kisminda k = n — 1 esitligini ispatlamistik. Demek
ki bu durumda,b—k+n =1 — (n—1) = 2 olup esitlik dogru olur.

Simdi b > 1 olsun. Cizgeye G adin1 verelim. Bu AB, cizgenin (bir bolge
olusturan) bir dongiisiiniin bir baglantisi olsun. AB baglantisin1 kaldiralim.
Geri kalan cizgeye G1 adini verelim. G ¢izgesinin bolge, baglanti ve nokta say1-
lar1 sirasiyla by, ki ve n1 olsun. AB baglantisi bir dongiintin pargasi oldugun-
dan, AB, G’nin iki bolgesine ortaktir. Dolayisiyla AB’yi kaldirdigimizda G’'nin iki
bolgesi tek bir bolge haline gelir. Yani b1 = b —1 esitligi gecerlidir. Ve elbette ki
= k-1 ve n1 = n esitlikleri de gecerlidir. Ayrica G; hala daha tekparca bir ¢izge-
dir. Dolayisiyla tiimevarim varsayimina gore Euler formiilii G ¢izgesi icin dog-
ru, yani b; — k; + n; = 2 dir. Buna gore

b-—k+n=(0b;+1)-(k;+1)+n;=b;y —k; +n; =2
olur.

Ornek. Ks tamgizgesi diizlemsel degildir.

Cozum:
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K5 cizgesi
Sekilde goriildiigii gibi, n = 5 nokta, k = 10 baglant1 ve b = 11 boélgeden olus-
maktadir. Buise b — k + n = 2 olmayip 6 olacagindan Ks tamcizgesi diizlemsel
degildir.
Ornek. K3 3 Iki kiimeli tamcizgesi diizlemsel degildir.

Cozum:

K; 5 cizgesi

Sekilde gortildiigii gibi, n = 6 nokta, k = 9 baglanti ve b = 12 bolgeden olusmak-
tadir. Bu ise b —k +n = 2 olmayip 9 olacagindan Ks3 iki kiimeli tamgizgesi
diizlemsel degildir. //

Euler Formiili ti¢ boyutlu uzayda gecerli degildir. Simdi bu Euler for-
miiliin gecerli olmadigini gostermek i¢in bir 6rnek verelim:

Ornek:

Bir kiipiin ortasina, ayni yonde kiiciik bir kiip yerlestirelim. Biiytik ki-
piin kose noktalarim kiigiik kiipe es diisen noktalarla birlestirelim. Kiigiik kii-
pi biiytlik kiiptin ortasindaki bir delik gibi gorelim. Bir ¢izge elde ederiz. Nokta
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sayis1 n=16, baglanti sayis1 k = 32 dir. Euler Formiili'niin dogru olmasi i¢in
bolge sayis1 18 olmali. Ote yandan, bakis acisina gore, bolge sayis1 b = 24 dir.
Buna b—k+n =24 —-32+ 16 = 8 dir. Bu ise Euler Formiilii, ifade edildigi
bicimde tli¢ boyutlu uzayda gecerli degildir. //

Bir ¢izgesinin diizlemsel olmayis1 asagidaki teoremden de ¢ikar:

5.9. Teorem: En az n > 3 noktali bir ¢izgede en kiigiik dongliniin uzun-
lugu g > 3 ise, o zaman cizgenin kenar sayisi ya n — 1 den ya da g;iz (n—2)

den kiigiiktiir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

5.2. Sonug: K33 cizgesi diizlemsel degildir.

Cozuim: Ks3 cizgesinde g =4,n = 6 ve kenar sayist k =9 dur. Ama
9>6—-1=5ve 9>
olamaz.

%(6 — 2) = 8 dir. Buna gore K33 cizgesi diizlemsel

5.3. Sonug: Ks ¢izgesi diizlemsel degildir.

Cozim: Ks cizgesinde g = 3,n =5 ve kenar sayis1 k = 10 dur. Ama
10>5—-1=4ve 10 > ?’BTZ(S — 2) = 9 dir. Buna gore Ks ¢izgesi diizlemsel
olamaz.

CiZGELERI BOYAMAK

Sonlu bir cizgeyi ortak noktalar1 olan baglantilar ayr1 renklerde olmak
kosuluyla cesitli renklere boyamak isteyelim. Boyle boyama i¢in yeterli en az
renk sayisini bulmaya calisalim. G ¢izgesinin baglant1 renk sayis1 R(G) ile gos-
terelim.

R(G), G'nin noktalarinin derecelerinin en biiytigiinden daha az olamaz,
bu durum asikardir. Yani, eger G cizgesinin nokta derecelerinin en biiyiigiine
A(G) dersek, A(G) < R(G) esitsizligi karsimiza ¢ikar.
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Ornek: Asagida bes Platon cisminin ¢izgelerinin baglant1 ve nokta renk
sayilarini bulunuz.

A\

A(G)=3 A(G)=3 AlG)=4 AlG)=5 A(G)=3

5.17. Teorem (V.G. Vizing 1964): A(G) < R(G) < A(G) +1
Ispat: Bu teoremi 4 asamada dogrulugunu gorecegiz.
i) A(G) = 1ise, o zaman R(G) = 1 = A(G); bu durum asikar.

ii)

[ ]
ja-—

1 2
Yukaridaki Ce dongiisiinii goériiyorsunuz. R(Cg) = 2 dir. Yani 2 tane renk yeter-
lidir. Her noktanin derecesi A(Cg¢) = 2 oldugundan R(Cg) = 2 = A(Cg4) bulu-

nur.
\
o —©

Simdi de Cs dongiisiine bakalim. R(C5) = 3 dir. Yani 3 tane renk yeterlidir. Her
noktanin derecesi A(Cs) = 2 oldugundan R(Cg) = A(Cs) + 1 bulunur. Buna
gore ii ve iii. den su sonucu ¢ikaririz. n noktal dongiide,

n ciftse R(C,) = A(C,) = 2

n tekse R(C,) = A(C,) +1 =3
elde edilir.

iii)
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Yukaridaki cizgenin baglant1 renk sayis1 4’tiir. Renkleri 1, 2, 3 ve 4 ile ifade
edip baglantilar sekildeki gibi bu 4 renge boyayabiliriz. Bu boyama bu G ¢iz-
gesi icin R(G) < 4 = A(G) esitsizligini ispatliyor. Ama bu ¢izge daha az sayida
renkle de boyanamaz, ¢liinkii derecesi 4 olan bir nokta var, yani 4 = A(G) <
R(G) dir. Demek ki R(G) = 4 olur.

Bu ifadeler genelleme yapildiginda istenen sonug elde edilir. //

Hangi cizgelerin baglanti renk sayisinin A hangilerinin A + 1 oldugunu
anlamak her zaman kolay degildir. Ancak 6zel bazi c¢izgeler i¢in bu say1 bu-
lunmustur. Ornegin, olasi her baglantinin oldugu n noktali K, tamgizgeleri icin
bu say1 bilinmektedir:

5.10. Teorem:

n tek sayrise R(K,) = n=A(K,) +1

n ¢ift say1ise R(K,) =n—1 = A(K,)
dir.

ispat: Once K, tamgizgesinin baglantilarini n renge boyayabilecegimizi
ispatlayalim.

5
Noktalar1 her zamanki gibi 1, 2, .., n diye adlandiralim. Renklerimize de
1, 2, .., n diyelim. ab baglantisini alalim. a + b = i (mod n) esitligini saglayan
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bir i rengi bulalim. Simdi ab baglantisini i rengine boyayalim. Boylece K., ¢izge-
si n farkli renkle boyanmis olur. Kolayca goriildiigii iizere, bu yontemle, a nok-
tasina 2a’ya tekabiil eden renge boyanmis bir baglant1 degmez, bu bilgiyi daha
sonra kullanacagiz.

Simdji, eger n tekse K,'yi daha az boyayla boyayamayacagimizi, eger n
ciftse Kn'yi n-1 boyayla boyayabilecegimizi gosterelim.

Once n’nin tek oldugu durumu ele alalim. Ayn1 renkte k baglant1 oldu-
gunu varsayalim. Ortak noktalar1 olamayacagindan, bu k baglantinin toplam

2k u¢ noktasi vardir. Buna gore 2k < n, yani k < :

2!
— n-1
nTl dir.. Demek ki her bir renkle en fazla — baglant1 boyanabilir. Dola-

(n—-1)(n-1)
2

(n tek say1 oldugundan)

k<

yisiyla en fazla n-1 renkle en fazla baglant1 boyanabilir. Oysa

n
Kn'nin daha fazla, tam baglantisi vardir ve boyanmamis baglanti kala-

caktir. Demek ki n tekse, Ky ¢izgesi n’den daha az renge boyanamaz.

Simdi de n’nin ¢ift oldugu durumu ele alalim. K, tamgizgesini n-1 renge
boyayacagiz.

Kn tamcizgesi, {1, 2, .., n—1} noktalarindan olusmus K,-1 tamcizgesine
bir nokta (n noktasi) ekleyerek ve o noktadan diger biitlin noktalara birer bag-
lant1 ekleyerek elde edilir.

Kn-1 ¢izgesinin baglantilarini bir Onceki yontemle n-1 renge boyayalim.
Her noktada bir eksik renk olacaktir: i noktasina degen 2i'ye tekabiil eden
renge boyanmis baglanti yoktur. Noktalara degmeyen renklerin hepsi birbi-
rinden farkhdir (n-1 tek say1 oldugundan 2a = 2b mod (n-1) ise a = b’dir.)
Bu eksik renklerle eklenen noktanin baglantilarini boyadigimizda Ky ¢izgesini
n-1 renkle boyama islemimiz tamamlanmis olur. Buna gore
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R(K,) <n—-1=A(K,) <R(K,)yaniR(K,) =n—-1
olur. //

Simdi benzer bir sonucu iki kiimeli ¢izgeler i¢in ispatlayacagiz.

5.19. Teorem (Kénig, 1916): iki kiimeli bir G ¢izgesinin baglanti renk
sayist A(G)'dir. 4

Ispat: Ispatimiz Konig'in orijinal ispatindan farkli olacak ve bu sayimiz-
da acikladigimiz baska bir sonuca dayanacak.

G cizgesine yeni nokta ve baglantilar ekleyerek, her noktasinin derecesi
A(G) olan ve G ¢izgesini icinde barindiran iki kiimeli G1 cizgesini elde edelim.
Ornegin G1 cizgesi belli bir n i¢in Knn cizgesi olabilir. Noktalarinin derecesi esit
olan iki kiimeli ¢izgelerin miikemmel eslemesi oldugunu Coépcatanlik Problemi
2. sonucta. G ¢izgesinin miilkemmel eslemesinin baglantilarini 1 rengine bo-
yayalim ve boyadigimiz bu baglantilar1 G1 ¢izgesinden silelim. Yeni olusan ciz-
geye G adini verirsek, Gz cizgesi de noktalarinin derecesi A(G)-1 olan iki kii-
meli ¢izgedir ve miikemmel bir eslemesi vardir. G2 ¢izgesindeki miikemmel
eslemeyi 2 rengine boyayip G2 ¢izgesinden 2 rengine boyadigimiz bu baglanti-
lar silelim. Olusan yeni cizge, noktalarinin derecesi A(G)-2 olan iki kiimeli
cizgedir ve miilkemmel bir eslemesi vardir. Bu yontemi tiim baglantilar1 boya-
may1 bitirene dek strdiiriirsek Gi cizgesini dolayisiyla G ¢izgesini A(G) renkle
boyamis oluruz.

Noktalar1 Boyamak

-
1 2

Benzer bir boyamay: baglantilar yerine noktalar i¢in de tanimlamak
miumkiin. G yine bir c¢izge olsun. G'nin noktalarin1 boyayalim, ama komsu nok-
talarin ayni renge boyanmamis olmasina 6zen gosterecegiz. Noktalari, komsu
noktalar ayr1 renklerde olacak bicimde boyamak i¢in gereken en az renk sayi-

4 Bu kisimdaki cizgelerimizin noktalar1 arasinda birden fazla kenar olabilir,
yani kavram ve ispatlarimiz daha genel cizgeler icin de gecerlidir.
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sina nokta renk sayisi diyelim. Nokta renk sayis1 R(G) ile gosterilir. Yukaridaki
cizgenin nokta renk sayis1 3’tiir. Once nokta renk sayisiyla ilgili bariz bazi so-
nuclari siralayalim.

1) R(G) = 1 esitligi icin gerek ve yeter sart G'nin baglantisiz bir cizge
olmasidir.

2) R(G) = 2 esitligi ici gerek ve yeter sart G'nin iki kiimeli bir cizge ol-
masidir. Dolayisiyla bir agacin noktalar: her zaman iki renge boyanabilir.

3) R(Czn41) = 3 = A(Cyp41) + 1ve R(Cyp) = 2 = A(Cyp)

4)R(Kp) =n = A(Kp) +1//

Herhangi bir G ¢izgesi ele alalim. Bu G ¢izgesinden hareket ederek bir
G1 ¢izgesi elde edelim. G1 ¢izgesinin noktalar1 G ¢izgesinin baglantilar olur.
Simdi Gi ¢izgesinin iki noktasinin ne zaman bir baglantiyla birlestirilecegine
karar vermemiz gerekiyor. Eger Gi ¢izgesinin iki noktasina tekabiil eden G’'nin
baglantilar1 kesisiyorlarsa G ¢izgesinin o iki noktasini bir baglantiyla birlesti-
relim. Ornegin, eger G asagidaki koyu noktali ve diiz baglantih cizgeyse, G1 ici
beyaz noktali ve kesik baglantili ¢cizgedir. //

Brook’un 1941’de ispatladig1 asagidaki sonu¢ nokta renk sayisi icin list
sinir vermektedir.

5.20. Teorem (Brook 1941): G tekpargaysa ve K, ya da Czn+1 degilse
R(G) < A(G) 'dir.

Bu teoreme gore, R(G) < A(G) + 1 esitsizligi gecerlidir ve ist smir
G =K, ve G = C,,41; durumlarinda elde edilir.
DORT RENK PROBLEMI VE TEOREMI

Siyasi haritalarda komsu iilkeler farkli renklerle boyanir. Her tiirlii si-
yasi haritay1 bu bicimde boyamak icin gerekli en az renk sayis1 ka¢tir? Dort
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renk problemi, her haritanin, komsu iki iilke ayn1 renkte olmayacak bicimde
sadece dort renkle boyanip boyanamayacagi problemidir.

1852’de tinli matematik¢i De Morgan’in eski bir 6grencisi olan Francis
Guthrie bir Ingiltere haritasini renklendirirken, komsu sehirler degisik renkte
olacak bigcimde sehirleri dort renge boyayabilecegini gordii. Ayni yil, tam ola-
rak 23 Ekim’de, Francis’in kardesi Frederick, simdi Dort Renk Problemi olarak
anilan soruyu De Morgan’a sordu: Bir haritanin tilkeleri, sinirdas tilkeler ayr
renklerde olacak bicimde her zaman dort degisik renge boyanabilir mi? Soru-
ya bayilan De Morgan soruyu hemen, aralarinda filozof William Whewell’in de
bulundugu arkadaslariyla paylasti. Whewell, De Morgan’in Bulusun Felsefesi
adli kitabina yazdig1 elestiri yazisinda bu sorudan s6z etti. Soru bir siire unu-
tuldu. 13 Haziran 1878’de iinlii matematik¢i Cayley Londra Matematik Derne-
gi'ne bu sorunun ¢6ziimiinin bulunup bulunmadigini sordu.

Haritay1 diizlemsel bir ¢izge olarak gorebiliriz: Cizgenin noktalari en az
¢ degisik tilkenin sinirlarinin kesisimi olsun, kenarlar1 da iki lilkenin ortak
sinirl. Problem, ¢izgenin kenarlarindan olusan bélgeleri, birbiriyle sinir1 olan
bolgeler ayni renk olmayacak bicimde boyamak. Yalniz, iki bolgenin sinirdas
olmasi igin iki bolgenin kenarlarinin birka¢ noktada kesismeleri yetmez; iki
bolge ancak ortak kenarlari varsa sinirdas sayilirlar.

Problem tiimevarima ¢ok yatkin bir problem. Ulke sayisi, sinir sayisi,
nokta sayis1 lzerine ya da hepsi lizerine tiimevarim yapabiliriz. Cayley de
problemi ¢6zemedi ama en azindan zorlugun nereden kaynaklandigini buldu:

5.21. Teorem [Cayley]: Bir haritada ticten fazla ililkenin baglantilari
ayni noktada kesismemektedir.

Ispat: En az dort iilkenin bir noktada kesistigi bir harita alalim. O nokta-
lardan birine P diyelim. Bu noktada k > 4 tilkenin kesistigini varsayalim. Hari-
tay1 hafifce degistirerek yeni bir harita elde edecegiz, dyle ki bu yeni haritada
en az dort tilkenin kesistigi nokta sayisi, eski haritanin bu tiir nokta sayisindan
daha az olacak. Soyle yapacagiz bunu (asagidaki sekilden takip edin): P nokta-
sindan iki nokta yaratacagiz: Uc iilkenin kesistigi bir nokta ve k-1 iilkenin ke-
sistigi bir baska nokta.
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b
a
e P
<
d
H haritasi. Hy haritas!. H" haritas.
Komsular: Komsular: Komsular:

ab, be, cd, de, ea ab, be, cd, de, ea, ac  ab, be, cd, de, ea, ac, ad

Ayrica yeni harita dort renge boyandiginda eski harita da dort renge
boyanacak, yani eski haritada komsu olan tilkeler yeni haritada da komsu ola-
caklar (ama yeni haritada yeni komsuluklar belirecek.) Eger k — 1 > 3 ise bu
islemi tekrarlayacagiz. Bunu boylece k - 3 kez yapacagiz. En sonunda elde et-
tigimiz haritanin P noktasinda ii¢cten fazla tlilke kesismeyecek. Bu islemi diger
noktalarda da yaparsak li¢ten fazla iilkenin hi¢cbir zaman bir noktada kesisme-
digi bir harita elde ederiz. Ve bu son harita boyandiginda ilk harita da boyan-
mis olur. //

5.4. Sonug: Bir iilkenin siyasi haritasin1 boyamak icin en az dort renk
yeterlidir.

Ornek: Tiirkiye’'nin siyasi haritasim dért renge boyamasi asagidaki se-
kilde gibidir.

[BULGARIST!

KARADENIZ

TURKIYE MULKI IDARE HARITASI

h & AKDENIZ = Il merkezlen
B D
o 100 200

Ee=—t—= 3 Km G

&
3
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Sary, Yesil, Pembe, Turuncu

TAM TUR OLASILIGI

Kabul edelim ki 1, 2, ..., n olan n tane sehir olsun. Her sehirden her seh-
re giden bir yol olsun, yani K, tamgizgesinde oldugumuzu varsayalim. Her se-
hirden sadece bir kez gecen ve basladig1 sehirde biten tur sayisini bulalim.
Once n = 3 olsun. Bu 6zelligi olan tek bir tur vardur. iste o tur:

1 3

5

Burada turun hangi sehirde basladigin1 ve hangi yone dogru gittigini
onemsemiyoruz, bizim icin énemli olan turun kendisinden ¢ok o turu veren
yol olacak. Simdi n = 4 olsun. Bu sefer istedigimiz 6zelliklere sahip lg¢ degisik
tur buluruz. [ste o ii¢ tur:

1 : Iz ! : :2 1 Nz
4 3 4 304 3
Bu li¢ turu sirasiyla 1234, 1243 ve 1324 olarak gosterebiliriz.

1234 diye gosterdigimiz birinci turu,

1234 1432
2341 2143
3412 3214
4123 4321

olarak da gosterebilirdik. Bunlarin hepsi ayni turdur.
Simdi K, ¢izgesinde kac tane C, altgizgesi oldugunu hesaplayalim.

Eger n = 5 ise her sehirden bir kez gecen kag tur vardir? Bu turlari teker
teker c¢izebiliriz. Teker teker ¢izdik ve toplam 12 tur bulduk:

12345 12354
12435 12453
12534 12543
13245 13254
13425 13524
14235 14325

turlari, baska da yoktur.
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Genel olarak, n sehirden sadece bir kez gegen ve basladig1 sehirde biten
kag tur vardir?

n say1y1 n! bicimde siraya dizebiliriz. Her siralamayi bir yolculuk olarak
gorebiliriz. (")rnegin 12345 yolculugu 1’den baslar, 2’ye gider, sonra 3’e, 4’e, S5’e
ve en sonunda 1’e geri doner. Bu bir turdur. Ancak bazi yolculuklar ayni turu
verirler.

1 2

4
Ornegin, 12345 yolculugunu yéniinii degistirmeden bir baska sehirden basla-
yarak yapabilirdik. S6zgelimi ikinci sehirden baslayip (yon degistirmeden)
23451 yolculugunu elde edebilirdik, ya da besinci sehirden baslayip ve gene
yon degistirmeden 51234 yolculugunu elde edebilirdik. Ayrica, her yolculugu
ters yone dogru da yapabiliriz. Bunlar da ayn1 turu verir, 6rnegimiz olan
12345 yolculugunun ters yondeki yolculugu 15432 yolculugudur. Sonuc¢ ola-
rak asagidaki yolculuklarin her biri ayni turu (12345 turunu) verir:

12345 15432
23451 21543
34512 32154
45123 43215
51234 54321
Demek ki tam 2n yolculuk bize ayni turu veriyor. Toplam n! yolculuk oldugun-

n!
dan ve her 2n yolculuk tek bir tur verdiginden, toplam tur sayisi P yani

(n—1)!

"dir.

Bir cizgenin bir
Hamilton turu
Burada yaptigimiz, K, tamgizgesinin tiim Hamilton turlarini, yani her
noktadan tek bir kez gecen (dolayisiyla her kenardan en fazla bir kez gecen) ve
basladig1 noktada biten turlar1 bulmaktir.
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Eger devlet n sehir arasina rastgele n yol désese, bu yollarin bir tam tur
olma olasilig1 kactir?

n = 3 ise bu olasilik 1'dir (ytlizde yiiz).

Eger n = 4 ise bu olasilik T tir, ¢linkii n = 4 ise tam tur sayis1 yu-

karda gordiigiimiiz lizere 3’tiir ve 4 noktali ve 4 kenarli ¢izge sayisi

(450 =() =
tir.

1

Eger n = 5 ise bu olasilik 252 = 21 ‘e diiser ¢linkli yukarda siraladigi-

miz Uzere 5 noktal1 12 tam tur vardir ve 5 noktali ve 5 kenarli ¢izge sayisi

(5(5 —51)/2) _ (150) — 257
dir.

Gorildigi gibi — en azindan kiiciik n’ler icin - n arttikca devletin rast-
gele n sehir arasina rastgele n yol doseyerek bir tam tur elde etme olasiligl
azaliyor.

n noktali ve n kenarl

(n(n -1)/ 2)
n
cizge oldugundan, n noktali ve n kenarl rastgele secilmis bir ¢izgenin bir tam

tur (yani bir Hamilton turu) olma olasilig

(n—-1)!/2

n(n—1)
%)
n

dir.

AGAC VE ORMAN

5.25. Tanim: “Dongli”sii olmayan c¢izgelere orman denir. Agac ise tek-
parga bir ormandir. Yani agag, dongiisii olmayan tek parca cizgedir. Ayrica tek
parga bir c¢izgenin herhangi bir baglantisinin kaldirilmasi ¢izgeyi iki parcaya
aywracaksa, bu cizge agactir da denebilir. Tahmin edilecegi tlizere, ormanlar
agaclardan (en az bir agagtan) olusur.
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Ornek:

Bu cizgeler birer aga¢ degildir.

Ornek: Asagidaki cizge ii¢ agactan olusmus bir ormandir.

Ornek: Asagidaki cizgeler iki agactan olusmus bir ormandir.

Lt
>

Agaclar, en basit, en yalin, en sade cizgelerdir diyebiliriz. Kolay ispatla-
nan ilging 6zellikleri de vardir. Ornegin, bir agacin herhangi iki noktasi birbiri-
ne tek ve tek bir yolla baghdir. Agacin iki noktasi iki degisik yolla baglanmis
olsa, bu iki yoldan kolaylikla bir dongt elde edilebilir.
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Cizge teorisinde bir soruyu 6nce agaclar icin cevaplamak baslangi¢ nok-
tas1 olarak kabul edilir. Amag¢ daha sonra o soruyu genel olarak cizgeler icin
ispatlamaktir. Bu nedenle agaglar i¢in dogru oldugu gosterilmis ama agac ol-
mayan bir cizge i¢in dogru olup olmadigi bilinmeyen bir¢ok sani vardir.

n—noktal1 bir agacin baglanti sayisini bulalim. Yukaridaki ormanin agac-
larini soldan saga Ty, T2, T3 diye adlandirirsak,

T1'in nokta sayisi = 4, T1'in baglanti sayis1 = 3

T2'nin nokta sayisi = 2, T2'nin baglanti sayis1 = 1

T3’lin nokta sayisi = 5, T3'in baglanti sayis1 = 4
esitliklerini fark ederiz. n noktali bir agacin n-1 baglantisi gerektigini tahmin
etmissinizdir.

5.11. Teorem: n noktali bir agacin n-1 baglantis1 vardir.
Ispat: Ispati nokta sayisi iizerine tiimevarimla yapacagiz.

n = 1 ise, agacimiz tek noktali kenarsiz bir ¢izge olmak zorunda oldu-
gundan teoremimiz bu aksiyom i¢in dogrudur.

Simdi n > 1 olsun ve 0 <r < n ise, her r noktali agacin r - 1 kenari oldu-
gunu varsayalim. n noktal bir T agacini ele alalim. T'nin bir kenarini silelim
(ama kenarin u¢ noktalarini silmeyelim.) Boylece T'den daha az kenarh ve iki
agactan olusmus bir orman elde ederiz. Bu iki agacin nokta sayilarina ni ve n;
diyelim. Elbette n; + n, = n’dir. Tiimevarim varsayimindan dolay1 bu iki kii-
cliik agacta ni - 1 ve nz — 1 kenar vardir. Dolayisiyla T agacinda

n;—1D)+Mm;—1)+1=n;+n,— 1=n-1
tane kenar vardir.

5.5. Sonug: En az n baglantili n noktali bir ¢izgede bir déngii vardir.

5.6. Sonug¢: n noktal bir c¢izgenin en az n baglantis1 varsa o zaman o
cizgede mutlaka bir dongt vardir.

5.26. Tanim: Bir agacin derecesi 1 olan noktalar1 ve o noktalara degen
baglantilar1 atalim. Geriye gene bir aga¢ kalir. Bu agactan da derecesi 1 olan
noktalar1 ve o noktalara degen baglantilar1 atalim. Bu isleme bodyle devam ede-
lim. Geriye ya bir nokta kalir ya da hi¢ kalmaz. Eger geriye bir nokta kalirsa,
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geriye kalan o noktaya agacin merkezi denir. Yani bir agacin derecesi en biiytiik
noktaya o agacin merkezi denir.

Basladigimiz agaca To, daha sonra elde ettigimiz agaclara sirasiyla Ty,
T2, ... dersek, To'in her esyap1 doniisimi Ti agacglarini1 gene kendine gotiirmek
zorundadir. Agaclarla ilgili diger bir 6zellik de sudur:

5.12. Teorem: En az iki noktali sonlu bir agacta derecesi 1 olan en az
iki nokta vardir.

ispat: Agacimiza T adini verelim. T agacindaki en uzun yolu ele alalim.
Bu yol A’da baslayip B’de bitsin. Bu yol en uzun yol oldugundan A ve B nokta-
larinin dereceleri 1 olmak zorundadir.

Priifer Dizisi ve Adlandirilmis Agac¢ Sayisi

Simdi Cayley’e ithaf edilen bir problem verecegiz. Bu problemle nokta-
lar1 adlandirilmis aga¢ sayisini bulalim. Dikkat edecek olursak asagidaki ad-
landirilmis agaglarin ilk ticii ayn1 adlandirilmis agactir, dérdiincisi ilk tgtlin-
den degisiktir.

|8 |
[t

(]
(]
-

o

Noktalar adlandirilmamis olsaydi dérdiiniin de birbirinden farki kalmayacakti.

5.27. Tanim: Nokta adlandirilmis 1, 2, ..., n noktalar oldugunu varsaya-
lim. b1, derecesi 1 olan ad1 en kii¢iik nokta olsun. a; de b¢in bitisik oldugu tek
nokta olsun. Dizimizin ilk terimine a1 yazip, b1 noktasini ve ona bitisik baglan-
tiy1 silip n-1 noktali yeni agaca bakalim ve ayni islemi bu yeni agaca uygulaya-
Iim. Bu islemi sadece iki nokta kalana kadar uygularsak aradigimiz (ai, az, ...,
an-2) dizisini elde ederiz. Bu yontemle elde edilmis dizi, T agacinin Prifer dizisi
diye adlandirilmistir.

Ornek:
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2 3 4 &

Yukaridaki aga¢ icin sirasiyla {1,2}, {1,3}, {5,1} ve {5,4} baglantilarimi silip
agaclarini elde ederiz. T agacinin eslestigi dizi (1, 1, 5, 5) dizisidir.

5.12. Teorem (Cayley, 1889). n noktali n»-2 tane noktalar1 adlandiril-
mis aga¢ vardir. (Bu teoremin ispatini Priifer ve Clarke tarafindan yapmislar-
dir.)

ispat: n = 2 icin sonug bellidir, 2 noktali tek bir aga¢ vardir. Buna goére
n>3 esitsizligini varsayalim. Noktalar1 adlandirilmis n noktali her agag¢ icin,
terimleri {1, 2, .., n} kiimesinden olan bir (az, az, .., an-2) dizisi bulacagiz. Yon-
temimiz, noktalar1 adlandirilmis n noktali agaclarla, terimleri {1, 2, .., n} kii-
mesinden olan n-2 uzunlugundaki diziler arasinda bir esleme verecek. Bu bi-
cimde yazilmis n"-2 adet dizi oldugundan sonucu elde etmis olacagiz.

Simdi terimleri {1, 2, .., n} olan herhangi bir (a1, az, .., an-2) dizisinin
Prifer dizisine gore hangi agaca karsilik geldigini bulalim. b1 bu dizide gortin-
meyen en kiiciik nokta olsun. a; ve b1 noktalar1 arasina bir baglanti koyalim.
Ardindan diziden a1’i kaldirip n-3 terimli yeni diziye bakalim ve b1'i yok sayip
yontemimizi yeni diziye uygulayalim. Bu sekilde adim adim agacin baglantila-
rin1 belirleyebiliriz. Son adimda ise hala daha kullanabilecegimiz atilmamis
son iki nokta arasina baglant1 koyarak agacimizi tamamlariz.

Ornek: (1, 2, 1, 4) dizisine bu yéntemi uygulayarak eslestigi T agacim
bulalim. Dizimiz dort terimli olduguna goére noktalar kiimesi {1, 2, 3, 4, 5, 6}
olacak. Dizinin ilk noktas1 1, gériinmeyen en kiiciik noktas:1 3’tiir. Dolayisiyla
(1, 3) gizecegimiz ilk baglantidir. Yeni dizimiz (2, 1, 4). Bu sefer 3’u dikkate
almayacagiz, yani noktalar kiimemizin {1, 2, 4, 5, 6} oldugunu varsayacagiz.
Yeni dizimizin ilk terimi 2, dizide gériinmeyen en kiiclik nokta da 5’dir. Demek
ki 25 de bir baglantidir. 2'yi dizimizden silip geri kalan (1, 4) dizisini ele ala-
Iim. 3 ve 5 noktalarini artik kullanmayacagiz. 1 dizinin ilk terimi, 2 ise dizide
goriinmeyen en kiiciik noktadir, dolayisiyla 12 diger bir baglanti olacaktir. Ar-
tik 2, 3 ve 5 noktalarini kullanmayacagiz. Son dizi (4) dizisi, dizide goriinme-
yen en kiiclik nokta 1, demek ki (1, 4) diger bir baglant1 olacaktir. 1 de kullan-
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mayacagimiz noktalar arasina eklendi. Son adimda, kullanabilecegimiz kalan
iki nokta arasina bir baglant1 koyacagiz, yani (4, 6) da bir baglanti. Demek ki
(1, 2, 1, 4) dizisi agaciyla eslesir. ilk yontemi uygulayarak bu agacin eslestigi
dizinin (1, 2, 1, 4) oldugunu kontrol edebilirsiniz.

4 2

6 3 3

Bu iki yontem noktalar1 adlandirilmis n noktali agaglarla, terimleri {1, 2,
.., n} kiimesinden olan n-2 uzunlugundaki diziler arasinda esleme vermekte-
dir. Demek ki noktalar1 adlandirilmis n noktali aga¢ sayisi n*-2’dir.

KAPSAYICI AGAC SAYISI
(Matris-Aga¢ Teoremi)

Gustav Robert
Kirchhoff
(1824-1887)

Simdi her noktayi iceren agag sayisini hesaplamaya c¢alisalim. Bir ¢izge-
nin her noktasini iceren agaclarina cizgenin kapsayici agaci ad1 verilir. Ornegin
bir licgende (yani K3'te) ii¢ kapsayici agag vardir: Uggenin ii¢ kenarindan her-
hangi birini atarsak bir kapsayici aga¢ buluruz. Ayni sekilde bir karede de dort
kapsayici agac¢ vardir. Soruyu herhangi bir cizge icin soralim ve yanitlayalim:
Bir ¢izgenin kag¢ kapsayici agaci vardir? Bu sorunun yaniti ilk kez Prusyali ma-
tematikci Kirchhoff tarafindan 1847’de Matris-Aga¢ Teoremi olarak bilinen bir
teoremin sonucu olarak bulunmustur. Ama bizim ispatimiz Harary’nin ispati-
na dayanacak ve lineer cebir gerektirecek. Matris-Aga¢ Teoremini 6nce yaza-
lim, teoremde kullandigimiz terimleri daha sonra agiklariz:

5.13. Teorem: Koseleri adlandirilmis bir G ¢izgesinin komsuluk matrisi
A ve derece matrisi D olsun. G'nin kapsayici agag sayisi, D - A matrisinin her-
hangi bir escarpaninin degeridir. Noktalar1 vy, ..., vy olan bir ¢izge alalim. Bu
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cizgenin komsuluk matrisi, (i, j) girdisi vi ile vj noktalar1 arasindaki baginti
(kenar) sayisi olan n x n boyutlu matristir.

b
[

0420000
4020001
2202101
vy, 0020030
0010000
0003000
0110000

Komsuluk matrisi

=

Cizgenin derece matrisi ise, (i, i) girdisi vi noktasinin derecesi (yani v;'yi
iceren baginti sayis1) ve i # j i¢in (i, j) girdisi ise 0 olan n x n boyutlu matristir.

6000000
0700000
0080000
0005000
0000100
0000030
0000002
Derece matrisi

Elbette komsuluk ve derece matrisleri ¢izgenin noktalarinin kabul edi-
len siralamasina gore degisebilir, Ornegin V1, V2, V3, .., Vn icin elde edilen mat-
risler, vz, v1, V3, ..., vn icin elde edilen matrislerden degisiktir. (Ilk iki siitunu ve
ilk iki satir1 degistirirsek birinden digerini elde ederiz.) Biz noktalarin 6nceden
belirlenmis belli bir siralamayla verildigini varsayacagiz; boylece ¢izgenin
komsuluk ve derece matrisleri belirlenmis olacak.

1. Hatirlatma: A ve B, n x m ve m x n boyutlu iki matris olsun. n < m
oldugunu varsayalim. A’dan m - n siitun silerek n x n boyutlu bir A; altmatrisi
elde edelim. A; altmatrisinde A'nin hangi stitunlari goziikiiyorsa B’den o numa-
rali satirlar1 alarak n x n boyutlu B; matrisini elde edelim. Bu durumda A’'nin
olasi turu n x n boyutlu A; altmatrisleri icin,

det(AB)= det A, xdetB,

olur.
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Bu carpim matrisinin determinanti 39’dur. Es diisen altmatrislerin determi-
nantlarinin ¢arpimlarinin toplamini hesaplayalim:

H N I R

Yine 39 sonucu bulunur.

2. Hatirlatma: Her satirinin ya da her siitununun toplami 0 olan bir
matrisin determinanti 0’dir. Her satir ve her siitunun toplami 0 olan bir matri-
sin determinant1 0’dir ve escarpanlar1 ayni degerdedirler. Ikinci olgunun ispati
oldukca kolay, siitun ve satirlarin yerlerini degistirerek ya da birini digerlerine
ekleyerek elde edilir. [spatimizda matrislerle ilgili baska sonuglar da kullana-
cagiz, ama onlari yeri geldiginde tanitalim.

Matris-Agac Teoreminin Ispati: A matrisinin her i-inci satirinin (ve her
i-inci stitununun) girdilerinin toplami v; noktasinin derecesine esit oldugun-
dan, D - A matrisinde her satir ve her siitunun girdilerinin toplami 0 olur. Ha-
tirlatma 2’den dolay1 D - A matrisinin determinant1 0’dir ve escarpanlari hep
ayni degerdedirler.

Once G'nin yekpare (tek) olmadigin1 varsayalim, yani G, aralarinda ba-
gint1 bulunmayan en az iki altgizgeden olussun. O zaman ¢izgede hi¢ kapsayici
agac olmadigindan, D - A matrisinin escarpanlarinin 0 oldugunu goéstermeli-

yiz.

G'nin noktalarina vy, vy, ..., vo diyelim. G1, G’deki bir bilesen olsun (yani
G1'in noktalariyla G’'nin diger noktalar1 arasinda baginti olmasin.) G1'in nokta-
larinin vy, vy, ..., vr oldugunu varsayalim. D — A matrisinden son satir ve siitunu
atip (n-1) x (n - 1) boyutlu bir E matrisi elde edelim. E matrisinin ilk r sati-
rinin toplamy, her girdisi 0 olan bir satir olusturacagindan E matrisinin deter-
minanti 0 olur. Bu akil yiiriitme son satir ve son siitun yerine herhangi bir satir
ve siitunla yapilabileceginden, D - A matrisinin her escarpaninin degerinin 0
oldugu anlasilir. Béylece bu durumda istedigimizi gostermis olduk.
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G'in D — A matrisi,

son sutun
r = r boyutlu
.

/
# her girdisi 0 olan
rx(n—r) boyutlu matris ;

her girdisi 0 olan
(n—r)xr boyutlu matris

le—son satir

G’nin D — A matrisi, n x n boyutlu.
Gri matris, (n—1) = (n—1) boyurlu E matrisidir.

Simdi ¢izgemizin yekpare (tek) oldugunu varsayalim. Ayrica ¢izgemizin
n noktasi ve m bagintisi olsun. Cizgemiz yekpare oldugundan m = n - 1’dir.
Cizgenin olusum matrisi B olsun. (Yani vi noktasi ej kenarindaysa B matrisinin
(i, j) girdisi 1, degilse 0 olsun. Elde ettigimiz n x m boyutlu matris G ¢izgesinin
olusum matrisidir. Burada n ¢izgenin nokta sayisi, m de kenar sayisidir.)

¥ g
110100000000
101011000000
011110111100
. B=000000001111
V@ 000000100000
000000000011
000001010000

Olusum matrisi

€12
Her sttun bir kenari simgelediginden, B matrisinin her siitununda sadece iki
tane 1 vardir ve diger girdileri 0’dir. Simdi B matrisindeki her siitundaki sifir-
dan farkli olan iki girdiden herhangi birini -1 yaparak elde ettigimiz matrise C
adini verelim.

1-1 000 00
10-1 0000
110100000000 91t 0000
101011000000 poroe0
0-1-1 1-1 0-1 1 1-1 0 0 ol-po00 ¢

C=00000000-11-1-1ct=? 1
00-1 01 00

000000100000

| 00 100 0-1
00000000001 1 oo a0 ol
D0000-10-10000 e R
00 0-10 10
000-10 10

C’'nin siitunlarinin toplami 0’dir, ¢iinki girdilerinin biri 1, digeri -1 ve
geri kalanlar1 0’dir. By, birazdan énemli olacak. CCt matris ¢arpimini dikkatlice
inceleyelim. (Ct matrisi, yukardaki 6rnekte goriildiigli gibi, C matrisinin ¢apra-
za gore simetrigidir, Ct matrisinde C matrisinin siitunlar satir, satirlari siitun
olmustur.) Cebirsel bir islem olan CCt matris ¢arpiminin geometrik anlamui ir-
delendiginde, i # j ise bu ¢arpimin (i, j) girdisinin v; ile v; noktalar1 arasindaki
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kenar sayisi ¢arp1 -1 oldugu gozlemlenir; i = j durumunda ise bu girdi vi'nin
derecesidir. Demek ki CCt=D - A dir. Dolayisiyla G’'nin kapsayici aga¢ sayisi-
nin CCt matrisinin herhangi bir escarpaninin degeri oldugunu gostermeliyiz.

G'nin n - 1 bagintili herhangi bir H alt¢izgesine bakalim. C’den sadece
H'nin kenarlarina karsilik gelen stitunlar1 kabul edip (yani digerlerini atip),
siralardan da herhangi birini, diyelim k-inci siray: atarak elde ettigimiz (n - 1)
x (n - 1) boyutlu C' matrisinin determinantinin mutlak degerini bulalim.

Once H altgizgesinin bagh olmadigini varsayalim. O zaman H’nin vi nok-
tasin1 barindirmayan bir bileseni vardir. Bu bilesen Hi olsun. Attigimiz k-inci
satirin H1'in noktalarina karsilik gelen girdileri 0’dir. Clinkii vk noktas1 Hi'de
degildir. Dolayisiyla C' matrisinin H ¢izgesine karsilik gelen altmatrisin stitun-
larinin toplami da aynen C matrisinin siitunlarinda oldugu gibi 0’dir. Demek ki
H1 cizgesine tekabiil eden matrisin (resimde griyle gosterilmis) determinanti

0’dir. Bundan da det C’ = 0 ¢ikar.

£

v @

il
Hl Gizgesi

G
\
D)

""s.-'/ e :lf’w e - 7 “5.,(.( ey ]"1-3 ’
%w% vy - u Vg =ty
.5':’]—2 e

G gizgesi H gizgesi
110100000000
10101100000 0

c_ 0-1-1 1-1 0-1 1 1-1 0 0
=00000000-11-1-1
00000010000 0
00000000001 1
00000-10-1000 0

1oL ¢oo0do000d
10 1000000 (1780060
0-f-] {-] 0-1 ] 1-1 0 ¢ 92928

C=0 0 000-11-1-1= ¢ o3 -0
0D 010000 ( 0-1 1 -
o o-64064+4 201000
0 f 104000 ¢ 010000

k=6

Simdi H ¢izgesinin bagh oldugunu, yani H alt¢izgesinin G’'nin bir kapsa-
yict agaclt oldugunu varsayalim. C' matrisinin satir ve siitunlarini degistirerek
C' matrisini, caprazin altindaki girdileri 0 olan ama caprazinda hi¢ 0 olmayan
bir matrise (iistiiggen matrisine) dontstiirecegiz. C' matrisinin girdileri 1 ya da
-1 olduklarindan ve satir ve siitun degismelerinden determinanti n mutlak
degeri degismediginden, boyle bir donusum yapabilirsek, |det C'| = 1 esitligini
gostermis olacagiz.
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G clzgesi H cizgesi

10000000 0
011000000
1-1 0-1 1 1-1 0 0
0000 0-1 1-1-1
00010000 0
00000001 1
00-10-10000
Lo L ool 100000
01100000 _
01 1000 010000
1-1 -1 1 1-] 0
0% v 90110
00000-11-1-1= /7473311
00G¢ 10000 0 0-1-
A A 001000
00-10-1000 000-100
k=6

u1 adin1 verecegimiz vi'den farkli ve derecesi 1 olan bir nokta segelim. fi
ise u; noktasina bagh kenar olsun. uz, vk ve ui’den farkh ve H \ {u1} cizgesinde
derecesi 1 olan bir nokta, f2 ise uz'ye bagh kenar olsun. Bu islemi elimizde sa-
dece vk noktasi kalana kadar uygulayalim. (Bir sonraki adimda H \ {us, uz} ¢iz-
gesinden derecesi 1 olan bir uz noktasi sececegiz.) Boylece secilen her u; nok-
tasi sadece fj, ..., fi noktalarina bagh olabilir ve e; noktasi f; kenarina hep bagh
olur. Eger C' matrisini bu tabanda yazacak olursak, caprazinda 1 ya da - 1 olan
licgensel bir matris elde ederiz. Demek ki |det C'| = 1'dir.

D - A matrisinin (ya da CCt matrisinin) her escarpani ayni degerde ol-
dugu i¢in, D - A matrisinin i-inci satir ve siitunu atarak buldugumuz escarpani
hesaplayalim. C matrisinden i-inci satir1 ¢gikardigimizda elde ettigimiz matrise
Ci dersek, D - A matrisinden i-inci satir ve slitunu atarak elde ettigimiz matris
CiCit matrisine esittir. Demek ki det (CiCit) degerini bulmaliyz.

Hatirlatma 1’e gore det (CiCit), Ci ve Cit matrislerinin sonucumuzda be-
lirttigimiz sekilde aldigimiz altmatrislerinin determinantlarinin ¢arpimlarinin
toplamlarina esit. Ilgili altmatrislerin deteminantlarinin ¢arpiminin, siitunlar
bir kapsayici agagsa 1 diger durumda 0 oldugunu da gordiik. Béylece G’'nin
kapsayici agaglarinin sayisinin D — A matrisinin escarpani oldugunu bulduk. //

Cayley Teoremide Matris-aga¢ teoreminden kolaylikla elde edilebilir.
G’yi n noktali tam cizge olarak alirsak
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n-1 -1 . -1
-1 n-1 .- -1
D-A=| . ) . .
-1 -1 ... n-—-1
olur. D - A matrisinden ilk satir ve stitunu atalim. (n - 1) x (n - 1) boyutlu
‘n-1 -1 - -1
-n n - 0
|-n 0 - n

matrisinin determinantini bulacagiz. Once ilk satir1 diger tiim satirlardan ¢ika-
rarak matrisini bulalim. Ardindan ilk siituna diger tiim stitunlar1 eklersek

1 -1 - -1
0 n 0
0 0 n

matrisini elde ederiz. Bu islemler matrisin determinantini1 degistirmez ve ko-
segeninin altindaki tiim girdileri 0 olan bu matrisin determinanti késegendeki
girdilerin ¢arpimidir. Bu durumda matrisin determinanti ise bekledigimiz gibi
n"-2 dir.

GEZGIN SATICI PROBLEMI ve EN YAKIN SEHIR ALGORITMASI

William Hamilton
04 Agustos 1805, Dublin, irlanda - 02 Eyliil 1865, Dublin, Irlanda

Gezgin Satic1 Probleminden (GSP) amag, bir saticinin, bulundugu sehir-
den baslayip, her sehre sadece bir kez ugradiktan sonra basladig1 sehre geri
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donen en kisa turu bulmaktir. Herhangi iki sehir arasinda bir yol oldugunu ve
o yolun uzunlugunu bildigimizi varsayiyoruz.

Goruldigi gibi, GSP, anlasilmasi i¢cin matematiksel herhangi bir temel
gerektirmeyen bir problemdir. Anlasilmasi kolaydir ama ¢6ziimii zordur. GSP,
cizge kurami dilinde, sehirlerin noktalarla, sehirlerarasi yollarin baglantilarla
temsil edildigi (yalin) bir ¢izge lzerinde, en kisa Hamilton turunun bulunma-
sidir. Hamilton turu, bir cizge tizerindeki her noktadan sadece bir kez gecen
(dolayisiyla ayn1 yoldan da sadece bir kez gecen) ve basladig1 noktada biten,
19. Yiizy1lda yasamis matematik¢i William Hamilton'in adiyla anilan turdur.

(n—1)!

Ornegin n noktadan olusan bir tamcizge, yani Kn tamgizgesi

Hamilton turu icerir. Bunu “Tam Tur Olasilig” kisminda gostermistik.
b

1. Soru: Yukaridaki ¢izgede biitiin Hamilton turlarini bulun ve uzunluk-
larini hesaplayin. Sehirlerarasi uzakliklar baglantilarin iistiinde verilmistir.

Cozim: Verilen cizgede her nokta cifti arasinda bir baglanti bulundugu
icin, bunun bir tamgizge oldugunu belirtelim. Bir tamg¢izgede, noktalarin her-
hangi bir sirayla dizilisi, bir Hamilton turuna karsilik gelir. Ornegin, a sehrini

5-1)!

baslangi¢ noktasi kabul edersek, asagida verilen = 12 turu buluruz.

Tur Uzunluk

abcdea 1+3+6+8+5=23
abceda | 1+3+7+8+4=23
abdcea 1+5+6+7+5=24
abdeca | 1+5+8+7+3=24
abecda | 1+4+7+6+4=22
abedca 1+4+8+6+3=22
acbdea | 3+3+5+8+5=24
acbeda | 3+3+4+8+4=22
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acdbea 3+6+5+4+5=23
acebda | 3+7+4+5+4=23
adbcea | 4+5+3+7+5=24
adcbea | 4+6+3+4+5=22

Burada en kisa tur i¢in 22 birim uzunlugunda dort segenek vardir. Bu
dort turdan herhangi birini, 6rnegin abecda turunu, bu GSP’nin en iyi ¢6ziimi
olarak kabul edebiliriz.

Bu 6rnekteki ¢o6ziim yontemini izleyerek, GSP i¢in ti¢ adimlik bir ¢6ziim
yolu gelistirilebilir:

1. Cizgenin tiim Hamilton turlarini bulalim.
2. Her turun uzunlugunu hesaplayalim.
3. Turlar arasindan en kisasini segelim.

Bu ¢6ziim yontemiyle, 10 sehir iceren bir GSP i¢cin bulunmasi gereken
9!
tur sayisi S = 181 440 'tir. Sehir sayis1 20’ye ¢iktiginda ise bulunmasi gere-
19!
ken tur sayisi B 6,08 X 1016 'y1 bulur. 25 sehir i¢cin GSP problemini bu
yolla ¢cozmek isteyen bir saticinin, yaklasik 3,1 x 1023 turu incelemesi gereKkir.
Bu sorunun ¢6ziim yolunun uygulanmasi olanaksizdir.

2. Soru: Bir Tirkiye karayollar1 haritasinda verilen iller aras1 mesafe
bilgilerini kullanarak, bulundugunuz sehirden baslayip yine ayni sehirde biten
ve 81 ili dolasan bir tur belirleyin. Buldugunuz tur, bulunabilecek en kisa tur
mu?

GSP Coziim Yontemleri: Arastirmacilar, GSP'nin kokenini Euler’in 1759
ve Vardemonde’'nin 1771’teki ¢alismalarina dayandirir. Ancak, 1940’larin son-
larina dogru popiiler olmaya baslayan GSP icin 1954’te Dantzig, Fiilkerson ve
Johnson, dogrusal programlama teknigine dayali bir ¢éziim yontemini gelis-
tirmistir. GSP icin gelistirilen ¢6ziim yontemlerinin “ilk”i kabul edilen bu yak-
lasim, “polyhedral combinatorics” alaninin gelismesine de onciililk etmistir.
Ancak, GSP’nin zor problemler sinifina ait olmasindan da anlasilacag: gibi, bu
yaklasim dahil, bugiine kadar gelistirilen en iyi algoritmalarin bile ¢6ztiim kar-
masikligi, problemdeki sehir sayisini temsil eden n’'nin lissel kuvvetine bagli-
dir. Biiyiik bir olasilikla polinom zamanl bir GSP algoritmasi da hi¢bir zaman
bulunamayacaktir, hatta biiytik bir olasilikla boyle bir algoritma yoktur.
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Cok sehirli GSP’leri ¢6zmek i¢in pratik bir yontem, yaklasik ¢6ziim tre-
ten sezgisel algoritmalar kullanmaktir. Sezgisel algoritmalar, en iyi ¢6zimi
garanti etmemelerine karsin, en iyi ¢6ziime yakin, oldukga iyi bir sonucun ma-
kul bir siirede bulunmasini saglarlar.

Bu sezgisel algoritma, gezginin bir sehirden digerine giderken, heniiz
ziyaret etmedigi sehirler arasindan en yakindakini tercih edecegi ilkesine da-
yanir.

3. Soru: Birinci soruda verilen ¢izge icin a sehrini baslangi¢ noktasi ka-
bul ederek “en yakin sehir algoritmasi”yla bir ¢6ziim bulunuz.

Cevap: Satici a’dayken hentiz ziyaret edilmemis sehirler kiimesi {b, c, d,
e} dir. Bu kiime icinde a'ya en yakin b’dir ve algoritmaya gore satic1 6nce b’ye
gider. b’ye en yakin ziyaret edilmemis sehir c’dir. Dolayisiyla satici c’den d’ye
gecer. Buradan e’ye gider, sonra da baslangi¢ sehrine geri dénerek turunu ta-
mamlar. Buna gore 23 birim uzunlugundaki abcdea turu bulunur. Ancak, bu
¢oziim maalesef ¢izgedeki en kisa turdan bir birim daha uzundur.

Eger bir cizgede tiim i, j, k noktalarinin (sehirlerinin) arasindaki uzak-
liklar dj; < dj + dy; esitsizligini sagliyorsa, bu ¢izge “licgen esitsizligini sagla-
yan ¢izge” olarak adlandirilir. Bunun yarari, boyle bir ¢izgede iki nokta arasin-
daki en kisa yolun, o iki nokta arasindaki tek baglantilar saglanacaginin ga-
ranti edilmesidir. Cizgemizin noktalar: sehirler, noktalar arasindaki uzaklik da
sehirlerarasi en kisa mesafe ise, bu varsayim gecerlidir elbette.

4. Soru: ik soruda verilen cizgenin “licgen esitsizligi’ni sagladigini is-
patlayin.

Cevap: Simdi liggen esitsizligini saglayan bir cizgede, en kisa Hamilton
turunun en fazla iki kat1 uzunlugunda bir Hamilton turu bulan sezgisel bir al-
goritmayi inceleyelim.

En Kisa Tur Algoritmasi: Bir G c¢izgesi lizerindeki en kisa kapsayici agaci
T’yle gosterelim. Yani G’'nin biitlin noktalar1 T agacinda bulunsun ve T’'nin bag-
lantilarinin uzunluklarinin toplami olabildigince kiiciik olsun.

T’nin her bir baglantisi i¢in ikinci bir baglant1 ekleyerek, yeni bir G ¢iz-
gesi olusturalim. Bu yeni ¢izge yalin bir cizge olmasa da gene de bir cizgedir.
G1 cizgesinde biitiin noktalar birbirlerine c¢ift sayida baglantiyla baglanmis
olur, yani her noktanin derecesi cifttir. Boyle bir cizgede, Euler turu olarak
adlandirilan, biitiin baglantilardan sadece bir kez gecen, dolayisiyla her nokta-
dan en az bir kez gecen ve baslama noktasina geri donen bir tur vardir, bunu
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Euler Turu yazisinda gormiustiik. G1 ¢izgesinde buldugumuz bir Euler turunun
noktalarini rastladigimiz siraya gore dizelim. Bu turu bir Hamilton turuna do-
niistiirmek icin, siraya dizilmis noktalar arasinda tekrar edilmis bir noktaya
rastladigimizda, bu noktay1 atlayip biitiin noktalarin turda sadece bir kez yer
almasini saglayarak, baslama noktasinda tamamlanan yeni bir tur bulmamiz
yeterlidir. Eger cizge U¢gen esitsizligini saghyorsa, tekrar eden noktalarin at-
lanmasinin turun uzunlugunu degistirmeyecegi hatta belki de kisaltacagi mu-
hakkaktir.

Simdi ilk soruda verilen ¢izge lizerinde bu algoritmay1 uygulayalim.
[

Once, Prim algoritmasiyla cizge iizerinde en kisa kapsayic1 agaci, yani
cizgenin her noktasini iceren en kisa agaci bulalim. Bu algoritmada, 6nce, ¢iz-
genin baglantilar1 en kisadan en uzuna dogru siraya dizilir. Soruda verilen ¢iz-
ge icin bu sira soyle olusur: ab, bc, ac, be, ad, ae, bd, cd, ec, ed. Siranin en basin-
daki en kisa baglantiyla baslariz. Bu baglantinin iki noktas, yani {a,b} noktalari
en kisa kapsayici agacimizin iki noktasi olacak. Sonra, soldan saga dogru bag-
lantilar1 gézden gegiririz. O ana dek sectigimiz noktalara kattigimizda agag
ozelligini bozmayacak ilk baglantisi se¢tigimiz noktalara ekleriz. Siradaki ikin-
ci en kisa baglant, ya bu agaca yeni bir nokta ekler ya da iki baglant1 ve dort
noktadan olusan bir orman verir. Aga¢ elde edersek bu baglantis1 da katariz,
yoksa bir sonraki noktaya geceriz. Ornek cizgede bc baglantis1 aga¢ 6zelligini
bozmaz, dolayisiyla c’yi de katarak {a,b,c} noktalarindan olusan bir agac elde
ederiz. Uciincii ac baglantis1 agac 6zelligini bozuyor, dolayisiyla bu baglantiy:
atlayarak, dordiincti baglantiya gecmeliyiz. Bu sekilde devam edersek, cizge-
deki biitiin noktalar1 iceren en kisa kapsayici agaci buluruz.
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Sagdaki T agac,, G c¢izgesinin en kisa kapsayict agacidir. Uzunlugu
1+3+4+4=12'dir. Cizgede daha kisa bir kapsayic1 aga¢ bulunamaz. Simdi T’deki
baglantilar ciftleyelim ve olusturdugumuz yeni ¢izgeye G’ diyelim. Daha 6nce
soyledigimiz gibi, eger bir ¢izgenin noktalar ¢ift say1 da baglantiyla baglysa,
Euler turunu bulmak kolaydir ve nasil bulunacag1 Euler Turu yazisinda ag¢ik-
lanmistir. Ornegin, bu cizge lizerinde ebcbadabe bir Euler turudur. (Ciftlenen
baglantilar arasinda bir fark gézetmedik.) e’den yola ¢ikan bir gezgin, eb bag-
lantisindan b’ye, bc baglantisiyla c’ye, cb baglantisiyla tekrar b’ye ulasir. Bura-
dan da ba baglantisiyla a’ya ulasan ve a noktasindan itibaren geriye kalan bii-
tiin baglantilarin iizerinden sirayla gecen gezgin, en son olarak tekrar e nokta-
sina erisir. Euler turunu izleyen gezgin, 6rnegin, turun baslarinda c’den tekrar
b’ye doner. Simdji, bu turu Hamilton turuna déniistiirtirken, bu asamada ikinci
kez ziyaret edilen b noktasinin ikinci ziyaretini engellememiz gerekir. Yani,
ebcba... dizisinde ikinci b’yi atlayarak ebca... dizisini olusturmaliy1z. Eger cb ve
ba baglantilarini silip, bu baglantilar yerine ca baglantisini eklersek, b’nin ikin-
ci kez ziyaret edilmesini engellemis oluruz ve gezgin (3+1) birimlik uzunluk
yerine 3 birimlik uzunlukla c’den a noktasina ulasmis olur. Ayni yéntemle bii-
tiin doniistiirme islemini tamamladigimizda, 22 birim uzunlugundaki ebcade
Hamilton turunu elde ederiz. Bu yontemle, G tizerindeki GSP’nin en iyi ¢6zii-
miinii bulmamiza ragmen, bdyle bir sonu¢ maalesef her zaman garanti degil-
dir. Ancak, bu sezgisel yontem ¢ok da kotii bir sonu¢ vermemektedir:

5. Soru: Ucgen esitsizligini saglayan bir cizgede en kisa tur algoritma-
siyla bulunan GSP turunun uzunlugunun, en kisa kapsayici agaci olusturan
baglantilar1 n toplam uzunlugunun iki katindan daha biiyiik olmayacagini gos-
terin.

Yukarida anlattigimiz iki sezgisel algoritma disinda, GSP literatiiriinde
bir¢ok sezgisel algoritma 6nerilmistir. Bunlarin bir kismi, inceledigimiz sezgi-
sel algoritmalar gibi bir gezgin satici turu bulduktan sonra durur. Digerleriyse
verilen bir tur lizerinde degisiklikler yaparak, daha kisa turlar bulmaya yone-
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lik “iyilestirici” girisimleri dener. Simdi, bu tiriin en bilinen ve en yaygin kul-
lanilan yontemlerinden birini, turu olusturan baglantilarin ikisini iki yeni bag-
lantiyla degistiren iyilestirme yontemini inceleyelim.

b

iki Baglant1 Degistirme Algoritmasi: Ilk sorudaki ¢izge icin verilen 24 uzunlu-
gundaki abdcea Hamilton turu iizerinden bu algoritmayi1 tartisalim. Algorit-
manin temel amaci, verilen bir tur tizerindeki komsu olmayan iki baglantiyi,
iki yeni baglantiyla degistirerek daha kisa bir tur bulmaktir. iki baglantiy1 si-
linmis bir turdan yeni bir tur elde etmenin bir tek yolu vardir. Simdi, 24 birim-
lik abdcea turundaki 7 birimlik ce baglantisini ele alalim. Diyelim ki bu uzun
baglantidan kurtulmak istiyoruz. Verilen turdan ce’siz yeni bir tur bulmak i¢in,
ce’yle birlikte ce’ye komsu olmayan 5 birimlik bd baglantisindan da ya da 1
birimlik ab baglantiindan da kurtulmamiz gerekir. Bu durumda iki secenekle
kars1 karsiyayiz. Birinci se¢enekte, (7+5) birimlik ce ve bd baglantilarini tur-
dan silip (3+8) birimlik bc ve ed baglantilarini ekleyerek, 23 birimlik abcdea
turunu elde ederiz. ikinci secenekte, (7+1) birimlik ce ve ab baglantilarini
(3+4) birimlik ac ve be baglantilariyla degistirerek, yine 23 birimlik ama baska
bir tur olan acdbea turunu buluruz. Segceneklerin ikisi de abdcea turunu sadece
1 birim kisalttig1 icin, iki yeni turdan herhangi biri rasgele secilebilir. Algorit-
ma, yeni tur tizerindeki baska bir baglanti ¢iftinin degistirilmesiyle turun kisa-
lip kisalmadigini kontrol ederek devam eder. Eger kisalma bulunursa, gergek-
lestirilir. Daha kisa bir tur bulunamazsa, algoritma durur.

Sonug Yerine: 1954’te 49 sehirlik GSP’nin ¢éziimiinden bu yana gecen
zaman icinde, ¢oziilen problemlerin biiytikliigi giderek artmis, glinlimiizde 15
000’den fazla sehir iceren problemlerin ¢oziilebildigi bir birikime erisilmistir.

/!

Aciklama: 2001’de Almanya’nin tiim 15 112 sehrini gezen ve her se-
hirden sadece bir kez gecen en kisa yol bulunmustur. Bunun ic¢in Rice ve Prin-
ceton Universitelerinin bilgisayarlar1 22 yildan fazla ¢alismislardir... Toplam
yol asag1 yukar1 66 000 km’dir, yani ekvatorun bir buguk misli... iste Alman-
ya'nin en kisa yol haritas. lyi yolculuklar.
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COPCATANLIK PROBLEMI

Soyle bir soru diisiinelim. Sonlu sayida bekar kiz ve erkekten olusan bir
toplulukta bazi kiz ve erkek ciftleri birbirlerini begeniyorlar ve her biri begen-
diklerinden biriyle evlenmeye hazir. Herkesi begendigi biriyle evlendirebilir
miyiz?
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1. kiz 1. erkek
2. kiz 2. erkek
3. kiz 3. erkek
4. kz 4. crkek
5 kiz 5. crkek

Sozgelimi, 5 kiz ve 5 erkekten olusan bir topluluk olsun ve bu 10 kisi
noktalarla, birbirini begenen kiz ve erkek ciftlerini de baglantilar araciigiyla
asagidaki gibi bir cizge olarak gosterelim. (1, 4), (2, 1), (3, 3), (4, 5), (5, 2) evli-
likleri bu ¢opgatanlik probleminin birka¢ ¢éziimiinden biridir. Parantez igin-
deki birinci sayilar kizlar, ikinci sayilar erkekleri simgeliyor.

Problemi kizlar ve erkekler olmak tizere iki kiimeli bir ¢izge olarak gés-
terip her disi noktay: bir ve bir tek erkek noktayla eslestirdik. Toplulugun tiim
liyeleri boylece evlenir. Boyle bir eslemeye miikemmel esleme (perfect matc-
hing) denir. Miikemmel eslemelerde her kiz tek ve bir tek erkege, her erkek de
tek ve bir tek kiza es diiser (1-1 ve Orten).

Eger erkeklerin sayisi kizlardan daha fazlaysa (ya da tam tersiyse), bir
miitkemmel esleme miimkin degildir elbet. Miikemmel esleme miimkiin olma-
sa da, bu durumda, her kizi bir erkekle evlendirecek bir esleme bulabiliriz (bu-
lamayabiliriz de). Her kizi evlendiren bir eslemeye kizlar1 kayiran esleme diye-
lim. Elbette eger kizlar1 kayiran bir esleme varsa ve kiz sayisi erkek sayisina
esitse, kizlar1 kayiran bu esleme aslinda erkekleri de kayirir, yani herkes ha-
linden memnundur.

Amacimiz, kizlar1 kayiran bir eslemenin (yani her kiz1 evlendiren bir es-
lemenin) hangi kosullarda oldugunu bulmak. Matematikte buna ¢opcatanlik
problemi denir.

Bundan boyle her erkegin her kizi1 begendigini varsayalim, yani her er-
kek herhangi bir kizla evlenmeye razi olsun. Bu varsayim sadece dilimizi sade-
lestirmemizi saglayacak, bu varsayimla herhangi bir genellik kaybetmeyecegiz.

Eger erkekten cok kiz varsa, her kizi mutlu etmek cokesliligin yasak-
landig1 topluluklarda miimkiin olmaz. Cokesliligin yasaklandigini varsayacagiz.
Dolayisiyla kizlarin sayis1 erkeklerin sayisindan fazla olmamali, yani yeterince
erkek olmall. Ama bu da yetmez. Ornegin her kiz ayni1 erkegi begenirse ve kiz-
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larin gozii baska erkek gérmezse ve birden fazla kiz varsa ¢opcatanlik kesinlik-
le basariya ulasamaz. Dolayisiyla begenilen yeterince erkek olmal.

Philip Hall
11 Nisan 1904, Hampstead, ingiltere - 30 Aralik 1982, Cambridge, ingiltere

Copcatanlik Teoremine hazirlik olarak Philip Hall'in 1935 yilinda orta-
ya atti1 su ifadelere dikkat edelim: m kizdan olusan bir toplulukta ¢épgatanlik
probleminin kizlar1 mutlu eden bir ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter kosul,
herk =1, .., nicin k kiz iceren herhangi kiz toplulugunun en az k degisik erkegi
begenmesidir.

Bu problemin ¢opcgatanlik disinda da uygulama alanlarini bulmak ko-
laydir. Ornegin bir isyerinde bitirilmeyi bekleyen isler ve isleri yapabilecek
ozellikte kisiler olsun, ayrica her isin tek bir kisi tarafindan yapilmasi istensin.
Islerle bu isleri yapabilecek kisileri esleme problemine ¢oziim icin gerek ve
yeter kosullar1 yukaridaki teorem verir.

Kizlar kiimesine K, erkekler kiimesine E diyelim. Eger L bir kiz toplulu-
guysa, bu topluluktaki kizlarin en az birinin begendigi erkekler kiimesi B(L)
olsun. O zaman Yukaridaki teorem ¢izgeler kurami dilinde su sekli alir:

5.14. Teorem (Copcatanlik Teoremi): G(K, E) iki kiimeli bir ¢izge ol-
sun. K'yi kayiran bir eslemenin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her L € K
altkiimesi icin |L| < |B(L)| esitsizligidir.

ispat: Ispatin gerekli oldugu asikardir. (Yoksa L'deki kizlarla eslesecek
yeterince erkek olmazdi.) Kosulun yeterli oldugunu ispatlayalim. Her L € K
icin |L| < |B(L)| esitsizligini varsayalim. K’yi kayiran bir esleme bulacagiz.

M, bulabilecegimiz en fazla evliligi iceren bir esleme olsun. Cizge diline
cevirirsek, M u¢ noktalar1 kesismeyen baglantilardan (eslemelerden, evlilik-
lerden) olusuyor ve bu 6zellige sahip daha fazla sayida baglanti iceren bir kii-
me yok. M’'nin baglantilarinin K’'nin her noktasina degdigini gosterecegiz (yani
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M evliliklerinin her kizi evlendirdigini gosterecegiz.) k € K, bu eslemelerde
gorilmeyen bir nokta olsun (yani k, M evliliklerinde kocasiz kalan bir kiz.)

R/ r\\ // \\u E
f ._.'._1 p Va \
': ‘..' — ""-..__r'_ I:- \..-. '...
L | — |
- | | | |

k’den baslayan ve ardisik baglantilar1 M’de olan bir yol. Diiz ¢izgiler M’de. Ke-
sik cizgiler M'de degil.

M eslemesine gore evde kalan k adli kizimizdan baslayarak, ardisik iki
baglantisindan birinin M’de oldugu en uzun yollara bakalim. Bu yollardan hic-
biri bir erkek noktada bitemez, ¢linkii 6yle bir yol e erkek noktasinda bitseydi,
o zaman-yukaridaki sekilde goriildigu gibi-yolumuzda bulunan M’deki esle-
meleri atip (diiz baglantilar), onlarin yerine M’de bulunmayan eslemeleri (ke-
sik baglantilar1) alir ve boylece M’den bir fazla eslemesi olan bir esleme kiime-
si bulurduk. Demek ki bu yollarin her biri gene bir kizda bitiyor.

Bu tiir (k'den baslayan ve her iki ardisik baglantisindan birinin M’de ol-
dugu) yollarin gectigi kiz noktalar kiimesine L, erkek noktalar kiimesine F di-
yelim. F'nin her noktas1 M eslemesiyle L’deki tek bir noktayla eslenmistir, ay-
rica bu tir yollar bir erkekte sona eremeyeceginden, B(L) = F esitligi gecerli-
dir. Demek ki |L| < |B(L)| olur. Ote yandan, k, L kiimesinde olan ve M’de go-
riillmeyen bir nokta oldugundan, |F| + 1 < |L| dir. Bu durumda,

IB(L)| =F < |F|+1<|L]
esitsizligini elde ederiz, yani |L| < |B(L)|, bir geliskidir. Demek ki dyle bir k
noktasi yoktur.

5.7. Sonug: G(K, E) iki kiimeli bir cizge olsun. Miikemmel bir eslemenin
var olmasi icin gerek ve yeter sart |K| = |L| esitligi ve her Lc K altkiimesi i¢in
IB(L)|>|L| esitsizligidir.

ispat: Yukaridaki teoreme gore her kiz bir erkekle eslestirilebilir. Ama
kiz sayisi erkek sayisina esit, demek ki her erkek de eslestirilmistir, yani bu
esleme miikemmel bir eslemedir.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 66

5.8. Sonug: G iki kiimeli bir cizge olsun. G'nin her noktasinin derecesi
ayni olsun ama bu derece 0 olmasin. O zaman G’nin miikemmel bir eslemesi
vardir.

Ispat: Yukaridaki sonucu uygulayacagiz. Iki ayrik kiimeye K ve E diye-
lim. Derece k olsun. G’'nin her noktasinin derecesi k oldugu icin k|K| =
|E(G)| = k|E| yani |K| = |E| dir (¢linki k # 0).

L € K olsun. L, L'deki noktalara degen baglantilar kiimesi, B(L): ise
B(L)’deki noktalara degen baglantilar kiimesi olsun. Tanim geregi L; € B(L;)
dir. Bu durumda Kk|L| = |L;| < [B(L;)| = B(L), yani [B(L)|>|L|dir. Buna gére

sonuca gore G ¢izgesinde miilkemmel bir esleme vardir.

Ornek: 1, 2, 3, 4,5, 6 kizlari, 7, 8,9, 10, 11, 12 ise erkekleri simgelesin.
Bu 12 kiz ve erkegin hangilerinin yuva kurmaya razi olduklarini asagidaki ¢iz-
gedeki bagintilarla gosterelim.

7 8 9 10 11 12

Algoritmamiz1 uyguladigimizda asagidaki T agaglarini, D dallarin1 ve M egsle-
melerini elde ederiz. Mo = &, bunu biliyoruz. Simdi i = 1 olsun ve algoritmaya
devam edelim.
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T, agac T; agac T; agac T, agacl T; agac T; agac
3 4 5 &
1 2 . ® )
e © o ||® °o | ® g .m ® g 8 CYIR R0
7 9 0|8 9 7 -
D = 1-7 {Brnegin) D = 2-8 (irnegin) .] 9 ' 1 3 2 . 4
Jul A’I‘\
1-7 1-7 ;
). o ®- 10
2-8 10 I 9 , @10
D = 3-7-10 (6rnegin) ®
3 4
M; : 39 @1
2-8 ]
3-7 g .
i-10 ® 11 7@
D=4-10-17-3-9 D = 5-7-1-10-4-11
(Brnegin) M,
M, 28 5@
8 39 D=612
4-10 57
17 1-10 M
3-9 411 2:
5-7
1-10
4-11
6-12

RAMSEY SAYILARI ve TEOREMLERI

Alt1 kisilik bir toplulukta ya herkesin birbirini tanidig1 ya da hig birinin
hi¢ kimseyi tanimadig1 en az li¢ kisi mutlaka vardir. Zeka oyunlar: kdselerinde
sik sik okurlardan bu énermenin ispatlanmasi istenir. Once Ramsey kuraminin
en basit 6rnegi olan bu 6nermeyi ispatlayalim. Sonra ¢ok daha zor, cevabi bile
bilinmeyen sorular soracagiz. Alt1 kisiyi bir ¢izgenin alt1 noktasi olarak gore-
lim. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6 diyelim. iki nokta arasina, o iki noktanin simgele-
digi kisilerin tanisip tanismamalarina gore, kirmizi ya da mavi bir baglanti ¢i-
zelim. Sozgelimi, tanisiyorlarsa baglanti kirmizi olsun, tanismiyorlarsa mavi
olsun. Her baglantiy1 ya kirmiziya ya da maviye boyanmis Ks tamgizgesini elde
ederiz. Yukaridaki 6nermeyi, “Baglantilar1 kirmizi ve maviye boyanmis Ke
tamcizgesinde ya en az bir kirmizi licgen ya da en az bir mavi tiggen vardir”
olarak ifade edebiliriz.

& 3
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Her noktaya bes baglant1 degdiginden, her noktaya ya en az ti¢ kirmizi
baglant1 ya da en az li¢ mavi baglanti deger. Noktamizin 3 numarali nokta ol-
dugunu, bu noktaya bitisik en az ti¢ kirmizi baglanti oldugunu ve bu kirmizi
baglantilarin {1,3}, {2,3} ve {6,3} baglantilar1 oldugunu varsayalim. Artik sade-
ce 1, 2, 3 ve 6 noktalarini dikkate alacagiz.

1, 2 ve 6 noktalar1 arasindaki baglantilardan biri kirmiziysa, bu kirmizi
baglantisin iki ti¢ noktasi ve 3 noktasi kirmizi bir ticgen olustururlar. Aksi hal-
de, yani baglantilarin hepsi maviyse o zaman bu ti¢ nokta mavi bir tiggen olus-
turur.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak, baglantilar1 iki renge bo-
yanmis Ke cizgesinde tek renkli bir tiggen vardir, 6nermesini ispatladik. Elbet-
te bu 6nerme, eger n 2 6 ise, tiim K, cizgeleri i¢in de dogrudur, ¢iinkii n = 6 ise,
K¢, Kn'nin icinde yasar.

Ayni 6nermeyi soyle de ifade edebiliriz: Eger n = 6 ise, baglantilar iki
renge boyanmis K, ¢izgesinde tek renkli K3 yasar.

Bu 6nerme, yandaki cizgeden de anlasilacag tizere n = 5 icin dogru de-
gildir, n illa en az 6 olmaldir, daha az olamaz.

Yukaridaki 6nermede K3 yerine K4 almak istersek durum ne olur?

Soru: ki renge boyanmis K, tamgizgesinde tek renkli bir K4 yasamasi
icin n en az ka¢ olmalidir?

4 yerine herhangi bir a dogal sayis1 alip benzer soruyu sorabiliriz:

Soru: a dogal sayisi1 verilmis olsun. n en az ka¢ olmalidir ki baglantilar
iki renge boyanmis K, tamcizgesinde tek renkli bir K, yasasin? Hatta boyle bir

n var midir?

Bu soruyu da genellestirebiliriz:
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Soru: a ve b dogal sayilar1 verilmis olsun. n en az ka¢ olmalidir ki, bag-
lantilar1 A ve B renklerine boyanmis K, tamgizgesi ya tamamen A renkli bir K,
icersin ya da tamamen B renkli bir K,? Hatta boyle bir n var midir? (Egera=>b
ise, bir Onceki sorunun aynisini elde ederiz.)

Evet, oyle bir n vardir:

Frank Plumpton Ramsey
22 Subat 1903, Cambridge, ingiltere - 19 Ocak 1930, Londra, ingiltere

5.26. Tamim (Ramsey, 1930): a ve b herhangi iki dogal say1 olsun. Oy-
le bir N vardir ki, eger n 2 N ise, baglantilar1 A ve B renklerine boyanmis Kn
tamcizgesinde ya tamamen A renkli bir K, ya da tamamen B renkli bir K} var-
dir. Boyle en kii¢cliik N sayisina Ramsey sayisi denir ve bu say1 r(a, b) olarak
yazilir.

Yukarda, r(3, 3) = 6 oldugunu gordiik.

Sorudaki simetriden dolay1 r(a, b) = r(b, a). Dolayisiyla a < b esitsizligini
varsayabiliriz.

Bazi r(a, b) sayilarini bulmak kolay:
r(1,b)=1
r(2,b)=b
dir. Ramsey sayilari icin genel bir formil bilinmiyor. Ramsey sayilarinin bu-
lunmasi ¢izge kuraminin zor ve yanitlanmamis sorularindan biridir. Bu sayfa-
nin en altindaki cizelge bilinen bazi Ramsey sayilarini, bilinmeyenlerin ise alt
ve ust siirlarini verir.

Asagidaki sonug r(a, b) sayilarina tiimevarimsal bir {ist sinir getiriyor.

1.25. Teorem (Erdos ve Szekeres): a > 2 ve b 2 2 iki tamsayysa,
r(a,b) <r(a, b-1) +r(a-1, b)
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dir.

Eger r(a, b-1) ve r(a-1, b) sayilarinin ikisi de ciftse,
r(a, b) <r(a, b-1) +r(a-1, b)
dir.

ispat: n = r(a, b-1) + r(a-1, b) olsun. Kx ¢izgesini herhangi bir bicimde
iki renge boyayalim. Bu cizgede ya tamamen A rengine boyanmis bir K, ya da
tamamen B rengine boyanmis bir Kj bulacagiz. Bu da teoremi ispatlayacak.

v, Kn'nin herhangi bir noktasi olsun. Ky'nin geri kalan n-1 noktasina ba-
kalim. v'nin A renkli baglantiyla baglandig1 noktalara A(v), B renkli baglantiyla
baglandig1 noktalara B(v) diyelim.

|A(v)| +|B(v)| =n-1=r(a, b-1) +r(a-1, b)-1
esitlikleri bariz. Dolayisiyla hem |A(v)| < r(a, b-1) hem de |B(v)| < r(a-1, b)
esitsizlikleri saglanamaz. Demek ki ya |A(v)| 2 r(a-1, b) ya da |B(v)| 2 r(a, b-1)
dir.

Birinci durumda, A(v) ya A renkli bir Ka-1 ya da B renkli bir Ky icerir.
Dolayisiyla A(v) U {v} ya A renkli bir K, ya da B renkli bir Ky igerir. Ikinci du-
rumda, benzer bicimde, B(v) U {v} ya A renkli bir K, ya da B renkli bir Ky ice-
rir. Sonug olarak r(a, b) <r(a, b-1) + r(a-1, b).

Simdi r(a, b-1) ve r(a-1, b)'nin cift olduklarini varsayalim. Bu kez n =
r(a, b-1) + r(a-1, b)-1 olsun. Demek ki n tek. Ky'de ya A renkli bir K, ya da B
renkli bir Ky bulacagiz. B renkli baglantilar1 Ky'den silip n noktali bir G ¢izgesi
elde edelim. G'nin tek sayida noktasi oldugundan (ve noktalarin derecelerin
toplaminin ¢ift oldugunu bildigimizden, bk. El sikisma teoremi), G'de derecesi
cift olan mutlaka bir nokta olacaktir. Bu noktaya v diyelim. Demek ki A(v) cift
bir sayy, dolayisiyla A(v) # r(a-1, b)-1, bunu aklimizda tutalim. Ote yandan,

|A(v)| + |B(v)] =n-1=[r(a-1, b)-2] + r(a, b-1)
oldugundan, hem |A(v)| < r(a-1, b)-2 hem de |B(v)| < r(a, b-1) esitsizlikleri
saglanamaz. Demek ki ya |A(v)| > r(a-1, b)-2 ya da |B(v)| = r(a, b-1) esitsizlik-
lerinden biri saglanacak. Ama A(v) # r(a-1, b)-1. Dolayisiyla ya |A(v)| > r(a,
b-1) ya da |B(v)| = r(a, b-1). Aynen yukarda yaptigimiz gibi K,'de ya A renkli
bir Ki ya da B renkli bir Ky buluruz.

Ne yazik ki esitlik dogru degil. Ornegin, asagidaki cizelgeden, r(3,
6)=18,r(4, 5) = 25 ve r(4, 6) < 41 iliskilerini biliyoruz, dolayisiyla
r(4,6)<41<43=18+25=r(3,6) +r(4,5)
olur.

Yazimizi r(a, b)'nin bir tist sinir formiiliinti bularak tamamlayalim.
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Sonug: r(a,b)< [a b _2]

b-1

Ispat: Ispat1 a + b iizerine tiimevarimla yapacagiz. Kiigiikk a + b = 2 icin,
yani a = b = 1 icin esitsizligin dogrulugu belli. a + b 2 3 olsun. Yukaridaki teo-
reme ve timevarim varsayimina gore,

b-3 b-3 b-2
fab)<ra—1,b)+r(ab-1)<| 2" | 2P| 2T
b-1 b-2 b-1

Alistirma: Asagidaki cizelgeyi dikkate almadan r(3,5) ve r(4,4) Ramsey
sayilarini hesaplayin.

a/b | 3 4 5 6 7 8 9
3 6 9 14 18 23 28 36
4 18 25 35-41 | 49-61 55-84 69-115
5 43-49 | 58-87 | 80-143 95-216 116-316
6 102- 109- 122-495 153-780
165 298
7 205- 216-1031 227-1713
540
8 282-1870 295-3583
9 565-6625
SONSUZ RAMSEY TEOREMi

Sonsuz sayida insanin bulundugu bir toplulukta, dyle sonsuz sayida in-
san secebilir miyiz ki, bu sectigimiz insanlarin ya hepsi birbirini tanisin ya da
hicbiri kimseyi tanimasin?

Cevap, okurun da tahmin ettigini sandigim gibi, “evet, secebiliriz”dir.
Bu, Ramsey adli bir matematikcinin ispatladigi ¢ok tinli bir teoremin sonucu-
dur.

Once soruyu matematiksellestirelim. Her insan1 bir nokta olarak goste-
relim. Eger iki insan birbirini taniyorsa, bu iki insana esdiisen noktalar1 kirmizi
bir baglantiyla birlestirelim. Eger iki insan birbirini tanimiyorsa, bu iki insana
esdiisen noktalar1 mavi bir baglantilariyla birlestirelim. Her ikisi kirmiz1 ya da
mavi bir baglantiyla birlestirilmis sonsuz noktali bir cizge elde ettik. Bu nokta-
lar arasindan, hep ayni renkle (ya hep kirmiziyla ya hep maviyle) birlestirilmis
sonsuz sayida nokta bulacagiz.
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Ispatimiz1 iki asamada gerceklestirecegiz. Birinci asamada 6yle sonsuz
tane
do, 41, A2, 43, ... ,Ai, Ai+1, Ai+2, -
noktasi bulacagiz ki, her aj kendisinden sonra gelen
di+1, di+2, dj+3, ...
noktalariyla ayni renk baglantiyla (ya hep kirmizi, ya hep mavi baglantiyla)
baglanmis olacak.

Birinci noktay1 se¢mek kolaydir. Herhangi bir ao noktasi isi goriir. ai, az,
as, ... noktalarini biraz daha dikkatli sececegiz. Bu ai, az, a3, ... noktalarini oyle
se¢meliyiz ki, ao noktasi bu noktalarla hep ayni renk baglantiyla baglanmis
olsun.

ao noktasi, 6bilir noktalarla ya kirmiz1 ya da mavi bir baglantiyla bag-
lanmistir. Sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca iki renk baglanti oldu-
gundan, ao'in ayni renk baglantiyla baglandig1 sonsuz tane nokta vardir. ag'in
hep ayni renk baglantiyla baglandigi sonsuz bir nokta kiimesi alalim. Bu kii-
meye Ao diyelim. Demek ki, ao, Ao'in noktalariyla hep ayni renk baglantiyla
baglanmistir.

Bunu aklimizda tutalim. ai, az, a3, ... noktalarini bu Ao kiimesinde sege-
cegiz. Boylece ao noktasi istedigimiz kosulu saglamis olacak. Simdi Ao’dan her-
hangi bir al noktasi alalim. a1 noktasi, A¢'in 6biir noktalarina ya kirmizi ya da
mavi bir renkle baglanmistir. A¢’da sonsuz tane nokta oldugundan ve yalnizca
iki rengimiz oldugundan, Ao kiimesinde, a;'in ayni renk baglantiyla baglandig:
sonsuz tane nokta vardir. Yani, ya

{a€Ao: aa1 kirmizi}
kiimesi, ya da

{a€A0 : aa; mavi}
kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A: adini verelim. Demek Ki,
A1cAp ve a1, Ar'in noktalariyla hep ayni renk baglantiyla baglanmistir.

az, as, a4, ... noktalarin1 Ai'de secgecegiz ve boylece Yukaridaki kosul a:
icin saglanmis olacak.

Simdi Ai’den herhangi bir a; noktasi alalim. az noktasi1 A1’in 6biir nokta-
lariyla ya kirmizi ya da mavi bir baglantiyla baglanmistir. Ai’de sonsuz nokta
oldugundan ve yalnizca iki rengimiz oldugundan, A1’de, a:’in hep ayni renkle
baglandig1 sonsuz tane nokta vardir. Bir baska deyisle, ya

{a€A: : aaz kirmizi}
kiimesi, ya da
{a€A1:aaz mavi}
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kiimesi sonsuzdur. Bu kiimelerden sonsuz olanina A, adini verelim. Demek Ki,
az, A2’nin noktalariyla hep ayni renk baglantiyla baglanmistur.

as, as, as, ... noktalarini A2’de (dolayisiyla A; ve Ao kiimelerinde de) sece-
cegiz ve boylece Yukaridaki kosul a; i¢in (ve ap ve a1 icin de) saglanmis olacak.

Simdi Az’den herhangi bir az noktasi alalim. Yukarda yaptiklarimizi a3
ve Az i¢in yapalim. A2’'nin i¢inde, 6yle bir sonsuz Az kiimesi bulalim ki, a3, A3’iin
her noktasiyla hep ayni renk baglantiyla baglanmis olsun.

Bunu bdylece sonsuza degin siirdiirebiliriz. Demek ki, dyle
40, 41, A2, A3, d4, ... ,di, di+1, Ai+2, .
noktalar1 bulabiliriz ki, her nokta kendisinden sonra gelen noktalarla ayni
renk baglantiyla baglanmis olsun.

Ispatin birinci asamasin1 tamamladik. Sira ikinci asamaya geldi.

Dikkatle sectigimiz bu ao, a1, az, a3, .. noktalarinin her birine bir renk
verecegiz. Eger bir nokta kendisinden sonra gelen noktalarla hep kirmizi bag-
lantiyla baglanmissa, o noktaya kirmizi nokta diyecegiz. Yoksa, o noktaya mavi
nokta diyecegiz. ()rnegin, eger ao noktasi, kendisinden sonra gelen ai, az, as,...
noktalariyla hep kirmizi bir baglantiyla baglanmissa, ap noktasina kirmizi nok-
ta diyecegiz. Eger as noktasi kendisinden sonra gelen ag, a7, as,... noktalariyla
hep mavi baglantiyla baglanmissa, as noktasina mavi nokta diyecegiz.

Sonsuz sayida nokta oldugundan ve yalnizca iki rengimiz oldugundan,

do, d1, A2, 43, ...
noktalarindan sonsuz tanesi ayni renk noktadir. Bir baska deyisle, ya kirmizi
noktalar kiimesi ya da mavi noktalar kiimesi sonsuzdur. Matematiksel olarak
soyleyecek olursak, ya

{ai : ai kirmiz1 bir nokta}
ya da

{ai : aj mavi bir nokta}
kiimesi sonsuzdur. iki kiime birden de sonsuz olabilir, ama en azindan birinin
sonsuz oldugunu biliyoruz. Iki kiimeden sonsuz olanini alalim. Obiir noktalar:
atalim. Noktalarimizi yeniden adlandirarak, her noktanin ayni renk oldugunu
varsayabiliriz, diyelim hepsi kirmizi. Demek ki, ao, a1, az, a3, as, ... noktalarinin
her birinin kirmiz1 oldugunu varsayiyoruz. Bu kiimeden iki nokta alalim: a; ve
aj. Diyelim i, j’den daha kiigtik. aj, kirmizi bir nokta oldugundan, a; noktasi a;j
noktasiyla kirmizi bir baglantiyla baglanmistir. Demek ki Yukaridaki sonsuz
nokta birbirleriyle ayni renk baglantiyla (kirmiziyla) baglanmistir. Ramsey’in
teoremi Ispatlanmis oldu.
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Elbette iki renkle yaptigimizi Ug renkle, dort renkle, genel olarak sonlu
saylda renkle de yapabilirdik. Ramsey’in asil teoremi de zaten genel olarak n
renk i¢indir:

5.26. Teorem (Sonsuz Ramsey Teoremi): n renk ve sonsuz sayida
noktamiz olsun. Her iki nokta, bu n renkten birine boyanmis bir baglantiyla
birlestirilmis olsun. O zaman, her iki noktasi ayni renk baglantiyla birlestiril-
mis sonsuz sayida nokta vardir.

CIZGELERIN ESYAPI DONUSUMU (iZOMORFIZM)

Esyapisal (Izomorfik) cizge aranmasinda amag, aym sekilde iki cizge
cizilmesinin mimkin olup olmadigini arastirmaktir.

Kimyada farkli cizge yapilar1 ayni molekiiler formiile sahipken farkh
yapisal olarak ayirt edilebilirler. Bu bilesiklerin ¢izgeleri ayni yontemle cizile-
bilir. Ayn1 yapiya sahip ¢izgeler benzer oriintiileri paylasir.

5.28. Tanim: Eger G,(V; , E;) ve G,(V,, E,) basit cizgeler olmak tizere;
V1 deki her a, b noktasi icin Gi’e gore komsu olan her a, b noktasi i¢in f(a) ve
f(b), G2'de de komsu olmalarini saglayan birebir ve érten bir fonksiyon V; ve
V, 'de bulunuyorsa, bu fonksiyona esyapi (izomorfizm) ve G1 ve Gz ye esyapi
dontistimleri (izomorfik) cizgeler adi verilir.

Ornek: Asagida verilen iki cizge birer esyapisaldir (izomorfiktir)

Ciinki her iki cizge {{AK}, {BK}, {CK}, {KF}, {EF}, {D,F}, {D,F}, {F.I}, {LI},
{F,G}, {G,H}} seklindedir.

Ornek: Asagidaki cizgenin hepsinde birbirleriyle esyap: déniisiimleri
vardir.
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2 ! 3 . 1
y, e
3 3 1 1 3 B '.I )

N

Ornek: Asagidaki 1. cizge esyap1 doniisiimii olmazken, 2. cizge esyapili
donlislimii vardir.

Ornek: G(V, E) ve H(W, F) cizgelerinin esyap: doniigiimii oldugunu gos-

terelim.
| D - I 1 |
c d p r

Burada V ile W arasinda;
f(a) = m,f(b) =r,f(c) =p,f(d) =n
olarak birebir f fonksiyonu bulunmaktadir. Burada G deki komsu noktalar
aileb,ailec biled, ciled
dir. Bunun karsiligi
f(a) =milef(b) =r,
f(a) = mile f(c) = p,
f(b) =rilef(d) =n,
f(c) =pilef(d) =n
olup bu eslesmeler de H de komsudurlar.//

Cizgelerin esyapili dontlisiimlerinde birebir ve 6rten bir fonksiyon oldu-
gu asikardir. Burada cizgelerin esyapi dontisimlerinin su o6zelligine dikkat
cekmek gerekir: Bir esyap1 doniisiimii birbiriyle baglantili olan her A ve B nok-
ta ciftini gene birbiriyle baglantisi olan iki noktaya gotiirmeli. Dahasi, eger A ve
B birbirleriyle baglantilar1 yoka, A ve B noktalarinin gittikleri noktalar de bir-
biriyle baglantilar1 olmamali. Yani, bir ¢izgenin noktalar iistliine tanimlanmis
bir f eslesmesi, eger, her A ve B nokta cifti icin,
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“Ave B bagintili < f(A) ve f(B) birbiriyle baglantili”
ozelligini sagliyorsa bir esyap1 dontusimii vardir.

5.29. Tanim: Eger esyap1 doniisiimlerinin taniminda sadece
“A ve B bagintilh = f(A) ve f(B) baglantil”
sartini varsa bu sarti saglayan eslesmelere yar1 esyap1 dontisiimler denir.

Bir ¢izgenin bir esyap1 doniistimde noktalar arasinda bir eslesme olmali
ve baglantili noktalar1 baglantili noktalara, baglantili olmayan noktalar1 bag-
lantili olmayan noktalara gondermelidir, baska da sart yoktur.

Ornek: Her nokta biitiin noktalarla baglantilari varsa (ya da her nokta-
nin hi¢bir noktayla baglantilar1 yoksa), noktalar arasindaki herhangi bir es-
lesme bu ¢izgenin bir esyap1 doniistimiidiir. Eger n nokta varsa, bu déniisiim-
lerden n! tane vardir, eslesme sayisi kadar...

Ornek: Sadece iki nokta arasinda baglant1 varsa ve baska bir baglantih
yoksa cizgenin esyap1 doniistimleri baglantilar iki noktas1 gene bu iki noktaya
gondermeli ve 6biir noktalar: kendi aralarinda dontistirmelidir. Eger toplam n
nokta varsa, bu ¢izgenin tam 2x(n-2)! tane esyapi doniisiimi vardir.

5.1. Aksiyom: Noktalar (noktalar) arasindaki birim fonksiyon (yani her
noktay1 gene kendisine gotiiren fonksiyon) her zaman bir esyap1 dontisimii-
dr.

5.2. Aksiyom: ki esyap1 doniisiimiiniin bileskesi gene bir esyap1 donii-
sumudir.

5.3. Aksiyom: Bir esyap1 doniisiimiiniin tersi de bir esyap1 doniisimu-
dir.
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Ornek: Asagidaki cizgenin tiim esyap1 doniisiimlerini bulalim.

Ortadaki nokta, bir esyapi donlistimii altinda ancak kendisine gidebilir,
clinkii ortadaki nokta ¢izgenin bes baglantili tek noktas1. Ucer baglantisi olan
bes nokta (soldaki resimde 3 ibaresiyle gosterilmis) kendi aralarinda doniise-
bilirler. Ancak bu noktalarin nereye gittiklerini biliyorsak dort baglantisi olan
(soldaki resimde 4 ibaresiyle gosterilen) noktalarin da nereye gittigini bulu-
ruz. Ciinkii 4 ibareli noktalarin her biri sadece iki tane 3 ibareli noktayla bag-
lantilidir. Yani 3 ibareli bes noktanin gidebilecekleri yerler esyap1 doniisiimle-
rini belirler. 3 ibareli bes nokta Yukaridaki ¢izgenin bir esyap1 donlistimiinii
verecek bicimde kendi aralarinda nasil doniisebilirler?

Noktalar1 sagdaki sekildeki gibi sayilar verelim ve bundan bdyle sagda-
ki sekilden takip edelim. 0 numarali nokta gene kendine gitmeli, bunu biliyo-
ruz. 1, 2, 3, 4, 5 numarali noktalar kendi aralarinda déniismeli, bunu da biliyo-
ruz. Bu bes noktanin nasil doniistiigiinii biliyorsak, geri kalan 14, 35, 24, 13 ve
25 numaral noktalarin da nasil déniistiiklerini buluruz. Ornegin (13)(45)(2)
donlislimii altinda, 14 noktasi 35 noktasina, 35 noktasi1 gene 14 noktasina gi-
der; 24 noktas1 25 noktasina, 25 noktasi gene 24 noktasina gider; 13 noktasi
da yerinde sayar.

Acaba 1, 2, 3, 4, 5 noktalarinin herhangi bir eslesmesi, ¢izgemizin bir
esyap1 doniisiimiinii verir mi? Ornegin (12)(3)(4)(5) doniisiimii ¢izgenin bir
esyapl donilisiimiinii verir mi? Vermez, ¢linkli boyle bir doniisiim altinda 13
numarali top 23 numaral topa gitmek zorunda ki boyle bir top yok! Demek ki
1, 2, 3, 4, 5 numaral toplarin herhangi bir déniistimi bir esyap1 doniisiimii
vermiyor. Ya hangileri veriyor?

1, 2, 3, 4, 5 numaral toplarin toplam 5! Yani 120 tane doniisiimii vardir.
Bunlarin yarisi (60 tanesi) Yukaridaki cizgenin bir esyap1 donlistimiinii verir.
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(1)(2)(3)(4)(5), yani Ids birim fonksiyon
(12)(34)(5) bigiminde yazilan 15 déntlisiim
(123)(4)(5) biciminde yazilan 20 déniisim
(12345) biciminde yazilan 24 doniisiim.

Ornek: iki, iic ve dért noktal cizgeleri ve bu cizgelerin esyap1 donii-
sumleri asagidaki gibidir.

5.2. Iki Noktali Cizgeler: iki noktali iki ¢izge var. Iste o iki cizge (solda
ve ortada) ve o iki ¢izgenin esyap1 dontiisiimleri (iki adet, en sagda).

2
o o

5.3. U¢ Noktal Cizgeler: Gercek anlamda degisik (yani esyapisal ol-
mayan) sadece dort tane ii¢c noktal cizge var. U¢ noktali herhangi bir ¢izge
asagidaki cizgelerden biriyle esyapisaldir.

1
®

2
L

1

7

-

[y o
1w e

LA

1

2

(3]

W

Bir baska deyisle tg kisi arasindaki tanighik iligkisi yukardaki dort tip-
ten biri olmal.

Sagdaki doniisiimler, soldaki ¢izgelerin esyap1 dontisiimleridir.
5.4. Dort Noktali Cizgeler: Esyapisal olmayan toplam 11 tane dort
noktali ¢izge vardir. O 11 ¢izgeyi yandaki stitunda bulacaksiniz.

Gorildigi gibi dort noktal cizgeler arasinda her noktasi 6zel olan (yani
etkisiz gondermeden baska esyap1 doniisiimiiniin olmadig1) bir ¢izge yok.
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Dikkat ederseniz ayni satirda bulunan g¢izgeler birbirinin tam zitti. Sol-
daki ¢izgede iki nokta arasinda baginti varsa, sagdakinde yok. Soldakinde yok-
sa, sagdakinde var.

1 2 1 2 1 2 1 2
° ° e o 1324
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COZUMLU ALISTIRMALAR

1. 5 kisinin bulundugu bir toplulukta herkes birbirleri ile tokalasirsa,
toplam kag tokalasma gerceklesmistir.

Cozim: Biitiin herkes birbirileriyle tokalasiyorsa, 5.4. teorem geregi

B)-()- 252

olur.

2. Satranctaki atin hareketlerini inceleyen ¢izgeyi bulunuz.

Cozum: 8 x 8 boyutlu bir satrang tahtasinda at1 her kareden sadece bir
kez gececek bicimde gezdirmek demek, aslinda 64 noktali bir cizgede bir tam
tur bulmak demektir. Cizgemizin noktalari satrang tahtasinin kareleridir. Eger
at bir kareden diger kareye gidebiliyorsa, o iki kareye tekabiil eden noktalar
arasina bir baglanti koyalim. Soldaki gibi olduk¢a zengin ve gorsel olarak giizel
bir cizge elde ederiz. Bu ¢izgenin her tam turu, atin iki kez ayn1 kareden gec-
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meden her kareye ugrayan bir yolculugudur. Asagidaki sekillerde bu proble-
min birka¢ ¢6ziimiinii goriiyorsunuz.
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