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2. BOLUM
MERKEZI EGILIM OLCULERI
(ORTALAMA OLCULERI)

Istatistik arastirmalar1 sonucunda toplanan verileri analiz etmek icin gesit-
li merkezi egilim olciileri olan ortalama ve dagima olgiilerine ihtiya¢ vardir. Bun-
lar su sekilde siiflandirilir.

Merkezi Ortalama Olciileri
Aritmetik Ortalama
Kareli Ortalama
Geometrik Ortalama
Harmonik Ortalama
Agirlikli Ortalama
Medyan
Mod
Kartil

Merkezi Dagilma Olgiileri
Ortalama Sapma
Standart Sapma
Varyans
Ceyrek Sapma

Simdi bu merkezi egilim Olg¢iilerini inceleyelim.

ARITMATIK ORTALAMA

2.1. Tanim: Ana Kkitledeki birim sayisi1 N ve ana Kkitledeki veriler x,,x,,.., Xy
olmak lzere,

1 &
H:ﬁ;Xi

esitligine aritmetik ortalama denir. Ana kitlede bir 6rneklem yardimiyla secilen n
caplh bir 6rnekten veri toplandiysa, bu durumda aritmetik ortalama;

1 n
)‘(:_in
N5z

biciminde olur.
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Ornek: Bir siniftaki 10 O0grencinin boylar1 {158, 161, 164, 175, 157, 173,
168, 164, 160, 162} cm oldugu tespit edilmistir. Bu 6grencilerin aritmetik ortala-
malari;

H_lix _ 158+161+164+175+157+173+168+164+160+162
N i=1 i

= =164,2
10

seklindedir. Ilk 5 6grenci 6rneklem olarak alinirsa;

izlixi _158+161+164+175+157 163
nig 5
bigimindedir.

30.
Yas | Kisi Sayist
20 4
21 8
22 16

Yandaki tablo bir isyerinde c¢alisanlarm sayisi ile yaglarmn gostermektedir. Bu igye-
rinde secilen 16 kiginin yas ortalamasi 21 olduguna gore, geriye kalanlardan kagi
22 yagmdadir?

A)12 B)11 C)10 D)9 E)8

Cozim: Secilen 16 kisnin yas ortalamasi 21 ise 16 kisinin yaslari toplamu
16.21=336 dir. Bu esitlige gore 4 kisi 20 yasmnda, 8 kisi 21 yasinda ve 4 kisi 22
yasmnda segcilirse,

20.4+21.8+22x=336
x=4
bulunur. Geriye 16-4=12 kisi kalu.
(1988 OSS) Cevap: A

2.1. Aksiyom: Bir ana kitlede serisi (xi) ve frekanslar (fi) olmak tizere fre-

kans dagilimi yapilarak elde edilen verilerde;
N
f.x;
1

i=

X =

;

N
i=0



www.matematikl.com 3

esitligi siniflandirilmis (sirali) aritmetik ortalamay: verir. Orneklemde smnif-
landirilmis aritmetik ortalama,

Zn:fixi
1

i=

x=il

dir.

Ornek: Bir okuldaki 6grencilerin kilolar (xi) ve frekans (f;) dagilim asagi-
daki sekildedir.

Ogrenci Sayis: (fi) Kilosu (xi)
5 32
6 33
7 34
5 35
2 36

Bu sinifin boylarinin aritmetik ortalamasi;

n

f.x.
21: "' 5.32+6.33+7.34+5.35+2.36

=33,75
if 5+6+7+5+2
i=0

X=

dir.

2.2. Aksiyom: Bir ana kitlede gruplandirilmis frekans dagilimi varsa, her
sinifin aritmetik ortalamasi (mi) ve frekanslar (fi) olmak tizere

esitligi gruplandirilmis aritmetik ortalamayi verir. Orneklemde smiflandirilmig
aritmetik ortalama,

n
2_fim,
i=1

x=dl

i=0

dir.



Bu mahallede yasayan Kkisilerin yaslarinin aritmetik ortalamasi;

dir.

olur.
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Ornek: Bir mahalledeki ikamet edenlerin yaslar (mi) ve frekans (fi) dag-
lim1 asagidaki sekildedir.

Yas Araliklar1 | Yas ortala- | Kisi Sayisi (fi)
malar1 (m;)
0<x<16 8 98
16 <x < 32 24 52
32<x<48 40 42
48 <x< 64 56 30
64 <x<80 72 18

n

i=1

f.x.
Z "' 898+24.52+40.42+56.30+72.18

§:

1 98+52+42+30+18

N

>x

2.1. Sonug: k € R, iz% ise

N
in+k

) Rak==2
) N
N
ZXi—k
ii) X—k =L
) N
N
in.k
iii) xk=11—
) N
S
X “~k
iv) = ==L
k N
N
2%
2.2. Sonug: X ="

=27,87
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N

N N N N
§:Xi ZZYi ZSXi+EZYi §:bﬁ+YJ
+ i=1 — i=1 i=1

i i-f-_:i:l i= i _ i=1
) Y N N N N
N N N N
ZXI ZYI in_ZY1 Z(Xl yl)
ll) i—}_’Z i=1 _ =1 _ i=1 i=1 _ i=1
N N N N
GEOMETRIK ORTALAMA

2.2. Tammm: Ana kitledeki birim sayis1 n ve ana kitledeki serisi x,,x,,.., Xy
olmak tizere,

GO=N’lﬁ[xi
i=1

ifadesine geometrik ortalama denir. Orneklemde geometrik ortalama,

GOZ#fj&
i=1

dir. Geometrik ortalama;

i=2igin GO=4/x, X,
i=3icin GO=3/x,.X,.X5

bi¢cimindedir.
Geometrik ortalama;

1. Aynm1 oranda artma veya azalma egilimi gosteren olaylarla ilgili serile-
rinde uygulanir. Ornegin, yiizde oranlar, niifus diigiis miktarlar, bakterilerin
iiremesi gibi birim zamandaki artisi bulmak icin kullanilir.

2. Simetrik olmayan ancak logaritmalar1 alindiginda simetrik hale déniisen
serilerinde uygulanir.

Not: Ancak serilerindeki terimler arasinda bazi degerler sifir veya negatif-
se geometrik ortalama hesaplanmaz. Ciinki birka¢ deger sifir ise sonuc¢ sifirdir.
Birka¢ deger negatifse sonuc¢ negatif olacagindan logaritma alinamayacaktir.

Ornek: Bir fabrika 1. ay % 2, 2. ay 2,2, ii¢iincii ay 2,5 bily{imiistiir. Bu fab-
rikanin ii¢ aylik ortalama biliyiime orani nedir?

Cozim: 1. ay % 2 yani 1,02
2.ay % 2,2 yani 1,022
3.ay % 2,5 yani 1,025
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G0=3/1,02.1,022.1,025 =1,0223 yani % 2,23 diir.

Ornek: Bir diyet uygulamasinda deney hayvammn 4 ayhk agirhk artisi
asagidaki gibidir. Buna gore ortalama aylik artis1 nedir?

(7,9, 12, 18}

Coztm: Her aylik kilo artis oranlari

o 1,286, 12 =1,333, 18 =1,367
7 9 12

} 12 1
GO=3 2——8 =\/1,286.1,333.1,367 =1,37
7 9 12

yani % 37 ayl artis olmustur.

N N
1
2.1. Teorem: GO=n X; oldugundan logGO=— » logx. denklemi olu-
,/1_1[ . oldugu gG0=D logx,

i=1
N
coziim: GO=y] [x;
i=1
N
logGO=logN 1_[)(i
i=1
1

NN
= log[HxiJ
i=1

1 N
:ﬁlog{gxij

1
=—log(x,.X,.X
N 8(X; XpXy)

sur.

=%(logx1 +logx, +..+logxy)

1 N
:—Z“logxi
N i=1
/!

Geometrik ortalama da smiflandirilmis geometrik ortalama, gruplandiril-
mis geometrik ortalama mevcuttur. Simdi onlar1 tanimlayalim.

2.3. Aksiyom: Semboller aritmetik ortalamadaki degerler olmak iizere;
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ifi logx;,

i) Siniflandirilmis geometrik ortalama; logGO=-=t

2.
i=1
N
Zfi logm,

ii) Gruplandirilmis geometrik ortalama; logGO=-=L .
> f
i=1

seklindedir. Orneklemde geometrik ortalamalar asikardur.

Ornek: Asagida siniflandirilmis serisinin geometrik ortalamasini bulunuz?

Xi fi log xi filog xi

2 3 0,301030 0,903090

3 2 0477121 0,954242

4 1 0,602060 0,602060

5 4 0,698970 2,795880
=10 ¥ =5,255272

2 filogx, 5,255272
Cozim: logGO="=— ==

S

i=1

GO — 100,5255272 — 3,35

=0,5255272

Ornek: Asagida gruplandirilmis serisinin geometrik ortalamasini bulunuz?

Siniflar Xi fi log xi filog xi
1-3 den az 2 3 0,301030 0,903090
3-5den az 4 3 0,602060 1,806180
5-7 den az 6 4 0,778151 3,112604

=10 X =5,821874

2. logx, 5821874
Cozim: logGO=-"=— =2

S

i=1

=0,5821874
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HARMONI ORTALAMA

Harmonik ortalama ilk defa denklem kurma konusunda ortalama hiz kis-
minda anlatilmistir. Yol uzunluklar1 aynm olan cisimlerin ortalamalari hesaplanir-
ken harmonik ortalama kullanilir. Harmonik ortalamanin varligi ispatlanmistir.
Simdi bu kisimda bir veri degeri (veya frekansi) ayni olan diger veri degeri (veya
frekansi) farkli olan hesaplamalarda harmonik ortalama kullanilir.

2.3. Tanim: Ana kitledeki birim sayisi n ve ana kitledeki serisi (veya fre-
kansi) {x,,X,,., Xy } olmak lizere,

N
N
1

ifadesine harmonik ortalama denir. Orneklemde harmonik ortalama

HO=

HO=—"2
ﬁ}l
i-1 Xi
dir. Harmonik ortalama;
2 2X,X
i=2igin HO=———= 12
— = XTX
X1 X
3
i=3icin HO= 1
Xl X2 XS

bicimindedir.

Ornek: {3, 4, 5, 6, 8} serisinin harmonik ortalamasi;

HO= =4,65

11
i+7
3 4

5

1 1 1
+o+ =+
5 6 8
dir.

Ornek: Bir hastanenin antibiyotik alimi i¢in 4 yil boyunca her yil 12 000
biitce ayriliyor. Her yil alinan antibiyotik kutularinin fiyatlar1 asagidaki serisinde
gosterilmistir. Bu hastaneye bir kutu antibiyotik icin 6denen yillik ortalama fiyat
nedir?

{8, 12, 15, 20}

Coztim: Her hastanenin her yil icin harcadigr 12 000 @ sabit oldugundan
frekans degismektedir. Bu yilizden harmonik ortalama kullanilmalidir. Yani,
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Fiyat = Para / Uriin Sayisi
oldugundan harmonik ortalama aliniyor.

4
HO= =12,31
0 1 1 1 1 3

R e
8 12 15 20
yani bir kutu antibiyotik icin ortalama 12,31 @ dir.

Ornek: 6 6grenci 100 B ile farkh eczanelerden aspirin aliyorlar. Aldiklari
aspirinlerin adetleri asagidaki serisinde gosterilmistir. 100 B ile alinabilecek orta-
lama aspirin sayisi ne olmalidir?

{9,6,7,5,8, 6}

Coziim: Her o6grenci harcadigt 100 @ sabit oldugundan frekanslar degis-
mektedir. Bu yiizden harmonik ortalama kullanilmalidir. Yani,

Fiyat = Para / Uriin Sayisi
oldugundan harmonik ortalama aliniyor.

6

HO=1 T 1 1 1 1=8,2135
et Sl S e
9 6 7 5 8 6

yani 100 & ile ortalama 8,2135 aspirin alinabilir.

2.4. Aksiyom: Semboller aritmetik ortalamadaki degerler olmak iizere;

N
2.1

i=1

>

i=1 X

i) Siiflandirilmis harmonik ortalama; HO=

f.

1

0=

i=1

ii) Gruplandirilmis harmonik ortalama; HO= f

1

M-

=

i= mi

seklindedir. Orneklemde harmonik ortalama asikardur.

Ornek: Asagida siniflandirilmis serisinin harmonik ortalamasini bulunuz?

| Xi | fi | fi/ xi |
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2 3 1,5

3 2 0,667

4 1 0,25

5 4 0,8
2=10 X =322

>

Coziim: HO=-=L— = 10 -
Z“:fi 1,5+0,667+0,25+0,8
i=1

3,11
X,

1

Ornek: Asagida siniflandirilmis serisinin harmonik ortalamasini bulunuz?

Sinif aralig Xi fi fi / mi
1-3 den az 2 3 1,5
3-5den az 4 3 0,75
5-7 den az 6 4 0,667
7-9 den az 8 2 0,25
>=12 ¥ =3,167
21
Coziim: HO=—=L L =3,789

3 " 15+0,75+0,667+0,25

io1 11

2.1. Uyart:
1. Serisinden biri sifir ise harmonik ortalamanin sonucu sifirdir.

2. Serisi farkli isaretli olursa harmonik ortalamanin sonucu anlamsiz olur.
Ornegin, {-4, -2, 2, 3, 5} olsun. Bu serisinin harmonik ortalamasi;

HO= =17,647

+ +
-4 -2 2 35
olur ki, bu bize serisinin maksimum sayist 5 den daha biiyiik oldugunu gosterir.
Bu ise anlamsiz ortalama olusur.

KARELi ORTALAMA

2.4. Tanmm: Ana Kkitledeki birim sayisi n ve ana kitle deki serisi
{X;,X,,, Xy} terimleri olmak iizere,
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KO= lzN:xz
- Ni:l i

esitligine kareli ortalama denir. Orneklemde kareli ortalama
ko= |+ X

N5

dir.

Ornek: Bir siniftaki 10 6grencinin boylar1 {158, 161, 164, 175, 157} cm
oldugu tespit edilmistir. Bu 6grencilerin kareli ortalamasi;

n 2 2 2 2 2
K=\/12x2=\/158 +1612 +1642 +1752 +157

i =163,13
i=1 5

seklindedir. //
Aritmetik ortalama da oldugu gibi kareli ortalamada da smiflandirilmis
kareli ortalama, gruplandirilmis kareli ortalama mevcuttur. Simdi onlar1 tanimla-

yalim.

2.5. Aksiyom: Semboller aritmetik ortalamadaki degerler olmak iizere;

i) Siniflandirilmis kareli ortalama; KO=

ii) Gruplandirilmis Kareli ortalama; KO=

seklindedir. Orneklemde kareli ortalama asikardr.

Ornek: Bir okuldaki 6grencilerin kilolar (xi) ve frekans (f;) dagilim asagi-
daki sekildedir.

Ogrenci | Ogrencinin x? f.x?2
Sayisi (fi) | Kilosu (xi)

5 32 1024 5120

6 33 1089 6 534

7 34 1156 8 092

5 35 1225 6 125

2 36 1296 2 592
x=25 2 =28 463
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Bu sinifin boylarinin kareli ortalamasi;

5.322 +6.33% +7.34% +5.35? +2.36°

=33,74
5+6+7+5+2

dir.

Ornek: Bir mahalledeki ikamet edenlerin yaslar (xi) ve frekans (fi) dagili-
mi asagidaki sekildedir.

Yas Araliklar1 | Yas ortala- | Kisi Sayis x? fx’
malar1 (xi) (f)

0<x<16 8 98 64 512
16 <x <32 24 52 576 13 824
32 <x<48 40 42 1 600 67 200
48 <x< 64 56 30 3136 94 080
64 <x<80 72 18 5184 93 312

>~ =200 > =286 928

Bu mahallede yasayan Kisilerin yaslarinin aritmetik ortalamasi;

=37,87

B \/82.98+242.52+402.42+562.30+722.18
98+52+42+30+18

dir.

2.2. Teorem: AO aritmetik ortalama, GO Geometrik Ortalama, HO Harmo-
nik ortalama ve KO Kareli ortalama olmak tlizere;
HO<GO<AO<KO

$L <1§/H7X< ZX _\/g

esitsizligi mevcuttur.

Ispat: i) —ZX < /NZX oldugunu gosterelim.
i=1 i=1

Cauchy- Schwarz esitsizligi
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- - 1/2 - 1/2
2 2
S < S| | Sl

dir. Burada sonsuz deger n i¢in alinirsa,

N N , 1/2 N , 1/2
Sol<[ St | (3o |

i=

N 2 NV,
(2] {21 3]
bulunur. Her ii¢in y, =1 ve X, >0 alinirsa,

olur.

N N
ii) N/l_[xi S%in oldugunu gosterelim.
i=1

i=1

Oncelikle x,x,.xy=1 iken x,+x,+.xy>N oldugunu gosterelim. Bunu

tliimevarim kullanarak gosterelim. N= 1 iken esitsizligimizin dogru oldugu agikca
goruliiyor. Esitsizligimizi herhangi bir ndogal sayisi icin dogru oldugunu kabul
edip X XXy =1 olacak sekildeki X1, X2,+.0XN+1 sayilari icin
X, +X, +wXyyy >N+1  oldugunu gostermeliyiz. Simdixi, X2,..,Xn+1 ve bu sayilarin
hepsi birden 1’den kiiciik ya da biiyiik olamayacag i¢in (¢lnkii carpimlar 1'dir.)
x1>1 ve xn+1>1 olarak almamizda higbir sakinca yoktur. Esitsizligimiz n say1 i¢in
dogru oldugundan xz x3 ...(x1 xn+1 ) = 1 ikenxz2 + x3+ ... + (x1 xn+1 ) > N olsun. Bura-
da x1 xn+1 carpiminin tek bir pozitif say1 olarak alindigina dikkat ediniz. x2 +x3 + ...
+ (x1 xn+1 ) > N oldugundan
X1+ X2 + ...+ XN+1 > N +XN+1 + X1 - X1 XN+1

=N+xna1(1-x1)+x1-1+1

=N+1+(xn+1-1)(1-x1)

>N+1
elde edilir. Simdi geometrik ortalamanin aritmetik ortalamadan kiigiik kaldigini
gosterelim.

g =(x,%,.x,)"/N olsun. O zaman
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1/N
g8 8

g 8 8

olur. Buradantane pozitif saymin carpiminin 1 oldugunu goriiyoruz. Yukarida
gosteril diki x;x,..xy =1 iken x; +x,+..xy >N dir. Buna gore
N X, XN
g8 8 g
Xy +X, Xy
N
1N o X+ Xp Xy
N

g<

(%4XpXy)

bulunur.

N N
i) 5 sNHxi
2

X;

Harmonik ortalama aritmetik ortalamanin terslerinin toplami oldugundan
ii 6zelligine benzer yolla ispat1 yapilir.

Ornek: x,y € R, x* + 4xy + y? = 36 olduguna gore, xy'nin alabilecegi en
biiyiik deger nedir?

Coziim: x? + 4xy + y% = 36
x? 4 2xy +y% =36 — 2xy
(x+y)? =36 — 2xy
x+y=,/36—2xy
X+y 4/36-2xy
2 2
AO =GO oldugundan

\/— < \36—2xy

Xy <
Y2

Xys36—2)(y

4xy < 36 — 2xy

xy < 36
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olur.

AGIRLIKLI ORTALAMA

Aritmetik ortalama, geometrik ortalama, harmonik ortalama ve kareli or-
talamalarin veri degerlerinde agirlik (tarti) 6zelligi olabilir. Agirhik s6z konusu
oldugunda yapilmasi gereken durum su sekilde olur.

2.5. Tanm: Bir ana kitlede serisi (xi) ve verilerin her bir agirhig (t;) ise;
N

DXt

i=1

x=dil

N
>
i=1

esitligine agirhikll aritmetik ortalama denir. Orneklemde agirlikh aritmetik or-
talama

bicimindedir. Buradaki agirlik kavramu fiyat, yiizdelik oran, kilogram gibi degis-
ken ifadeler olabilir.

Ornek: % 8 seker iceren 300 gram meyve suyu ile % 6 seker iceren 400
gram meyve suyu karistiritliyor. Karisimin yeni seker orani nedir?

Cozim:
Kiitle (i) Yizdeligi (xi)
300 % 8 =0,08
400 % 6 =0,06

2

inti

— ~300.0,08+400.0,06
5 =

=0,0685
Zt 300+400

X =
i-1

Yeni durumda seker orani % 6,85 olur.

2.6. Aksiyom: Agirlikli aritmetik ortalamanin degerleri su sekilde bulunur.

1. Basit (frekansiz) serisinde agirlikli ...



www.matematikl.com

t.x

i

M=

i=1

N
>

i=0

i) Aritmetik ortalama; x=

N
Zti logx;

if) Geometrik ortalama; logGO="=1—

>

i=1

t.

1

M=

i=1
N

iii) Harmonik ortalama; HO=
ti

1 X

iv) Kareli ortalama; KO=

bigimindedir.

2. Smiflandirilmis serisinde agirlikh ...

i) Aritmetik ortalama; x=

iv) Kareli ortalama; KO=

bigimindedir.
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1. Gruplandirilmis serisinde agirhkl ...
N

t,fm,

i) Aritmetik ortalama; x=1=L

=i
Dt
i=0

ZN:tifi logx;

ii) Geometrik ortalama; logGO=-=1

N

ztlfi

iii) Harmonik ortalama; HO:igl—
tfi
i-1 X

1

iv) Kareli ortalama; KO=

bicimindedir. Orneklemler de agirhkl ortalamalar agikardir.
Ornek: % 8 seker iceren 300 gram meyve suyu ile % 6 seker iceren 400
gram meyve suyu karistiriliyor. Karisimin kareli ortalamaya gore yeni seker orani

nedir?

Coziim: Basit (frekansiz) serisinde agirlikli kareli ortalamaya uygulanacak-

tir.
Kitle (ti) Yiizdeligi (xi) X t,x?
300 % 8 = 0,08 0,0064 1,92
400 % 6 = 0,06 0,0036 1,44
>~ =700 ~ =336

t X'Z 2 2
~ """ 300.0,08 +400.0,06

=0,0693
300+400

Yeni durumda kareli ortalamaya gore seker oran1 % 6,93 olur.



www.matematikl.com

18

Ornek: Asagidaki basit (frekansiz) serisinin agirhklh ortalamalarim bulu-

nuz.

Xi 2 4 5 6

ti 3 1 4 2
Coziim:
ti Xi tixi log x; tilog xi ti/ xi X? t.x?
3 2 6 0,301,03 | 0,90309 1,50 4 12
1 4 4 0,60206 | 0,60206 0,25 16 16
4 5 20 0,69897 | 2,79588 0,80 25 100
2 6 12 0,77815 | 1,55630 0,33 36 72

> =10 42 5,85733 2,88 200
Zt m,
i) x= =472
) X N 10
Zt

Ztl &% _ 585733
ii) logGO=-"=—

=0,585733 ise GO = 3,852

Ornek: Asagida 4 hastanede bir giindeki veriler alinmistir. Bu hastaneler-

deki seruma konan ila¢ sayisinin siniflandirilmis aritmetik ortalamasini bulunuz.

Hasta Sayisi (fi) 40 33 38 24
Yazilan Ila¢ Sayisi (ti) 152 | 112 | 106 80
Serumdaki Ilag¢ Sayisi (xi) 15 12 26 11

Cozim:
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ti fi Xi ti Xi ti fi xi
152 40 15 6 080 91 200
112 33 12 3 696 44 352
106 38 26 4028 104 728
80 24 11 1920 21120

¥ =15 724 ¥ =216 400

BILESIK FAIZ FORMULUNUN ORTALAMALARA UYGULANISI

Bilesik faiz, finans matematigi konusunda incelenmistir. Buradaki bilesik
faiz formtli ortalamalara da uygulanabilmektedir. Soyle ki;

Baslangicta A kadar birey varsa, bu bireyler birim zamanda r kadar bir
hiza artiyorsa, n birim zaman sonra sayilar1 B kadar olmus ise bilesik faiz mantig

geregi bunun sayis1t B=A(1+r)" kadardir. Bu formiile gore ortalama artis;

r=—1+%/E
A

Ornek: Bir bakteri kiiltiirii 3 giinde 1000 den 3000 e ¢ikmis ise ortalama
glinliik artis hizi (r) nedir?

olur.

Coziim: B = 3000, A= 1000, n = 3 olmak lizere;

A \ 1000

olur. Bu ortalama artis hiz1 % 44,22 oldugunu gosterir.




