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4. BOLUM
ALTGRUPLAR

Bu béliimde ve sonraki boliimlerde islem olarak * gibi semboller kul-
lanilmayacak, onun yerine herhangi bir isaret gosterilmeyecektir. Bazen ihti-
yaca binaen @ veya O sembolleri kullanilacaktir. (G, *) gosterimi yerine sa-
dece G yazilacaktir.

ALTGRUP KAVRAMI

4.1. Tanim: G bir grup ve H'de G'nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger H kiimesi G’de tanimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa H’ye G'nin bir
altgrubu denir ve H < G ile gosterilir.

Ornek: (Q\{0},.) grubu (R\{0},.) grubunun altgrubudur.

Ornek: (G, .) grubu A = {1, —1,i, —i} kiilmesinde ve B = {1, —1} kiimesi
lizerinde olsun. B kiimesi kapalidir, birlesme 6zelligi vardir, e =1 € B dir ve
171 =1,(—1)"' = —1 olup her elemanin tersi yine B’dedir. O halde B < A
olur.

Ornek: a € Z sabit bir tamsay1 olmak iizere (aZ,+) grubu (Z,+) gru-
bunun altgrubudur.

Ornek: (Z,+) grubunda tek tamsayilar kiimesi bir altgrup degildir,
cunkil 3 + 5 = 8 cifttir.

4.2. Tanim: Bir G grubunda birim eleman {e} ve G kiimeleri her zaman
bir altgruptur. G ve {e} kiimeleri G'nin altgruplarina asikar (trivial) altgruplar
denir.
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4.1. Not: Degismeli (Abelyen) bir grubun biitiin altgruplar: degismeli-
dir. Degismeli olmayan bir grubun degismeli olan bir altgrubu olabilir.

4.3. Tanim: Bir grubun kendisi ve birimi disindaki altgruplarina o gru-
bun 6z altgruplari denir.

Ornek:
a) ({0}, +) ile (Z, +) gruplar1 (Z, +) grubunun 6z altgrubudur.
b) ({1}, -)ile (Q, -) gruplar1 (Q, -)grubunun 6z altgrubudur.

4.1. Teorem: G bir grup & # H € G olsun.

i) H'nin altgrup olmasi icin gerek ve yeter sarther a,b € Hicin ab™* € H
olmasidir.

ii) H sonlu ise, H'nin altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her a,b € H
icin ab € H olmasidir.

Ispat: i) H bir altgrup olsun. a,b € H olsun. b™! € H dur, ¢iinkii H bir
gruptur. H kapali oldugundan ab™! € H dur. Simdi H'nin bos olmayan bir alt
kiime oldugunu ve her a,b € H i¢cin ab™ € H oldugunu kabul edelim. b = a
secersek aa™! = e € H elde edilir. Burada de a = e secersek her b € H i¢in
b~! € H elde edilir. ab € H olsun. b™* € H olup a(b ')~ = ab € H elde edilir,
yani H kapahdir. Birlesme 6zelligi G'de oldugundan H'da da vardir. O halde H
bir altgruptur.

ii) H bir altgrup olsun. H kapali oldugundan her a,b € H i¢in ab € H ol-
dugu kolayca goriliir. Simdi H'nin bos olmayan sonlu ve kapali bir altkiime
oldugunu kabul edelim. G'de birlesme 6zelligi oldugundan H da birlesmelidir.
H = {a;,a,,-*,a,}, n elemanh bir altkiime olsun. a, € H olsun. $imdi

dqdy, dxdy, =, Apdy
elemanlarm diistinelim. H kapal oldugundan bu elemanlarin hepsi H'n ele-
manlaridir. Bu elemanlarin hepsi birbirinden farkhidir. Ciinkii eger bir i # j i¢in

a;3 = ;4 olsaydi sagdan kisaltma kurali geregince a; = a; olurdu. i # j olup

bu miimkiin degildir. O halde H = {a,a,, a,ay,**,a,a;} dir. a, € H olup en az
bir 1 <i < ni¢in a, = a;a, olmahdir. Yani a; = e olur ve e € H dur. $imdi de,
en az bir 1 <j < nicin a; = a;ay olmaldir. O zaman (a) = a; bulunur. k'nin
sec¢imi keyfi oldugundan H’daki her elemanin tersi vardir. Yani H bir altgrup-

tur.
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Ornek: G degismeli bir grupve H < G olsun.K = {x € G : x? € H} kii-
mesi G'nin bir altgrubu mudur?

Coziim: Her a, b, € K icin a?b™2 € H olacagindan K bir altgruptur.

4.2. Not: Bir G grubunda sonsuz elemanli bir H alt kiimesinin kapali
olmasi altgrup olmasi icin yeterli degildir. Bunu bir 6rnek ile gosterelim;
G = (R\{0},.) grubunda H = {1, 2, 3, - } kiimesi kapalidir ama bir altgrup de-
gildir.

Ornek: G, 2 X 2 boyutunda tersi olan reel matrislerin grubu olsun.

H={[8 g]:abqt O}
olsun. H < G dir.

Cozim: X = [‘3 g] EH Y= [(C) g] € Halalim.ab# 0, cd # 0 dir.

_ 1/c O
1 —
= 1
olacagindan
_ a 0jfc O a/c 0
XYl:[o b[o d]:[(/) b/d]'(abio'Cdio)

dir. H < G olur.

Ornek: G bir grup H € G olsun. M(H) = {a € G: aHa"! = H} < G oldu-
gunu gosteriniz.

Coziim: M(H) < G oldugunu gostermek i¢in 6ncelikle M(H) # & dir. G
bir grup ise e € G vardir. H € G oldugundan her h € H i¢in her h € G olur.
eh=he=h=eH=He=eHe ' =H=e€M(H)

M(H) € G icin M(H) in tamimdan agiktir. Her a,b € M(H) icin
ab™! € M(H) oldugunu gostermeliyiz.

(ab")H(ab™)"* =ab 'Hba™! =aHa™ ! =H
olup M(H) < G dir.

4.2. Teorem: Bir G grubunun sonlu sayidaki altgruplarinin kesisimi de
G’nin bir altgrubudur.
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Ispat: Hy, H,, -+, H,, , G'nin altgruplari
H=H, nH,n--nH, =H,
i=1
biciminde olsun. a,b € H ve H; < G i¢in

Her1<i<nicina,b € H;
Her 1 <i<niginab™' € H;
ab-*eH;NnH,n--NH

n

olup H bir altgruptur.

4.3. Not: Benzer sekilde; sonsuz ¢okluktaki altgruplarin kesisiminin de
bir altgrup oldugunu gosterir. Ama altgruplarin birlesimi altgrup olmayabilir.
Buna bir 6rnek ile gostereli, (Z,+) grubunda 2Z ve 3Z altgruplarinin birlesimi
altgrup degildir. Gergekten 2,3 € 2Z U 3Z olup 2+ 3 =5 ¢ 2Z U 3Z oldugun-
dan kapalilik 6zelligi yoktur.

4.4. Tanim: G bir grup, H ve K’da G'nin bos olmayan iki alt kiimesi ol-
sun.

i) HK = {hk : h € H, k € K} kiimesine H ile K'nin ¢arpimi denir. Eger
toplamsal durum s6z konusuysa H+ K= {h+ k:h € H, k €K} biciminde
olur. Eger H = {a} bir elemanl kiime ise {a}K yerine kisaca aK, benzer sekilde
K{a} yerine kisaca Ka yazilir.

ii) H™! = {h : h € H} kiimesine H’nin ters kiimesi denir.

4.3. Teorem: G, bir grup A, B,C,D c G olsun. Bu kiimeler iizerinde ta-
nimlanan ¢arpma islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) (AB)"!=B"1A"!

i) {e} € AA~! dir. Eger A bir elemanli ise AA™! = {e} dir.

iii) A € Bve C <€ Dise AC € BD dir.

v) ACBise A"l c B!

Ispat okuyucuya birakilmistir.
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4.4. Teorem: Bir G grubunun bos olmayan bir H alt kiimesinin bir
altgrup olmasi i¢in gerek ve yeter sart HH™! € H olmasidir. (Eger H sonlu ise
bu sart HH € H seklini alir.)

Ispat: HH € H <> Va,b € H,ab™! € H oldugu agiktir. Bu da 4.1. Teore-
min sartidir.

DEVIRLI ALTGRUPLAR
4.5. Teorem: Bir devirli grubun her altgrubu devirlidir.

Ispat: G = (a) mertebesi n olan bir devirli grup ise G'nin altgruplarinin
sayis1 n'nin pozitif bolenleri kadardir. n'yi bélen her m pozitif tam sayisi icin
mertebesi m olan sadece bir altgrup vardir ve bu altgrup (a™™) dir.

Ornek: G = (a) mertebesi 24 olan bir devirli grup olsun. Yani
G = {e,a,a% a3, ---,a%®} dir. 24 sayisinin bolenleri {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} olup
G'nin 8 tane altgrubu vardir. Buna gore G'nin n-elemanh altgrubunu C,, ile gos-
terirsek bu altgruplar sunlardir:
C, = (a**/1) = (e) = {e}
, = (a24/2> — <alz> — {e' alz}
= (a?*/3) = (a®) = {e, a®, a6}
.= (324/4> — <aé> — {e' aé' a12,a18}
. = (a?*/6) = (a*) = {e,a* a® a'2,a’® a?}
— (a24/8> a <a3> D {e' a3' ae’ a9,a12'a15, a18' a21}
C12 — (a24/12) L 9 <aZ> — {e’ aZ' a4‘ a6’ 38’ alO’ a12, 314, 816, 3.18, aZO’ aZZ}
Cyy = (a*¥?*) = (a) = {e,a,2%, %, ,a®} =G

OO0 00N

[ee}

4.6. Teorem: (a) bir sonsuz devirli grup ise her altgrubu da devirlidir.

Ispat: H < (a) olsun. 4.5. teoremden a° € H olan en kiiciik pozitif tam-
say1 sise H < (a®) dir. (a) sonsu< devirli oldugundan a’nin biitiin pozitif kuv-
vetleri, dolayisiyla a® nin biitiin kuvvetleri birbirinden farklidir. O halde
H = (a®) sonsuz devirli gruptur.

4.7. Teorem: (a), t-inci mertebeden devirli grup ise her altgrubun mer-
tebesi t'yi boler ve t'nin her pozitif q bdleni icin mertebesi q olan bir ve yalniz
bir altgrubu vardir.



www.matematikl.com 6

Ispat: (a) = {a,a?, ...,a' = e}ve H < (a) olsun. a° € H sartin1 saglayan en
kiictik pozitif tamsayi s ise H = (a®) dir. Simdi s | toldugunu gosterelim.
t=sq+r,0<r<s,3r,q€ Zyazalim.

e=a'=(a%%"<=a"=(a%)"9€H
dir. Buise ancakr = 0 olmasiile miimkiindiir, yani s ‘ t dir.

Egert = sqise H = (a®) icin mertebesi q = t/s olur. Ciinkii t = sq sayisi
a' = e yapan en kii¢iik pozitif tamsayidir. Dolayisiyla a* = (a%)9 = eyapan en
kii¢lik pozitif tamsay1 q’dur. O hadle o(H) = q bulunur. q |tiset = sq icin s
teklikle belirlidir.

4.5. Tanim: G bir grup, ¥ = K< G olsun. G’'nin K'y1 iceren biitiin
altgruplarmin ara kesitine K tarafindan tretilen altgrup denir ve (K) ile goste-
rilir. Yani

(KY=N{H:H <G Kc H}
dir. Tanimdan anlasildig1 gibi, (K) altgrubu K'yi iceren en kii¢iik altgruptur.
Eger (K) = G ise bu durumda K'ya G'nin tretici kiimesi denir.

Ornek: Z,, ={0,1,2,---,T1} grubunda baz kiimeler tarafindan ireti-
len altgruplar sorulmaktadir. Bunun igin Z,,'nin biitiin altgruplar: hesaplan-

malidir. Z,, devirli oldugundan, bir 6nceki teoreme gore, bu altgruplar 6 tane-
dir:

L H

I
r"‘\
N

{0} H,
(0,4,8), H

Buna gore K kiimeleri ve (K) altgruplari soyle hesaplanir.
K=1{68}=(K)=

K={4,8}=(K)=H,nH,=H,

K = {6} = (K) = H, n H; N H; = H;
K={3,5}=(K)=H,nH, =Z,,

4.8. Teorem: G bir grup, & = K € G olsun. (K) altgrubu K’daki eleman-
larin tamsay1 kuvvetlerinin biitiin muhtemel ¢carpimlarindan olusan kiimedir.
(K) = {k*k5? ---kgn : k; € K,a; € Z,n € N}

Ispat: U = {k{*k3?-- ki : k; € K a; € Z,n € N} diyelim ve U = (K) ol-
dugunu gosterelim. u € U alalim. O halde u, K'daki elemanlarin ¢arpimi seklin-
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dedir. K'y1 iceren her H altgrubu K'daki elemanlarin ¢arpimlarini da icerece-
ginden u € H olmalidir. (K) ise K'y1 iceren altgruplarin kesisimi oldugundan
u € (K) olur. Yani U c (K) dir. Burada x,y € U alalim. O halde

= I,y = e
seklindedir. Burada

Xy—l — ki1 k;z e k?ln thlt;bZ e t;lbm
olup xy™! € U oldugu agiktir. O halde 4.1. teoremi geregince U < G dir. Ayrica
her k € Kicin k = k™! € U olup; U, K'y1 iceren bir altgruptur. Yani KS U S G
dir. Bu durumda (K) 'nin tanimindan (K) € U olur.

4.1. Sonug: Eger K = {a} bir elemanli ise (K) = ({a}) =(a) ={a" : n€
Z} olup bu tanim “bir eleman tarafindan tretilen altgrup” tanimui ile ayni olur.
Gergekten 4.8. teoremde geregi,
(a) = {a%1a*2 ...a% : a; € Z,n € N}
= {a%*%* "+ 3. € Z,n € N}
={a": n € N}
bulunur. Bu sonug¢ toplamsal grup tizerine insa edilirse,
(a) ={na:n€Z}
biciminde olur.

Ornek: S, grubunda K = {f; ,f,} tarafindan iiretilen altgrubu bulalm.
(f3)? = f,(f,)? = fy dir. Ayrica f,f, = f, ve f,f; = f, olup f; ve f, kullanilarak
S; deki biitiin elemanlar elde edilebilir. Yani (f; ,f,) = S; olup {f; ,f,} kiimesi
S; i¢in bir tireteci kiimesidir.

4.9. Teorem: G = (a), n. mertebeden devirli grup olsun. a® nin treteg
olmasi icin gerek ve yeter sart OBEB(s,n) = 1 olmasidir.

[spat: =: G=<(a) =(a%) olsun. a€(a’) < a=(a%),I3te N olur.
a1 = ¢ ve n|st— 1 bulunur.st—1 = ny ve st —ny = 1 olup OBEB(s,n) = 1
bulunur.

st—

<: 0OBEB(s,n) = 1 olsun. sx +ny = 1,3 x,y € Z vardr.
a = Sty = 35X = (aS)X < a€(as)
olup G = (a) € (a®) bulunur. Dolayisiyla (a) = (a®) dir.

4.10. Teorem: G = (a), sonsuz devirli bir grup ise iiretecleria ve a™?

dir.
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Ispat: a%, G = (a) nin bir iiretici ise (a®)* = a olacak sekilde 3 x € Z bu-
lunabilirdi. (a) sonsuz devirli grup oldugundan sx = 1 yan,s = ¥1 dir.

SAG ve SOL KOSETLER (ESKUMELER)

4.6. Tanim: G bir grup, H < G olsun. Bir a € Gi¢in
Ha ={ha: h € H} ve aH = {ah: h € H}
kiimelerine sirasiyla H'nin G’deki sag ve sol kosetleri denir. Koset kelimesi ye-
rine yansinif veya eskiime terimleri de kullanilmaktadir.

Ornek: S, grubunda H = (f,) = {f,,f,} alalm. H’nin sag kosetlerini bu-
lalim.

Hf, = {f1f1:f2f1} = {f,, f,}

Hf, = {f,f;, 65} = {f;,f;}

Hf; = {f,f3, 5} = {f5, {,}

Hf, = {fif,, ,1,} = {f,, 5}

Hfs = {f,fs, f,fs} = {5, f¢}

Hfg = {fifg, ffe} = {f6, £}
Burada 3 tane farkli sag koset vardir. Sag kosetlerin her birinde ayni sayida
eleman olup bu sag kosetler ayriktirlar. Bunun bir tesadiif olmadigini gostere-
cegiz. Aslinda sag kosetlerin bir denklik bagintisinin belirledigi denklik sinifla-
r1 oldugunu (dolayisiyla ayrik oldugunu) ve iki sag kosette ayni sayida eleman
olmasi gerektigini gosterecegiz.

4.7. Tanim: G bir grup, H < G olsun. Eger a,b € G icin ab™! € H ise a
elemani1 b'ye modiilii H esdegerdir denir ve a = b(mod H) yazilir.

4.11. Teorem: G bir grup, H < G olsun. Esdegerlilik olan a = b(mod H)
bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: i) Her a € Gigin aa™!
t1 yansiyandir.

= e € H olup a = a (mod H) dir. Yani bagin-

ii) a=b (modH) yani ab™* € H olsun. H bir altgrup oldugundan
(ab )71 = ba~! dir. O halde b = a (mod H) olup baginti simetriktir.
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iii) a= b (mod H) ve b = a (mod H) olsun. Yani ab™* € H ve bc™! € H
dir. O zaman (ab™!)(bc™!) = ac™! € H olur. Buradan a = c (mod H) olup ba-
gint1 geciskendir.

4.12. Teorem: G bir grup H < G olsun. Her a € G icin
Ha ={x € G: a = x (mod H)}
dir.

Ispat: A={x€ G: a =x (mod H)} diyelim. Ha = A oldugunu goster-
meliyiz. Once Ha € A oldugunu gosterelim. h € H olmak lizere x = ha € Ha
alalm. Simdi H < G oldugundan

ax !=a(ha)*=aa'ht'=eh'=h"teH
olup a = x (mod H) olur. A'nin tanimindan x € A olur. Yani Ha € A dir.

Simdi de A € Ha oldugunu gosterelim.

X € A = a=x (mod H)
—ax'€H
= H bir altgrup oldugundan (ax™!)"' =xa ! € H
=3heHxal=h
olup A € Ha oldugu goriiliir. Sonug olarak A = Ha elde edilir.

4.13. Teorem:
i) Ho=H<a€eH
ii) Ho=Hb<«<ab™' e H

[spat: i) 3 hy,h, € H igin hja=h, olup H altgrup oldugundan
a=hi'h, € Hdur.

Simdi a € H kabul edelim ve Ha = H oldugunu gosterelim. x € Ha ala-
Iim. O halde 3 h € H i¢in x = ha seklindedir. h,a € H olup H kapali oldugundan
x = ha € H oldugu a¢iktir. Yani Ha ¢ H dir.

Simdi de x € H alahm. x = (xa !)a € Ha dir, ¢iinkii H altgrup oldugun-
dan xa~! € H dir. Yani H c Ha dur.

0 halde Ha = H elde edilir.
ii) (i) 6zelliginden

Ha=Hb<Hab'=H< ab'eH
bulunur.
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4.4. Not: Ha sag kosetindeki elemanlarin a'ya modiilii H esdeger olan
elemanlar oldugunu gosterdik. Eger a = b (mod H) olmanin tanimi ab™* € H
seklinde verilseydi a'ya modiilii H esdeger olan elemanlarin kiimesi aH sol ko-
seti olurdu.

4.14. Teorem: G bir grup, H < G olsun. H'nin iki sag (sol) koseti arasin-
da birebir bir iligki vardir.

Ispat: Ispati sag koset icin yapacagiz. a,b € G ve Ha ve Hb’de H'nin iki
sag koseti olsun. f : Ha —» Hb donilistimii f(ha) = hb seklinde tanimlansin.
f(h;a) =f(h,a) >h;b=h,b=h;, =h,= h;a=h,a
olup f birebirdir.

Ote taraftan hb € Hb verilsin. x = ha segilirse f(x) = f(ha) = hb olup f
ortendir.

4.2. Sonug: Iki sag (sol) koset ayn1 sayida elemana sahiptir. H = He
olup H ile sag (sol) kosetlerin eleman sayilar1 aynidir. Ayni zamanda iki sag
koset ya aynidir ya da ayriktir, yani Ha = Hb veya Ha n Hb = & dir. Sag koset-
lerin birlesimi de G'yi verir:

G=HUHa, UHa, U..UHa,
olur.

4.15. Teorem: G bir grup, H < G olsun. H'nin G i¢indeki tiim sol kalan
siniflari ile tim sag kalan siniflar1 kiimesi arasinda birebir esleme vardir.

Ispat: L = {aH lae€ G}, R={Ha | ae G} olsun. Her aH€L igin
f(aH) = Ha ' ile f : L > R doniisimiinti tanimlayalim. a;H = a,H olsun.
ayt(ajh) ' =az'a; €H
Ha;' = Haj!
olup fiyi tanimhdir. Her aH, bH € L icin f(aH) = f(bH) olsun.

f(aH) = Ha~! = Hb~! = f(bH) = a~*(b-1)~' € H
=abeH
= b la=(a”'b)"' €H
= aH = bH
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olup f, 1-1 dir. Her Ha € R icin Ha = H(a™!)"! =f(a"'H), a *H € L olup f 6r-
tendir.

4.8. Tanim: G bir grup, H < G olsun. H’'nin G’deki farkl sag kosetlerinin
sayisina H'nin G’deki indeksi denir ve o(G: H) seklinde gosterilir. Ornegin,
o(S; : ({f,)) = 3dir.

Joseph Louis Lagrange
25 Ocak 1736, Torino, Italya - 10 Nisan 1813, Paris, Fransa

4.16. Teorem (Lagrange Teoremi): G sonlu bir grup ve H < G olsun. O

zaman H’nin mertebesi G’'nin mertebesini boler. Yani o(G) = o(G: H)o(H)
dir.

Ispat: H'nin G'deki indeksi o(G: H) = n olsun. Buna gore
H,Ha;,Ha,, ...,Ha,_;

kiimeleri H'nin n tane farkl sag koseti olsun. Bu kosetler G’'nin pargalanisini
verirler. Ayrica her bir kosetteki eleman sayis1 o(H)'ye esittir. O halde

G=HUHa;UHa,U..UHa,_,

0o(G)=o(H)+ o(Ha,)+ o(Ha,)+ -+ o(Ha,_,)

0(G) =no(H)
olup 0(G) = 0(G : H)o(H) elde edilir. Buradan o(H) | o(G) yazilabilir.

4.3. Sonug: Eger G asal mertebeli bir grup ise G’'nin {e} ve G’den baska
altgrubu yoktur.

4.5. Not: Eger H = {e} ise her a € Gicin Ha = {a} olup
0(G) = o(G: H)o(H)=0(G: H)
dir.
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Ornek: Z, grubunun altgruplar sadece {0} ve Z dir. Gergekten Z asal
mertebeli bir gruptur.

Ornek: (Z,+) grubunda U = {3k : k € Z} altgrubunu ele alalim. Bu
altgrup icin Lagrange teoremi uygulanamaz, ¢linkii Z'nin mertebesi sonlu de-
gildir.

4.17. Teorem: G sonlu bir grup ve a € G olsun. O zaman o(a) | o(G) dir.
Ayrica a°(® = e dir.

Ispat: H = (a) alahm. a tarafindan iiretilen altgrubun mertebesi a'nin
derecesine esittir; yani o({a)) = o(a) dir. Lagrange teoremini uygularsak
o(a) |o(G) elde edilir. o(G) = k o(a) diyelim. O zaman

ao(G) — ako(a) — (ao(a))k — ek =e
olur ve ispat tamamlanir.

Ornek: G en az 2 elemanh bir grup olsun. G'nin asikar olmayan altgru-
bu yoksa G’'nin asal mertebeli oldugunu gosteriniz.

Cozim: G'nin asikar olmayan altgruplari olmasin. o(G) nin asal oldugu-
nu gosterecegiz. Bir e # a € G icin U = (a) altgrubunu disiinelim. U = {e} ola-
maz. O halde U = G olmalidir. Yani G devirlidir.

4.5. teorem geregi, devirli gruplarin, grubun mertebesini bdlen her sa-
ylya karsilik bir altgrubu vardir. G’nin asikar olmayan altgrubu olmadigindan
0(G) asaldir.

Ornek: G bir grup, a € Golsun. 0 # m igin a™ = e ise o(a) |m oldugunu
gosterin.

Cozim: o(a) =n olsun. n < o(m) oldugu acgiktir. B6lme algoritmasin-
dan dolay1 m, n sayi ¢ifti icin m = nq + r,0 < r < n olacak sekilde q,r € Z var-
dir. Simdi

a"=e=a =e=>((@)9a"=e=ela’ =e=a"'=e
olup r < n = o(a) oldugundan r = 0 olmaldir. (Aksi halde bu durum o(a) =n
olmasiyla ¢elisirdi.) Yani m = nq olup n | mdir.

nq+r
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4.18. Teorem: Mertebesi asal say1 olan her grup, devirlidir.

Ispat: G mertebesi asal olan bir grup olsun. o(G) = p diyelim. Bir
e # a€G igcin U =(a) devirli altgrubunu diisiinelim. Lagrange teoreminden
dolay1 o(U) | p olmahdir. p asal oldugundan o(U) = 1 veya o(U) = p olabilir.
e # a sec¢ildiginden o(U) > 1 dir. O halde o(U) = p olmahdir. Yani G = U olup
G devirlidir.

4.19. Teorem: n € Z* olsun. Z, de n ile aralarinda asal olan sayilarin
kalan simiflar1 modiilii n ¢arpimi ile bir Abelyen grup olustururlar ve bu grup
Z,, ile gosterilir.

Ispat: a,b € Z! alalim. O halde OBEB(a,n) = 1 ve OBEB(b,n) =1 dir.
a® b € Z: oldugunu yani OBEB(ab,n) = 1 oldugunu gostermeliyiz.
OBEB(a,n) = 1 = aq, + nr, = 1 olacak sekilde q,,r, € Z vardrr,

OBEB(b,n) =1 = aq, + nr, = 1 olacak sekilde q,,r, € Z vardur,
= ab(fliﬂg) +nr=1,(q,r €Z)

q
= abg+nr=1
= OBEB(ab,n) =1
olup ab ile n aralarinda asaldir.

Modiilii n ¢carpmasmin birlesme ve degisme 6zelligi vardir ve 1 bu gru-
bun birim elemanidir, dolayisiyla her n € Z* icin OBEB(1,n) = 1 dir. Simdi
ters elemanin varhigini gosterelim. a € Z;, alalim. O zaman OBEB(a,n) = 1 olur.
Bu durumda aq+nr=1 olacak sekilde q,r € Z vardir. Bu durumda
aq = 1(mod n) olup (2)~! = golur. OBEB(g,n) = 1 oldugundan q € Z;, dir.

Ornek: Z; = {1,2,3,4,5, 7,8} grubunun ¢arpim tablosunu yazalim.

@|1T 2 4 5 7 8
I|T 2 15 7 8
2|12 48 1 5 7
14|14 8 7 2 1 5
5|5 1 2 7 8 4
T|7T 5 1 8 4 2
S8 7T 5 142 1
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Dikkat edilecek olursa, bu grubun mertebesi 6 oldugundan her elemanin 6.
kuvveti birim elemana esit olur. Gergekten de

16 =1,2% = 64,4° = 4096,5° = 15625,7° = 117649,8° = 262144
olup bu sayilarin hepsi 9'a béliiniince 1 kalani verirler.

4.20. Teorem: G bir grup H ve K, G'nin iki altgrubu olsun. HK’nin
altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart HK = KH olmasidir.

Ispat: «<: HK = KH olsun. HK’nn altgrup oldugunu gdsterecegiz.
x = h;k; € HKvey = h,k, € HK, (h; € H,k; € K)
alalim.
xy ™! = hyk, (hyk,) ™!
=h,kk;'hyt, (ks =k k1)
=h,(k;h;!)
€KH=HK
= (h;h;Hk;, (hy; =h;hy")
= h;k; € HK
olup 4.1. teoremden HK altgruptur.

=: Simdi de HK'nin altgrup oldugunu kabul edip HK = KH oldugunu
gosterelim.
x =hk€ HK = x"* =h 'k~ € HK
= HK altgrup oldugundan (x*)~! € HK
— KH € HK (1)
Ayrica,
x = hk € HK = HK altgrup oldugundan (x~1)~! € HK
= 3Jh € H ke Kicinx ! =hk
= x=k™h™! e KH
= HKE KH (2)
O halde (1) ve (2) den HK = KH elde edilir.

4.4. Sonug: G degismeli bir grup ve H,K < G olsun. Bu durumda HK < G
dir.

4.21. Teorem: G bir grup H, K < G olsun. HK'nin altgrup olmasi i¢in ge-
rek ve yeter sart HK = (H U K) olmasidir.

Ispat: =:H,K < G olsun. H,K € HK ise H UK € HK dir. (H U K) nin ta-
nimindan (H U K) € HK bulunur. Ayrica hk € HK olsun. H, K € (H U K) oldu-
gundan hk € (H U K) olup HK € (H U K) bulunur.
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<: HK = (H U K) ise HK'nin altgrup oldugu agiktir.

4.22. Teorem: H ve K bir G grubunun sonlu iki altgrubu iseler

HK = % olmasidir.
Ispatt A=HnNKven = % diyelim. H'nin A alt grubuna gore sol kalan

siniflari {x,A, x, A, ...,x,A} olsun. H =UX1A dir.A < K oldugundan AK = K
i=1
oldugu g6z 6niine alinarak

HK :(UXiAjK:UXiK
i=1 i=1
bulunur. Her i#j i¢in xK ve xK da farkhdir. 3i#j icin x;K = %K olsa
X 'x; EK dolayisiyla x7'x; € A= HN K celiskisi bulunurdu. o(K) = o(x;K)
olup
o(HK) = o(x;K) + 0(x,K) + -+ 0(x,K) = n o(K)

_ o)
~ o(A)
_ o(H)o(K)
o(HNK)
bulunur.
NORMAL ALTGRUPLAR

4.9. Tanim: G bir grup ve N < G olsun. Her g € G ve her n € N i¢in
gng~! € N ise N'ye G’'nin normal altgrubu denir ve N < G yazilrr.

gNg™ = {gng™":n € N}
oldugundan, “N’nin normal altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her g € G
icin gNg~ < N olmasidir” diyebiliriz.

4.6. Not: {e} ve G, G'nin normal altgruplaridir. G Abelyen ise
gng~! = n € N olup Abelyen bir grubun her altgrubunun normal oldugu gérii-
lir.

4.23. Teorem: G bir grup, N < G olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
i) N<G
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ii) Her g € Gicin gNg™* =N
iii) Her g € G icin gN = Ng

Ispat:
(i=ii) N < G olsun. Tanimdan dolay1 gNg~* € N dir. Simdi
N=gg'Ngg™ cgNg™*

cN
olup sonucta gNg~* = N oldugu gériiliir.

(ii=iii) gNg™' = N = gNg~'g=Ng = gN = Ng

(iiz>i) gN=Ng=>gNg ' =N=gNg '=N=N<G//

Daha 6nce S; grubunda H = {f,,f,} altgrubunun sag kosetlerini bul-
mustuk. Ayni grubun sag-sol kosetlerini hesaplayalim.

Sol Kosetler | Sag Kosetler
HhHH={fh.2} | Hh={f.f}
feH={f2.fr} | Hf2={fa. 1 }
faH={fa.fs} | Hfa={fs.fa}
faH={fo.fo} | Hfa={f1.fs}
fsH={fs.fa} | Hfs ={fs.fs }
feH ={ fa.fa} | Hfe ={fe. f5}

Tablodan gorildiigi gibi sol kosetlere parcalanis ile sag kosetlere pargalanis
birbirinden farkhdir. Eger S; Abelyen olsaydi sol kosetler ile sag kosetler esit
olurdu.

Ornek: S;'de H = {f,,f,} olsun. Hf; # f;H olup H’'nin normal olmadig
gorulir. Simdi (f,) = {f,,f,, f;} olsun.

Nf, = f;N=Nf, = f,N = Nf; =, N = {f |, f,, f.}

Nf, =f,N = Nf; = f;N = Nf, = ;N = {f,, f;,f}
olup N <« G dir. //

Simdi normal altgrup kullanarak faktdr grubu elde edilmesini inceleye-
lim.

Bu kisimda bir G grubunun bir H altgrubunun sag kosetleri arasinda
(Ha)*(Hb) = H(ab) seklinde bir * islemi tanimlamak istiyoruz. Ancak eger H
normal degilse bu * islemi iyi tanimlanmamistir. Yani Ha = Hx ve Hb = Hy
iken (Hab) # H(xy) olabilir. Mesela G =S; ve H = {f,,f,} ise Hf; = Hf, ve
Hf, = Hf, olup H(f;f;) = Hf, = { f,,f,} dir. Fakat H(f,f,) = Hf; = {f;,f,} dir.
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Ayrica (Ha)*(Hb) ile (Ha) - (Hb) ¢arpiminin ayni sonucu vermesini isti-
yoruz. Yani Ha kiimesi ile Hb kiimesinin ¢carpiminin H(ab)'ye esit olmasini isti-
yoruz. Fakat H normal degilse iki sag kosetin carpimi baska bir sag kosete esit
olmayabilir. Mesela S; grubunda H = { f,f, } alinirsa:

H(fS)(HfS) = { f3’f4} ) { f5'1:6} = { fZ’f4' fl' fS}
olup bu kiime bir sag koset degildir.

4.24. Teorem: G bir grup H < G olsun. Ha = Hx ve Hb = Hy esitlikle-
rinden her zaman H(ab) = H(xy) elde edilmesi icin gerek ve yeter sart H < G
olmasidir.

Ispat: =: Her a,b,x,y € G icin Ha = Hx ve Hb = Hy ise H(ab) = H(xy)
oldugunu kabul edelim. Simdi her g€ G icin Hg = Hg ve her h € H igin
He = Hh oldugunu biliyoruz. O halde

Hg = Hg ,He = Hh = Hg = H(gh) = H = H(ghg ') = ghg™* € H
olup H’'nin normal altgrup oldugu goriiliir.

<: Simdi de H'nin normal oldugunu kabul edelim.

Ha = Hx,Hb =Hy = by ' € H
= aby ! € aH = Ha = Hx
= aby 'x '€ H
= (ab)(xy)"' € H
= H(ab) = H(xy)
dir.

4.25. Teorem: G bir grup, H < G olsun. H nin iki sag kosetinin ¢arpimi-
nin yine bir sag koset olmasi icin gerek ve yeter sart H < G olmasidir.

Ispat: <: H < G olsun. Ha, Hb iki sag koset olsun.
(Ha)(Hb) = H(aH)b = H(Ha)b = (HH)ab = H(ab)
olup iki sag kosetin carpimi baska bir sag kosettir.

=: Simdi her Ha, Hb sag koseti icin (Ha)(Hb) = Hc olacak sekilde bir
c € Golsun. b = a™ ! segilirse:

HaHa™' = Hc = eaea™ = e = h,c olacak sekilde bir h; € H vardir
= c=h;' € Holup Hc = H
— HaHa ' =H
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= V h € H igin haha™! = h, olacak sekilde h, € H vardir
—aha ' =h"'h, €H
—aHa ' CH
=H<G
olur. Boylece, H normal ise H'nin sag kosetleri lizerindeki ¢arpma isleminin iyi
tanimlandigini ve * ile - islemlerinin ayni oldugunu gosterdik.

Ornek: G = (Z,+) grubunda U = 4Z altgrubunu ele alalim. G Abelyen
oldugundan her altgrubu normaldir. Unun G’deki farkli sag kosetleri
G=U={U+0,U+1,U+2,U+3}
seklinde yazilabilir. Bu grubun tablosu soyledir.

+U+0 U+1 U+2 U+3
U+0|U+0 U+1 U+2 U+3
U1 |U+1 U42 U+3 U+0
U2 |U+2 U433 U+0 U+1
U+43|U+3 U40 U+1 U+2

Burada, mesela (U+2) + (U+ 3) =U + 5 = U + 1 seklinde hesaplanir.

4.10. Tanim: G bir grup olsun. Z(G) = {g € G : V x € G,gx = xg} kiime-
sine G’'nin merkezi denir. Bir grubun merkezi, gruptaki g elemani ile degismeli
olan elemanlarin kiimesidir.

4.26. Teorem:
i) Z(G), G’'nin degismeli bir altgrubudur.
ii) e € Z(G) olup Z(G) # D dir. Z(G) < G oldugunu gosteriniz.

Ispat: i) Z(G) < G oldugunu gostermeliyiz. g,h € Z(G) alahm. O halde
her g € G i¢in

gx = xg, hx = xh
dir. Simdi

hx = xh =x=h"!'xh =>xh ™! =h"x
olur ve

(gh™)x = g(h™x) = g(xh™") = (gx)h™" = (xg)h™" =x(gh™)
olup gh™! € Z(G) elde edilir. 4.1. teoremden Z(G) < G olur.

ii) z€ Z(G) ve g € G alahm. gzg™! € Z(G) oldugunu gdstermeliyiz. z
eleman1 gruptaki biitiin elemanlarla degismeli oldugundan gzg™' =z € Z(G)
olup Z(G) < G dir.
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Ornek: G bir grup ve H’de indeksi 2 olan bir altgrup olsun. H < G oldu-
gunu gosterin.

Cozim: H'nin G’de iki farkli sag koseti vardir. Bunlar H ve Ha dir. Bura-
da a € G\H oldugu agiktir. (Ha = H << a € H oldugunu hatirlayalim.) Benzer
sekilde iki farkl sol koseti H ve aH dir. Bunlar G’nin par¢alanisidir. Simdi g € G
verilsin. g € H ise Hg = gH = Hdir. g € G\H ise Hg = gH = G\H olup sag koset
sol kosete esittir. O halde H < G dir.

Ornek: iki normal altgrubun kesisiminin de normal oldugunu gésteri-
niz.

Cozim: G bir grup H < Gve K < Golsun. HN K < G oldugunu biliyoruz.
Simdi her g € G ve her x € H N K icin
xEHNK=x€eHvex€eK
= H< G,K < G oldugundan gxg~! € H,gxg™! €K
=HNK<G
dir.

Ornek: H < G ve N < G ise HN < G oldugunu gdsterin.

Cozim: x =h;n, € HN ve y=h,n, € HN alalim. N < G oldugundan

xy~t =h;nyn;" hyt =h;nzhy*' = (hih; ) (hynzh;Y) = hyn, € HN
eN eH eN

olup 4.1. teorem geregince HN < G dir.

4.27. Teorem: H < Gve N < G ise HN < G dir.

Ispat: HN < G oldugu bir énceki érnekte gosterilmistir. Simdi HN < G
oldugunu gosterelim.

H < G, N < G oldugundan her g € G icin Hg = gH ve Ng = gN dir. O hal-
de:

g(HN) = (gH)N = (Hg)N = H(gN) = H(Ng) = (HN)g
olup HN < G oldugu gortliir.
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Ornek: G bir grup ve H = (a) sonlu devirli altgrubu G’de normal olsun.
Eger K < H ise K < G oldugunu gdosteriniz.

Cozim: (a) = H < G ve K < H oldugu veriliyor. K < G oldugunu goste-
recegiz. K< H ve H < G oldugundan K < G oldugu agiktir. Simdi k€ K,g € G
verilsin.

keK=keH=H<G
oldugundan gxg~! € Hdur.

Simdi K sonlu oldugundan o(k) = m sonludur. Ayrica o(gkg™') = m dir.
o(gkg™) =m = o((gkg ™)) = mve o(k) =m = o((k)) = m
olur. Ayrica (k) < K < H ve (gkg™*) < H olup (k) ve(gkg™!) altgruplari, H'nin
mertebeleri esit olan iki altgrubu olur. Devirli bir grubun mertebesi esit olan
iki altgrubu esit olacagindan (k) = (gkg ') olmalidir. O halde (gkg™!) < K olup
gkg™ € K dir. Yani K < G olur.

4.28. Teorem: G bir grupve N < G olsun. o (%) = 2 ise N, G’nin normal

altgrubudur.

ispat: N<Gveo (%) = 2 olsun. a € N ise sol denklik siniflar1 N, aN; sag

denklik siniflar1 da N, Na olur. G = N U aN = N U Na olmasindan aN = Na =
G — N olup N < G bulunur.

BOLUM (FAKTOR) GRUBU

4.11. Tanim: G bir grup ve N < G olsun. N'nin G’deki farkl sag kosetle-
rinin (denklik smiflarin) kiimesini G/N = {Ng : g € G} ile gosterelim. Bu kiime
lizerinde, Na, Nb € G/N i¢in

(Na)*(Nb) = N(ab)
seklinde bir islem tanimlayalim. Bu islemin iyi tanimlandigini 4.21. teoremde
gosterdik. (G/N, *) cebirsel yapisinin bir grup oldugunu gésterelim. Bu gruba
G’nin N ile olan b6liim grubu (faktoér grubu) denir. Ayrica, 4.22. teoremin ispa-
tinin ilk boliimiinde gorildiigu gibi, * yerine - kullanilmasinda bir sakinca yok-
tur. Bu yiizden G grubunun islem sembolii ile G/N faktér grubunun islem sem-
boli ayni olacaktir.
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4.29. Teorem: G bir grup, N < G olsun. G/N yukardaki tanimda verilen
islemle bir gruptur.

Ispat: (Na)(Nb) = N(ab) olup iki sag kosetin carpimi bir sag kosettir.
Na(NbNc) = NaN(bc) = N(a(bc)) = N((ab)c) = N(ab)Nc = (NaNb)Nc
olup birlesme 6zelligi vardir. Her Na € G/N i¢in
NaNe = Na ve NeNa = Na
olup Ne = N bu grubun birim elemanidir. Na'nin tersi (Na)~! = Na~?! dir. Ciin-
kii
NaNa! =Ne=NveNa'Na=Ne=N
dir. O halde G/N bir gruptur.

o(G) ,.
o(N) dir.

4.7. Not: Lagrange teoremi geregince, o(G) sonlu ise o(G/N) =

Ornek: M = {[3 3

bir gruptur. {[i —ba] : a,b,c€ Z} kiimesi M'nin normal altgrubudur, gosterin.

] : a,b,c,d€e Z} kiimesi bilinen matris toplami ile

M/H yi olusturunuz.

Cozum:
_Ja b _[d e
X= [c —a]'Y _d[f k?d] b
a— —e
X+(=0) = [c—f —(a—d)] €H
dir. 4.1. teorem geregince H < M dir. Matrislerdeki toplama islemi degismeli

oldugundan M bir Abelyen gruptur. O halde H <« M dir. M/H = {H + X : X € M}
seklinde yazilabilir.

Ornek: Z,,'de H = (6) altgrubunu bulunuz. Z,,/H yi yaziniz. Bu grup-
taki elemanlarin derecelerini bulunuz.

Cozim: H = (6) = {0, 6} dir. H'nin farkli sag kosetleri 6 tanedir:
H®O0 = {0,6} = HD6
HO®1 ={1,7} = H®7
H®2 ={2,8} = H®8
H®3 = {3,9} = H®I
H®4 = {4,10} = H®10
H®5 = {5,11} = HOTIT
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O halde Z,,/H = {H®0, H®T, HHZ,HB3, HH4, HD5} dir. Bu elemanlarin de-
receleri:

o(H®D) = 1,0(HOT) = 6,0(HB2) = 3, 0(HD3) = 2, 0(HDE) = 3, 0(HB5 = 6
dir.

4.30. Teorem: G bir grup,
i) NoGveN <K<Gise N<KveK/N <G/Ndir.
ii) N<K<GveK/N<G/Kdir.

Ispat: i) N< G ve N <K <G olsun. N <K asikardir. Her k € K icin
kN € K/N smif G/N de bir elemani olur. K/N < G/N dir.

ii) K < G ise her g € G, her k € Kicin gkg™* € K olur. Her gN € G/N igin

(eN)(kN) (gN)~* = (gkg ™" )N € K/N
olup K/N < G/K dur.

4.31. Teorem: (4.30. teoremin tersine) G/N nin altgruplari N <K <G
olmak tizere K/N seklindedir.

Ispat: K, < G/N alalm. K = {g € G | gN € K, } olsun. Her k;, k, € Kicin
k,N,k,N € K, den K; < G/N oldugundan
(k,N)(k,N) ™! =k;k; "N €K,
den k;k;* € K, olup K/G bulunur. Her x € N igin xN = N ve N, G/N nin birimi
oldugundan K, dedir. N < K bulunur. K; < G/N ise her g € G ve her k € Ki¢in
(gkg HN = (gN)kN)(gN)* € K,
olup gkg™! € K olacagindan K < G dir.

GRUPLARIN iC DIREKT TOPLAMLARI

4.12. Tanim: G degismeli bir grup ve H;, H,, ..., H,, G'nin altgruplari
olsunlar.
H+H,+-+H,={th; +h,+--+h,: i=12,..,n,h; € H;}
kiimesine H,, H,, ..., H,, altgruplarmin toplam kiimesi ad1 verilir.

4.32. Teorem: G degismeli bir grup ve H;,H,, ..., H,, G'nin altgruplar:
olsun.H = H; + H, + --- + H,, toplam kiimesi G’'nin bir altgrubudur.
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[spatt 0=0,4+0,+-+4+0, ve 0€H olup H#J dir. heH ise
h=h,; +h, +--+h, olacak sekilde h; € H,,h, € H,,...,h,, € H, vardir. Dola-
yisiyla h € G olup, H € G dir.

x,y€Hise x=h; +h, +--+h, vey=h'; +h’, +---+h’, olacak se-
kilde h;,h’; € H; (i = 1,2, ..., n) vardir. Buradan
x—y=(h;+h,+--+h)—(h';+h', +---+h'))
= (hl - hrl) + (hz - hlz) + -t (hn - h'n) €H
bulunur. O halde H < G dir.

4.33. Teorem: G degismeli bir grup ve H;,H,, ..., H,, G'nin altgruplar:
olsun. G = H; + H, + ---+ H,, olmasi i¢in gerek ve yeter sart G=<UH1> olma-
i=1

sidir.

Ispat: =: Hipotezden x € G ise x=h, + h, +---+ h, olacak sekilde
x; EH; (i=12,..,n) vardir. H, gUHi oldugundan x,,x,,., X, eUHi olup

i=1 i=1

xe<LnJHi> icin Gg<LnJHi> bulunur.

i=1 i=1
Y=y, +Y, FutX, €<UH1> olsun. | JH, =G oldugundan (j = 1,2,...,k),
i=1 i=1

y; €G veya —y; € G dir. Buna gére y =y, +y, +--+y, € G olup | JH, =G

i=1

bulunur. O halde G= <UH1> dir.
i=1

&< G=<UH1> olsun. he H;, +H, +--++H, alalm. h =h; + h, + -+ +
i=1
h, olacaksekilde h, € H;,h, € H,, ...,h, € H, vardir.H, + H, + -+ H, € G, G
grup oldugundan h = h, + h, + ---+ h,, € Golur. O halde H; + H, + .-+ H, €
G dir.
g € G olsun. Hipotezden j = 1,2, ..., m i¢in g; eUHi veya —g; EUHi ol-
i=1 i=1

mak lzere g =g, +g, + -+ g, seklinde yazilir.i = 1,2,...,nicin H; < Gve G
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degismeli oldugundan g=g,+g,+--+g, €H; +H, +--+H, bulunur.
G € H; + H, + ---+ H, ve sonug¢ olarak G = H; + H, + ---+ H,, bulunur.

Ornek: Z,. grubunun H, = (3), H, =(5), H, =(6) altgruplar icin
H, + H,, H, + H;, H; + H; toplam gruplar: bulunuz.

Cozim:

H, +H, = {h, +h, : h, €H,,h, € H,}
={m3+n5: m,n € Z}
={3m+5n: mn € Z}

{k1: ke Z}

Ly

={m5+n6: m,n € Z}
={5S5m+6n: mn €7Z}

H;, +H; =th; +h; : h; € H,h; € H}
={m3+n6: mn € Z}
={3m+ 6n: m,n € Z}
={3(m+2n) : m,n € Z}
={k3: KeZ}
=H,
olupH, = Z,. dir.

4.13. Tanim: G degismeli bir grup, H; < G (i= 1,2, ...,k) olsun. Eger
x € H; + H, + ---+ H, icin x’in yazihs! tek tiirli ise o zaman g, € H; + H, +
-+ H, toplamma g, € H;,H,,...,H, altgruplarin i¢ direkt toplami denir.
g8n € Hi®OH,® ... ®H,, ile gosterilir.

4.34. Teorem: G degismeli bir grup ve G'nin H;,H,,..,H, sonlu
altgruplari olsun. Bu durumda

|H,®H,® ... ®H, | = [H,||H,] ... [H,|
dir.

Ispat: x=h; +h, +--+h, € H;®H,d..OH, olsun. i=1,2,...,n igin
x'in yazihsi tek tiirlii oldugundan herhangi bir h; nin degistirilmesiyle frkl
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elemanlar elde edilir. O halde x € H;®H,® ... ®H, icin farkh se¢im sayisi
|H,|[H,| ... [H,| dir.

4.35. Teorem: G degismeli bir grup ve H;,H,, ..., H,, G'nin altgruplar:
olsun. H; + H, +--- + H,, toplaminin direkt toplami olmasi i¢in gerek ve yeter
sarth; + h, +--+h, =0ikenh; =h, =+ =h, = 0 olmasidir.

Ispat: =:H, + H, + --- + H,, toplami direkt toplam olsun. h; +h, +--- +
h, = 0 kabul edelim. G’nin birim eleman1 0 = 0 + 0 + --- + 0 seklinde yazilabi-
lirh, +h,+-+h, =0+0+ -+ 0 = 0 olup direkt toplamda yazihs tek tiir-
li oldugundan h; + h, + ---+ h, = 0 bulunur.

<: hy+h,+--+h, =0 iken h; =h, =--=h, =0 olsun. Ayrica
x€H, +H,+--+H, iken x=h';+h', +--+h', olsun. Bu durumda
h+h,+--+h, —(h';+h’;+--+h'[)=0, G degismeli oldugundan
hipotezden

(hy — ')+ (hy — ') + -+ (h, = h,) = 0
h, —h’;, =0h, -h', =0,..,h, —h', =0
h, =h';,h, =h',,...,h b’

bulunur.Béylece H; + H, + ---+ H, nin her x elemaninin yazihs tek tiirli olup
verilen direkt toplamdir.

veb6+ 0= 64dr.

4.36. Teorem: G degismeli bir grup ve H;,H, < G olsun. G = H; @ H,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) G=H, +H,
ii) H, N H, = {0}
olmasidir.

[spat =: G=H,;®H, olsun. Buradan G=H;+H, dir. Simdi
H, N H, = {0} oldugunu gosterelim. x € H; N H, olsun. x € H, ve x € H, dir.
x < H, oldugundan —x < H, dir. x=h; ve —x =h, olacak sekilde h; € H;,
h, € H, vardir. h; + h, = x+ (—x) = 0 olup 4.35. teoremden h; =0,h, =0
olup H; n H, = {0} elde edilir.
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<: 1 ve ii saglansin. Ayrica h, € H,, h, € H, i¢in h; + h, = 0 olsun.
h, = —h, olup, h;,—h, € H; n H, dir. Hipotezden H, N H, = {0} oldugundan
h; = —h, = 0 bulunur. Buradan h, = 0 dir. Bu durumda h; + h, =0 iken
h; = h, = 0 oldugundan 4.35. teoremden dolay1 G = H, & H, dir.

Ornek: G = Z,, grubunun H, = (3) = {0,3,6,9} ve H, = (4) = {0,4,8}
altgruplariigin G = H; + H, ve H; N H, = {0} oldugundan G = H, @ H, dir.

4.5. Sonug¢: G degismeli bir grup ve H;,H, ..,H, <G olsun.
G=H, ®©H, + ---® H, olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i) G=H; +H, +--+H,
ii) Her j= 1,2, ...,n igin
Hyn(H; +H, + -+ H;_; + Hj;; +--+H,) = {0}
olmasidir.

COZUMLU ALISTIRMALAR
Altgruplar

1. (Z,,, @) grubunda 5 elemaninin derecesini bulunuz. 5'in derecesi
grubun derecesini béler mi? 5'in (Z,+) daki mertebesi kactir?

Cozim: Z,, da 5@ 5 =0 olup o(5) =2 dir. 2 |10 olup 5'in derecesi
grubun derecesini boler. 5'in Z’deki derecesi sonsuzdur. Clinkiin-5 = 0 ola-
cak sekilde n € Z* yoktur.

2. G bir Abelyen grup olsun. H = {x € G : x? = e} kiimesinin G’nin bir
altgrubu oldugunu gosteriniz.

Cozim: x,y € H olsun. O halde x* + y? = e dir.
(xy™H)* =xy xy™
= x%(y~1)? (G degismeli oldugundan)
=e(y)™
= e_l
=e
olup xy~! € H dir. O halde 4.1. teorem geregince H bir altgruptur.
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3. H;,H, bir G grubunun iki altgrubu olsun. H; UH, < G< H, € H,
veya H, € H; oldugunu gosteriniz.

Cozim:
<:H, €H,veyaH, €H;iseH, UH, =H; <GveyaH,UH,=H, <G
olup her iki halde de H, U H, bir altgruptur.

=: H; U H, < G oldugunu kabul edelim. H; € H, veya H, € H, oldugu-
nu gostermeliyiz.

Aksini kabul edelim. Yani H; € H, ve H, € H; olsun. (Bu iki kiime ayrik
olamazlar, ¢tinkii e € H; N H, dir.) Simdi
a€ H\H, >a€eH,;,a¢ H,
b€ H\H, =>=beH,,be&H,
dir. Bu durumda a,b € H; U H, olup ab € H, U H,, dir. a,b € H, olabilir, fakat
abe H; = a”} (ab)=b € H,
eH
celiskisi elde edilir. O halde Tab € H, olmaldir, fakat
abe H, = (ab)b™ = a€H,
eH
celiskisi elde edilir. Bu da H; EJ H, nin altgrup olmasiyla gelisir. O halde
H, € H, veya H, € H;
olmaldir.

4. (Q\{0}, -) grubunda A = {3,7} ise (A) nedir?

Cozim: (Q\{0}, -) grubunda (3,%) = {3“,2im :m,n € Z} kiimesidir. Ba-

z1 elemanlarini yazalim.
1 1 1 1132
(35)={3501553 35 23618 ..}

5. G bir grup ve a € G olsun. Z(a) = { x € G : ax = xa} kiimesine a'nin
merkezleyeni denir. (Z(a), a elemani ile degismeli olan elemanlarin kiimesi-
dir.)

a) Her x € G icin Z(a) < G oldugunu gosteriniz.

b) o(a) = 5 ise Z(a) = Z(a®) oldugunu gésteriniz.

Coziim: a) Z(a) = {x € G : ax = xa} oldugundan x,y € Z(a) alalim. O
halde ax = xa ve ay = ya dir.
ay =ya<ra=yay 'y la=ay oy teZ(a)
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dir. Simdi xy ™! € Z(a) oldugunu gosterelim.

(xy Da=x(y'a)=x(ay") = (xa)y ' = (ax)y ' =a(xy™")
olup xy~! € Z(a) dir. 4.1. teorem geregince Z(a) bir altgruptur.

b) o(a) = 5 olsun.
xy~! € Z(a) = xa = ax
= xa® = axa® = a(xa)a = a(ax)a = a%(xa) = a%(ax) = a’x
= x € Z(a%)
ve
xy 1 €Z(a®) = xa® = a3%x
= xa® = a®xa® = a3(xa®) = a3(a®x)
= X € Z(a)
olup Z(a) = Z(a3®) oldugu goriiliir.

6. G = {1,—1,i, —i} grubu verilsin. H = {1, -1} olsun. H'nin G’deki biitiin
farkli sag kosetlerini ve indeksini bulunuz.

Cozum: Farkl sag kosetler
H1 =H(-1) ={1,-1}
Hi = H(—i) = {i, —i}
olur.

7. H ve K, G’'nin sonlu altgruplar ise
_ o(H)o(K)
o(HK) = o(HNK)
oldugu bilinmektedir. G = (C\{0}, -)ve H={1,-1,i,—i},K = {1,—1} alarak
bu esitligin dogru oldugunu goriniiz. Ayrica bu esitligi kullanarak

o(H) > /o(G) ve o(K) > ,/o(G) ise H N K # {e} oldugunu gosteriniz.

Cozim: HK = {1,-1,i,—i} ve HN K = {1,—1} olur. Bu durumda
o(H)o(K) _4-2

O(HK)=4V6 W—TZLI-

olup esitlik saglanir. Simdi o(H) > ,/0(G) ve o(K) > .,/0(G) oldugunu kabul
edelim. Bu durumda

0(G) > /o(G){/o(G) < o(H)o(K) = o(HN K)o (HK)
dir. Simdi, H N K = {e}ise 0(G) < o(HK) olur. HK € G oldugundan bu bir celis-
ki olur. O halde o(HN K) # {e} dir. Yani H N K en az iki elemanhdir.
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8. (Z,+) da 4Z altgrubunun tiim farkl sag kosetlerini ve indeksini bu-
lunuz.

Cozim: (Z,+) da4Z = {...,—8,—4,0,4,8, ...} altgrubunun farkli sag ko-
setlerti;

472+ 0={...,—8,—4,0,4,8, ...}

47+1={..,-7,-3,1,5,9,...}

47+ 2={...,—6,-2,2,6,10, ...}

472+ 3 ={...,—5,-1,3,7,11, ...}
olup |Z : 4Z| = 4 diir.

9. K = {a,b,c,d} grubunun ¢arpim tablosu asagida verilmistir.

a b ¢ d
ala b e d
blb a d ¢
cle d b oa
d|{d ¢ a b

a) K degismeli midir?
b) K devirli midir?
¢) K'nin tiim altgruplarini ve bunlarin sag kosetlerini bulunuz.

Cozim: a) K'nin grup tablosu ana cizgilere gore simetrik oldugundan K
Abelyen bir gruptur.

b) Birim eleman a’dir. K'nin altgruplart:
H =(a) ={a},G=(b) ={a, b}, K= (c) ={a,b,c,d}
Ayrica (d) = {a,b,c,d} = K olur. Buradan K'nin devirli oldugu s6ylenebilir.

c) H'nin farkl sag kosetleri 4 tanedir:
Ha = {a}, Hb = {b}, Hc = {c}, Hd = {d}

dir. G = {a,b} nin farkli sag kosetleri 2 tanedir:
Ga = Gb ={a, b}, Gc = Gd = {c,d}

dir. K = {a, b, c,d} nin sag koseti bir tanedir:
Ka = Kb = Kc = Kd = {a,b, c,d}

dir.

10. G bir grup olsun. & # H € G olsun.
a) H bir altgrup ise HH = H oldugunu gosterin.
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b) Eger H sonsuz elemanli ise bu 6nermenin tersinin dogru olmadigini
gosteriniz.

Cozim: a) H < G olmak tizere
x€ HH=3h;,h, eH,x=hh, EHolupHH € H
XxEH=x= X-e € HH olup H € HH

€H eH
olup HH = H oldugu goériiliir.

b) G=(Z,+) ve H={0,1,2,3, ...} olsun. H+ H = H dir fakat H bir
altgrup degildir. Boylece “H + H = H = H altgruptur” dnermesinin dogru ol-
madig1 gosterilmis olur.

11. G bir grup H < G olsun. f(xH) = Hx ! seklinde tammlanan fonksi-
yonun 1-1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Once iyi tamimlandigini géstermek gereklidir. f 'nin iyi tanimh
oldugunu gostermek icin
xH =yH = Hx ' =Hy!
ifadesi gosterilmelidir.
xH=yH=y xH=H
=y 'xeH
= Hy 'x=H
= Hy ' =Hx"!
olup 6 iyi tanimlanmistir. Ayrica
f(xH) = f(yH) = Hx ' =Hy!
= Hx 'y =Hy 'y
= Hxly=H
=x'y€eH
= H=x"1yH
= xH=yH
olup f’'nin 1-1 oldugu goriliir.

12. G bir grup, H < G, K< G olsun. o(H) = 75 ve o(K) =39 ise HNK
nin devirli oldugunu gosteriniz.

Cozim: o(H)=75=3-5% ve 0(K)=39=3-13 olup HNK<H ve
H N K < K olacagindan Lagrange Teoremi geregince o(HN K) =3 hem 75'i
hem de 39'yi boélmelidir. Bunu saglayan sadece 1 ve 3 sayilar1 vardir.
o(HNK) = 1ise HnN Kasikar grup olup devirlidir. o(H N K) = 3 ise 3 asal olup
H N K devirlidir.
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13. G bir grup a€ G olsun. H={x € G: I3 n€ Z,x = a"} kiimesi G'nin
bir altgrubudur, gosteriniz.

Cozim:
X, yEH=3ImneZx=a"y=a"
=xy l=a"a ™M =a""" (n—mE€Z)
=xy 'eH
olup 4.1. teorem geregince H < G dir.

14. 77, grubunun ¢arpim tablosunu yazimiz. Bu grup devirli midir? Bu
grubun asikar olmayan bir altgrubunu bulunuz.

Cozum: Z%, = {1,3,5,9, 11, 13} diir. Bu grubun ¢arpim tablosu:
@1 3 5 0§ 11 13
I|/T 3 5 0 11 13
3/3 0 1T 13 5 11
5|5 1T 11 3 13 ©
/9 13 3 11 1 &
TT|T 5 @ 1T § 3
T3 1T 08 5 3 1

Simdi (3)={1,3,5,9,11,13} = Z, olup grup devirlidir. (9) = {1,9,T1} bu
grubun asikar olmayan bir altgrubudur.

15. (C\{0}, - ) grubunda H = {x + iy : X,y € R,xy = 0} bir altgrup mu-
dur?

Cozim: Kompleks (Karmasik) say1 Kompleks Analiz derslerinde anlati-
lacaktir. Burada soruyu ¢ozmek icin kompleks say1 kavrami i¢in sunu bilmek
gerekir. i* = —1 olmak lizere z = x + iy : X,y € R bicimindeki sayilardir.

z, = 1+ 3i,z, = 2 + 5i olsun. z,z, € Holdugu acgiktir.

z, = (1 + 3i)(2 + 5i)
1-2+1-5i+2-3i+3i-5i
(2 —15) + (5 + 6)i
—13 + 11i
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dir. Burada (—13) - 11 < 0 oldugundan z,;z, € H dir. Buna gore H kiimesi ka-
pali olmadigindan bir altgrup degildir.

16. Bir G grubunda bir H altgrubunun iki sag kosetinin ayn1 ya da ayrik
oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ha ve Hb iki sag koset olsun. HaNnHb = & ise ¢dzlim bitmis
olur. HanHb# Y olsun. O zaman x € Han Hb alallm. Bu durumda
3 h,,h, €Hicin x = h;avey = h,b seklindedir. O zaman

h,a=h,b=a=h;*h,b

—ab™ ' =h7;th, €H
—Hab'=H
— Ha=Hb

olup Ha ile Hb ya aynidir ya da ayriktir.

Normal Alt Gurup ve Boliim Gruplar

17. G ={e,a,a%a} kiimesi 4-lincii mertebeden devirli grup ve
G = {e,a?} onun altgrubu olsun. H < G oldugunu gosterip G/H yi yaziniz.

Cozim: G Abelyen ve H altgrup oldugundan H < G dir. G/H = {H, Ha}
olur.

18. G bir grup ve H'de onun iki elemanli normal bir altgrubu ise
H c Z(G) oldugunu gdsterin.

Cozim: H = {e, h} olsun. e € Z(G) oldugu aciktir. Biz h € Z(G) oldugunu
yani her x € G icin xh = hx yani xhx™! = h oldugunu gostermeliyiz. H < G ol-
dugundan xhx '€ H dir. O halde ya xhx'=e ya da xhx™!=h dir.
xhx™! = e = xh = x = h = e olamaz. O halde xhx~! = h olur.

19. Bir grupta derecesi 2 olan sadece bir tane eleman varsa bu elema-
nin grubun merkezinde oldugunu gosteriniz.

Cozim e # a € G derecesi 2 olan tek eleman olsun. Her x € G i¢in
ax = xa yani x 'ax = a oldugunu gosterecegiz.

(xtax)? = (x tax)(x tax) = x"lafx=x"'x =e
olup (x7'ax) 'in derecesi 2 dir. (x 'ax = e olsaydi a = e olurdu). O halde
x 'ax = a olmahdir.
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20. G bir grup ve H de Z(G) nin alt kiimesi olan bir altgrup olsun. H < G
oldugunu gosteriniz.

Cozim: g € G,h € H olsun. h € H € Z(G) oldugundan
ghg ™’ =hgx™*=h €H
dir. O halde h elemani merkezdedir. Yani her elemanla degismelidir.

21. G, Abelyen bir grup ve N < G olsun. G/N nin Abelyen oldugunu gos-
teriniz.

Cozim: Na, Nb € G/N alalim. G, Abelyen oldugundan ab = ba dir. O hal-
de

NaNb = N(ab) = N(ba) = NbNa
olup G/N nin Abelyen oldugu goriiliir.

22. G bir grup, H < Gve K< G ise H N K < G oldugunu gosteriniz.

Cozim: iki altgrubun kesisimi altgrup oldugundan HNK < H olur.
Simdi x € H N K ve h € H alalm. H bir altgrup ve x € H oldugundan hxh™! € H
dir. Ayrica h € G,x € Kve K< G oldugundan hxh™' € K dir. Bu durumda
hxh™® € Hn Kolur. Yani H N K < Golur.

23. G bir grup ve H < G olsun. N; (H) = {x € G : xHx ™! = H} kiimesine
H'nin G’deki normalleyeni denir. N; (H) < G ve H < N (H) oldugunu gosteri-
niz.

Coziim: N (H) = {x € G : Hx = xH} seklinde yazilabilir. Once
yEN;(H)=>Hy=yH=y 'Hy=H=y 'H=Hy '=y ' € N;(H)
sonucunu elde edelim. Simdi
X,y € N (H)
= (xy HH=x(y'H) = x(Hy ™) = (xH)y ' = (HQ)y ™' = H(xy ")
= xy ' € Ng(H)
olup 4.1. teorem geregince N; (H) < G dir.

Simdi h € H= Hh =hH = H olup H € N;(H) dir. H bir altgrup oldu-
gundan H < N (H) yazabiliriz. Simdi h € H, x € N (H) alalm.
(x"'hx)H= x"th(xH) = x *h(Hx) = x " *(hH)x=x"'Hx = H
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olup “aH = H < a € H” 6nermesi hatirlanirsa x *hx € H elde edilir. O halde
H < N; (H) dir.

24. Qg =1{1,-1,i,—1,j,—j,k,—k} olsun. i* =j*=k* = —1,ij =k, jk =
i,ki =jveiji= —kKkj = —i, ik = —j biciminde verilsin.

a) Qg in grup tablosunu yazimniz. (Bu gruba quaternionlar grubu denir.)

b) Qg in merkezini bulunuz.

c) {i,j} kiimesi tarafindan dogurulan altgrubu bulunuz.

d) Qg'in biitiin altgruplarinin normal oldugunu gosteriniz. (Qg, biitiin
altgruplar1 normal olup da Abelyen olmayan bir grup 6rnegidir.)

Cozum: a) Qg in grup tablosu:

1 -1 i i k- =3 =k

1 1 -1 i 7 Eo—t —i —k
1] -1 1 —i -5 =k i k
i i —i —1 ko —j 1 =i i

i i =3 =k -1 i k 1 —i

[ k=i i -t =1 =3 i 1
—i| —i i 1 -k i —1 ko —3
—j | =3 q i 1 - -k -1 )
—k | =k ko —j i 1 i —i -1

b) Biitlin elemanlarla degismeli olan elemanlar 1 ve -1 dir. Buna gore
Z(Qg) ={1,—1} dir.

c)i-i=—1,i-j=koldugundan gruptakibiitlin elemanlar i ve j kullani-
larak bulunur. Mesela, —k = (i-i)(i-j) dir. O halde (i,j) = Qg dir. Qg in
altgruplaru:

H, = {1} H, ={1,-1}
Hy = {1,-1,i,—i} H, ={1,-1,j,—j}
He = {1,—1,k —k} Hg = Qg

olur.

d) H, ve H, asikar altgruplar oldugundan normaldirler. H, grubun
merkezi oldugundan normaldir. H;, H, ve Hg de indeksleri 2 oldugundan nor-
maldir.

25.GL,(R) = {A: A, n X nreel matris ve det(A) # 0}
SL,(R) = {A: A; n X nreel matris ve det(A) = 1}
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olsunlar. Bu takdirde SL,(R) < GL, (R) oldugunu gosteriniz.

Cozium: A, B € SL, (R) alalim. O halde det(A) = det(B) = 1 dir.
- - 1
det(AB™1) = det(A) det(B™!) = det(A)m =1

olup AB'eSL,(R) dir. 4.1. teoremden SL (R)<GL,(R) dir. Simdi
A € SL, (R)ve X € GL,(R) alalim. Yani det(A) = 1, det(X) # 0 dur.

det(XAX™1) = det(X) det(A) det(X™1) = det(X) det(A)#(B) =1
olup XAX™! € SL,(R) dir. Yani SL, (R) < GL,, (R) dir.

26. H ve K bir G grubunun normal altgruplari ve HN K = {e} olsun. Her
h € H ve k€ Kicin hk = kh oldugunu gdésteriniz.

Coziim: hkh™'k™! elemanma bakallm. H normal oldugundan
kh™'k~! € H ve K normal oldugundan kh™*k~! € K dir. O halde:

hkh~'k~! = h(kh~'k~!) = hh, € H
€H
hkh~1k~! = (hkh 1)k ! =k,k~! € K
€K
olup hkhh™'k~! € HN K = {e} = hkh'k~! = e = hk = kh dir.

27. G, Abelyen olmayan bir grup ve Z’de onun merkezi olsun. O zaman
G/Z devirli grup olamaz.

Cozim: G/Z nin devirli oldugunu kabul edelim. O zaman G/Z = (Zt) ola-
cak sekilde t € G vardir. Yani Z'nin her koseti bir i € G icin (Zt)! = Zt' seklin-
dedir. Simdi x,y € G alalim. Bu iki eleman Z’'nin iki sag kosetine ait olmalidir.
m,n €7Z, x € Zt™ ve y € Zt" olsun. O halde 3 z,,z, € Z i¢in x = z;t",y = z,t"
dir. Simdi

Xy = 7, t"z,t" = t"* "z, 7,

yX = Z,t"z, t™ = tM*"z, 7,
olup xy = yx dir. x, y’'nin sec¢imi keyfi oldugundan G, Abelyendir. Bu da G’nin
Abelyen olmadigi kabulii ile celisir. O halde G/Z devirli degildir.

28. G bir grup olsun. H < G altgrubu “her x € G i¢in x? € H” 6zelligine
sahip olsun.

a) H < G oldugunu gosteriniz.

b) G/H nin Abelyen oldugunu gosteriniz.

Cozim: a) h € H ve x € G alalim.



xh
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x~1 = (xh)2h~! (x )2 = h,h~th, € H

€H €H

olup H < G oldugu goriiliir. G/H = {Ha : a € G} yazalim. Once her a € G icin
a’ € H oldugundan

(Ha)? =Ha? =H = Ha=Ha!
oldugunu gorelim. O halde her a,b € Gigin

(Ha)? = H= Habab=H

— Haba = Hb™!
— Hab= Hb !a?!
= (Ha)(Hb) = (Hb_l)(Ha_l)

olup HaHb = HbHa elde edilir. Buna gore G/H Abelyendir.
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