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6. BOLUM
GRUPTA HOMOMORFIZMA
ve IZOMORFIZMA

HOMOMORIZMA KAVRAMI

6.1. Tanim: (G,A) ve (H,*) iki grup olsun. f: G — H bir fonksiyon ol-
sun. Eger f fonksiyonu “Grup islemini koruyorsa”, yani her a,b € G i¢in
f(aAb) = f(a)*f(b)
ise f 'ye G’den H’ye bir grup homomorfizmasi veya kisaca homomorfizma de-
nir.

Ornek: [; : G- G birim doniisimi;
l(xy) = xy = (01 ¥)
oldugundan birim déniisiimii bir homomorfizmasidir.

Ornek: G = (Z,+) ve n€ Z olsun. f: G - G déniisiimii her x € Z i¢in
f(x) = nx seklinde tanimlansin. f bir homomorfizmadir. Clinki

f(x+y) =n(x+y) =nx+ ny = f(x) + f(y)
dir.

Ornek: G = (R,+) ve H= (R*,) olsun. f:G - H,f(x) = e* seklinde
tanimlansin. Her x,y € R icin
f(x+y) =e**Y =e*-e¥ =f(x)- f(y)
olup f bir grup homomorfizmasi olur.

Yine g: H—- G,g(x) =In x de bir homomorfizmadir. Bu ikinci 6érnek
okuyucuya birakilmistir.

Ornek: G = (Z,+) ve H= (Z,,®) olsun. f : G - H,f(x) =X modiil dé-
niistimi verilsin. Her x,y € Z i¢in
fx+y) =x+y=30y =) D(y)
seklinde tanimlanan doniisiim bir homomorfizmadir. ¢linki her x,y € Z icin
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Ornek: G = GL,(R),H = (R\{0}, *) olsun. f: G — H, f(X) = det(X) ol-

sun. Her X,Y € GL,(R) icin

f(X-Y) = det(X-Y) = det(X) - det(Y) = £f(X) - f(Y)

olup f bir homomorfizmadir.

olup f bir homomorfizmadir. Her Y = Nx € G/N icin f(x) = Nx = Y olup f 'nin

Ornek: G bir grup, N < G olsun. f: G = G/N her x € G i¢in f(x) = Nx
seklinde tanimlanan doénilisiim 6rten bir homomorfizmadir. Bu déniisiime G
den G/N lzerine olan kanonik (dogal) homomorfizma denir. Her x,y € G icin

f(xy) = N(xy) = (Nx)(Ny) = f()f(y)

orten oldugu gorulir.

6.1. Teorem: G ve H iki grup ve f : G —» H bir homomorfizma olsun.

i) e, G'nin ve e, da H'nin birim elemani ise f(e) = e,
ii) Her a € Gicin f(a™?) = [f(a)]*

iii) f(G) <H

iv) G Abelyen ve f 6rten ise H'de Abelyen

v) G devirli ve f 6rten ise H'de devirlidir.

Ispat: i) Her g € G igin

f(g) = f(ge) = f(g)f(e) = f(g) = f()f(e)
= f(g) " f(g) = f(®) " f(®f(e)
= e, = e,f(e)
= e, =f(e)

ii) Her a € G i¢in
f(a)f(a™') =f(aa™) =f(e) = ¢,
fa™hHf(a) = f(a™'a) = f(e) = ¢,

olup f(a™*) = [f(a)]™?) dir.

olur.

iii) x,y € f(G) alalim.

X,y € f(G) = f(a) = x,f(b) = y olacak sekilde 3 a,b € G vardir
= ab™! € G olup f(ab™1) = f(a)f(b™1) = f(a)[f(b)] 7! = xy~?

= xy ™! € f(G)
= f(G) <H

iv) G Abelyen ve f 6rten olsun. x,y € H olsun.

x,y € H= f 6rten oldugundan 3 a,b € G i¢in f(a) = x, f(b) = y vardir
= xy = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba), (G Abelyen old. yani ab = ba)
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= xy = f(ba) = f(b)f(a) = yx
= H, Abelyen gruptur.

v) G = (a) devirli ve f 6rten olsun. f 6rten oldugundan f(G) = H yazalm.
G ={a" : n € Z} olup f(G) = {f(a") : n € Z} dir. Simdin > 1 ise
f(a") =f(a-a...a) = f(a)f(a)...f(a) = f(a)"
n tane n tane
Benzer sekilde n < 0 ise

f(a") = f(@™H™)
= fa Hf(a ) ...f(a 1)

ntane

= f(a)~f(a)~* ... f(a)

n tane

= [f@~™
= f(a)"
Ayrica n = 0 ise f(a®) = f(e) = e, = f(a)° dir. Sonug olarak her nn € Z igin
f(a™) = f(a)" dir. O halde
H =f(G) = {f(a"): ne€ Z} = {f(a)": n € Z} = (f(a))
olup H’de devirlidir.

6.2. Tanim: f: G - H bir homomorfizma olsun. Bir h € H i¢in f(x) = h
ise x € G elemanina h’'nin ters goriintiisii denir. h'nin birden fazla ters goértin-
tlist olabilir. h'nin ters goriintiilerinin kiimesi

f71(h) ={xe€G: f(x) =h}
seklinde ifade edilebilir.

GRUP HOMOMORFIZMASININ CEKiRDEGI

6.3. Tanim: G, H iki grup f : G - H bir homomorfizma ve H’'nin birim
elemani e, olsun.

Cek(f) = {x € G: f(x) = e} =f""(e,)
ifadesine f 'nin ¢ekirdegi denir.

Cek(f) bos kiime olamaz, ¢ilinkii f(e) = e, oldugundan e € Cek(f) olma-
hdir.
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6.2. Teorem: f : G — H bir grup homomorfizmasi ise Cek(f) < G dir.

Ispat:
a,b € Cek(f) = f(a) = f(b) = e,
= f(ab™) = f(a)f(b~!) = f(a)f(b)?
= f(ab™) = e, (ey) ™
— ab~! € Cek()
= Cek() < G
ve
g € G,a € Cek(f) = f(gag™) = f(g)f(a)f(g™")
= f(gag™) = f()f(a)f(g) ™"
= f(gag™) = f(g)e f(g)™"
= f(gag™") = e,
= gag ™" € Cek(f)
olup Cek(f) < G oldugu gorilir. //

Simdi bir h € H nin ters goriintii kiimesinin Cek(f) nin bir sol koseti
(veya sag koseti) oldugunu gorecegiz.

6.3. Teorem: f: G » H bir homomorfizma, h € H ve x € f~!(h) olsun.
Bu durumda f~*(h) = x - Cek(f) dir.

Ispat: Once f~1(h) € x-Cek(f) oldugunu gosterelim. x € f~1(h) ise
f(x) = h dir.
be f~1(h) = f(b) = h
= f(x) = f(b)
= f(x)"H(x) = f(x)"1f(b)
— e, = f(x)"f(b) = f(x'b)
= x b € Cek(f)
— 3ke Cek(f),x b =k
= b =xk € x- Cek(f)
olup f~1(h) € x - Cek(f) elde edilir. Simdi de
b€ x- Cek(f) = 3 k € Cek(f),b = xk
= f(b) = f(F(K)
= f(b) = f(x)e,

= f(b) = f(x)
= f(b)=h
—be f(h)

olur ve x - Cek(f) € f~1(h) dir. O halde f~*(h) = x - Cek(f) dir.1
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6.1. Sonug: h € H elemaninin biitiin ters goriintiileri x € f~(h) olmak
lizere x - Cek(f) kiimesidir.

iZOMORFiZMA KAVRAMI

6.4. Tanim: f: G - H grup homomorfizmasi birebir ve orten ise f 'ye
bir izomorfizma denir. Eger G’den H’ye bir izomorfizma (yani birebir ve 6rten
bir homomorfizma) varsa G ile H gruplarina izomorfiktirler veya es yapilidir-
lar denir ve G = H yazilir.

6.1. Not: Birebir homomorfizmalara monomorfizma; 6rten homomor-
fizmalara da epimorfizma adlar1 verilmektedir.

6.2. Not: Gruplar arasindaki “izomorfik (es yapili)) olma” bagintisinin
bir denklik bagintisi oldugunu gésterecegiz. Bu ytizden cebirciler iki izomorfik
grup arasinda fark gézetmezler. iki izomorfik grubun yapilar1 aynidir. Sadece
elemanlari farklidir. Bu ylizden, mesela, elemanlar arasinda uygun esleme ya-
pildiginda grup tablolariin ayni oldugu goriiliir.

Ornek: A ={1,-1,i,—i} kiimesi carpma islemi ile bir gruptur.
Z, = {0,1, 2,3} alalm. i sayisinin kuvvetleri alinirsa,

i°=1,it =i,i? =-1,i3 = —i
oldugu gorulir. Buna gore f : Z, — A doniisiminu

f(0) =1,f(1) =i, f(2) = —1,f(3) = —i
yazilabilir. f 'nin 1-1 ve orten oldugu agiktir. f 'nin homomorfizma oldugunu
gosterelim.

f(AP 2) =1f(3) = —ive f(Df(2) =i(—1) = —i
diger islemler yapildiktan sonra A = Z, yazabiliriz. $Simdi grup tablolarinin
(elemanlar1 f 'de verilen sirada yazdigimizda) aslinda ayni oldugunu gorelim.

|0 1T 2 3 1 i =1 —i
0|o 1 2 3 1| 1 -1 —i
1|7 2 30 i -1 - 1
212 30 1 —1|-1 —i 1

313 01 2 —i | - 1 i -1

Benzer sekilde G = (a) = {e, a,a%,a®} 4-lincii mertebeden devirli grup
ise A = G dir. Bu sekildeki tiim gruplarin sinifina 4-tincii mertebeden devirli
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grup denir ve hepsi de C, ile gosterilir. Genel olarak n-inci mertebeden devirli
gruplar C, ile gosterilir. Bu durumda Z, = C, oldugu a¢iktir.

6.3. Not: 4 elemanl olup da C,'e izomorfik olmayan bir grup vardir. Bu
grupta, birim eleman haric, biitiin elemanlarin dereceleri 2'dir. Yani her ele-
manin tersi kendisidir. Bu gruba Klein-4 grubu denir. Mesela, Z; = {1, 3,5, 7}
bir Klein-4 grubudur.

Ornek: D, dihedral grubunun D, = {e,f,f?,g, fg f?g} grubundan S,
grubuna ¢ doniisimiini

b:e-of,fof,f2>1,fgof,g-of, g1
seklinde tanimlarsak bir izomorfizma elde ederiz. O halde D; =S, diir.
gf = f2g esitligi kullanilarak tablodaki bosluklar: dolduralim.

e g fa flg
el e f 2 g fa fig
flr 7?2 e fa ffa g

Pl e f ffa g g
g| 9 f¢ fo e ¥ f
fa| fa
f2a | g

6.4. Teorem: f : G - H homomorfizmasinin birebir olmasi icin gerek ve
yeter sart Cek(f) = {e} olmasidir.

Ispat: = f birebir olsun. f(x) = e, olsun. f(e) = e, olup f, 1-1 oldugun-
dan x = e olmahdir. O halde f(x) = e, olacak sekildeki tek eleman x = e dir.
Yani Cek(f) = {e} olur.

<: Cek(f) = {e} olsun. Her x,y € G icin
f(x) = f(y) = feOf() ™" =,
= flxy™) = e
= xy ! € Cek(f) = {e}
=xy l=e
=>x=y
olup f’'nin 1-1 oldugu gosterilmis olur.

6.5. Teorem: G,H,K birer grup olsun.
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i) f: G » H izomorfizma ise f~! : H -» G de izomorfizma
ii) f: G > H; g: H- Kizomorfizma ise g o f : G —» K izomorfizmadir.

[spat:

i) Birebir ve 6érten bir doniisiimiin tersi de 1-1 ve érten olacagindan f~1
de 1-1 ve értendir. O halde f~! in homomorfizma oldugunu géstermemiz ye-
terlidir. h;,h, € H olsun. f, 1-1 ve 6rten oldugundan f(g,) = h,,f(g,) = h, ola-
cak sekilde sadece bir tane g,, g, € G eleman cifti vardir. $imdi

f(g18,) = f(g.)f(g;) = hyh, = 7 (hih,) = g,8, = 1 (h,)f 1 (hy)
olup f~! bir homomorfizmadir.

ii) Birebir ve orten iki doniisiimiin bileskesi 1-1 ve drten olacagindan
gof, 1-1 ve ortendir. O halde g o f'nin bir homomorfizma oldugunu gosterme-
miz yeterlidir. x,y € G olsun.

(g H(xy) = g(f(xy))

= g(f(x) - f(y)) (f hom. oldugundan)
= g(f(x)) - g(f(y)) (g hom. oldugundan)
=(8°HX) - (g°HY)

olup g o f bir homomorfizmadir. O halde g o f bir izomorfizmadir.

6.2. Sonug: G'den G’ye I; birim déniistimi bir izomorfizmadir. O halde
her grup kendine izomorfiktir. Yukardaki teoremde G=H=H=G ve
G = H,H=K= G= K oldugu gosterilmistir. O halde gruplar tlizerinde tanim-
lanan izomorfik olma bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya goére farkh
gruplar (ilk 10 mertebe i¢in) tabloda verilmistir.

Mertebe Abelven Graplar Abelven Olmavan Gruplar | Toplam
1 1 1
2 C9 1
3 C3 1
| Cy ve Oy x ColIlein 4) 2
5 Cy 1
6 Cg S 2
7 = 1
8 Cg,Cy x T ve Oy x Ty x T Qg ve Dy 5
] Cog ve Oy x O 2
10) Cho Dy 2
C o n-inci mertebeden devieli grup Dy, eskenar nogenin dihedral grubuo
Qs Quaternionlar [Alsgtirma 3.8) Sy 1 Permiitasvon grubu (Ornek 1.16)
G x H: G ile H gruplarimn “direkt carpuim” (bu notlarda anlatilmamstar)

Izomorfik olma bagintisina gére 10. mertebeye kadar olan farkli gruplar.
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6.6. Teorem:@Iki devirli grubun izomorfik olmasi icin gerek ve yeter
sart bu iki grubun mertebelerinin ayni olmasidir.

Ispat: =: G ve H iki devirli grup olsun. G = H ise f: G > H homomor-
fizmasi 1-1 ve orten oldugundan o(G) = o(H) olmaldir. (Bu sonug¢ G ve H de-
virli olmasa da dogrudur.)

«<: Simdi G = (a) ,H = (b) iki devirli grup ve o(G) = o(H) = n olsun.
f: G— H doniisiimii her x € Z i¢in f(ak) = b* seklinde tanimlansin. f "nin 1-1
ve Orten bir homomorfizma oldugunu gosterecegiz.

f(a¥) = f(a*) = b = bt olup n = w ise k = t olup a¥ = a’ olur ve f bire-
bir olur. Eger n < 1 ise k = t (mod n) oldugunu hatirlaymiz. O halde m,t € Z
olmak lizere k = t + mn dir. Simdi

ak — at+mn — atamn — at(an)m — at
olup f bu durumda da birebirdir.

Simdi h €H verilsin. Bir k€ Z icin h =bk seklindedir. O halde
f(a¥) = bX = h olup f 6rtendir. x = aX € G ve y = a* € G olsun.

f(xy) = f(akat) = f(aktt) = ak*t = bkbt = f(a¥)f(at) = f(x)f(y)
olup f bir homomorfizmadir. O halde G = H dir.

6.5. Tanim: G grup, f : G — G olan bir izomorfizmaya G’nin bir otomor-
fizmasi denir.

G'nin bir a € G elemanu i¢in f, : G - G,f,(x) = axa~! seklinde tanimla-
nan f, donisimi her zaman bir otomorfizmadir. Bu tiir bir otomorfizmaya
G'nin bir i¢ otomorfizmasi denir. G’'nin i¢ otomorfizmalarinin kiimesi I(G) ile
gosterilir. G nin biitiin otomorfizmalarinin kiimesi Oto(G) nin bileske islemi ile
bir grup oldugunu gosterecegiz. Bu gruba G nin otomorfizmalar grubu denir.

Oto(GQ)={f:G->G | £,1— 1,6rten bir homomorfizma}
olur.

6.7. Teorem: G'nin otomorfizmalarini kiimesi Oto(G) bileske islemi ile
bir gruptur.
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Ispat: 6.5 teorem geregince otomorfizma izomorfizmanin 6zel durumu
oldugundan iki otomorfizmanin bileskesi bir otomorfizmadir. Ayrica
f € Oto(G)= f~! € Oto(G) dir. Birim doniisiim bir otomorfizma olup Oto(G)
nin birim elemanidir. Fonksiyonlardaki bileske isleminin birlesme 6zelligi
olup Oto(G) bir grup olur.

Ornek: A = {1,—1,1i, —i} grubunun biitiin otomorfizmalarini bulalm. I,
birim déniisimii bir otomorfizmadir. f € Oto(A) olsun. f(1) = 1 olmak zorun-
dadir. f(i) = —1 diyelim. O halde f(i-i) = f(i))f(i) yanif(-1) = (-1)(-1)=1
olmalidir. Bu da f 'nin 1-1 olmadig1 anlamina gelir. Simdi de f(i) = —i secelim.
Buradan

f(=1) =f(@i-1) = fOf() = (=) (-i) =-1

f(=1) = f{(=Df() = (=D (=) =1
secilmelidir. f, 1-1 ve orten olup diger bir otomorfizmadir. Bu grubun bagska
otomorfizmasi yoktur. O halde Oto(A) = {I,,f} dir. Otomorfizma grubunun
tablosu soyledir:

Ornek: G bir grup olsun. Bir a € Gigin f, : G > G, f,(x) = axa™! seklin-
de tanimlanan dontistimiin G'nin bir otomorfizmasi oldugunu gésteriniz.

Cozim: X,y € G olsun.
f,(xy) = a(xy)a~* = (axa™) (aya™) = f,(0fa(y)
olup f, bir homomorfizmadir. Ayrica
f,x)=f,(y) >axa'=aya ! =>x=y
olup f, birebirdir. Simgi verilen her g € G i¢in x = a~'ga secersek
f,(x)=axa*=a(aga HDat=g
olup f, nin érten oldugu goriiliir. Yani f, € Oto(G) dir.

6.8. Teorem: G = (a) = {e,a,a%, ...,a" '}, n-inci mertebeden devirli
grup olsun. f, : G - G,f.(a) = aX olmak iizere

Oto(G) = {f, | 1< k <n,OBEE(k,n) = 1}
dir.

Ispat: f€ Oto(G) olsun. f(a)=aX olsun. G’'nin iiretici elemanlari
1<m<n ve OBEB(m,n)=1 olmak iizere a™ seklindedir. O halde
OBEB(n, k) = 1dir.
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Tersine OBEB(k,n) =1 olmak tizere f, donlsimini disiinelim.
f(a) = a¥, G’nin iiretici elemani olup f, értendir. Ayrica f, 1-1 bir homomor-
fizmadir. Yani f, € Oto (G) dir. O halde

Oto(G) = {f, | 1< k < n,OBEB(k,n) = 1}
dir.

Ornek: Z;'in otomorfizmalar grubu olan Oto (Z,) i belirleyiniz.

Cozim: 8 ile aralarinda asal olan sayilar 1, 3, 5 ve 7 dir. O halde
Oto(Zg) = {f,,f;, fs, f,} dir.
f,(0)=1-0=0 f;(0)=3-0=0 £ (0)=5-0=0 f,(0)=7-0=0
f(DH=1-1=1 f,(HD)=3-1=3 f,(I)=5-1=5 f,(D)=7-1=7
f,(2)=1-2=2 f;(2)=3-2=6 f(2)=5-2=2 f,(2)=7-2=6
f,(3)=1-3=3 f,(3)=3-3=1 ,3)=5-3=7 f,(3)=7-3=5
fd)=1-4=4 f,4)=3-4=4 f((4)=5-4=4 ,(H)=7-4=14
f,(5)=1-5=5 f,(5)=3:-5=7 f{,(5)=5-5=1 f,(5)=7-5=3
f(6)=1-6=6 f,(6)=3-6=2 f(6)=5-6=6 f,(6)=7-6=2
f(7H=1-7=7 f,(7)=3-7=5 {,(7)=5-7=3 f,(7NH=7-7=1

Ornek: Abelyen bir G grubunun i¢ otomorfizmalar kiimesi I(G)'yi belir-
leyin.

Cozlim: G Abelyen oldugundan, her a € G i¢in
f,: G -G f,(x)=axa!=x
olup f, = I; 6zdeslik doniisimi oldugu gorilir. O halde G Abelyen ise
I(G) = {I;} dir.

6.9. Teorem: C,, n-inci mertebeden devirli grup ise C, = Z, dir. C,,
sonsuz devirli grup ise C, = Z dir.

Ispat: C, = {e,a,a?,...,a" '} olsun. f: C,, > Z, déniisiimiinii her k € Z
icin f(a¥) =k olarak tanimlayallm. Her k€ Z, = {0,1,2,..,n— 1} icin
f(a¥) = k olup f 6rtendir. (Burada a° = e dir.)

f(a¥) = f(a¥) > k= k= k=m (mod n)= a¥ = a™
olup f, 1-1 dir. Ayrica

f(aka™) = f(a**™) = k+ m = k + m = f(a¥) + f(a™)
olup f bir homomorfizmadir. O halde f bir izomorfizma olup C, = Z,, dir.



www.matematikl.com 11

Simdi de f: C,, — Z déniisiimiinii her k € Z icin f(a¥) = k seklinde ta-
nimlayalm.

f(a"a™) = f(a™*™) = n + m = f(a") + f(a™)
olup f bir homomorfizmadir. Ayrica f(a") = f(a™) > n= m = a" = a™ oldugu
aciktir. Yani f, 1-1 dir. Verilen her y € Z i¢in x = a¥ segilirse f(x) = y olacagin-
dan f 6rtendir. O halde C, = Z dir.

Ornek: G devirli ve mertebesi sonsuz olsun. Bu durumda G’nin otomor-
fizmalar grubunu belirleyiniz.

Coziim: G devirli oldugundan bir a € G i¢in G =(a) dir. f: G — G bir
k € Z icin f(a) = aX dir. f otomorfizma oldugundan drtendir. O halde a € G igin
Oyle bir b € G vardir ki f(b) = a olur. G devirli oldugundan bir r € Zigin b = a’
olmalidir.

f(b)=faH=a= @) =a=a¥=a=k=+1
elde edilir. k =1 oldugunda f(a) = a = f=1[; bulunur. k = —1 oldugunda
f(a) = a~! dir. Buna gore

Oto(G) = {I,,f | Va€ G, f(a)= a1}
dir.

Ornek: f: G > S bir grup homomorfizmas: ve Cek(f) = {e} olsun. Her
a € Gigin a ile f(a) nin derecelerinin ayni oldugunu gosteriniz.

Coziim: o(a)=m olsun.[f(a)]™ = f(a™) = f(e) =e, olur. S$imdi
[f(a)]" = e, olacak sekilde 1 < n < m dogal sayis1 oldugunu kabul edelim. O
zaman [f(a)]" = f(a™) = e, olup Cek(f) = {e} oldugundan a" = e olur. Bu da
o(a) = m olmasi ile ¢elisir. Buradan o(f(a)) = m elde edilir.

5.1. Lemma: f : G » H bir homomorfizma olsun.
i) N<Gisef(N)<H
ii) N < G ise f(N) < H dir.

Ispat:

i)x,y€ f(N)=3ab eN,f(a) =x,f(b) =y
= ab ' e N, f(ab™) = f(a)f(b)™! =xy~?!
= xy ! € f(N)
= f(N)<H
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ii)x€f(N) =>3In€e N, f(n)=x
x € H=forten,3 g€ G,f(g) =h
= f(gng™") = f(g)f(n)f(g)™" = hxh™

eN
= hnh™! € f(N)
= f(N)<H

5.2. Lemma: f : G = H bir grup homomorfizmasi olsun.
a) K< Hise f}(K) <G
b)K< Hise f"1(K)< G

dir.

Ispat: a) K< H = f~1(K) < G oldugunu gésterelim.
x,yEf1(K)=3abeKf(x)=af(y)=Db
= fixy ) =f(x)f(y) ' =ab™ €K, (K<H)
= xy ' € f1(K)
=1 (K)<G

b) f~1(K) ve g € G alalim. O halde en az bir k € Kicin f(x) = k olmaldir.
Simdi f(g) € H ve K < H oldugundan
f(g)kf(g) " € K= f(g)f()f(g) ™' €K
= f(gxg™") €K
= gxg~! € f71(K)
olup f~*(K) < G oldugu gésterilmis olur.

iZOMORFiZMA TEOREMLERI
G bir grup olsun. Bir N < G i¢in f : G - G/N homomorfizmasinin varl-
gin1 gostermistik. Acaba bunun tersi de dogru mudur? Yani, G ve H birer grup

olmak tizere G/N = H olacak sekilde bir N < G normal altgrubu var midir?

6.10. Teorem (1. izomorfizma Teoremi): f: G > H 6rten bir homo-
morfizma olsun. O zaman G/Cek(f) = H dir.

Ispat: Ispat: boyunca K = Cek(f) diyelim.
. ;

G H g flg)
N /!
N

Kg

N4
\f/r

G/K
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Her g € G icin r(Kg) = f(g) seklinde bir r : G/K — H donlsiimii tanimlayalim.
r'nin bir izomorfizma oldugunu gosterecegiz.

i) r iyi tanimlanmistir. Bunun i¢in X = Ka ve X= Kb seklinde yazildi-
ginda r(X) = f(a) ver(X) = f(b) olur. Bu durumda f(a) = f(b) oldugunu gos-
termeliyiz. Simdi K altgrup ve f homomorfizma oldugundan:

Ka = Kb = Kab™! = K

= ab™! € K = Cek(f)

= f(ab™) = ey

= f(a)f(b) ' = ey

= f(a) = f(b)
bulunur.

ii) r homomorfizmadir. Gergekten, her X, Y € G/K i¢cin r(XY) = r(X)r(Y)
oldugunu gosterecegiz. X = Ka ve Y = Kb seklinde olsun.
r(XY) =r(Ka-Kb)
= r(Kab), (K< G)
= f(ab)
= f(a)f(b)
= r(Ka)r(Kb)
=r(Xr(Y)
olup r bir homomorfizmadir.

iii) r ortendir. Gergekten, her h € H icin r(X) = h olacak sekilde bir
x € G/K bulmaliy1z. h € H verilsin. f 6rten oldugundan bir a € G i¢in h = f(a)
dir. Simdi X = Ka secersek, r(X) = r(Ka) = f(a) = h olur. Yani r 6rtendir.

iv) r, 1-1 dir. Gergekten, r'nin ¢ekirdeginde sadece G/K nin birim ele-
mani oldugunu, yani Cek(r) = {K} oldugunu gosterirsek, r, 1-1 olur. X € Cek(r)
alalim X = Kg seklindedir. Buna gore,

r(X) =ey =>r(Kg) =ey

= f(g) = ey

= g2 Cek(f) = K

=X=Kg=K

= Cek(r) = {K}
olur. O halde G/K = H yazabiliriz.

6.4. Not: Bu teorem “f: G = H yerine f : G = f(G) biciminde de ifade
edilir.
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Ornek: G = (Z,+),H = (Q\{0}, -) ve f: G > H déniisiimii her x € G
icin
(1, xgift
f(x) = {—1, X tek
seklinde tanimlansin. f : G = f(G) 6rten bir fonksiyondur. f 'nin bir homomor-
fizma oldugunu gosterelim.

Cozim: X,y € Z verilsin.
Durum 1: x ve y ¢iftise f(x+y) = 1 vef(x)f(y) =1-1=1
Durum 2: x ve y tekise f(x+y) = 1 ve f{(x)f(y) = (-1)- (1) =1
Durum 3: x ve y nin biri tek biri cift ise f(x +y) = —1 ve f{(x)f(y) = —1
dir. Buna gore f bir homomorfizmadir.
K=Cek(f)={x€Z:f(x) =1} ={x € Z : x ¢ift say1} = 27Z
dir. K'nin farkl sag kosetleri
{K+0,K+1}olupG/K={K+ 0,K+ 1}
olur.

f
C— f(G)={-1.1}
Iz
G/K
Y : G/K - f(G) donisimini Yy(K+0) =1, ¢y(K+ 1) = —1 seklinde tanim-
layalim. y bir izomorfizma olup G/K = f(G) dir.

Ornek: G ve K herhangi iki grup olsun. f : G - K bir grup homomorfiz-
masi ve G sonlu ise o(f(G))o(G) dir, gosteriniz.

Cozim:
_f hom.

G+
N\,
o

G/Cek(f)
Birinci Izomorfizma teoreminden G/Cek(f) = f(G) dir. G sonlu oldugundan
G/Cek(f) de sonludur. O halde o(G/Cek(f)) = o(f(G)) olup Lagrange teore-
minden;

flG)C K

o(G) _ of(G o(G)
occek ()~ *TE =Ty

olur.

= o(Gek(f)) = o(f(G)) | o(G)

Ornek: R* = (R\{0}, ) grubu olmak iizere GL,(R)/SL,(R) = R* ol-
dugunu gosteriniz.
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Cozim: G = GL,(R) olsun. G'nin matris ¢arpimina gore bir grup oldu-
gunu biliyoruz. f: G » R*, f(X) = det(X) seklinde determinant fonksiyonu ta-
nimlayalim.

XY € G = f(XY) = det(XY) = det(X) det(Y ) = f(X)f(Y)
olup f bir homomorfizmadir.

Cek(f) = {x € G | f(X) = det(X) = 1} = SL_(R)
elde ederiz. Ayrica f 6rtendir, ¢linkii determinanti verilen bir reel say1 olan bir
matris her zaman yazlabilir. O halde Birinci Izomorizma Teoreminden

GL, (R)/Cek(f) = R* yani GL, (R)/SL,(R) = R*
olur.

6.11. Teorem: (ikinci izomorfizma Teoremi): G bir grup, H <G ve
N < G olsun. HN' N < H ve HN < G dir. Ayrica H/(Hn N) = HN/N dir.

Ispat: HN < G dir. Gergekten, x = h,;n,,y = h,n, € HN alalim.

xy ! = (hlnl)(hznz)_l
=h,; n1n;1 hgl

= h;n;h;?
= (h;h;Y) (hyn;hgh), (N<G)
€H eN
=h;n, € HN
olup 4.1. teoremden HN < G dir.

HN/N faktér grubunu olusturmak i¢cin N < HN oldugunun gosterilmesi
gerekir:

N < HN dir. Gercekten, her n€ N i¢cin n =e-n € HN oldugundan
N € HN oldugu goriiliir. N ve HN her ikisi de altgrup oldugundan N < HN dir.
Simdi x € N ve hn € HN alalim.

(hn)x(hn)"* = h(nxn™"')h™* = hn,h™* €N, (N<G)
oldugundan N < HN dir.

Simdi f: H - HN/N dontisiimii her h € H i¢cin f(h) = Nh seklinde ta-
nimlansin. f érten ve homomorfizmadir. Gergekten, Once f érten oldugunu gos-
terelim.

Nhn € HN/N verilsin. N < G oldugundan Nhn = hNn = hN = Nh = f(h)
olup f 6rtendir.
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Simdi f homomorfizma oldugunu gosterelim. Her h;,h, € HNi¢cin N < G
oldugundan

f(h;h,) = Nh;h, = Nh,;Nh, = f(h,)f(h,)
olup f bir homomorfizmadir.

O halde Birinci izomorfizma teoreminden H/Cek(f) = HN/N dir.
Cek(f) = H n N dir. Gergekten HN/N grubunun birim elemani N’'dir.

Cek(f) ={x € H: f(x) =N}
={x€ H: Nx =N}
={x€eH: xeN}, (Nx=N<x€eN)
=HNN

olur. //

Bir homomorfizmanin cekirdegi her zaman normal altgrup oldugundan
HNN < H elde edilir.

O halde H/(HnN N) = HN/N dir.

6.12. Teorem (Uciincii izomorfizma Teoremi): G bir grup ve Hile K
da G'nin normal altgruplari ve ayrica K < H olsun. O zaman H/N < G/K dir ve

G/K
—— = G/H
H/K

dir.

Ispat: Her h € H, k € K icin hkh™! € K duir. Ciinkii h € G ve K < G dir. O
halde K < H dir. Simdi

Y : G/K—- G/H, her Kg € G/K icin y(Kg) = Hg
seklinde tanimlayalim.

Y iyi tanimhdir. Gergekten,
Ka =Kb = ab ! € K = ab™! € H= Ha = Hb = yi(Ka) = y/(Kb)

Y homorizmadir. Gergekten,
Y (KaKb) = y(Kab) = Hab = HaHb = (Ka)y(Kb)

y ortendir. Gergekten, Verilen her Y = Ha € G/H i¢cin X = Ka € G/K se-
cilirse Y(X) = Yy(Ka) = Ha = Y olur.

Cek(y) = H/K dir. Gergekten; G/H grubunun birim elemani H'dir. O
halde
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Cek(Y) = {Kx € G/K: Y(Kx) = Hx = H}
= {Kx € G/K: x € H}
= H/K
bulunur. Bir homomorfizmanin ¢ekirdegi her zaman normal altgrup oldugun-
dan H/K < G/K elde edilir. Ayrica, Birinci Izomorfizma teoreminden

k(0 = G/t v S
(G/K) = Cek(y) = G/Hyani H/K = G/H

bulunur.

6.13. Teorem (Esleme Teoremi): f : G » H orten bir grup homomor-
fizmasi olsun. O zaman G’nin Cek(f) yi iceren altgruplari ile H'nin altgruplar
arasindaki A — (A) eslemesi birebir ve 6rten bir eslemedir. Ayrica, bu esleme
normal altgruplar1 normal altgruplara esler.

Ispat: A <G ve Cek(f)< A olsun. Bu durumda 5.1.a lemmadan
B = f(A) < H dir. Bu eslemenin birebir oldugunu gésterelim. Cekirdegi iceren
baska bir A; < G i¢in f(A;) = B olsun. A = A, oldugunu gosterelim.

xEA=f(x)EB

=3y €A, f(y) =),  (f(A)=B)

= xy ! € Cek(f)

=>xy teA

=3JueA,xy t=u

=>X=uy€ A,
olup A € A, oldugu goriiliir. Benzer sekilde A; € A oldugu ispatlanir. O halde
bu esleme 1-1 dir.

Simdi de bu eslemenin 6rten oldugunu gorelim. B < H verilsin. 5.2.a
lemmadan f~!(B) < G dir. Cek(f) < f~*(B) oldugu kolaylikla gériiliir. Gergek-
ten,

k € Cek(f) = f(k) = e, € B=>k e f71(B)
dir. O halde verilen her B < H altgrubu icin A = f~(B) secgersek, A kiimesi,
cekirdegi iceren bir altgrup olur ve f(A) = f(f7*(B)) = B olur. Ciinkii f érten
oldugundan bir altkiimenin ters goriintiisiiniin goriintiisi kendisidir.

G f - H
'Ir/’ .--:'i--u \u Brten hom. ,-'{/ ____.E_‘ \I
I{/ Colf h. I{/ \I
|I . II |I .I
\\\- /_/f \\\- /.}.’

\ | J
\\\ / \ /
- o
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Buradan, bu eslemenin tersi olan B - f~1(B) eslemesinin de 1-1 ve érten ol-
dugunu soyleriz.

Simdi, 5.1.b lemmadan A < G = f(A) < H oldugundan ve 5.2.b lemma-
dan B < H = f~1(B) < G oldugundan bu eslemenin normal altgruplari normal
altgruplara esledigi s6ylenebilir.

Ornek: G = (Z,+) ve H= (Z,, @) ve f: G > H; her x € Z igin f(x) = x
seklinde tanimlansin. f 'nin 6rten bir homomorfizma oldugu kolaylikla gosteri-
lebilir. Cek(f) = 6Z olup,

G'nin Cek(f)'yi iceren altgruplar:: A, = 6Z,A, = 27Z,A; =3Z,A, = Z
Z6'nin biitiin altgruplar: B, = {0}, B, = {0,2,4},B; = {0,3}, B, = Z,//

Biitiin altgruplar normal olup i = 1, 2, 3,4 i¢in B; = f(A;) eslemesinin 1-
1 ve 6rten oldugu goriiliir.

6.14. Teorem (Dérdiincii izomorfizma Teoremi): G bir grup ve
N < G olsun. O zaman G'nin N'yi iceren altgruplarinin kiimesi ile G/N nin
altgruplarmin kiimesi arasinda A —» A/N eslemesi 1-1 ve ortendir. Bu esleme
altinda G'nin normal altgruplar1 G/N nin normal altgruplari ile eslenir.

Ispat: Y: G —» G/N, P (x) = Nx seklinde tanimlanan kanonik homomor-
fizmay1 dislinelim. Bu fonksiyonun ¢ekirdegi N olan 6rten bir homomorfizma
olacagina gore;

YA)={P@): a€ A}={Na: a€A} =A/N
olup; Esleme teoreminde H = G/N ve f = { alirsak istenen sonug ortaya ¢ikar.

6.15. Teorem: f:G— H orten homomorfizma olsun. T<H ve
S={x€ G: f(x) € T} olsun. O zaman

N G/S=H/T ve G/S = (G/Cek(f))/(S/Cek(f))
ir.

Ispat:
N, 9
N,/ N, /7
H/T

Th Tfl(g)
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T < H oldugundan H — H/T bir n kanonik (dogal) homorfizmasi vardir dyle ki
n(h) = Th dir. Simdi Y : G - H/T dontsimiini y(g) = T f(g) seklinde tanim-
layalim. Burada 6rten ve homomorfizma oldugunu gostermeliyiz.

y ortendir. Gergekten; Th € H/T verilsin. f 6rten oldugundan 3 g’ € G
icin f(g') = h dir. (g") =T f(g") = Th olup Y 6rtendir.

Y homomorfizmadir. Gergekten her g,,g, € G i¢in,

V(g,8,) = Tf(g4,82)

= Tf(g,)f(g,)

= Tf(g,)Tf(g,), (T<H)
= P(8)W(8z)

olup Y bir homomorfizmadir. Birinci izomorfizma teoreminden G/Cek(y) =
H/T dir.

Cek(y ) = Sdir. Gergekten H/T nin birim elemani T oldugundan:
Cek(W) ={xeG:yx)=T}=EeG:TI(x)=T}={xeG: f(x)eT}=S
olup S = Cek(y ) elde edilir.

O halde G/S = H/T dir.

Simdi S < G ve Cek(f) < G dir. Ayrica Cek(f) < S oldugundan, lglinci
izomorfizma teoreminden
G/S = (G/Cek(f))/(S/Cek(f))

elde edilir.

Ornek: G bir grup ve I(G), G’'nin i¢ otomorfizmalar grubu olsun.
I(G) < Oto(G) ve G/Z(G) = I(G) dir. (Z(G) : G'nin merkezi)

Cozim: I(G) ={t, :a€ G,t,: G- G t,(x) = axa '} kiimesi oldugunu
hatirlayalim.

I(G) < Oto(G) dir. Gergekten, t,, t, € I(G) alalm. t, otomorfizmasinin
tersi t,-1 dir. Clinku:

t, (tp-1 (%)) = b(b™'xb)b™! = x ve t-1(t, (x)) = b~} (bxb )b = x
dir. Simdji;

[ta (tp) 711 (x) = t,[(th) 7' (x)]

= ta [tb_1 (X)]

aty-1(x)a”
a(ty,-1xb)a?
(ab™Hx(ba™)

cxc™l, (c=ab™)

1
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= t.(¥)
bulunur. Buna gére t,(t,)~* € [(G) olup, 4.1. teoremden, [(G) < Oto (G) dir.

I(G) < Oto(G) dir. Gergekten her f € Oto(G) ve t, €I(G) icin
ft,f~* € I(G) dir. Ciinkii
(fef 7 (0 = f(t,(F7' (%))
= f(a-f71(x)-a 1)
= f(a): f(f1(x))1f@™?)
= f(a)-x-f(a)~!, (fhom.,1 — 1 ve érten)
= tray (X
olur.

G/Z(G) = I(G) dir: f: G — I(G),f(g) = t, olarak tanimlayalim. Burada f
orten ve homomorfizma oldugunu gosterelim.

f 6rtendir. Gergekten t, € I(G) verilsin. f(g) = t, olup f 6rtendir.

f homomorfizmadir. Ger¢ekten

t,p(X) = abxb™la™! = t, (bxb™") = t,(t, (%)) = [t,t,](x)
olup t,, = t,t, dir. Yani f(ab) = t,, =t,t, = f(a)f(b) olur ve f bir homomor-
fizmadir. O halde birinci izomorfizma teoreminden dolay1 G/Cek(f) = I(G) dir.

Cek(f) = Z(G) dir. Gergekten I(G)'nin birim elemani, G'nin birim dént-
stimt olan IG birim fonksiyonudur.

Cek(D) ={a € G+ f(a)=t, = I}
=f{faeG:VxeGt,(x)=I1;(x)}
= {a€G:VXEGaxa ! = x}
={a€G: VxE€QG,ax =xa}
= Z(G)
dir. O halde G/Z(G) = I(G) elde edilir.

BAZI GRUPLARIN iZOMORFiZMALARI
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Arthur Cayley
16 Agustos 1821, Richmond, B. Kr. - 26 Ocak 1895, Cambridge, Birlesik Krallik

Her G sonlu grubunun aslinda bir permiitasyon grubuna izomorfik ol-
dugu 1878'de Arthur Cayley (1821-1895) tarafindan gosterilmistir. Simdi o
teoremi inceleyelim.

6.16. Teorem (Cayley Teoremi): Her G grubu P(G) permiitasyonlar
grubunun bir altgrubuna izomorfiktir. Ozel olarak n elemanh bir grup S, in bir
altgrubuna izomorfiktir.

Ispat: Her a € G igin h,: G - G déniigiimiinii h, (x) = ax seklinde tanim-
layalim. (Yani h, doniisiimi “soldan a ile ¢arpmak” dontisimiidiir.) h, donit-
sumi G'nin bir permiitasyonudur. Gercekten,

h,(x) = h,(y) = ax=ay = x =y = h, birebirdir.
y € G = x = a 'y segilirse h,(x) = a(a™'y) = y = h, ortendir.

Simdi f: G - P(G) doniisiimiini her a € G i¢in f(a) = ha seklinde ta-
nimlayalim. f 'nin 1-1 homomorfizma oldugunu gosterecegiz. f birebirdir. Ger-
cekten a,b € G i¢in

f(a) =f(b) = h,=h,

= VX € G, h,(x) =hy(x)
= VX €QG,ax =bx
=a=b

dir.

f bir homomorfizmadir. Gergekten a,b € G ise her x € G icin
[f(ab)](x) = hyp ()

= (ab)x

= a(bx)

= h, (bx)

= h,(hy (X))

= (hyhy) (¥
[f(a)f(b)] ()
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olup f(ab) = f(a)f(b) dir. O halde f: G —» P(G) birebir homomorfizmadir.

f: G - f(G) izomorfizma ve f(G) < P(G) oldugundan G = f(G) olur. Yani
G grubu P(G) nin bir altgrubuna izomorfiktir.

Ornek: G = {1, —1,i, —i} carpma islemi ile bir gruptur. Buna gére

h_1—1i—i . (1 -1 i i
Ylro—1 0 <)) Y e 1 S

1 -1 i -i 1 -1 i -i
h, = ,he =
i -i -1 1 -i i 1 -1

permiitasyonlarini yazalim. Bunlar P(G) nin 4! = 24 permiitasyonundan 4 ta-
nesidir. Bu permiitasyonlar P(G) nin bir altgrubunu olustururlar. Clinki ¢ar-
pim (bileske) tablosu kapalidir:

hi by o h—y

|ilé'1 |ilé'1 .lri'[_l‘_l .lri'-z' .lri'l:_,l;‘_l
'il'!"[—'l‘_l h[—l] -'r;'l 'r'?l:—ii‘,l 'r'?f
h‘; 1??1: h,:_ﬂ |il€|:_1~_| 1?31

hl:—f‘_l 'il"'[—‘.i'_l hé Ir-?‘l Jr}',:_l‘_l

Bu grup tablosunda h sembollerini sildigimizde aslinda G’'nin grup tablosunu
elde ederiz. Baska bir deyisle f : G = f(G), f(a)=ha donilisiimii bir izomorfizma-
dir.

|
6.17. Teorem: A, < S dirven > 2 icin 0o(A,) = % dir.

Ispat: A, asikar grup olup A; < S, oldugu agiktr. n > 2 olsun. {1,—1}
kiimesi ¢carpma islemi ile bir gruptur. Simdi ¢ : S, = {1, —1} doniislimiint

_( 1,04ift
¢(c) = {—1,0 tek

seklinde tanimlayalim. o, 3 € S, alalm. Toplam 4 durum vardir:

o, B tek=¢(af) = +1 = (=1)- (=1) = ¢(a)9(P)
o, B gift = o) = +1 = (+1)- (+1) = ¢(a)9(P)
o tek, B cift = o) = -1 = (=1) - (+1) = ¢(a)9(B)
o ¢ift, ptek = o) = —1 = (+1) - (=1 = ¢(a)o(B)

Yani ¢ bir homomorfizmadir. n > 2 oldugundan S,'de hem ¢ift hem de tek
permiitasyonlar vardir. (Ornegin, (1, 2) tek; (1) ifttir.) O halde ¢ oértendir.
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Cek(¢p) = A, olup bir grup homomorfizmasinin ¢ekirdegi her zaman normal
altgrup oldugundan A, < S, dir (6.2. teoremden). Ayrica, Birinci izomorfizma

|
teoreminden S, /A, = {—1,1} dir. Lagrange teoreminden o(A,) = % elde edi-
lir.

6.18. Teorem: G degismeli bir grup ve H;,H, < G olsun. Gruplarin i¢
direk toplam1 G = H; @ H, ise

i) G/H, =H,

ii) G/H, = H,

dir.
Ispat: i) Ikinci izomorfizma teoremi kullanirsak
G/H; = H; +H,/H,; = H,/H; nH, =H,/{0} = H,
bulunur.

ii) i'ye benzer sekilde ispatlanir.

Ornek: Z,, grubunun (3) ve (4) altgruplar icin Z,, = (3) @ (4) oldu-
gundan

Z,,/(3) = (4)ve Z,,/{4) = (3)
tur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. G = (Q\{0}, *) olsun.f: G - G, f(x) = |x| seklinde tanimlansin.
a) f 'nin bir grup homomorfizmasi oldugunu gosterip Cek(f) yi bulunuz
b) G/Cek(f) yi yaziniz.

Cozim: a) x,y € G icin

f(xy) = Ixyl = Ixllyl = fG)f(y)
olup f bir homomorfizmadir.

b) Cek(f) = {x€ G: f(x) = |x| =1} ={1,-1}
olup

G/Cek(f) = {Cek(f) - x: x€G} = {{x,—x}: x€ G} g
dir.
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2. My, = {[ac 3] : a,b,c,dE ]R} kiimesi bilinen matris toplamui ile bir
gruptur. f: M,,, = (R, +) donisimi

(e gl)=a+d

seklinde tanimlaniyor.

a) f 'nin bir grup homomorfizmasi oldugunu gosteriniz.
b) Cek(f) yi bulunuz

) M,,.,/Cek(f) yi yaziniz.

Cozum: a) a;, by, ¢;,d; € R olsun.
G we
¢, dy c, d; ¢, +¢c, d;+d,
= (a; t+a,) +(d; +d,)
=(a; +d;) +(a, + d;)

=([2 o)+l )

b) Gek(h = {|2 3]6M2x2:a+d=0}={[2 _ba]:a,b,ce]R}

olup f bir homomorfizmadir.

c) M,y ,/Cek(f) = {Cek(f) +A: AeM,,,}

3. f: G — G déniisiimii her a € G icin f(a) = a~! seklinde tanimlansin. f

‘nin bir grup homomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart G'nin Abelyen
olmasidir. Gosteriniz.

Cozim: =: f bir grup homomorfizmasi olsun. Her a,b € G igin
f(ab) = f(a)f(b) = (ab) ' = a~'b?
= (ab)™! = (ba)™!
= ab=ba
olup G’nin Abelyen oldugu gortliir.

<: Kabul edelim ki G Abelyen olsun.
f(ab) = (ab) ! =b7 a7l = a b~ = f(a)f(b)
olup f bir homomorfizmadir.

4. G = (x) herhangi bir devirli grup olsun. f: G - (Z,+) donisimi
f(x™) = n seklinde tanimlansin.
a) f bir homomorfizma oldugunu gosteriniz
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b) Cek(f) yi bulunuz.

Cozim: a) G = (a) sonsuz devirli grup ise
f(x"x™) = f(x"*™) = n+ m = f(x") + f(x™)
olup f bir homomorfizmadir.

b) (Z,+) nn birim elemani 0 olup
Cek(f) = {x": f(x")=n=0}={x"}={e}

olur.

5.9 :C—-C, p(x+1iy) = x — iy doniisiimi toplamsal C grubunun bir
otomorfizmasi oldugunu gosteriniz.

Cozim: z, = a + bi,z, = c + diiki kompleks say1 olsun.
b (2,) = d(z,) = d(a+ bi) = d(c + di)
=a—bi=c—di
=a=c¢b=d
=a+ib=c+id
=7z, =1,
olup ¢ 'nin 1-1 oldugu gosterilmis olur. Verilen her z=a+ bi € C icin
w = a — bi segcilirse
d(w)=d(a—bi)=a + bi=z
olup ¢ ortendir. Simdi de
Oz, +2,)=d(@+ o) + (b + D)
=(a+c)—(b + d)i
= (a—bi) + (c —di)
= d(zy) + $(z2)

olup ¢ bir homomorfizmadir. O halde ¢ bir otomorfizmadir.

6. G = (C\{0}, - ) bir grup, H = {2 X 2 tersi olan reel matrisler} de bili-
nen matris carpimi ile bir gruptur.

a) $: G- H, p(a+ib) = [E _ab] ile tanimlanan dénilisiim bir grup

homomorfizmasi midir?
b)Bu doniisiim G ile H'yi izomorfik yapar mi1?

Cozim:
¢ ((@a+ib)(c+id) = p(ac—bd + i(ad + bc)) = ac—bd -—ad- bc]

ad+bc ac—bd
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R et i o et

olup ¢ nin bir homomorfizma oldugu goriliir.

b) A= [i _31] ise ¢p(a + bi) = A olacak sekilde a + bi € C yoktur. Bu-

na gore ¢ orten degildir. O halde ¢ dontlisiimii G ile H yi izomorfik yapamaz.

7.G = (C\{0}, - ),H= (R", - )vez =x+ iy icin

$:G > HO®@ =zl =i+ y?

olarak tanimlanan déniisiim olsun.

a) Bu doniisiim bir homomorfizma midir?
b) Bu dontisiim G ile H'yi izomorfik yapar mi?

Cozum: a) z, =X +1y,z, = a + bi iki kompleks say1 olsun.

¢ (2,2;) = ¢((ax—by) +i(ay + xb))
= |(ax — by) + i(ay + xb)]|

= ,/(ax—by)? + (ay + xb)?

= \/a2x2 — 2axby + b2y2 + ay? + 2aybx + b?x?
= Ja?(x2 +y?) + b%(y%2 + x?)

= VaZ + b2 /x2 + y?

= $(z)d(z,)

olup ¢ bir homomorfizmadir.

b) z, =3+4ivez,=3—4i sedilirse |z,|=]z,| =5, yani ¢(z,) =
¢(z,) olup z; # z, dir. O halde ¢ 1-1 degildir. Oyleyse bu doniisiim G ile H'yi
izomorfik olmadigini gésterir.

8.f: (R,+) » (R\{0}, -),f(x) = 5% olsun.

a) f 'nin grup homomorfizmasi oldugunu gosteriniz.
b) Cek(f) yi bulunuz.

c) f 6rten midir?

d) R/Cek(f) yi yaziniz.

Cozum:
a) Her x,y € R icin f(x +y) = 5**Y = 5*5Y = f(x)f(y) olup f homomor-
fizmadir.

b) f(x) =1 = 5= 1= x= 0 olup Cek(f) = {0} bulunur.
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c) y=—1 € R igin f(x) = 5* = —1 olacak sekilde x € R olmadigindan f
orten degildir.

d) R/Cek(f) = {Cek(f) +a:a€e R} ={{a}:a€R}:

9.¢: Z,, » Z, 6rten homomorfizmasi ¢(1) = 2 seklinde veriliyor.
a) K = Cek(¢) altgrubunu bulunuz.

b) Z,, /K grubunu bulunuz.

c) ¢ :Z,,/K— Z; bir izomorfizma bulunuz.

Ccozim: ¢(1) =2 esitligi verildiginden, diger elemanlarm goriintiileri
d(@® b) = Pp(a) ® ¢(b) kurahyla soyle bulunur:
0-0 3-0 6-0 9-0
G152 4-2 7-2 10-2
2-1 5-1 8-1 T1-1

5,8, 11} ve K 0 =K farkli sag
}

c)

KD = ¢0)=0,y(KD D =d(D) =2 Y(KD2) =d(2)=1 seklinde
tanimlayalim. Birinci izomorfizma teoreminden, { iyi tanimlanmis 1-1 ve 6r-
ten bir homomorfizmadir.

10. G =Z,, olsun. H =(4) < Z,, ve N =(6) < Z,, olarak verilsin. Bu
durumda

a)HNN<H

by(H®N) <7Z,,

c¢) H/(HNN) = (H®N)/N
oldugunu gosteriniz.

Cozim:
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a) H=(4)= {0,4,8,12,16,20} ve N= (6) = {0,6,12,18} bulunur.
HNN = {0,12} olup HNN < H oldugu kapalilik 6zelligi incelenerek gorilir.
H, Abelyen oldugundan her altgrup normaldir. Buna gére HNn N < H dir.

b)

dir. Bu kiimede kapalilik 6zelligi oldugundan (H @ N) < Z,, diir.

J(HOEN)/N={NEm:meHPN}={N,ND 4,N @ 8} bolim gru-
budur. Simdi f: H— (H& N)/N, f(h) = N @ h tanimlayalim. f érten bir ho-
momorfizmadir, buda ikinci izomorfizma teoremini gosterir.

f(0) =f(12) = N,f(4) =f(16) =N D 4,f(8) = f(20) =N D 8
dir. Cek(f) = {h € H: f(h) = N} = {0, 12} olur. Yani Cek(f) = HN N elde edilir.
Birinci izomorfizma teoreminden:

H= Cek(f)= (H@® N)/NyaniH/(HNN) = (H& N)/N

olur.

11. G/Z,, olsun. H = (4) ve K = (8) altgruplar1 verilsin.

a) G/H,G/K ve H/K faktér gruplarini yaziniz.

b) (G/K)/(H/K) faktor grubunu yazip G/H a izomorfik oldugunu goste-
rin.

lunur. Istenen faktér gruplar:
G/H={H®OHPITHG 2,HD3}
G/K={KPO,KPILKPZKP3KPLKP5KD6KP7}
H/K={K®0,K @D 4}

olur.

b) H/K < G/K oldugundan
(G/K)/(H/K) = {(H/K) © X : X € G/K}
= {(H/K)® (KD 0),(H/K) ® (KD 1),(H/K) ® (KD 2), (H/K) & (KD 3)}
dir. Simdi ¢ : G/K— G/H; her K@ g € G/K i¢cin y(KP g) =H @ g seklinde
tanimlayalim. Simdi y fonksiyonunu bulalim.
K@G0-HBPO KB3-HB3 KPe-HP2
U{K@T1-HPT KP4-HPO KP7-HP3
K®2-HP2 KP5-HPI
Ugiincii izomorfizma teoremine gére y iyi tanimlidir ve 6rten bir homomor-
fizmadir. O halde birinci izomorfizma teoreminden (G/K)/Cek(y) = G/H dir.
G/H nin birim eleman1 H = H @ 0 oldugundan
Cek(P) ={XeG/K: y(X)=HPO={KP0,KP 4} =H/K
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olup (G/K)/(H/K) = G/H elde edilir.

12.f: Z,, - Z,, f(I) = 1 olacak sekilde 6rten bir homomorfizma veril-
sin. T =(2) <« Z,ve S = {x : f(x) € T} olsun.Z,,/S = Z,/T oldugunu gosteriniz.

Cozim: T=1{0,2} olup Z,/T={THO,TPH 1} dir. ¢:G->Z,/T=

Z,/{2) donlisimiini
U(g) =T @ f(g)
seklinde tanimlayalim. Once f yi bulalim:
f(0)=f(4)=1f8)=0, f(1)=1(5)=1f9) =
f(2) = f(6) = f(10) = 2, f(3) =f(7) = f(11)
dir. Simdi ¢ yi bulalm.
0-THO 3-TP1 6-THO0 9-TPH1
YsI1-TH1 4-THO0 7-TH1 10-THO
2-T@®O0 5-THT 8-THO 11-TH1
6.12. teoremden s 6rten bir homomorfizmadir.

1,
=3

bulunur.

Zyo

(1 _—
/ g [T
\,
£q2/5

Birinci izomorfizma teoreminden Z,,/S = Z,/T = Z,/(2) elde edilir.

13. Abelyen olmayan bir grubun en az iki tane i¢ otomorfizmasinin ol-
dugunu gosteriniz.
Coziim: G Abelyen olmayan bir grup olsun. O zaman G # Z(G) olup

G = Z(G) en az iki elemanl bir gruptur. G = Z(G) = I(G) oldugundan I(G) i¢
otomorfizmalar grubu da en az iki elemanhdir. O halde G'nin en az iki tane i¢

otomorfizmasi vardir.

14. ¢: Z;g— Z,g, $(1) =10 seklinde bir homomorfizma veriliyor.
Cek(¢) yi bulup birinci izomorfizma teoremini uygulayimiz.

Cozim: ¢ homomorfizmasinin asagidaki gibi esleme yaptig1 goriliir:
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0-0 4 -4 8-8 12-10 16-1
¢T—>1_O 5-14 9-0 13-4 17-8
22 6—-6 10-10 14-14
3-12 7-16 11-2 15-6
Burada ¢ orten olmadigindan Z,5/Cek(d) = ¢(Z,5) oldugu gosterilecektir.
K = Cek(d) = {Xx € Zg: p(x) = 0} ={0,9

bulunur. Ayrica béliim grubu
Z,s/K={KOO,KDAILKP2,KP3KDP4KD5KD6KD7,KD S8}

olarak bulunur. r : Z,g/— ¢$(Z,g) fonksiyonu r(K® x) = ¢(x) seklinde tanim-
lanir. r fonksiyonunun asagidaki gibi esleme yaptig1 goriiliir:

K@0->0 KPH3-12 KPp6-6

PiKP1-10 KP4-4 KP7-16

Ké2-1 K@G5-14 KD8-8
tablodan, r nin 1-1 ve 6rten oldugu goriilmektedir. Birinci izomorfizma teore-
minden dolayi r bir izomorfizma olup Z,4/K = ¢(Z,g) dir.

15. S, = {fe S, : f(n) = n} kiimesinin S, in bir altgrubu oldugunu ve
S,-; e izomorfik oldugunu gosteriniz.

Coziim: S={1,2,...,n — 1,n} olsun. §n aslinda son elemani sabit bira-
kan permiitasyonlarm kiimesidir. f,g € S, olsun. Bu durumda g~* € S oldugu
aciktir. Simdj,

[fe™' I =g ' (f(n) =g '(n)=n
olup fg=! € S, oldugu gorilir. 4.1. teoremden S, <S_.Simdi S, = S, _, oldu-
gunu gosterelim.

P: S, — S, donisiimiinii her g € S, _, i¢cin Y(g) = g- (n) seklinde tanimlaya-
Iim. Yani g'ye (n) permiitasyonu ilave edelim. y izomorfizma oldugunu goste-
relim.

Y 1-1 dir. Gergekten Y (f) = Y(g)=f:(n) =g (n)= f= g dir.

Y homomorfizmadir: Y(fg) = fg-(n) =f-(n) - g- (n) = Y(HY(g) dir.

Y ortendir: g’ € S, alalm. Budurumda g’ = g- (n) seklinde olup burada
g € S,,_; dir. O zaman Y (g) = g’ oldugu agiktir.
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