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7. BOLUM
HALKA

HALKA KAVRAMI

7.1. Tanim: A # J ve A kiimesi lizerinde sirasi ile * ve O islemleri
tanimlansin. Eger (A, *, O) sistemi iizerinde,

H1) (A, *) sistemi degismeli grup,

H2) A kiimesi O islemine gore yar1 grup,

H3) A kiimesinde O islemi * islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma
ozelligi var,

H1, H2 ve H3 aksiyomlarini saghyorsa (A, *, O) sistemi bir halkadir.
Burada 6zel olarak etkisiz elemanlar karistirmamak i¢in. * isleminin etkisiz
elemanina sifir eleman O isleminin etkisiz elemanina birim eleman diyecegiz.

Eger;

H4) “0O” islemine gore A kiimesinin birim elemani varsa (A, *, O) sis-
temi birimli halka denir.

H5) “0O0” islemine gore A kiimesinin degisme elemani varsa (A, *, O)
sistemi degismeli halka denir.

Buna gore degismeli ve birimli bir halka

i) * islemine gore kapal

ii)  * islemine gore degismeli

iii) * islemine gore birlesmeli

iv) Xislemine gore sifir (etkisiz) elemanin varlig

v) kislemine gore ters elemanin varligl

vi) O islemine gore kapali

vii) O islemine gore degismeli

viii) O islemine gore birlesmeli

ix) O islemine gore birim (etkisiz) elemanin varlig

x) kislemi O islemi lizerine sagdan ve soldan dagilmal
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aksiyomlarini saglar.

Ornek: S = {a + 2b : a,b € Z} kiimesi toplama ve ¢carpma islemleri {ize-
rinde bir halkadir.

Coztim: H1) (S, +) sistemi degismeli grup mudur?
G1) Her sq,s5,53 €S, =a+ 2b,s, = c+ 2d,s3 = e + 2f olmak iizere,

S; + (sy +s3) = (a+ 2b) + [(c + 2d) + (e + 2f)]
=(@+2b)+[c+e+2(d+ D]
=@+ (c+e)+2(b+(d+f1)
=((@a+c)+e)+2((b+d)+1)
=[(@+c)+2(b+d)]+ (e+2f)
= [(@+ 2b) + (c + 2d)] + (e + 2f)
= (s; +5;) + 53

olup toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.

G2) Her s € Sve s = a+ 2b, e = e; + 2e, birim (etkisiz) eleman olmak
uzere,

ste=s
(@a+2b)+ (e; +2e5) =a+2b
ate +2(b+ey)=a+2b
e;=e, =0

isee =e; +2e; = 0+ 2 - 0 olup toplama isleminin birim eleman e = 0 duir.

G3) Her s€S ve s =a+ 2b sayisimin x~! = x;! + 2x;' ters eleman
olmak lzere,

s+x1=0

(@a+2b)+ (x;*+2x;H)=0+2-0

@+xH+2b+x31)=0+2-0

Xih=—xx" =y
olup toplama isleminin ters elemanm x~! = —x — 2y dir.

G4) Her sq,s, € Z,s; = a+ 2b,s, = c+ 2d olmak lizere,


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 3

si,+s, =(a+2b) + (c+ 2d)
=(a+c)+2(b+d
=(c+a)+2(d+Db)
= (c+2d)+ (a+ 2b)
=S, +5s,

olup toplama isleminin degisme 6zelligi vardir. Buna gore (S, +) sistemi de-
gismeli gruptur.

H2) Her s4,s;,53 € S,s; =a+ 2b,s, = ¢+ 2d,s3 = e + 2f olmak lizere,

S1*(s2s3) = (a+ 2b)[(c+ 2d)(e + 2f)]
= (a+ 2b)[ce + 2(cf + de) + 4df]
= ace + 2(acf + ade + bce) + 4(adf + bcf + bde) + 8bdf
= [(ac + 2(ad + bc) + 4bd](e + 2f)
= [(a+ 2b)(c + 2d)](e + 2f)
= (S1°S2) " S3

olup ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi vardir. Su halde (S, -) sistemi yari
gruptur.

H3) Her s4,S;,53 €S,s; = a+ 2b,s, = ¢+ 2d,s; = e + 2f olmak lizere,

St (sy +s3) = (a+2b)[(c+2d) + (e + 20)]
= (a+ 2b)(c+ 2d) + (a + 2b)(e + 2f)
251'52"‘51'53

olup toplam isleminin ¢arpma islemi lizerine soldan dagilma 6zellikleri vardir.
Benzer sekilde sagdan dagilma 6zellikleri gosterilir.

H4) Her s € S, s = a+ 2b ve e = e; + 2e, birim (etkisiz) eleman olmak
uzere,

s‘e=s
(a+2b)-(e;+2e,)=a+2b

ae; + 2(ae, + bey) +4be, =a+2b
e;=1e,=0

olup carpma isleminin birim eleman e = 1 dur.
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H5) Her s4,s, € S,s; = a+ 2b,s, = c + 2d olmak iizere,

S1°S; = (a+ 2b)(c+ 2d)
ac+ 2(ad + bc) + 4bd
= ca + 2(cb + da) + 4db
= (c+ 2d)(a + 2b)

=525

olup carpma isleminin degisme 6zelligi vardir.
H1, H2, H3, H4 ve H5 aksiyomlarini saglandigindan (S, +, -) sistemi

degismeli ve birim elemanl halkadir.

Ornek: R sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan biitiin polinomlarin kii-
mesini Ry ile gosterelim. (Rpy), +, *) sistemi degismeli halka oldugunu goste-
relim.

Coziim: Her n € N*, a, # 0 olmak lizere P : R - R,

P(x) = apx® +ap_x" 1+ +a;x+a, = Zakx“
k=0

biciminde polinom fonksiyonlar1 oldugunu biliyoruz.
H1) (Rx), +, ) sistemi degismeli grup mudur?

Her n. dereceden P(x), Q(x), R(x) € Ry polinomlar:
P(x)= Zakxk , Q(x)= z‘akxk , R(x)= z‘akxk
k=0 k=0 k=0

olsunlar. Bu takdirde,
G1)
P(x) + (Q(X) + R(X)) :Zakxk "{zbkxk +zCkaJ
k=0 k=0 k=0

n n
= Zakxk + Z(bk +c, )x"
k=0 k=0

=3 (a, +(by + )K"
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= Zn:((ak +by )+ Ck)Xk

= i:(:;lk +b, )Xk + i“ckxk
- (Zn:akxk + Zn:bkka + Zn:ckxk
= (P +QX®) +R(x)

oldugundan toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.

G2) Her n. dereceden P(x) € R[y} polinom olsun. Bu takdirde,
P(x) + e(x) = P(x)

n n n
Z:akxk + ZO xS = Z:akxk
k=0 k=0 k=0

n n
D (2, +0)x" =) ax"
ko pary

olacak sekilde e(x) = 0 (sifir polinomu) vardir. Bu sifir polinomu toplama is-
leminin birim elemanidir.

G3) Her n. dereceden P(x) € R[] polinom olsun. Bu takdirde,
P(x) + P71(x) = e(x)

Zn:akxk +Zn:(—ak)xk :Zn:O-Xk
k=0 k=0 k=0
Zn:(ak —a, )x" = ZH:O-Xk

k=0 o

olacagindan P~ 1(x) = —apx® —a,_x" ! —

«+—a;X —agy polinomu toplama
isleminin ters elemanidir.

G4) Her n. dereceden P(x), Q(x) € R polinomlar:

P(x) + Q(x)= Zn:akxk + Zn:bkxk
k=0 k=0
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= Z(ak +by )Xk
k=0
= Z(bk +ay )Xk

—Zb X +Za x~
= Q(X) + P(X)

oldugundan toplama isleminin degisme 6zelligi vardir. Buna gore (P}, +) sis-
temi degismeli gruptur.

H2) Her n. dereceden P(x), Q(x), R(x) € R[] polinomlar verilsin. “Top-
lam ve Carpim Sembolii” konusundaki “iki polinomun ¢arpimi1” teoremi geregi

P() - (QX) - R(x))=(§akxkj~[(§bkxkj.(§ckxkn

olacak sekilde s;,i = 0,1,2, ..., n vardir. Burada
Si = b0Ci + b1Ci_1 + .-+ biCO
dir. (1) esitliginde yine iki polinom ¢arpimi yapilirsa

P() - (Q() - R()) =Yty @)

olacak sekilde t;,i = 0,1,2, ..., n vardir. Burada
ti = dpSj + d1Si_1 + -+ diSqo

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
ti = UpC; + UqCi—1 + -+ U;Co

olacak sekilde
Uj = aobi + albi_l + -+ aibo

vardir. Buna gore (2) esitligi

P - (QX) " R(X))= (ZquX MZCXJ

eSS

= (P(®) QX)) RX)

oldugundan ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi vardir. Su halde (R}, - ) sis-
temi yar1 gruptur.
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H3) Her n. dereceden P(x), Q(x), R(x) € Ry polinomlar verilsin.
PCO - (QCO + R<x>)=(iakx“)[(ibkxk]{ickx“D
:(Zn:akka-(ibkxk}+(iakxkj-(ickxkj

= P(x)Q(x) + PGR(x)

olup sagdan ¢arpmanin toplama ilizerine dagilma 6zelligi oldugunu gosterir.
Benzer sekilde soldan ¢arpmanin toplama tizerine dagilma 6zelligi gosterilir.

H4) Her n. dereceden P(x) € Ry polinom olsun.

P(x)-e(x) = P(x)

olmasi icin e(x) = 1 olmalidir. Bu polinoma ¢arpma isleminin birim elemani-
dir.

H5) Her n. dereceden P(x), Q(x) € Ry polinomlan verilsin. “Toplam ve
Carpim Sembolii” konusundaki “iki polinomun ¢arpimi1” teoremi geregi

P(x) - Q(x) =(iakxkj~(ibkka

= ZSZkXZk (1)
k=0

olacak sekilde s;,i = 0,1,2, ..., n vardir. Burada
Si = aobi + albi_l + -+ aibo
Si = boai + blai_l + -+ biao
yazilabileceginden (1) esitligi

P(x) - Q(x) =(Zn:bkxkj-(zn:akxkj
= Q) - P(x)

oldugundan ¢arpma isleminin degisme 6zelligi vardir.

H1, H2, H3, H4 ve H5 aksiyomlar1 saglandigindan (R, +, *) sistemi
degismeli ve birim elemanl halkadir.
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Ornek: i) (Z, +, ) sistemi halkadr.
ii) (R, +, - ) sistemi halkadur.
iii) (C, +, -) sistemi halkadir.

Bu 6rnegin ¢6ziimi okuyucuya birakilmistir.

Ornek: Hera,b € Z,, vem € Z* icin
a®b=a+bvea®b=a+b

biciminde islemler tanimlansin. Bu takdirde (Z,, +, - ) sistemi halkadir.

Bu 6rnegin ¢6ziimii okuyucuya birakilmistir.

Ornek: L=7ZXZXZ = {(a,b,c):a,b,c € Z} kiimesinde toplama ve
carpma islemleri

(a,b,c) + (de,f)=(a+d,b+ec+f)
(a,b,c)(d,e,f) =(ad,bd + ce,cf)

biciminde olsun. (L, +, -) cebirsel yapisinin bir halkadir.
Cozum:

H1) (L, +) degismeli gruptur. Clinki kapalidir, birlesimlidir, birim ele-
man (0,0,0) dir, (a,b,c) nin tersi —(a,b,c) = (—a,—b,—c) dir ve degisme
ozelligi vardir.

H2)
(a,b,c)[(d,e,D)(gh,i)] = (a,b,c)[(dgeg+ fh,fi)]
= (adgbdg+ceg+cfh,cfi)
= (ad,bd+cecf)(gh,i)
[(a,b,c)(d,e f)](g h, i)

H3)
(a,b,0)[(d,e,f) + (gh,i)] = (a,b,c)[(d+ g e+ h,f+1i)]
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(ad + ag,bd + bg + ce + ch, cf + ci)
(a,b,c)(d, e, f) + (a,b,c)(g h,i)

oldugundan soldan dagilma o6zelligi vardir. Benzer sekilde sagdan dagilma
ozelligini gosterilir. Su halde (L, +, -) bir halkadir.

H4) Birim elemani bulalim;

(a,b,0)(x,y,2) = (a,b,c)
(ax,bx + cy,cz) = (a,b,¢)
ax =abx+cy=b,cz=c
x=1Ly=0,z=1

olur. Ayrica (1,0,1)(a,b,c) = (a,b,c) olup (1,0,1) birim elemandir. Yani
(L, +, -) birim elemanl bir halkadir.

H5) (1,0,0)(0,1,0) = (0,0,0) fakat (0,1,0)(1,0,0) = (0,1,0) olup
carpmanin degisme ozelligi yoktur. (L, +, -) degismeli halka degildir.

7.1. Not: Bundan sonraki kisimlarda kolaylik olmas1 amaciyla * ve O
semboller yerine toplama ve ¢arpma islemi sembolleri tercih edilecektir. Kla-
sik sembollerle islemler yapilacaktir.

Bir a elemaninin toplama islemine gore tersi —a ile gosterilir ve

a + (—b) yerine a — b yazacagiz.

7.2. Tanim: (R, +, ) halkasinda toplama islemine gore olan birim
elemana halkanin sifir1 denir ve Or veya 0 ile gosterilir.

7.2. Not: Bir halkada ¢carpma isleminin toplama tizerine soldan dagilma
ozelligi varsa ve bu halka degismeli ise carpma isleminin toplama {lizerine sag-
dan dagilma 6zelligi de vardir, gercekten:

(a+b):c=c-(a+b)=cra+c-b=a-c+b-c

bicimindedir.
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7.1. Teorem: R bir halka ve a, b, c € R olsun.

i. a+c=Db+cisea = b (Sagdan kisaltma)

ii. c+a=c+bisea=b (Soldan kisaltma)

iii. Bir halkanin sifir1 tektir.

iv. Toplamaya gore ters eleman tektir.

v. a+x = bdenkleminin tek ¢6ztimi x = b — a dir.
vi. R'nin birim elemani varsa tektir.

vii. a'nin carpmaya gore tersi varsa tektir.

Bu teoremin ispati grup konusundaki ispatin benzeri oldugundan oku-
yucuya birakilmistir.

7.2. Teorem: R bir halka olsun. Her a,b € R icin:

i. a0=0a=0
ii. (—a)b =a(—b) = —(ab)
iii. (—a)(—b) = ab

ispat:

i. a0 =a(0+0) =a0 + a0 veya 0+ a0 = a0 + a0 yazabiliriz. Sagdan
kisaltma kuralini kullanirsak a0 = 0 elde edilir. Benzer sekilde 0a = 0 oldugu
gosterilebilir.

ii. (—a)b+ab = (—a + a)b = 0b = 0 oldugundan —(ab) = (—a)b olur.
Benzer sekilde a(—b) = —(ab) gosterilebilir.

iii. Eger (—a)b = a(—b) esitliginde b yerine (—b) yazarsak,

(=a)(=b) = a(=(=b)) = ab
dir.

7.3. Tanim: R = {0} olmasi durumunda birim elemanl bir halkanin si-
fir1 ile birim elemani esit olabilir. Yani Og = 1y dir. Bu halkaya trivial halka
veya sifir halkasi denir. Soyle ki; bir R halkasinda Og = 1y ise her a € R i¢in
0=0-a=1-a=aolupR = {0} olur.

Alt Halka
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7.4. Tanim: R bir halka ve & # S C R olsun. Eger S, R'deki islemlerle
birlikte bir halka oluyorsa S'ye R'nin bir alt halkasi denir.

Ornek: Z halkas: Q'nun; Q halkast da R'nin alt halkasidir. 2Z halkasi
Z’nin alt halkasidur.

7.3. Teorem: R bir halka ve & # S C R olsun. S'nin alt halka olmasi i¢in
gerek ve yeter sartlar:

i) Hera,b € Sicina—b €S

ii) Hera,b € Sigcinab € S

Ispat: =: S bir alt halka ve a,b € S olsun. (S, +) grubu (R, +) grubunun
alt grubu oldugundan, alt grup olma teoreminden a —b € S ve yine ayni se-
bepten ab € S dir.

< S # Jveherab€Sicina—b €S ve ab €S olsun. Alt grup teore-
minden (S, +) grubu (R, +) grubunun alt grubudur. S € R oldugundan + islemi
S'de de degismelidir. Yine, S € R oldugundan ¢arpma islemi S'de de birlesme-

lidir ve - isleminin + iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi S'de de vardir. O
halde S bir alt halkadir.

Ornek: H bir halka, a € H olsun. I, = {x € H: ax = 0} kiimesi H’nin bir
alt halkasi oldugunu gosteriniz.
Cozim: x,y € [, alalm. O zaman ax = ay = 0 dur.

ax—y)=a(x+ (-y)) =ax+a(-y) =ax+ (—(ay)) =ax—ay =0
olupx —y € 1, dir.

ii) a(xy) = (ax)y = Oy = 0 olup xy € I, dir.
Buna gore I, bir alt halkadir.

Ornek: T = {a+ bV2 +ci/4:ab,ce Q} kiimesi (R, +, ) halkasinin
bir alt halkasi midir?

Coziim: a,b,c,d,e,f € Q ve x = a+bi/2 + ¢4, y = d + e3/2 + V4 ol-
sun.a—d,b —e,c —f € Q olacagindan
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x—y=(@-d+(b-eV2+(c-HV4ET
olur. (ad + 2bf + 2ce), (ae + bd + 2cf), (af + be + cd) € Q

xy = (ad + 2bf + 2ce) + (ae + bd + 2cf)V2 + (af + be + cd)V4+€ T

olur. Su halde T bir alt halkadur.

Halka Homomofizmasi ve izomorfizmasi

7.5. Tanim: (R, ®, ©) ve (5,H, ®) iki halka ve f: R—S bir fonksiyon ol-
sun. Eger f toplama ve ¢arpma islemlerini koruyorsa; yani

i) Her a,b € Ricin f(a®b) = f(a) H f(b)

ii) Her a,b € Ricin f(a®b) = f(a) ® f(b)
ise f 'ye bir halka homomorfizmasi denir. Bu durumda f: (R, ®)—(S,HH) bir
grup homomorfizmasi oldugu aciktir. O halde grup homomorfizmalarindaki
sonuglar gecerlidir.

Mesela;

i) f(Or) = Os

ii) f(—a) = —f(a)

iii) f(a — b) = f(a + (—b)) = f(a)Bf(—b) = f(a)B(—f(b)) = f(a) — f(b)
dir.

Ornek: f:Z,,—Z3,, f(X) =6X seklinde tanimlansin. X,y € Z,, icin
XOy=rvex ©Q y=5iseZ'dex+y=20q+rvexy=20t+sdir (qt€Z
ve 0 <r,s < 20). Budurumda Z'de

6x + 6y = 6(x+y) = 120q + 6r ve 6(xy) = 120t + 6s
olur. Zs,'da ise
f(XOY) =6(XBYy) =6r = 6XB 6y = f(X) Bf(Y)
fxOY) =60y =65 =(6-6)5=(6-6)X0OY) =(6%) O (6y) =
fx) O (@)

olur ve boylece f bir halka homomorfizmasidir.
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Ornek: f: Z:—7,,, f(X) = 5% seklinde tanimlansin. f bir halka homo-
morfizmasi degildir, gercekten

f(303) = f(4) = 0 fakat f(3)Of(3) = 505 = 5

dir. Ayrica, f : (Zs, ®)—>(Z1o, D) grup homomorfizmasi da degildir, gercekten
f(4p4) = f(3) = 5 fakat f(4)Df(4) = 000 = 0
dir.

Ornek: R = (Z,+, -), S= (2Z,+, -) olsun. f: RS, f(x) = 2x olarak
tanimlansin.

fx®y) = 2f(x +y) = 2x + 2y = f(x) + f(y)

olup f bir grup homomorfizmasidir. Fakat genelde f(xy) = 2xy # 2x2y =
f(x)f(y) olup f bir halka homomorfizmasi degildir.

7.6. Tanim: f : R—S bir halka homomorfizmasi olsun. f birebir ve 6rten
ise f 'ye bir halka izomorfizmasi denir. Eger R'den S'ye bir halka izomorfizmasi
var ise R ve S halkalarina izomorfiktir denir. f : R—>R izomorfizma ise f 'ye bir
halka otomorfizmasi denir.

a

Ornek: H = {[—b

bir halkadir.

2] ta,b € ]R} bilinen matris toplam1 ve ¢arpimi ile

a)f: Co»H,f(a+ bi) = [—ab z] bir halka homomorfizmasi midir?

b) f déniisiimii C ile H'yi izomorfik yapar mi1?

Coziim: a,b,c,d € R olmak lizere z=a+bi € Cvew =c+di € C ala-
lim.

f(z+ w) = f((a+c) + (b + d)i)

a+c b+d
N —b—};i a+c]d
=[—ab a]+[—cd C]

= f(z) + f(w)
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f(zw) = f((ac — bd) + (ab + bc)i)
_ [ ac—bd ad+ bc
—ad —bc ac—bd
=[5 AL
—b all-d ¢
= f(z) f(w)

su halde f bir halka homomorfizmasidir.

f(z) = f(w) & [_ab Z] - [—Cd E:l]

<a=cb=d
< a+bic+di
SZ =W

a
-b
C segilirse f(X) = Y olup f’'nin 6rten oldugu goriiliir. Yani C ile H izomorfiktir.

olup f birebirdir. Simdi verilen her Y = [ E] € H matrisi icin X =a + bi €

Carpik Halka

7.7. Tanim: R birim elemanh bir halka olsun. Bir u € R elemaninin
carpmaya gore tersi varsa u’'ya bir birim denir. Bir halkadaki biitlin birimlerin
kiimesi U(R) ile gosterilir. (U(R), ) cebirsel yapisi bir gruptur.

7.3. Not: f birim elemani ile f birimi fakli farkli kavramlardir.

Ornek: U(Z) = {1, -1}, U(Q) = Q\{0},U(C) = C\{0}, U(Z¢) = {1,5}

7.8. Tanim: R bir halka olsun. Bir a € R icin a" = 0 olacak sekilde bir
n € Z* varsa a’ya nilpotent denir. Mesela;

Z halkasindaki nilpotent elemanlar: {0}
@Q halkasindaki nilpotent elemanlar: {0}
Zg halkasindaki nilpotent elemanlar: {0, 2, 4
Z4 halkasindaki nilpotent elemanlar: {0, 3, 6

, 6}
}
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Ornek: H birim elemanh bir halka olsun. x € H nilpotent ise (1 — x) in
ve (1 + x) in bir birim oldugunu gosteriniz.

Coziim: x € H nilpotent olsun. O halde 3 n € Z* icin x™ = 0 dir.
1-x0+x+--+x"H=1-x"=1
olup (1 — x) in tersi vardir. Yani 1 — x birimdir. Ayrica

1+ x", nteksayl
- n-1y — ’
A= +x+-+x"7) {1 —x", nift say1

Her iki durumda da 1 + x™ = 1 olup 1 + x in birim oldugu goriiliir.

7.9. Tanim: Birim elemanl bir halkanin, 0 harig biitiin elemanlar1 birim
ise bu halkaya carpik halka denir. (Baz1 kitaplarda bu kavrama carpik cisim
veya boliim halkasi ad1 verilmektedir.)

Ornek: (Z,+, -) halkasinin her elemaninin carpmaya gére tersi olma-
digindan c¢arpik halka degildir. (Q,+, -) halkasinin 0 hari¢ her elemaninin
carpmaya gore tersi oldugundan bu halka bir ¢arpik halkadir. Z¢ bir ¢arpik
halkasidir, gercekten

171=121=431=541=251=361=6

dir.

i ROWAN HAMILTON

William Rowan Hamilton
04 Agustos 1805, Dublin, irlanda-02 Eyliil 1865, Dublin, irlanda
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Ornek: H={a+bi+cj+dk:ab,cd€ER,i?=j?=k?=ik=-1}
kiimesi olarak tanimlanan Hamilton sayilarinin olusturdugu (H, +, -) sistemi
carpik halkadir. Gergekten;

Zl = a1 + bll + Clj + dlkve ZZ = az + bzl + Czj + dzk
sayilar1 icin toplama ve ¢arpma islemi soyle tanimlanir:
Zl + Zl = (al + az) + (bl + bz)] + (Cl + Cz)j + (d1 + dz)k

AR ATES (alaz - b1b2 — C1Cy — dldz) + (albz + blaz + C1d2 W@ d1C2)i +
+(31C2 - b1d2 + Claz + dle)] + (aldz + b1C2 - Cle + dlaz)k

Bu islemlerle (H, +, -) birim eleman1 1 olan bir halkadir. z = a + bi + ¢j + dk
ise z'nin uzunlugu ve eslenigi

|z| =vVa?2 +b%2+c2+d2vez=a—bi—c—dk
seklinde tanimlanir. O zaman z # 0 ise

-1 Z a—bi—cj—dk

Z —_— —

212 a2 4b%4c24d°

olup carpma islemine gore 0 hari¢ her elemanin tersi vardir.

Tamlik Bolgesi

7.10. Tanim: R bir halka, a,b € Rve a # 0,b # 0 olsun. Egera:-b =10
ise a ve b’ye R'nin sifir bolenleri denir. a’ya sol sifir bélen, b’ye sag sifir bolen
denir. R halkasi degismeli ise sol (sag) sifir bolen ayn1 zamanda sag (sol) sifir
bolendir.

Ornek: (Z41,, ®, ©) halkasinin sifir bélenlerini bulalim:

206=0, 304=0, 809=0, 6010=0

7.4. Teorem: Z, halkasinin sifir bélenleri, m ile n ile aralarinda asal
olmamak tizere m seklindedir.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 17

Ispat: m € Z,, m ile n aralarinda asal olmasin. OBEB(m; n) = d > 2 ol-
sun. Bu durumda

m (3) = (%) n = 0(mod n)

n
olur. Buradam # 0 ve (a) # 0 oldugundan m bir sifir bolendir.

7.1. Sonug: p asal ise Z, nin sifir bélenleri yoktur.

7.11. Tanim: Sifir boleni olmayan, birim elemanli, degismeli ve en az 2
elemanl bir halkaya tamlik bélgesi denir.

Ornek: p asal ise Z, bir tamlik bolgesidir. Ayrica (Z, +, - ), (Q,+, -) ve
(R,+, -) birer tamlik bolgesidir. (H, +, -) halkas1 sifir bolensizdir fakat de-
gismeli olmadigindan bir tamlik bélgesi degildir.

Halkanin Karakteristigi

7.12. Tanim: R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = 0 olacak sekildeki
en kiiciik n pozitif tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir ve kar R ile
gosterilir. Eger boyle bir n sayis1 yoksa “halkanin karakteristigi sifirdir” denir.

Ornek: kar Z = kar Q = 0 dir. kar Zg = 8 dir. Ayrica kar 2Z = 0 dir.
Karakteristigi 1 olan tek halka R = {0} halkasidir.

7.5. Teorem: R birim elemani e ve karakteristigi n olan bir halka olma-
s1 icin gerek ve yeter sart n sayist ne = 0 olacak sekildeki en kii¢iik pozitif
tamsayidir.

Ispat: =: Her a € Ricinna = 0 olup e € Ricin de ne = 0 dur.

<: n sayis1 ne = 0 olacak sekildeki en kiiciik pozitif tamsay1 olsun. Her
a € Ricin;
na=a+a+--+a
T ntne
=ae+ae+ -+ ae
n tane
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=alete+--+e)

n tane
= a(ne)
=a-0
=0
olur.
7.6. Teorem: Bir tamlik bolgesinin karakteristigi 0 veya asal bir sayi-
dir.

ispat: D bir tamlik bolgesi olsun. kar D = 0 ise ispat biter. karD = 1
olamaz, gercekten o zaman D = {0} olurdu ve {0} bir tamlik bdlgesi degildir.
kar D = n > 2 olsun. n'nin asal oldugunu géstermeliyiz. Aksine n asal olmasin.
O halde 1 < n4,n, < n olmak iizere n = nyn, seklinde yazilabilir. e € D i¢in
ne = 0 dir. Simdi:

ne =0
etet+--+e=0

n tane

(ete+--+e)ete+--+e)=0
n, tane n, tane
(n;e)(nze) =0
olup D tamlik bélgesi oldugundan n;e = 0 veya nye = 0 olmalidir. Ancak bu
durum n'nin ne = 0 olacak sekildeki en kii¢iik pozitif tamsay1 olmasi ile gelisir.
O halde n asaldr.

Ornek: Birim elemanl bir R halkasinin birim elemani ile onun en az 2
elemanl bir S alt halkasinin birim elemani farkh olabildigini gosteriniz.

Coziim: R = Zg ve S = {0, 3} alalim. Bu durumda R’nin birim elemani 1
dir, fakat S’nin birim eleman1 3 diir. Ayrica S = {0, 2,4} alt halkasinin birim
elemani 4 diir.

Ornek: R en az iki elemanl bir halka olsun. Her a € R icin a% = a ise
R'nin karakteristiginin 2 oldugunu gosteriniz.

Cozim: (a + a)? = a + a olmahdir. Tam kare agilimi yapilirsa
a’?+a’+a’+a’=a+a
2a=0

elde edilir. R en az 2 elemanli oldugundan kar R # 1 dir. O halde kar R = 2 dir.
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7.7. Teorem: D birim elemani e olan bir tamlik bolgesi, R’'de D’nin en az
iki elemanli bir alt halkasi olsun. R birim elemanli ise e € R dir ve e, R'nin de
birim elemanidir.

ispat: f € R birim eleman olsun. Simdi f(fe —e) = f?e —fe =fe —fe = 0
elde edilir. D bir tamlik bolgesi oldugundan f = 0 veya fe — e = 0 olur. Ancak R
en az 2 elemanli oldugundan f # 0 dir. O halde fe — e = 0; yani fe = e bulunur.
Ayrica e, D’nin birim elemani oldugundan fe = f olup e = f elde edilir.

Ornek: Elemanlar bir R halkasindan secilen n X n tipindeki matrislerin
kiimesi, matrislerdeki bilinen toplama ve ¢carpma islemi ile bir halkadir. Bu
halka M,,(R) ile gosterilir.

M, (Z) = {n X n tamsay1 haneli matrisler}
M, (R) = {n X n reel haneli matrisler}
M, (C) = {n X n kompleks haneli matrisler}

gibi. Benzer sekilde M, (Z,) ve M, (3Z) de tanimhidir. n > 2 icin bu halkalar
degismeli degildir. Eger R birim elemanli ise M,,(R) de birim elemanldir ve
birim elemani, kosegeni 1y olan skaler matristir. Ayrica bu halkalar sifir bélen-
lidir. Mesela M, (R) halkasinda:

[; é] [_84 _12]:[8 8

olur.

IDEALLER

Simdi burada gruplardaki normal altgrup kavramina benzer bir kavram
olan “ideal” kavramini verecegiz.

7.13. Tanim: R bir halka, I'da R’nin bir alt halkas1 olsun. Eger her r € R
icin rl € I ise I'ya bir sol ideal, Ir € I ise I'ya bir sag ideal denir. Bagka bir ifa-

deyle;

Vr € R,Vx € licin rx € I oluyorsa I'ya sol idealdir
Vr € R, Vx € ligin xr € I oluyorsa I'ya sag idealdir

Eger [ hem sag hem de sol ideal ise I ya kisaca bir ideal denir.
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Ornek: (Z, +, -), (Q,+, -) ve (R,+, -) halkasinda her n € Z igin
[ = nZ alt halkas1 bir idealdir. Gergekten, r € Z ve x € I segelim. O zaman
3k € Zi¢gin x = nk dir. Bu durumda

rx = r(nk) = n(rk) € I ve xr = (nk)r = n(kr) € I
olup I'nin bir ideal oldugu goriilur.

Ornek: (Z, +, - ) halkas1 (Q, +, -) halkasinin bir ideali degildir. Ger¢ek-
tenx=2€Zver = % € Q secilirse xr = % & Z olur.

.. . _([a b7, _([a b].
Ornek: W = {[c d] ta,b,c,d € Z} halkas1 ve I = {[0 NE a,be Z}
kiimesi verilsin. I kimesi W’nun alt halkasidir. A= [3 g] EW ve

X = [)(; %)7] € [ secelim.
ax ay
AX= oy oy] veXA = [
olup genelde AX € [ ve XA €] oldugu gorulur Yani [ bir sag idealdir ama sol
ideal degildir.

ax+yc xb+ yd]

Ornek: A ve B bir R halkasinin iki ideali olsun. A+ B={a+b: a€
A,b € B} kiimesine A ile B’'nin toplami denir. A + B nin R'nin bir ideali oldugu-
nu gosterelim. A + B nin alt halka oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi r € R ve
a+b €A+ B alalim. A ve B ideal oldugundan ra,ar € A ve rb,br € B olur. O
zaman
r@a+b)=ra+rbeA+Bve(a+b)r=ar+bre A+B
olup A + B nin ideal oldugu goriiliir.

Ornek: Bir R halkasinda {0} ve R her zaman birer idealdir. Bunlara si-
raslyla sifir ideali (veya trivial ideal) ve 6z olmayan ideal denir. Eger I # R id-
eal ise I'ya bir 6zideal denir.

7.8. Teorem: R bir halka U € R olsun. U'nun bir ideal olmasi i¢in gerek
ve yeter sartlar:

i) 0eU

ii) Heru,ve Uicginu—v e U

iii) Heru,v € Uver € Ricinur e Uveru € U
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dir.

Ispat: =: U bir ideal olsun. U bir alt halka oldugundan 0 € U dur. Ayrica
(U,+) grubu (R, +) grubunun altgrubu oldugundan u,v € U ise u—v € U ol-
dugu aciktir. U bir ideal oldugundan, tanimdan dolayi (iii) saglanir.

<: (1), (ii) ve (iii) dogru olsun. 0 € U oldugundan U # 0 U dir. u,v € U
olsun. (ii) den dolay1 u — v € U oldugu agiktir. u € R ve v € U olup (iii) den do-
lay1 uv € U olur. Boylece U'nun bir alt halka oldugu gortliir. Ayrica, (iii) den
dolay1 da U bir idealdir.

Ornek: I = {m + rx : m € M,r € R} kiimesinin bir ideal oldugunu gés-
teriniz.

Coziim: i) M ideal oldugundan 0 €M olup m=r=0 alinirsa
0+ 0x =0 € I dir.

ii) m;my,eM ve ryr, ER olmak ilizere a=m;+r;x€l ve
b = m, + r, x € [ alalim. M ideal oldugundan m; — m, dir ve R halka oldugun-
danr; —r, € Rdir. O halde
a—b=(m; —my)+(r; —ry)Xx€l
eM eR

olur.

iii) m € M ver € R olmak lizere a =m + rx € [ ve y € R alalim. M ideal
oldugundan ym € M dir. O halde

ya=y(m +rx) =ym+ y(rx) =ym + (yr)x €
eM €R
elde edilir. Ayrica, R degismeli oldugundan ay € I dur.

Buna gore I bir idealdir.

Ornek: A ve B bir R halkasinin iki ideali olsun.

A-B:{Zaibi :a,€A,b, eB,nel }
i=1

kiimesine A ile B’nin ¢arpimi denir. A - B nin R’nin bir ideali oldugunu gosteri-
niz.

Coziim: A - B kiimesi A'daki elemanlar ile B'deki elemanlarin ikili ¢ar-
pimlarinin sonlu toplamindan olusmaktadir. Buna gore:
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iJj)0 €A 0€Bolup0=0-0€A-Bolur.(a; =b; =0 ven =1 alinir.)

ii) x =a;b; +a;b, +---+a,b, € ABvey=c;d; +cd; +--+cpdy, €
AB olsun. (m,n € Z*, ajc; € A, b;d; € B)

X—y= (albl + azbz + -+ anbn) - (C1d1 + Czdz + -+ Cmdm)
= a1b1 + azbz + -+ anbn + (_Cl)dl + (_Cz)dz + -+ (_Cm)dm

olup A ideal oldugundan (—c;) € A dir ve m + n € Z* oldugundan x —y € AB
olur.

iii) x = a;b; + ayb, + -+ a b, € AB ve r € R alalim. A ideal oldugun-
dani=1,2,---,nicin ra; € A olup

rx =r(a;b; +a,b, + -+ a,b,) = (ra;)b; + (ray)b, + --- + (ra,)b, € AB

olur. Benzer sekilde B ideal oldugundan i = 1,2, -+, n i¢in b;r € B olup

xr = (a;b; +ayb, + -+ a,by)r = a;(rby) + a,(rby) ... + a,(rb,) € AB
olur. O halde dolay1 AB bir ideal olur.

Ornek: R degisimli bir halka, a € R olsun. I, = {x € R : ax = 0} kiimesi
R’nin bir idealidir, gésteriniz.

Cozim:i)a- 0 = 0 oldugundan a € I, dir.

ii)x,y €lolsun.a(x—y) =ax—ay=0—0 = 0olupx —y € I, dir.

iii) x € I, r € R olsun. a(xr) = (ax)r = Or = 0 olup xr € I, dir. Ayrica R
degismeli oldugundan a(rx) = a(xr) (¢lnki) = (ax)r = Or = 0 dir.

Buna gore I, bir ideal olur.

7.9. Teorem: R birim elemanli bir halka, N de onun bir ideali olsun.
Eger N bir birim (. islemine gore tersi olan bir eleman) iceriyor ise N = R dir.

ispat: u €N bir birim olsun. u!€R olup N ideal oldugundan

uu~" = 1y € R olur. Yine N ideal oldugundan her r € R igin u- 13z € N olmali-
dir. Yani herr € Ricinr € N olup N = R elde edilir.

1


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com

Ornek: (H,+, -), R'den R’ye biitiin fonksiyonlarin halkasi
[= {f €H: f(%) = 0} kiimesi H'nin bir ideali midir?

23

olsun.

Cozim: (i) Bu halkanin sifir1 O ile gosterilen “sifir” fonksiyonudur.

0 (%) = 0 oldugundan O € I dir.

(ii)f,gEIisef(%) —g(2
g

-0 () =) -
olup f — g € dir.

(iii) h € Hve f € Talalm. O halde f(3) = 0 dur.
(-0 (3) =n(3)f(z) =n(z) -0 =0ve

-0 (3) =1(z)8(3) = 0-n(3) =0

olup h-f,f-h € I olur ve su halde I bir idealdir.

Ornek: ¢ : H—K bir halka homomorfizmasi olsun.
a) Cek(¢), H'nin bir idealidir.
b) A, H'nin bir ideali ise ¢$(A) da ¢(H) nin bir idealidir.

c) B, K'nin bir ideali ise ¢ ~*(B) de H’nin bir idealidir.
Gosteriniz.

Cozim a) Cek(¢) nin bir alt halka oldugu gosterilmisti
X € Cek(¢), h € H alalim.
¢(xh) = ¢(x)p(h) = 0xd(h) = Ok

¢(hx) = ¢(h)p(x) = ¢p(h)0x = Ok
olup xh, hx € Cek(¢) olur. Yani Cek(¢) bir idealdir.

ve

. Simdi
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b) A bir alt halka olup ilgili teoremden dolay1 ¢(A) da bir alt halkadir.
Burada x € ¢$(A) ve k € ¢(H) alalim. Bu durumda 3Fa € A i¢gin ¢(a) = x ve
3 h € Higin ¢(h) = k dir. A bir ideal oldugundan ah, ha € A dir. O zaman

¢(ah) = ¢p(a)p(h) = xk, ¢p(ha) = ¢p(h)¢(a) = kx ise xk, kx € ¢(A)
olup ¢(A) bir idealdir.
¢) B, K'nin bir ideali olsun. ¢~ (B) = {x € H: ¢(x) € ¢(B)} kiimesidir.

i)¢: (H,+) = (K, +) grup homomorfizmasi oldugundan ¢(0y) = O dir
ve B ideal oldugundan Ok € B dir. O halde 0y € ¢~*(B) dir.

i) x,y € o~ (B) ise d(x)d(y) € B olup B bir ideal oldugundan
¢(x) —¢(h) €B

¢(x—y) €B
x—y€¢ " (B)
bulunur.

iii) x € $~'(B) h € H alalim. ¢(x) € B ve ¢(h) € K olup B ideal oldugun-
dan

¢(xh) = ¢(x)¢(h) € B ve ¢p(hx) = ¢(h)¢(x) € B
olur. Yani xh, hx € ¢~*(B) dir.

Buna gore ¢~ *(B) bir ideal olur.

Ornek: Degismeli bir R halkasinda nilpotent elemanlarin olusturdugu
kiime bir ideal oldugunu gosteriniz.

Cozim: N={x€R:3ne€Z"x™=0} kimesi nilpotent elemanlarin
kiimesi olsun. 0* = 0 olacagindan 0 € N dir.

x € N, r € R alahm. O zaman x" = 0 olacak sekilde n € Z* vardir. R de-
gismeli oldugundan

x)"=x)"=x"r"=0-r"=0
olup xr,rx € N dir. Simdi x,y € N olsun. O halde x™ =0 ve y" =0 dir
(m,n € Z*) dir. R degismeli oldugundan

n+m [ n+m n+m-i i
(x-y)™"= Z[ : JX D'y
i=0

dir. Bu toplamdaki her bir terimde ya n + m —i > m ya da i > n dir. Yani top-
lamdaki her bir terim 0’dir.

O halde (x — y)™*™ = 0 olup x — y € N dir. O halde N bir idealdir.
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7.14. Tanim: R degismeli bir halka ve I # R bir ideal olsun. Eger her
a,b € Ricin “ab € I ise a € [ veya b € I” 6nermesi dogru ise I'ya asal ideal de-
nir.

Ornek: Bir R tamlik bélgesinde,
ab=0isea=0veyab=0
oldugundan {Ogr} bir asal idealdir

7.1. Lemma: Z halkasinda 1 < n € Z verilsin. P = nZ ideali asal ideal
olmasi icin gerek ve yeter sart n asal olmasidir.

ispat: «<: n asal olsun. a,b € Z ve ab € P = nZ olsun. O zaman n| (ab)

demektir. n asal oldugundan nla veya n|b dir. O zaman a € nZ = P veya
b € nZ = P olur. O halde P asal idealdir.

=: Tersine, P = nZ bir asal ideal olsun. n’nin asal oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki n asal olmasin. O halde n = ab ve a,b > 1 dir. ab € P = nZ
olup P asal ideal oldugundan a € nZ veya b € nZ dir. Buna gore nla veya n|b
dir. 1 < a,b < n oldugundan celiskidir. O halde n asaldur.

7.15. Tanim: R bir halka, M # R de onun bir ideali olsun. Eger R'nin
M & R olacak sekilde baska bir [ 6zideali yoksa M’ye maksimal ideal denir.

Ornek: (Z, +, - ) halkasinda 6Z & 3Z & Z olup 67, 3Z de bir ideal oldu-
gundan 6Z ideali maksimal ideal degildir.

Ornek: (Z,+, -) da M = 3Z idealinin maksimal oldugunu gésterelim.
M & R olacak sekilde bir [ ideali oldugunu kabul edelim. Bu durumda I’da olup
3Z de bulunmayan bir t eleman vardir. O halde t, 3'lin kati olmadigindan
t=3k+ a seklindedir (k€Z1<a<2). t—a=3k olup t—a €M yani
t —a € [ dir. I ideal oldugundan t — (t — a) = a € I dir. Burada

a=1lisel €elolupl =7Z
a=2ise3€l,2€lolup3—2=1€lyanil=7
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Her iki halde de I = Z olup M'nin maksimal ideal oldugu gortiliir.

Ornek: (Z,+, -) da p asal olmak iizere pZ ideali maksimaldir. Ciinkii
pZ & R olacak sekilde bir I ideali varsa I = nZ olacak sekilde pozitif bir n tam-
sayis1 vardir. pZ & nZ oldugundan n|p olmalidir. n # p ve p asal oldugundan
n = 1 olmalhdir. O halde I = 1-Z = Z dir.

BOLUM HALKALARI

Gruplar teorisindeki faktér grubu kavramina benzer bir kavrami halka-
lar icin verecegiz.

7.16. Tanim: (R, +, -) bir halka ve I'da onun bir ideali olsun.

R/I={I+x:x€R}
kiimesi lizerinde

I+0®0+y) =1+ x+y)

I+x00+y) =1+ (xy)
biciminde tanimlanan (R/I,®, ®) halkasina R ile I'nin bdlim halkas1 denir.
(Bundan sonraki kisimlarda kolaylik olmasi i¢in @ ve ® yerine + ve - kullanila-
caktir)

7.4. Not: R/I kiimesinin bu islemlerle bir halka oldugunu géstermeden
once bu islemlerin iyi tanimlandigini géstermeliyiz. (I, +) grubu (R, +) abelyen
grubunun altgrubu oldugundan I < R dir. O halde toplama islemi iyi tanim-
lanmistir. Simdi ¢arpma isleminin iyi tanimlandigini gésterelim.

[+x=I+avel+y=I1+bisel+xy=1+ab
oldugunu gostermeliyiz. [+a=I+b<«<a—be€lveyab—a€l) oldugunu
hatirlayalim. Buradan

[+x=I1+aisex—a€lvel+y=I1+bisey—b€l
yazabiliriz. I bir ideal oldugundan (x — a)y € I ve a(y — b) € I dir. O halde

(x—a)y+a(y—b)=xy—ab€el
elde edilir. Yani [ + xy = [ + ab bulunur. O halde ¢arpma islemi de iyi taniml-
dir.

7.5. Not: Eger I, R'nin bir alt halkasi olsaydi fakat bir ideali olmasaydi,
carpma islemi iyi tanimli olmayabilirdi. Bunu bir misal ile aciklayalim. Z halka-
s1 Q 'nun bir alt halkasidir, fakat ideali degildir.

Z+(1/2)=7Z+ 3/2)veZ+ (1/3) =Z+ (4/3)
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olup
(Z+(1/2))-(Z+(1/3)) =Z+ (1/6)
fakat
(Z+(3/2))-(Z+(4/3)=7Z+(4/2)=7Z+0
dir.
7.10. Teorem: R bir halka ve I'da onun bir ideali olsun.
a) R/l yukarida tanimlanan islemlerle bir halkadir.
b) R degismeli halka ise R/I da degismeli halkadir.
c) R birim elemanli halka ise R/I da birim elemanldir ve birim elemani
I+ 1R dir.

ispat:a) I+ a,1+ b,1 + ¢ € R/I verilsin.
i) (1+a)+ (I1+b) =1+ (a+b) € R/ giinkiia + b € R

i)[I+a)+A+b)]+(I+c)=1+(@+Db+0)
={0+a)+[(T+Db)+ I+ )]
iii)(I+a)+ {+b)=I4+@+b)=1+(b+a)=U+b)+ {+2a)

iv) [ + 0 = I birim eleman, ¢iinkii (I+a) + (I+0) =1+ (a+0)=1+a
v)(I+a)+ I+ (-a))=1+00lup—(I+a) =1+ (—a)dr.
vi) I+ a)(I +b) =1+ (ab) € R/I, ¢clinkiiab € R

vii) [(I+a)(I+ b)](I+ ¢) =1+ ((ab)c)
= [+ (a(bc))
={+a)[(I+Db)I+ )]
(vii) +a)[I+b)+ T+c)]=T+a){d+ (b+0))
=1+ (ab+ac)
={+a)({I+b)+{I+a){I+c¢)

olup ¢arpma isleminin toplama iizerine soldan dagilma 6zelligi vardir. Benzer
sekilde sagdan dagilma 6zelligi de gosterilebilir.

b) R halkasi degismeli ve ab € R olsun.
(I+a)(I+b)=I+ab=I+ba={+b)(I+a)

oldugundan R/I da degismelidir

ve

c) I +a € R/l olsun.
I+a)(I+1g)=1+(a"1g) =1+a
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(I+1g)d+a)=1+({Ag-a)=1+a
olup I + 1R birim elemandir.

Ornek: R = Z halkasinda | = 47 idealini ele alalim.
R/I={1+0,1+1,1+2,1+3}
boliim halkasini elde ederiz. Bu halkanin islem tablolari;

+ I+0 I+1 I+2 143 . [+0 I+1 I+2 I+3
I+0 (140 I+1 I+2 [+3 IT+0|(I4+0 IT40 I40 140
I+1 (141 I+2 I+3 [+0 I+1|14+0 I+1 I+2 I+3
I+211+42 I+3 140 [+1 I+2(14+0 I+2 I+0 I+2
I+31143 I+0 I+1 [+2 IT+3|1+0 I+3 I+2 I+3

Bu tablo Z/4Z halkasi ile Z, halkas1 izomorfiktir. (Genel olarak Z/nZ
halkasi ile Z,, halkas1 izomorfiktir.)

7.11. Teorem: R bir halka, I'da R’'nin bir ideali olsun.
d:R->R/L, 6(x) =1+x
seklinde tanimlanan doéniisiim, ¢ekirdegi I olan, 6rten bir homomorfizmadir.
Bu homomorfizmaya R’den R/I ya dogal homomorfizma denir.

ispat: I+ x € R/I verilsin. $(x) = I + x olup ¢ ortendir. Ayrica x,y € R
icin

dx+y) =1+E+y)=>0+x)+T+y) =0 +d(y)

oGxy) =1+ (xy) =1+ +y) = 0x)(y)
olup ¢ bir homomorfizmadir. Burada

ke Cek(p) @d(k)=1+0=1<l+k=1<=kel
olup Cek($) = I oldugu goriiliir.

Ornek: R bir halka I’da onun bir ideali olsun. R/I nin degismeli olmasi
icin gerek ve yeter sart her x,y € Ricin xy — yx € I olmasidir. Gosteriniz.

Cozum:

R/l degismeli<< Vx,y € Ricin(I+x)(I1+y) = (I+y)(I+x)
< VX y€eRicinl+xy =1+xy
< Vxy€Ricinl+ (xy—yx) =1
& VX y€ERicinxy —yx €]
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7.12. Teorem: R degismeli ve birim elemanl bir halka ve I € R bir id-
eal olsun. [ asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart R/I tamlik bélgesidir.

Ispat: =: I asal ideal olsun. I # R olup R/I en az 2 elemanldir.
[+ x,1+y € R/Ialalim ve R/I nin sifirinin [ oldugunu hatirlayalim.

I+x)(A+y)=I=l+xy=1
=Xy €]
= x €lveyay € I (I asal ideal)
=>I+x=Iveyal+y=1
olup R/I sifir bolensizdir. R birim elemanli ve degismeli olup R/I da birim ele-
manli ve degismelidir, su halde tamlik bolgesidir.

<: R/I bir tamlik bolgesi olsun. R/l en az 2 elemanl olup I # R dir.
X,y € Rolsun.

XyEl=I+xy=1
S>+x)I+y) =1
=]+ x =Iveyal +y = I (R/I tamlik bolgesi)
=>x€lveyay €l
olup I'nin asal ideal oldugu gosterilmis olur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. R'de toplama ve ¢arpma,

A+B=(AUB)\(AnB)veA-B=ANB
olarak tanimlansin. Toplama islemi birlesmeli olmak tizere (R,+, -) sistemi
degismeli ve birimli halka midir?

Cozum:

i)A,BERicinA+B=(AUB)\(ANB)=AABER

ii)A+B=AAB=BAA=B+A

ii)A+(B+C)=AA(BAC)=(AAB)AC=(A+B)+C
oldugunu en rahat Venn samasi ¢izerek gosterilir.
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A B

iv)A+1=A
AAT=A
(AUD\(AnD) =A
olmasi i¢in I = & olmalidir. Su halde halkanin sifir1 bos kiimedir.

VA+A =0
AAA =0
AuADIO\ANAYH =0
olmasi icin A™! = A olmaldur.

vi)A,BERicinA-B=ANBER
Vi)A*-B=ANB=BNA=B-A
vii)A-(B-C)=An(BNC) =(ANB)NC=(A-B)-C

ix) Her A € Rigin
A-1=A
Anl=A
olmasi i¢cin I = A olmalidir. Su halde halkanin birimi kendisidir.

x)A-(B+C)=A-(BAC)
=AN(BAC)
=(ANnB)A(ANC)
=(A-B)A(A-C)
carpma islemi degismeli oldugundan sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.

Sonug olarak R birim elemanli ve degismeli bir halkadur.

2.H = {f| f: R - R, bir fonksiyon} kiimesi iizerinde f, g € H i¢in
(f+2)x) =fx) +8(x)
(-8 =f(x)-g(x)
islemleri tanimlansin.
a) (H, +, +) sisteminin bir halka midir?
b) (H,+, -) bir tamlik bolgesi midir?
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Coziim: a) f,g, h € H olsun.
D+ =f(x) +g(x) e Rolupf+ge€H
i) f(x) + g(x) =gx) +fx) olupf+g=g+f

iii) [f(x) + gx)] + h(x) = f(x) + [g(x) + h(x)] olup (f+g) +h="f+
(g+h)

iv) Her x € R i¢in O(x) = 0 seklinde tanimlanan sifir fonksiyonu bu hal-
kanin sifiridur.

v) f’nin toplama islemine gore tersi (—f)(x) = —f(x) seklinde tanimla-
nan fonksiyondur. Gergekten

(f+ (D)) =) + (-HE) = f(x) - {(x) = 0 = 0(x)
dir.
vi) f(x) - g(x) e Rolupf-g€eH
vii) [f(x) - g(x)] - h(x) = f(x) - [g(x) - h(x)] olup (f- g) -h =" (g-h)

viii) f(x)(g(x) + h(x)) = f(x) - g(x) + f(x) -h(x)] olup f- (g+h) =f-g+
f+h dir. Benzer sekilde (f + g) -h = f-h + g h bulunur.

Sonug olarak, H bir halkadir.
0, x=21 sinx, x=1
b) G0 = {

x4, x<1 ve g(x)={0’ x<1

seklinde alinirsa f # 0 ve g # 0 fakat fg = 0 oldugundan H bir tamlik bolgesi
degildir.

3. Z lzerinde a®b =a+b —1vea®b = a+ b — ab islemleri tanimla-
niyor. ( Z, @, ©) sistemi;

a) Degismeli ve birim elemanli bir halka midir?

b) Bir tamlik bolgesi midir?

Coziim: a) a, b, c € Z olsun.

jJa®b=a+b—-1€Z

iijJa®b=a+b—-—1=b+a—1=Db®a
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iii) a®(b&®c) = a®(b+c—1)
=a+(b+c-1)-1

=a+b+c—-2
=(@+b—-1)+c—-1
= (a®b)+c—-1
= (a®b)Dc
iv) a®e = a
ate—1=a
e=1

halkanin sifir elemani 1’dir.

vla@Pal=e

at+al-1=1

al=2-a

vija®b=a+b—-ab€eZ

vijaOb=a+b—-—ab=b+a—ba=b®a

viii) a®(b®c) = a®(b + ¢ — bc)

a+(b+c—bc)—a(b+c—bc)
a+b+c—bc—ab—ac+abc
(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c
(a®b)Oc

olup ¢arpma islemi birlesmelidir.

ix) a®(b&®c) =a®(b +c—-1)

a+(b+c—1)—-alb+c—-1)
2a+b+c—ab—ac—-1

=(a+b—-ab)+(a+c—ac)—-1
= (a®b)®(a®b)

olup 1islemi 1 iizerine soldan dagilma 6zelligine sahiptir. 1 islemi degisme 6zel-

ligine sahip oldugundan sagdan dagilma 6zelligi de varduir.

x)a®e = a

ate—ae=a

e=0

halkanin birim elemani 0’dir.

(Z,®,®) birim elemanli ve degismeli bir halkadir.

32
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b) Sifir bélen olmadigini gosterelim. Halkanin sifir1 1, birim elemani da
0’dir. a®b = 1 ve a # 1 olsun. Bu takdirde b = 1 oldugunu gosterecegiz.

aGb =1
at+b—ab=1
a+b—ab-1=0
(@—-1DMd-1)=0

olupa # 1 oldugundan b = 1 dir.

Su halde, (Z, @, ©) bir tamlik bélgesidir.

4. R birim eleman1 1 olan bir halka ve bir a € R i¢in a? = 1 olsun.
H = {axa : x € R} kiimesinin R’nin bir alt halkas1 oldugunu gésteriniz.

Coziim: axa, aya € H alalim.
i) x —y € R oldugundan axa — aya = a(xa —ya) = a(x —y)a € H dir.
ii) xy € R oldugundan (axae)(aya) = axa’ya = a(xy)a € H

Buna gore H bir alt halkadir.

5. Z[\/E] = {x + yV2 : x,y € Z} halkas1 verilsin. f: Z[\/f]—)Z[\/E] fonk-
siyonu f(x + yV2) = x — yV2 ile tanimlansin. fnin Z[\/E] alt halka ve otomor-
fizmasi oldugunu gosteriniz.

Cozim: a)

i)f[(a+ bv2) + (c + bv2)] = f[(a + ¢) + (b + d)V2)]
=(@+c)— (b+d)V2)
= (a—bv2) + (c — dV2)
= f(a + bv2) + f(c + dV2)

i)f[(a + bv2)(c + bv2)] = f[(ac + 2bd) + (ad + bc)V2)]
= (ac + 2bd) — (ad + bc)v2)
= (a—bv2)(c— dv2)
= f(a + bV2)f(c + dv2)

olup f bir halka homomorfizmadir.
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b) f(a + bv2) = f(c + bV2)<>a—bv2 = c — dv2
<a=cveb=d
<a+bV2=c+dV2

oldugundan f birebirdir.

Simdi f ’'nin érten oldugunu gosterelim. x +yv2 € Z[V2] verilsin.
f(x + yv2) = x — (=y)V2 olup fnin érten oldugu goriiliir.

O halde f bir otomorfizmadir.

6. Bir H halkasinda V x € H i¢in x> = x bicimindedir.

a) V x € Hicin x = —x oldugunu gosteriniz.
b) H'nin degismeli oldugunu goésteriniz.

Céziim: a) Her x € H icin (x + x)? = x + x olmalidir. Tam kare acilimi
yapilirsa

X2+ x2+x*+x%= x+x

X+X+X+X= x+X

x+x=0

X = —X
bulunur.

b) Her a,b € H igin (a + a)?> = a + b olmaldir. O halde
a®?+ab+ba+b*=a+b
dir. a? = a ve b? = b oldugundan ab + ba = 0 olur. Su halde

ab = —(ba)
ab = (=b)(-a)
ab = ba

bulunur. Su halde halka degismelidir.

7. Bir tamlik bolgesinde karesi kendisine esit olan elemanlarin sadece 0
ve 1 oldugunu gosteriniz.

Cozim: D bir tamlik bolgesi ve x € D olsun.

! =xox’—-x=0x(x-1)=0

D bir tamlik boélgesi oldugundan x = 0 veya x = 1 olur.
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8. Z[i] = {a +ib : a,b € Z} kiimesinin bilinen kompleks say1 toplamasi
ve carpmasit ile bir tamlik bolgesi oldugunu gosteriniz. (Bu halkaya Gauss tam-
sayilar halkasi denir.)

Cozim: Gauss tamsayilar halkasinin birimli ve degismeli halka oldugu-
nu gostermek okuyucuya birakilmistir. Simdi, Z[i] nin sifir bélenleri olmadigi-
n1 gosterelim.

71,2 € Z[i],zy = a+ib,z, = c+id,z;z; =0 ve z; # 0 olsun. Bu du-
rumda a # 0 veya b # 0 dir. z, = 0 oldugunu, yani ¢ = d = 0 oldugunu goste-
recegiz.

7121 =0

(@a+ib)(c+id) =0

(ac—=bd) +i(ad+bc) =0

ac—bd=0,ad+bc=0
denklemlerini ¢ozecegiz.

1. durum: a # 0 olmak tlizere 1. denklemi c, 2. denklemi d ile ¢arpip top-

larsak
ac’> —cbd = 0,ad* + bcd =0
ac’+ad®*=0
a(c?+d*») =0
c2+d?=0
c=d=0
olur.
2. durum: b # 0 olmak tizere 1. denklemi —d, 2. denklemi c ile carpip
toplarsak
—acd + bd? = 0,acd + bc2 =0
bd? +bc? =0
b(d?+c?) =0
c2+d>=0
c=d=0
olur.

Buna gore Z[i] bir tamlik bolgesidir.

9. A={a+b"V5:a,b € Q} kiimesi (R, +, -) halkasmm bir alt halkas:
midir?
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Cozim: x = V5 € Avey = V/5 € A alalim. xy = V/25 & A olur. Buna go-
re A bir alt halka degildir.

10. R ve H iki halka olsun. f : R - H doniisiimi her x € R icin f(x) = Oy
olarak tanimlansin. f 'nin bir halka homomorfizmasi oldugunu gosteriniz. (Bu
homomorfizmaya sifir homomorfizmasi denir.)

Cozim: Her x,y € Rigin

f(x+y) =04 =0y + 0y = f(x) + f(y)
f(x-y) = 0y = Oy - Oy = (%) - f(y)

olup f bir halka homomorfizmasidir.

11. Rve H iki halka f : R = H bir halka homomorfizmasi olsun.

a) [, R'nin bir alt halkasi ise f(I) da H'nin bir alt halkasidir.

b) Cek(f) = {x € R : f(x) = Oy} kiimesi R’nin bir alt halkasidir.

c) R birim elemanli halka, H # {0} ve f 6rten ise H'da birim elemanhdir
ve f(lR) = 1H dir.

Cozim: a) x,y € f(I)ise3 a,b € Ii¢in
f(a) = x,f(b) =y
f(a—b) = f(a) — f(b) =x—y, (a—b €], fgrup homomorfizmasi)
x —y € f(I)
olur. Ayrica
f(a-b) = f(a)-f(b) =x"y
olup x - y € f(I) dir. f(I), H'nin alt halkasidir.

b) x,y € Cek(f) ise
f(a) = OH,f(b) = OH
f(a—b) = f(a) — f(b) = 0y — 0y = Oy, (f grup homomorfizmasi)
x —y € Cek(f)
olur. Ayrica
f(a ' b) = f(a) ' f(b) = OH ' OH = OH
olup x - y € Cek(f) dir. Su halde Cek(f), R'nin alt halkasidir.

c) f 6rten oldugundan her h € H i¢in 3 r € R vardir dyle ki f(r) = h dir.
Simdi her h € H i¢in

h =f(r) =f(1g - 1) = f(1g) - f(r) = f(1g) - h

h =f(r) = f(r-1g) = f(r) - f(1r) = h - f(1R)
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olup H’nin birim elemanl oldugu ve f(1g) = 1y oldugu goriliir.

15. D bir tamlik bolgesi olsun. x € Digin “x? =1 icin x=1 veya
x = —1” oldugunu gosteriniz. Bunun sonucu olarak, eger D sonlu sayida birime
sahipse bu birimlerin ¢arpiminin —1 oldugunu gésteriniz.

Cozim: x? =1<ox2-1=0< x—1)(x+ 1) = 0 < D bir tamlik bél-
gesi oldugundanx —1 =0veyax + 1 = 0 dir.

D deki biitiin birimler U= {1,—1,uy,u,,...,u,} olsun. x € U icin
x~1 = x < x% =1 olup tersi kendine esit olan elemanlarin sadece 1 ve —1 ol-
dugu goriilir. u = (—1)uyu, ...u, dersek u; lerin tersi kendisi olmadigindan bu

carpimin sonucu —1 dir.

idealler ve Boliim Halkalar1

16. R = Z;, halkasinin biitiin ideallerini, b6liim halkalarini, asal ve
maksimal ideallerini belirleyiniz.

Cozilim: Z,, nin 6 tane ideali vardir.

1= {0} R/ = {111,182, ..., 111}
J=1{0,6} R/] ={],]®1,]D2,]D3,]d4,]®5}
K ={0,4,8} R/K = {K, K®1, K2, KD3}

L ={0,3,6,9} R/L = {L, L1, LD2}

M = {0,2,4,6,8,10} R/M = {M,M®1}

N =17, R/N = {N}

Asal idealler: KL

Maksimal idealler: KL

17. iki idealin kesisiminin de bir ideal oldugunu gosteriniz.
Coziim: I ve ] bir R halkasinin iki ideali olsun.

i) I ve J ideal olduklarindan 0 € Ive 0 € J olup 0 € I N ] dir.
ii)x,yeln] =>xy€lvexy€]

=x—y€lvex—ye€](lve]ideal)
=>x—y€eln]
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iiijxelNnJvereR =>x€e,x€]Jver eR
= xr,rx € [vexr,rx € | (I ve ] ideal)
=xr,rxeln]j
Su halde I N ] bir idealdir.

18. A ve B bir R halkasinin iki ideali ise A- B € A N B oldugunu gosteri-
niz.

Cozim: a; € A ve b; € B olmak lizere x = a;b; + a,b, + -+ a,b, € AB
alalim. Simdi A bir ideal ve i = 1,2,---,n icin b; € R oldugundan a;b; + a,b, +
-+ apb, € A dir. O halde x € A dir. Benzer sekilde, B bir ideal vei = 1,2,-:-,n
icin a; € R oldugundan a;b; + a;b, + -+ a,b, € B dir. O halde x € B dir. Yani
X € A N B dir. Buna gore A - B c A N B elde edilmis olur.

19. R degismeli bir halka ve N’'de onun bir ideali olsun.
Ry ={a"e€N:n€Z* a€eR}
kiimesine N'nin radikali denir. Ry kiimesi R'nin bir ideali oldugunu goésteriniz.

Coéziim: i) N ideal oldugundan 0 € N dir. 0 = 0 € N olup 1 € Z* oldu-
gundan 0 € Ry dir.

ii) x,y € Ry yani x™,y® € N, m,n € Z* olsun. R degismeli oldugundan

n+m n+m n+m n+m-i i i

(x—y)"™ = Z( : )X -1’y
i=0

dir. N bir ideal oldugundan her bir terim N’'nin bir elemanidir. O halde

(x —y)™™ € N olup m + n € Z* olacagindan x — y € Ry dir.

iii) r € R ve x € Ry olsun. En az bir n € Z* i¢cin x™ € N olsun. R degis-
meli oldugundan ve N ideal oldugundan
(rx)* = (xr)" =x"r"eN
eN eR
olup rx, xr € Ry dir.

Buna gore Ry bir ideal olur.

20. R degismeli bir halka, K € R olsun.
Sk ={ax=0:a€eRVxeK}
kiimesine K’'nin sifirlayicisi denir. Sk kiimesi R'nin bir ideali oldugunu gosteri-
niz.
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Coziim: i) Herx € Kicin 0 -x = 0 olup 0 € Sk dir.

ii) a,b € Sk ise her x e Kicinax =bx =0 olup (a—b)x =ax—bx =0
oldugundan a — b € Sk dir.

iii) r € R, a € S¢ olsun. O halde her x € Kigin ax = 0 dir. R degismeli ol-
dugundan, her x € Kigin

(ra)x=r(ax) =r-0=0ve (ar)x = (ra)x =r(ax) = 0
olup ra, ar € Sk dir.

Bundan dolay1 Sk bir ideal olur.

21. Z,, de Sk({3}), Sk ({4}) ve Sk({3, 4}) ideallerini bulunuz.

Cozum:

Sk({3}) = {a € Zy, : 30a=0}={0,4,8}

Sx({4) ={a€ Z;, : 40a=0}={0,3,6,9)
Sk({3,4}) ={a € Z;, : 30a = 0 ve 4@a = 0} = {0}

22. A ve B degismeli bir R halkasinin iki ideali olsun.
A:B={xbeA: xeRVbEeEB}
kiimesinin R nin bir ideali oldugunu gosteriniz.

Coztim: i) Herb € Bicin0-b = 0 € Aolup 0 € A : Bdir.

ii) x,y € A: B ise her b € B i¢cin xb,yb € A dir. (x—y)b=xb—yb €A
olupx —y € A : Bdir.

iii) x € A: Bver € Ralalim. Her b € B i¢cin xb € A, R degismeli ve A id-
eal oldugundan
(xr)b = (rx)b = r()f.l_),) EA
€A
olur. O halde rx, xr € A : B dir.

Buna gore A:B bir idealdir.

23. A ve B bir R halkasinin iki ideali ve A N B = {0} olsun. Her a € A ve
her b € Bi¢in ab = 0 oldugunu gosteriniz.
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Cozum:

a€EAbeBiseace A beRveAidealolupab € A

a€AbeBisea€e R, beBveAideal olupab € B
oldugundan ab € A N B = {0} olur. O halde ab = 0 dur.

24. A ve B bir R halkasinin iki ideali ise A + B nin bir alt halka oldugunu
gosteriniz.

Coziim:x=a; +b; E A+ Bvey =a, + b, € A+ Balalim.

i) A alt halka ise (a; —a,) € A ve B alt halka ise (b; — b;,) € B oldugun-
danx —y = (a; —a;) + (b; —b,) € A+ Bdir.

ii) xy = a;a, + a;b, + bya, + b;b, € A+ B elde edilir. Simdi bu top-
lamdaki terimlere teker teker bakalim:

a;a, € A, clinki A alt halka

a;b, € A, ciinkii A ideal ve b, € R

b;a, € B, ciinkii B ideal ve a, € R

b;b, € B, ¢linkii B alt halka
O halde, A ve B alt halka olduklarindan (a;a, +a;b,) € Ave (bja, +b;b,) €A
olup xy € A + B elde edilir.

Buna gore A + B bir alt halkadr.
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