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2. ]_3(")LI"JM o
CEMBERIN ANALITIGI

CEMBER ve CEMBER DENKLEMI

2.1.Tanim: Analitik diizlemde alinan bir M(a, b) noktasindan r birim
uzakliktaki noktalarin kiimesine (geometrik yerine) ¢cember denir.

yJL
P(x.y)
r
b \ M(aJb)
X
0 a "

2.1. Teorem: Merkezi M(a, b) ve yarigapi r olan ¢emberin denklemi;
(x—a)’+ (y—b)?=r?
seklindedir.

Ispat: Merkezi M(a, b) ve yaricapi r olan cember {izerinde herhangi bir
nokta P(x, y) alalim. |PM| = r alinirsa iki nokta arsindaki uzaklik teoremi gere-

gl

JE=aZF (b =r

(x—a)’+ (y—b)*>=r?
bulunur.

Ornek: Merkezi M(2, 3) ve yaricapl r = 4 olan ¢emberin denklemini
bulunuz.

Coziim: a = 2,b = 3 ve r = 4 olacagindan,
x=2)+({y-3)?=4
x—2)>+(y—-3)>=16
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bulunur.

Ornek: (x+ 10)? + (y — 2)? = 36 ¢emberinin merkezini ve yarigapini
bulunuz.

Cozim: Merkezi M(10, 2) ve yarigapir = 6 dir.

Ornek: Merkezi M(2, 1) olan ve P(4, 6) noktasindan gecen cemberin
denklemini bulunuz.

Cozim: Merkezi M(2, 1) olan P(4, 6) noktasindan gectigine gore
|PM| = r uzunlugu yarigap degeridir.

P(4,6)

r=|PM| =,/(4—-2)2+(6—-1)2=+29

dir. Merkezi M(2, 1) ve yaricapi r = /29 olan ¢emberin denklemi;
x—2)*+ (y+1)*=29

olur.

Ornek:

M(2,5
r

A 3x+4y-6=0

Merkezi M(2, 5) olan ¢ember, denklemi 3x + 4y — 6 = 0 olan dogruya tegettir.
Bu ¢emberin denklemini yaziniz.
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Cozim: Bir noktanin bir dogruya uzakligindan,
L [2:3+54-6] _

J32+47
bulunur. Merkezi M(2, 5) ve yarigapi r = 4 olan ¢emberin denklemi;
x—2)*+(y—5)*=16
olur.

Ornek: Merkezi M(6, 4) ve yaricap: r = 10 olan ¢emberin y eksenini
kestigi noktalarin koordinatlarini bulunuz.

Coziim: Verilen cemberin denklemi,
(x=—6)*+ (y—4)> =100
y

A(0,12)

4 M(6,4)
10/P X

\n\_:'i/

B(0,-4)

bicimindedir. Bu denklemde y eksenini kestigi noktalar, x = 0 ile bulunur.
(0-6)2+ (y—4)2 =100
(y —4)? = 64
y—4=8vey—4=-8
y=12vey=—4

Ornek: A(0, 1), B(0, 6) ve C(3, 0) noktalarindan gecen cember denkle-
mini bulunuz.

Coziim: Cemberin denklemi;
(x—a)+ (y-b)?=r?

oldugundan,

A(0,1) icin (0 —a)?+ (1—-b)2 =r?isea’+ (1 —b)? =r?

B(0, 6) icin (0 —a)?+ (6 —b)? =r?isea’+ (6 —b)? =r?

C(3,0)i¢in (3—a)?+ (0—b)? =r?ise (3 —a)? +b? =r?
bulunur. ilk iki esitlikten,

a’+ (1—b)? =a%+ (6 — b)?

(1-b)?=(6—b)?

1-b=6—-—bvel—b=-6+D

7
b=3
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birinci ve li¢lincli denklemden,
a’+ (1—b)2=(3—-a)?+ b?

4 (1-7) =+ ()

2,25 5 49
a+4 a 6a+9+4
25 49
— =—6a+9+—
4 4
a—5

2

Birinci denklemden,

DRI
G+ (-3 =

rz= 22—5
bulunur. Buradan,

(-3 +(-3)-%
elde edilir.

2.2.Tanim: (x — a)? + (y — b)? = r? gemberinde
) {(x,y):(x—a)*+ (y—b)? <r?x,y € R}
kiimesine ¢emberin i¢ bolgesi
i) {(x,y):(x—a)? +(y—b)? >r?xy € R}
kiimesine ¢emberin dis bolgesi denir.
(x—a) +(y-b)* >1°

CEMBERIN GENEL DENKLEMI

Merkezi M(a, b) ve yarigapi r olan ¢cemberin denklemi,
(x—a)’+ (y—b)*=r?
idi. Bu denklem su sekilde diizenlenirse,
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x?—2ax+a’+y?—2by+b?—-r?2=0

x*+y?—2ax—2by+a®*+b*—-r?=0
yazilabilir. Burada;

D= —-2a,E=-2bveF=a?+b? —r?
alinirsa gember denklemi,

x?+y?+Dx+Ey+F=0
elde edilir.

2.3. Tanim: Merkezi M(a, b) ve yarigapi r olan cember denkleminde,
D= —-23,E=-2bveF=a?+b%?—-r?
aliirsa cember denklemi,
x> +y2+Dx+Ey+F=0
biciminde yazilmasina ¢emberin genel denklemi denir.

Bu ¢emberin merkezi;
D E
olur ve yaricapi
r’=a?+b?-F

_ JD?4+E%—4F

2
bulunur. Burada A = D? + E? — 4F ifadesine ¢ember denkleminin diskitimi-
nant1 denir.

Ornek: (x — 2)? + (y — 3)? = 36 cemberinin denklemini genel cember
denklemine ceviriniz.

Cozim: (x —2)* + (y—3)* =36
x*—4x+4+y*—6y+9 =36
x2+y?—4x—6y—23=0

Ornek: Genel denklemi x?+ y?+ 8x— 16y +55 =0 olan ¢cemberin
denklemini bulunuz.
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.. _ D_ 8__
Cozim:a = —g = Zlg 4
[D24E%—aF  [82+(~16)>-4-55
r = 5 = 5 =5

oldugundan merkezi M(-4, 8) ve yarigapir = 5 olan bir cemberdir.

2.2. Teorem:
x%2+y?+ Dx+ Ey + F = 0 denkleminde, A = D? + E? — 4F olmak {ize-

re,
2 g2
JD E“—A4F
i) A > 0 ise merkezi M (—%, —g) ve yarigapl r = + olan bir
cemberdir.

ii) A = 0 ise merkezi; M (— g, —g) olan bir noktadir.

iii) A > 0 ise x? + y* + Dx + Ey + F = 0 denklemi bir cember belirtmez.

Ispat: i tanimda verilmistir.

2, g2
JD“+E“—4F . .
ii) A=0 ise r= + = % = 0 olacagindan ¢ember merkezi;

M (—%, — g) olan bir noktadir.
iii) A < 0 ise reel kok olmayacagindan x? + y2? + Dx + Ey + F = 0 denk-
lemi bir cember belirtmez.

Ornek: mx? +my? + (m— 2)xy+ 4mx — 12y + 24 = 0 denklemi bir
cember belirttigine gore bu cemberin merkezinin koordinatlarini ve yarigapini
bulunuz.

Coziim: Genel ¢ember denklemi olmasi igcin C=0 olacagindan
m — 2 = 0 yani m = 2 olmahdir. Buna gore genel denklem,
2x%+ 2y +8x—12y+24=0
X2 +y?+4x—6y+12=0
a= _2 = — é = -2
2 2
E_ 6
2 2

b=-— = —3
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ID?4E2—4F (424 (—6)%—-4-12
oldugundan merkezi M(-4, 8) ve yarigapir = 1 olan bir cemberdir.

Ornek: k € Z olmak iizere, x> +y%?+4x +2y+k—1=0 g¢emberin
genel denklemi olduguna gore k'nin alabilecegi en buiyiik tamsay1 nedir?

Cozim: Genel cember denklemi olmasi i¢cin A > 0 olmaldir.
D?+E*—-4F >0
42 +22—-4(k—-1)>0
6 >k
k=75

Ornek: x? + y% + 8x+ ky + 20 = 0 denkleminin bir nokta belirtmesi
icin k ne olmahdir?

Coziim: Denklemin bir nokta olmasi i¢cin A = 0 olmaldir.
D2 +E2—4F =0
824+ k*—4-12=0
k=4

Ornek: A(0, 3) ve B(4, 0) noktalarindan gecen ve merkezi x+y = 0
dogrusu lizerinde bulunan ¢emberin genel denklemini bulunuz.

Cozim: Cemberin genel denklemi x? +y? + Dx + Ey + F = 0 oldugun-
dan,

A(0,3)icin 02+ 32+D-0+E-3+F=0ise3E+F=-9 (1)

B(4,0)icin 42+ 02+ D-4+E-0+F=0ise 4D+ F=—16 (2)

bulunur. Cemberin merkezi M (_%' —g) oldugundan bu nokta x +y = 0 dog-

rusu uzerinde bulundugundan, merkez koordinatlar1 bu dogru denklemini
saglar. O halde,
‘D_E_,
2 2
D+E=0 (3)
bulunur. Buna gore (1), (2) ve (3) denkleminden,
D=-1,E=1F=-12
X2 +y2—x+y—12=0
olur.
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CEMBERDE OZEL DURUMLAR
1. Merkezil Cember Denklemi
2.4. Tanim: Merkezi M(0, 0) noktasinda olan ¢emberlere merkezil

cember denir. a = 0,b = 0 icin cember denklemi x? + y? = r? dir.

Ornek: Trigonometride kullanila birim ¢ember bir merkezil gemberdir.

-~

©.1)

-1,0) (1.0)

Ornek: A(3, 4) noktasindan gecen merkezil cember denklemini bulu-
nuz.

Coziim: A(3, 4) noktas1 x? + y? = r? denklemi lizerinde oldugundan,
32 +4% =r?
r=5
olup ¢cember denklemi x? + y2 = 25 olur.

2. Baslangi¢c Noktasindan Gegen Cember Denklemi
2.3. Teorem: Merkezi M(a, b) ve yarigcapi r olan ¢cemberin baslangi¢
noktasindan ge¢mesi icin
x> +y?+Dx+Ey=0

biciminde olmaldir.

Ispat:
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J\y

0(0,0)

Merkezi M(a, b) ve yaricapi r olan cember denklemi (x —a)? + (y — b)? = r?
idi. Bu ¢ember O(0, 0) noktasindan gectigine gore nokta koordinatlari gember
denklemini saglamaktadir. Buradan;

(0—a)*+ (0 —b)? =r?

a’+b% =r?
bulunur. Buna gore;

F=a?+b?-r?=0
olur. Su halde cemberin genel denklemi;

x> +y?+Dx+Ey=0
bicimindedir.

Ornek: 0(0, 0), A(6, 0) ve B(0, -8) noktalarindan gecen cemberin genel
denklemi nedir?

Cozim: 0O(0, 0) noktasindan gectiginden x? + y? + Dx + Ey = 0 denk-

lemi gecerlidir.
y

0 6 X

-8

A(6,0) icin 62+ 0> +D-6+E-0 = 0ise D = —6
B(0,-8) icin 02 + (—8)>+D-0+E-(—8) = 0 ise E = 8
x?+y?—6x+8y =0

2. Merkezi x-Ekseni Uzerinde Olan Cember Denklemi

2.1. Sonug¢: Merkezi x-ekseni lizerinde ve yarigap: r olan ¢emberin
denklemi;
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4y

r »

/v\ 3

x2+y?+Dx+F=0
bigimindedir. (Burada b = 0 ve F = a* — r? dir.)

Ornek: Merkezinin koordinatlar1 M(5, 0) ve yarigapi1 3 birim olan ¢em-
berin genel denklemini bulunuz.

Cozim: D=—-2a=-2-5=-10

F=a?-r?2=52-32=16
x2+y2—10x+16=0

4, Merkezi y-Ekseni Uzerinde Olan Cember Denklemi

2.2. Sonug: Merkezi y-ekseni lizerinde ve yarigapir olan ¢emberin ge-
nel denklemi;

x> +y*+Ex+F=0
bicimindedir. (Burada a = 0 ve F = b? —r2dir.)

Ornek: A(0, 1) ve B(0, 9) noktalar: veriliyor. [AB] dogru parc¢asini ¢cap
kabul eden cemberin genel denklemini bulunuz.

Coziim: M (—0+0 149

! T) = M(0,5) ver =1+ 4 = 9 — 4 = 5 oldugundan,
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Ay
B(0,9)
ra4

¢ M(0,5

rz24

AO oy

x=0
E=-2b=-2:-5=-10veF=b%?-r2=52—-42=9
x2+y2—10x+9=10

5. x-Eksenine Teget Olan Cember Denklemi

2.3. Sonugc: x-eksenine teget, merkezi M(a, b) ve yaricapi r olan cembe-

rin denklemi;
Y

b

0

(x—a)’+ (yFb)2=r?
bicimindedir. (Burada r = |b| dir.)

Ornek: Merkezinin koordinatlar1 M(3, 4) ve x-eksenine teget olan
cemberin genel denklemini bulunuz.

Cozim:r = |b| = 14| = 4
(x—3)2+ (y—4)? =47
x?—6x+9+y>—8y+16=16
x*+y*—6x—8y+9=0

6. y-Eksenine Teget Olan Cember Denklemi

2.4. Sonugc: y-eksenine teget, merkezi M(a, b) ve yarigapi r olan cembe-
rin denklemi;
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0 a

xFa)?+ (y—b)?=r?
bicimindedir. (Burada r = |a| dir.)

Ornek: Merkezinin koordinatlar1 M(-5, 3) ve x-eksenine teget olan
cemberin genel denklemini bulunuz.

Cozim:r = |a| =|-5/=5
(x=5)%2+ (y—4)? =52
x* —10x+ 25+y? —8y + 16 = 25
x> +y2—10x—8y+ 16 =0

7. x ve y-Eksenine Teget Olan Cember Denklemi

2.5. Sonuc¢: Hem x hem y eksenine teget, merkezi M(a, b) ve yarigapi r
olan ¢emberin denklemi;

¥,

. "’a"'
EFr)2+(yFr)t=r?
bicimindedir. (Burada r = |a| = |b] dir.)
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Ornek: Merkezinin koordinatlar1 M(-6, 6) ve x ve y eksenine teget olan
cemberin genel denklemini bulunuz.

Cozim:r=|a] =|b|=|-6|/=6
(x=6)*+ (y—6)*=6"
x? —12x+ 36 +y? — 12y + 36 = 36
x2+y2—12x—12y+36 =0

Ornek: Her iki eksene teget olan ve A(6, 3) noktasindan gegen ¢embe-
rin denklemini bulunuz.

Cozim: Cember A(6, 3) noktasindan gectigi icin bu nokta denklemi sag-
lar.
(6-1r)>+(3-r)*=r?
36 —12r+r?+9 —6r+r?=r?
r’—18r+45=0
r=3,r=15

Kiigiik cemberin denklemi (x — 3)* + (y — 3)% = 32

Biliyiik cemberin denklemi (x — 15)? + (y — 15)% = 152

A(6, 3) noktasindan gecen c¢emberin denklemini (x—15)% +
(y— 15)? = 225

Ornek: Merkezi 2x + 3y — 12 = 0 dogrusu iizerinde bulunan ve II. bél-
gede her iki eksene de teget olan cemberin yaricapi kagtir?

Cozim: Cemberin merkezi II. bolgede M(-r, r) alinirsa bu nokta dogru
lizerinde oldugundan,



www.matematikl.com 14

2x-3y-12=0

s\k>X

2(-r)+3r—12=0
r=12
bulunur.

BiR DOGRU iLE BiR CEMBERIN BiRBiRINE GORE DURUMLARI

2.5. Tanim: Cemberi bir noktada kesen dogrulara teget denir. Buna
gore (x—a)? + (y —b)? = r? ¢emberi ile y = mx + n dogrusu verilmis olsun.
Cember merkezinin dogruya olan uzakhigini 2 ile gosterelim.

(X—a)2+(mx+n—b)2 =r?

x?—2ax+a?+m?x?+2m(n—b)x+ (n—b)?—-r?2=0

(1+ m?»)x?[2m(n—b) —2a]x+[a?+ (n—Db)?—r?] =0
2. derece denklemi elde edlllr Bu denklemde;

M(a.b)
r=¢
S > (d) HJ’ > (@ "
¢=r ise (d) N (C)={H?} < rise(dn(Cy={AB}
¢>r ise (d)n(C) =

1) A < 0 ise dogru denklemi kesmez. Cember ile dogrunun ortak nokta-
lar1 yoktur. (d)N(C) = &

2) A = 0 ise dogru denklemi bir noktada keser. Dogru cembere tegettir.

(dN(C) = {H}
3) A > 0 ise dogru denklemi iki noktada keser. (d)N(C) = {A, B}
2.1. Not: Eger cember M(0, 0) noktasinda ise ¢gember ile dogru arasin-

daki denklem;
(1+m?)x?+ 2mnx + (n? —=r?) =0
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A= 4[r*(1 + m?) — n?]
olur.

Ornek: (x—3)?+ (y+4)? =50 cemberi ile y=x—1 dogrusunun
kesim noktalarini bulunuz.

Cozim: (x —3)% + (y+ 4)* =50
(x—3)2+ (x—1+4)>=50
x?—6x+9 +x%+6x+9=>50
X =14
Eger x = 4 ise y=3 olup A(4, 3) noktasinda keser.
Eger x = —4ise y = —5 olup B(-4,-5) noktasinda keser.

Ornek: Genel denklemi (x—3)?2+ (y—1)2=16 olan ¢emberin
X —y+ p = 0 dogrusuna teget olmasi icin p ne olmalidir.

Cozim: 1. Yol: 4 yaricaph ve M(3, 1) mekezli gemberin dogruya olan
uzakhgy;

K X-y+p =0

MK = 11-3=1-1+p|
J32+12
4 = 121Dl
J10

p=2+4v10vep=2—-4v10

2.Yol: (x—3)2+ (y—1)2=16
x—3)2+ (x+p—-1)?=16
x2 —6x+9+x%+2(p—Dx+(p—-1)?%=16
2x2+ (2p—-8)x+p*—2p—6=0
2. dereceden denklemi elde edilir. Cemberin dogruya teget olmasi icin A = 0
olmalidir.
(2p—8)*—4-2-(p*-2p—-6)=0
(P—4>—-2-(p*—2p—6)=0
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p>?—8p+16 —2p*>+4p+12=0
p2+4p—28=0
p=2+4v10vep=2—-4v10

Ornek: (x — 4)? + (y — 2)? = 9 ¢emberi ile y = 2x + 5 dogrusunu bir-
birine gére durumu nedir?

Céziim: r? =9,m = 2 ve n = 5 oldugundan uyaridan;
(14+ m?»)x%?+ 2mnx+ (n>—r?) =0
(1+2H)x?+2-2-5x+ (52—-3%) =0
5x2+4+20x+16 =0
A=80>0
bulunur. Su halde ¢gember dogru ile iki noktada kesisir.

CEMBERIN TEGETININ ve NORMALINiN DENKLEMIi
2.6. Tanim: Tegetin degme noktasinda tegete dik olan ve gember mer-

kezinden gecen dik dogruya ¢emberin normali denir.

1. Merkezil Cemberde Teget ve Normalin Denklemleri

A
N normal

K 0 P(X 0'y0)
teget

x24y2= 2

2.4. Teorem: x* + y? = r? merkezil cemberde tegetin degme noktasi
P(x,,¥,) ise cemberin normalinin denklemi;
Xyp —yXo =0
dir.

Ispat: 0(0, 0) ve P(x,,y,) noktalarindan gegen normalin egimi;
_Y2m¥1 _Y¥o=0 _Yo
X=Xy Xp—0 X,
dir. Buna gore normalin denklemi;
Y = Yo = my(X = X,)

My
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y
Y_YO=X_3(X_X0)

YXo = Xo¥Yo = XYo — XoY¥o
Xyo —¥Xo =0
olur.

2.5. Teorem: x? + y? = r? merkezil cemberde tegetin degme noktasi
P(x,,y,) ise cemberin tegetinin denklemi;
XXg +yy, = r?

dir.
Ispat: 0(0, 0) ve P(x,,y,) noktalarindan gegcen normalin egimi my = %
0
oldugunu 2.4. teoremden biliyoruz. Teget ve normal dik iki dogru oldugundan,
Yo
mp-— =-—1
T %, )
= _20
m =
T Yo

dir. Buna gore tegetin denklemi;
Yy—=YVo = m;((x — o)
Yy—=YVo = _yg'(x_xo)
YYo — YoYo = —XXo + XX
YY¥o + XXy = Xg +y§
Yy, + XX, = r?

olur.

Ornek: x? + y? = 16 ¢emberine A(2,2+/3) noktasinda tegetin degme
noktasi olduguna gore teget ve normalin denklemini bulunuz.

Coziim: A(2,2v3) noktas1 cemberin denklemini saglamaktadir. A nok-
tasi cember lizerindedir.

Teget denklemi xx, + yy, = r? ise 2x + 2v/3y = 16
Normalin denklemi xy, —yx, = 0 ise —2x + 243y =0

2. Merkezi M(a, b) ve Yaricapi r Olan Cemberde Teget ve Normalin
Denklemleri
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(x-a)®+(y-b2=r?

2.6. Teorem: M(a, b) merkezli (x —a)?+ (y — b)? =r? ¢cemberde te-
getin degme noktasi P(x,,y,) ise cemberin normalinin denklemi;
4 (x=x%)(yo—b) = —yp) (X —a)=0
Ir.

Ispat: M(a, b) ve P(x,,y,) noktalarindan gegen normalin egimi;
_Y27V1 _Yo~b
T Xp—X; Xp—a

my

dir. Buna gore normalin denklemi;
y—=Yo= mN(g(_ Xo)
yo—
y=Yo = xg——a(x_x(’)
(x—=x0)(yo—b) = (y=yo)(xo—a) =0
(x—=x0)(yo—=b) =y —yo)(xg—a) =0
olur.

2.7. Teorem: M(a, b) merkezli (x —a)?+ (y— b)? =r? ¢cemberde te-
getin degme noktasi P(x,,y,) ise cemberin tegetin denklemi;
(x=x)(xg—a)+ (¥~ yo)(yo—b) =0

dir.
Ispat: M(a, b) ve P(x,y,) noktalarindan gegen normalin egimi
—b
N = io—a oldugunu 2.6. teoremden biliyoruz. Teget ve normal dik iki dogru
0
oldugundan,
(Yo=b) _ _
My (xo—a> =-1
_ _Xp—a

dir. Buna gore tegetin denklemi;
Y = Yo = my(X = X,)
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Y=Y = —;ﬁ):—g(x—xo)
0
¥ —yo)(yo —b) = —(x — x4) (%, — @)

(x=x)(xp—a)+ ¥ —yo)(y,—b)=0
olur.

2.6. Sonug: M(a, b) merkezli (x —a)? + (y — b)? = r? ¢emberde tegetin
degme noktasi P(x,,y,) ise cemberin tegetin denklemi;

i) (x—a)(x,—a)+(y—b)(y, —b) =r?

ii) xxy + yy, —a(x+x,) —b(y+y,) +a?+b* —r?2=0
seklinde de yazilabilir.

Ornek: 4. bolgede olan (x — 3)% + (y + 4)? = 65 cembere P(2, b) nok-
tasindan cizilen teget ve normalin denklemini bulunuz.

Coziim: M(3, -4) olmak tlizere; P(2, b) noktasi cemberin {izerinde oldu-
gundan,
(2-3)* +(b+4)>=65
b=20Ab=-12
dir. Cember 4. bolgede oldugundan P(2, -12) alinir.

Teget denklemi
x—2)2-3)-(y—-(-12))(-12—(—4))=0ise 8y+x+94 =0

Normalin denklemi

x—2)(-12—-(-4)—-(y—-(—-12))(2—3) =0isey—8x+28 =0

Ornek: (x —1)?2+ (y+4)? = 10 ¢emberi iizerindeki P(4, -3) nokta-
sindan ¢izilen teget, x eksenini kestigi noktay1 bulunuz.

Cozim: M(1, -4) ve P(4, -3) noktalar1 arasindan gegen normalin egimi;

_=3-(=4_1
MN="72"17 73
ve tegetin egitimi,
1 —
mT * § —_ _1

bulunur. Buna gore tegetin denklemi,
y = (=3)=-3(x—4)
y=-3x+9
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dir. Bu dogruyu x eksenini kestigi nokta,
y=0icin0=-3x+9isex =3
olur.

BiR CEMBERE DISINDA ALINAN BiR NOKTADAN CiZiLEN TEGET-
LER

Bir cemberin disinda bir noktadan iki teget gectigini geometri dersle-
rinden bilinmektedir. Simdi bunlarla ilgili 6rnekler verelim.

Ornek: x? + y% = 25 ¢cembere A(6, 3) noktasindan cizilen tegetlerin
denklemini bulunuz.

Cozum: A(6, 3) noktasindan ¢embere c¢izilen tegetler d, ved, bu iki
dogrudan gecen y = mx + n olsun.

Ay

— 5
-
A(6, 3) noktas1 dogruyu sagladigindan 3 = mé + n dir. (D

Ayrica y = mx + n dogrusunun x? + y? = r? merkezil gemberinin tegetlik sar-
o,

=22,
= X
5

r’(1+m?)—-n?=0
idi. Buradan,

25(1+ m?) —n?=0

25(1 + m?) = n? (2)
bulunur. Bu (1) ve (2) denklemleri ¢oziiliirse,

m = 18 +2v/37vem = —81 + 12V37

y = (18 % 2v37)x + (=81 £ 12+/37)
dogrusal denklemlerini elde ederiz.

Ornek: x2 + y? = 9 cemberinin 2x + 3y + 5 = 0 dogrusuna paralel te-
getlerin denklemini bulunuz.
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Coziim: Istenen dogru denklemleri y = mx + n olsun.

2x+ 3y + 5 = 0 dogrusunun egimi m = — % dir.

Istenen tegetler 2x + 3y + 5 = 0 dogrusuna paralel olacagindan egim-
leri esit olmaldir. Yani istenen dogru denklemleri y = — %x + n olur. Tegetlik

sartindan,
r’(1+m?)—-n?=0

32 (1 + (—%)2) —n2=0
2J10
3

n=+——

bulunur. Buna gore;

y=—3XtT 73 Vey="3X7 3

teget denklemleri elde edilir.

MERKEZIL CEMBERLERDE TEGET, NORMAL, TEGETALTI ve NOR-
MALALTI UZUNLUKLARI

xyoiyxc,: o

2.7. Tanim: Tegetin x eksenini kestigi nokta ile degme noktasi arasin-
daki teget uzunlugu (|AP|), normalin x eksenini kestigi nokta ile degme nokta-
s1 arasindaki teget uzunlugu (|OP|) denir.

2.8. Tanim: Tegetin degme noktasinin x eksenine dik izdiistiimiiniin H
noktasinda kesilsin. |[PH| dogru parcgasinin uzunluguna tegetalti uzunlugu,
|OH| dogru parg¢asinin uzunluguna normalalti uzunlugu denir.
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2.8. Teorem: x? + y? =r? merkezil cemberde tegetin degme noktasi
P(x,,y,) ise tegetin uzunlugu;

|ap| = |10
X0

dir.

Coziim: Merkezil gemberin tegetinin denklemi xx,, + yy, = r? dir.

. r2 I'Z .
y=0isex =—olup A (—,0) dir.
0 X0

X

2
_0_2
X0

Yot
X0

2.9. Teorem: x° + y? = r? merkezil cemberde tegetin degme noktasi
P(x,,y,) ise tegetalt1 uzunlugu;

yZ

|HA| =20

|X0|

dir.

2 2_,2 2 2
i r r°-xg _V§_ Y
Ispat: [HA| = |0A| — |OH| = = —x, =—2Q =J21 =|;0_|
X0 X0 X0 0



www.matematikl.com 23

2.10. Teorem: x? + y* = r? merkezil cemberde normalin degme nok-
tas1 P(x,,y,) ise normalin uzunlugu;
|OP| =r
dir.

Ispat1 agikar oldugundan okuyucuya birakilmistir.
2.11. Teorem: x? + y? = r? merkezil cemberde normalin degme nok-
tas1 P(x,,y,) ise normalalti uzunlugu;
|[HO| = x,
dir.
Ispat1 asikar oldugundan okuyucuya birakilmistir.
Ornek: x? + y2 = 100 ¢emberi iizerindeki P(6, 8) noktasindan teget

cizliyor. Teget, tegetalty, normal ve normalalti uzunlugunu bulunuz.

Cozim:

i) Teget uzunlugu |AP| = [29-| = |8 10| =40 by
2 2

ii) Tegetalt:1 uzunlugu |[HA| = %% |86| 32 by
0

iii) Normal uzunlugu |OP| =r =10 br
iv) Normalalti uzunlugu |HO| = 6 br

BiR NOKTA iLE BiR CEMBERIN KONUMU
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2.12. Teorem: P(x,,y,) noktasi (x —a)*+ (y — b)? = r? gemberi civa-
rinda olsun. P = (x, —a)? + (x, — b)? — r? olmak iizere;

i) P> 0ise nokta cember disindadir.

ii) P = 0 ise nokta cember lizerindedir.

iii) P < 0 ise nokta ¢ember igerisindedir.

Ispat: P = (x, —a)?+ (y, —b)? —r? noktas1 (x—a)?+ (y —b)? = r?
cemberi lizerinde ise denklem saglanacagindan P = 0 olup nokta ¢ember {ize-
rindedir.

Buna gére cemberin dis bolgesi (x— a)? + (y —b)? > r? denklemiyle
saglandigindan, P = (x, — a)? + (y, —b)? —r? > 0 olmalidur.

Yine ¢cemberin dis bolgesi (x — a)? + (y — b)? < r? denklemiyle saglan-
digindan, P = (x, —a)? + (y, — b)* — r? < 0 olmalidur.

Ornek: A(2, 3)noktas! (x — 4)? + (y — 4)? > 25 ¢emberinin hangi bél-
gesindedir.

Cozim: P= (2—4)%+ (3—2)?2—25=-20< 0 olup A(2, 3) noktasi
cemberin icinde bir noktadir.

Ornek: P(7, 2) noktas1 ile (x —3)% + (y — 5)% = 4 cemberi arasindaki
en kisa ve en uzun uzaklik ka¢ birimdir?

Cozim: P noktasinin cemberin merkezinden gecen dogrunun ¢embere
degme noktalari sekildeki gibi biri A, diger B olsun.

B

A w P(7.2)

iki nokta arasindaki uzakliktan,
|MP| =\/(5— 2)2+(3-7)?=5
bulunur. Buna gore,

P noktasina en kisa uzaklik |BP| = [MP| — |[MB| =5—2 =3 br
P noktasina en uzun uzaklik |AP| = |[MP| + |[MA| =5+2 =7 br

olur.
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3.13. Teorem: P(x,,y,) noktasi, (x—a)?+ (y —b)? =r? ¢emberi ve
P = (x—a)? + (y— b)? — r? olmak lizere ¢cember lizere cember lizerinde se-
kildeki gibi noktalar tanimlansin.

C
Bu takdirde;
|PA|> = [PB| - [PC| = (x, —a)* + (y, — b)* —1r?
olur.

Ispat: Geometri derslerinde kuvvet tanimlarini ve teoremlerini hatirla-
yalim. Cemberde Uzunluk konusunda kuvvet teoremlerinde
|PA|? = |PB| - [PC|
olduguna gore;
|[PA|? = |PB| - |[PC| = (x, —a)? + (y, —b)? — r?
olur.

Ornek: P(1, 2) noktasindan (x— 5)?+ (y —b)? = 4 cemberi cizilen
teget parcasinin uzunlugu 4+/3 birim olduguna gore b’nin degeri nedir?

Cozim:

43

P(1, 2)
[PA|? = (xo —a)* + (yo —b)? —1?
(4V3)2=(1-5)2+(2-b)?>—4
48 =16+ (2—b)2 —4
b? —4b—-32=0
b=—-4veb=28

KUVVET EKSENi
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2.9. Tanim: Diizlemde iki gembere gore, ayni kuvvette olan noktalarin
kiimesi, bu iki cemberin kuvvet ekseni denir. Kesisen iki cemberin kuvvet ek-
seni, kesim noktalarindan gecen bir dogrudur. Distan teget olan iki cemberin
kuvvet ekseni, degme noktalarinda cembere teget olan bir dogrudur.

Kuvvet ekseni Kuvvet ekseni

iki cemberin kuvvet ekseni, bu cemberlerin denklemleri arasinda x2 ve
x2 li terimlerin yok edilmesiyle bulunur.

Ornek: Denklemleri (x — 4)2+y%? =1 ve x?>+ y? =9 olan ¢emberin
kuvvet eksenlerinin denklemini bulunuz.

Cozim: (x—4)? +y? =1 denklemini genel denklem seklinde yazlip
taraf tarafa c¢ikarilirsa,
x> —8x+y?*+15=0
x*?+y2=9=0
dogrusu elde edilir.

}—8x+24=OiseX=3

Ornek: x2+y?2+3x—(m—-1)y+17=0ve x> +y? +2x+y—5=10
olan cemberlerin kuvvet ekseni (3, 5) noktasindan gectigine gére m’'nin degeri
nedir?

Cozum: Bu iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa,
x—my+12=0
bulunur. (3, 5) noktasi denklemi sagladigindan
3—-m-5+12=0
m =3
olur.
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Ornek: x? + y2 — 9 = 0 ve x? +y? — 6x + 4y — 10 = 0 olan iki cember
A ve B gibi iki noktada kesistiklerine gore AB dogrusunun denklemini bulunuz.

Cozim: A ve B kesim noktalarindan gecen AB dogrusu, cemberlerin
kuvvet eksenidir. Buna gore kuvvet ekseninin denklemi AB dogrusunun denk-
lemidir.

x2+y?—6x+4y—10=0

X2 4+y2—9 =0 }6x—4y+1=0isex=3

iKi CEMBERIN TEGETLERIN DiK KESiSME SARTI

2.14. Teorem: (x—a)?+ (y—b)? =r? ve (x—a)?+(y—b)?=r"?
iki cember, A bu iki cemberin kesim noktasi ve A noktasindan ¢emberlere c¢izi-
len d, ve d, tegetleri olsun. Bu iki teget dik kesisiyorsa,

d2 d1

(x—a)2+(y-b)2=r2  (x-a")2+(y-bP=r2
a?+b?—r?+a”?+b%—r?=2(aa’+bb)
dir. (Iki cemberin kesisme noktalarinin tegetleri dik kesisiyorsa kisaca ¢em-
berlerin dik kesismesi diyecegiz.)

Ispat: d, ve d, tegetleri dik kesisiyorsa M;M,A dik iiggeni olusur. Pisa-
gor teoreminden,
IM; M, |? = IM,Al? + [M,A|?
(a—ad%?+ (b—-b)2=r2+r"?
a’? —2aa’+ a2 +b? —2bb’' +b'? =r? +r"?
a? +b%? —r?+a’? +b'? = 2(aa’ + bb)
olur.

2.7. Sonug: Cemberlerin genel denklemleri x? +y* +Dx+ Ey+ F =0
ve x2 +y2 +D'x+E'y + F' = 0 ise, bu iki cemberin kesisme noktalarmin te-
getlerinin dik kesisme sarty,

DD’ + EE' = 2(F+ F')
dir.
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Ornek: x>+ (y—5)2=r? ve (x—2)?+ y? = 4 cemberleri dik kesis-
mesi icin r ne olmahdir?

¢ozim: a®? + b2 —r?+a’? + b’ = 2(aa’ + bb")
02 +5%2—r?24(-2)+0>=2(0-(-2)+5-0)
r=>5

Ornek: x*+y?—4x+6y+m=0 ve x?’+y?+2x—8y+15=0
cemberleri dik kesismesi icin m ne olmahdir?

Cozim: DD"+ EE' = 2(F + F")
(—4)-24+6-(—8)=2(m+15)
m=-—13

CEMBER DEMETI

2.10. Tanmm: Genel denklemleri x*+y?+Dx+Ey+F=0 ve
x%+y%+ D'x+ E'y + F' = 0 olan iki gemberin kesim noktalar1 A ve B olsun. A
ve B noktalarindan ge¢en cemberlerin tiimiine cember demeti denir. Cember
demetinin denklemi; (A € R)

A

B
x2+y24D x+E y+F =0 x24y2 4D, x+E,y+F,=0

x*+y2+Dx+Ey+F+A(x*+y>+D'x+Ey+F)=0
dir.

Ornek: x? + y?2 + 2x— 12 =0 ve x?> + y? + 8x + 12 = 0 cemberlerinin
kesim noktalariile (1, 2) noktasindan gecen ¢emberlerin denklemini bulunuz.

Cozim: Bu iki kesim noktalarindan gegen tiim ¢emberlerin denklemi,
xX2+y2+2x—12) + AM(x*+y2+8x+12) =0
dir. (1, 2) noktasi bu iki denklemi sagladigindan,



www.matematikl.com 29

(12+2242-1-12)+A(12+2%2+8-1+12)=0
1

}\, == g

bulunur. Bu denklemde yerine yazilirsa,
(2 +y? +2x—12) + £ (X +y2 + 8x + 12) = 0
5x%2+ 5y + 10x— 60+ x?+y?2+8x+12=0
6x%+ 6y% + 18x—48 =0
32+ 3y?+6x—16=0

elde edilir.

Ornek: Denklemi x? +y? + 5x — 4my + 6 = 0 olan ¢ember demetinin
belirttigi cemberler sabit iki noktadan gecerler. Bu noktalarin apsisleri nedir?

Cozim: x% + y% + 5x —4my + 6 = 0 cember demetinde;
m = 0 alinirsa x? +y? + 5x+ 6 = 0
m =1alnrsax?+y%+5x—4y+ 6 =0
Bu iki cember demetteki cemberlerden iki tanesidir ve tiim ¢emberlerin gecti-
gi sabit iki noktadan da gegmektedirler. Cemberleri gectigi sabit iki nota A ve B
ise AB dogrusu kuvvet eksenidir. Bu iki cember taraf tarafa ¢ikarilirsa,
y=0
bulunur. Burada ¢cember demetindeki tiim ¢cemberler y = 0 dogrusu tizerinde-
ki A ve B noktalarinda kesismektedirler.
y=0isex*+ 0?2+ 5x—4m-0+6 =0
x?2+5x+6=0
X =—-3vex=—2

YARIM CEMBER DENKLEMLERI

2.11. Tanim: (x — a)? + (y — b)? = r? ¢cember denkleminde,

i) y=b+ m olarak yazilmasina yarim tst yarim ¢ember
ii) y=b-— m olarak yazilmasina yarim alt yarim ¢ember

iii) x=a+ \/m olarak yazilmasina yarim sag yarim ¢ember

iv) x =a— ,/r?2 — (y — b)? olarak yazilmasina yarim sol yarim ¢ember
denir.
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A
y

] x-_*.'=\+ﬂlr2—(y—b)2

y=b+/r2—(x-a) 2 s

M(a,b)«
y=b N,——‘\
Xx=a-Vr2—(y-b)2 “~_J

- 1 v 1
b \ M(a,b)‘/ X
1 s e . X 0 L1 »
0 y=b—Ir2—(x—a)2 x=a

Ornek: x = -2+ ,/4— (y + 4)? denklemi ile verilen egrinin grafigini
¢iziniz.

Cozim: x = =2 +,/4 — (v + 4)?

x+2=/4—(y+4)?
(x+2)’=4—-(y+4)
(x+2)2+ (y+4)? =22

: A y
1

—2 E ul X
! 0 "
I

;4*'?\
M(-4,—4) é——] —4
|
I,
X=-2
(;(")ZI"JMLU ALISTIRMALAR

1. x? + y% = 25 dairesinin A(5, 0) noktasindaki teget icin asagidakiler-
den hangisi dogrudur?

A) x-eksenine paraleldir B) y-eksenine diktir
C) (0,0) noktasindan gecer D) x = 5 dogrusudur

E) x =-5 dogrusudur

Cozim:
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A(5:0)

N
|/

¥ 4
x% +y? = 25ve xx, +yy, = 25

5x+0-y=25
x=5

Cevap:D

2. x* +y% — 4x+ 2y — 3 = 0 cembere (3; 1) noktasindan gecen bir te-
get vardir. Teget hangi noktada y-eksenini keser?

A)3 B4 (5 D)6 E)7
Cozim: x% + y% — 4x + 2y — 3 = 0 cember denkleminde;
_b__4__,
i3
V 4
2x+y—-5=0
N

X

Cembere lizerindeki K(p, q) noktasindan ¢embere cizilen tegetin denklemi;
-p)p-a)+y-al@-b)=0
x=3)B-2)+@y-DA-(-1) =0
2x+y—5=0

bulunur. x = Oi¢gin y = 5 dir.

Cevap: C

3. (x+4)?+ (y— 4)*> =16 cemberi lizerinde merkezinden ve orijin
noktalarindan gecen y = ax dogrusu bulunduguna gore, a’'nin degeri nedir?

A)-1 B)0 ()1 D)2 E)3
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Cozim: (x +4)? + (y — 4)? = 16 ¢cemberinin merkezi M(-4,4) ve r = 4
diir. M(-4, 4) ve 0(0, 0) noktasindan gecen dogru y = —x dogrusudur. Buna

gore a = —1 elde edilir.
¥=-X

‘Iru

Cevap: A

4. x? + y? = 5 cemberinin y = ax + 5 dogrusuna teget olmasi i¢in a’nin
degeri nedir?

A)t1 B)t2 ()+3 D)t4 E)+5

Cozim: Bir cembere teget bir dogru olmasi icin A = 0 olmahdir.
x*+y?=5vey=ax+5
x>+ (ax+5)2 =5
x>+ (ax+5)2 =5
x*(14+ a®) +10ax+20=0
A=(10a)2=4-(1+a?)-20=0
a=4=2
y k.
y ==2X+5
=2x-5

A,
AL

<

Cevap: B

5. Merkezi (2,-3) ve x-eksenine teget olan cemberin y-eksenini kesen
noktalarin toplami nedir?

A) 2 B)3 (€)4 D)5 E)6
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Cozim: Merkezi (2,-3) ve x-eksenine teget olan cemberde r = 3 diir.

Buna gore c¢emberin denklemi (x—2)2+(y+3)>=9 dir. x=0 icin
y, = 3++/5 vey, = 3 —+/50lacagidan
yi+y, =3+V5+3-V/5=6
bulunur.
Cevap: E

6. M(2, 1) merkezli ve 4x+ 3y = 9 dogrusuna teget olan ¢emberin
denklemi yarigapi nedir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E)S5
Coziim: Bir A(x1,y1) noktasinin ax + by + ¢ = 0 dogrusuna uzakhgy,
o= lax;+by, +c]

Ja2 +b?
seklindedir. M(2,-1) noktasinin 4x — 3y = 4 dogrusuna olan uzakligi,
oo 4243149 _

[ 4+(=3)?
diir. Bu bize ¢cemberin yari¢apini verir.
Cevap:D

7. A(6,0) ve B(0, 8) noktalarindan ve orijinden gegen ¢cemberin yaricapi
nedir?
A)1 B)2 (C€)3 D)4 E)5

Cozim: Cap1 goren ¢ember acg1 900 olacagindan [AB] ¢ap olur. [AB] nin
orta noktas1 merkezdir.
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o];)A(s,O) >
M (-630, 018

o= - T) =M(-3,4)
bulunur. |AB| = 2r dir. OAB dik tigeninde Pisagor teoreminden |AB| = 2r = 10
elde edilir. Buna gérer = 5 br dir.
Cevap: E

8.x2+ (a+3)y?+ (b—2)xy —4x + (b —a)y — 17 = 0 denklemi bir
cember belirttigine gore, bu cemberin yaricapi ka¢ br’dir?

A)5 B)4 (3 D)2 E)1

Cozim:a+3=1veb—-2=0
a=-2veb=2
olur. O halde cember denklemi;
x2+y?—4x+4y—17 =0
elde edilir. Buna gore ¢cemberin yaricaps;

ID24E2—4F [~ 2+ 4%—4-(-17)

5br

olur.
Cevap: A

T

P \_ ]

gl

0 A

Sekildeki cember eksenlere A ve B noktalarinda, 3x — 4y + 12 = 0 dogrusuna
ise T noktasinda tegettir. |PA| ka¢ birimdir?

A)6 B)7 (€8 D)9 E)10
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ozum:x=01se 50 — + = 0olupy =
OZU Oise3:-0—4y+12=00lupy =3
y=0ise3x—4-0+12=0olupx= —4

y
K3T
Bf—— M
P r
0 A X

3,4, 5kuralindan |[KP| = 4 br

Kuvvet ekseninden|KT| = |[KB| =3 —r

|PT| = |PA|ise54+3 —r =4 +rolupr = 4 dir.
|PA| =4 +r=8br

Cevap: C

10. x> +y?+ (k—1)x+3y+1=0ve x>+ y?—4x+ky + 6 = 0 cem-
berlerinin dik kesismesi icin k ne olmahdir?

A)4 B)5 C6 D)7 E)8

Coziim: iki cemberin kesisme noktalarinin dik kesisme sart,
DD’ + EE' = 2(F+ F')
olduguna gore;
(k—=1)(—4)+3k=2(1+6)
k=5
Cevap: B

11. x2 + y% + kx + 9y + 16 = 0 cemberinin x-eksenine teget olmasi igin
k ne olmaldir?

A)t5 B)t6 C)+7 D)+8 E)+9

2
Cozim: Cember x-eksenine teget ise (g) = F olmaldir.
k\?
(2) =16
k? = 64
k=8
Cevap:D
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12.x2 +y? —4x—2y+ 1 =0vex?+y?+ 2x+ 6y + 1 = 0 cemberleri
distan teget ise cemberlerin yarigaplarinin toplami r, + r, nedir?

A)2 B)3 (4 D)5 E)6

Cozim:
ID24E2—aF [~ %+ (-2)%-4-1
r, = = =2br
2 2
D?4E2_aF  [22462-a1
r, = > = > =3 br

r,+r,=2+3=5br
Cevap: B

12. y=0,y=4x—4vey = —lx + dogrularm olusturdugu tgcge-
nin ¢evrel cemberinin merkezinin apsisi ned1r7

NGO BC.o OC.0 D0 EEO)

Cozim: Verilen dogrunun grafikgi asagidaki sekilde verilmistir.
&

- aI,j.-'—-ﬂr:lr: -

7?,

'.5

¥

J

AR

/
/

y = 4x — 4 dogrusunun egimi 4 ve y = —%X +% dogrusunun egimi —% oldu-
guna gore egimlerin carpimi -1 verir. Bu durum bu iki dogrunun birbirlerine
dik oldugunu gosterir. Ayrica sekilden de gortlecegi gibi cevre acinin 6lglisii
900 oldugundan ¢emberin x eksenini kesen noktalar (1, 0) ve (5, 0) noktalari-
dir. Bu noktalar birlestiren dogru parcasinin orta noktasi (3, 0) olarak bulu-
nur.

Cevap: E
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13. M(4, 2) merkezli ve r =+/13 yarigapli cemberin x-eksenini kestigi
noktalarin apsislerinin toplami nedir?

A)8 B)9 ()10 D)11 E)12

Coziim: Cemberin denklemi,
x—4)?*+(y—2)>*=13

seklindedir. Buna gore ¢emberin x-eksenini kestigi noktalarin apsisleri bul-
mak i¢in y = 0 alinirsa,

X; = —5,x, = 13

X; +x, =—-5+13=28
bulunur.

Cevap: A
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