www.matematikl.com 1

3. BOLUM
ELiPSIN ANALITIGI

ELiPS ve ELIPSIN DENKLEMi

3.2.Tanim: Diizlemde sabit iki noktaya olan uzakliklar1 toplami sabit
olan noktalarin kiimesine elips denir. Sabit olan iki nokta elipsin odaklar,
odaklarin orta noktasina da elipsin merkezi denir.

o~

A, A', B ve B' noktalari elipsin kdseleridir.
F ve F' noktalari elipsin odaklaridir.

P(x, y) noktasi odaklara olan uzakhg1 daima sabittir. Yani; |AA’| = 2a
ise
|PF| + |PF'| = 2a
dir.

3.3.Tanim: Sekildeki gibi bir elipste biiyiik eksene (AA' dogrusuna)
asal eksen, kii¢clik eksen (BB' dogrusuna) yedek eksen denir.

|AA’| = 2a, |BB’| = 2b, |FF'| = 2¢
olarak alinirsa,

|OA| = |0OA’| = |BF'| = |B'F| = |B'F'|=a
olur.

3.1. Teorem: Asal eksen uzunlugu (|AA’| = 2a), yedek eksen uzunlugu
(IBB’| = 2b), odaklar arasi1 uzunluk (|FF’| = 2¢) alinirsa,
a’+b? =c?
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olur. (a>b,a > ¢)

Ispat: P(x, y) noktas1 B noktasina tasinirsa,

P

P(x,y) |B

IBF| = a, |BO| =b, |OF| =c¢
olur ki, bu bize Pisagor teoreminden,

a? =b? +¢?
oldugunu gosterir.

3.4. Tanim: Merkezi orijinde ve eksenleri koordinat eksenleri olan
elipse merkezil elips denir.

3.2. Teorem: Asal eksen uzunlugu (|AA’| = 2a), yedek eksen uzunlugu

(IBB’| = 2b) olan bir merkezil elips denklemi;

X2 y2
2ty =1
dir.

Ispat: P(x, y) noktas1 odaklara olan uzakhg daima sabit oldugundan
|PF| = |PF’| = 2a oldugunu biliyoruz.
Ay
2 P(x)

TN
Nl%

B

|PF| = \/(x —¢)? + y? ve |PF'| = {/(x + ¢)? + y?

\/(X+C)2+y2+\/(X—C)2+y2= 2a
JGF Ty = 22— JG= 0Ty
(x+ )% +y? = 4a2 —4a/(x = % +y% + (x— O)* + y?
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X2+ 2cx+ c?+y?=4a? —4a)(x— )2 +y? +x%*— 2cx+ c? + y?
4cx = 4a% — 4a/ (x+ )% + y?

a,/(x—c)? +y% =a? —x

a\/x? — 2cx+ c? +y? = a? —cx

a%(x%? — 2cx + c® +y?) = a* — 2a’cx + ¢%x?

a’x? — 2a%cx + a®c? + a?y? = a* — 2a%cx + ¢%x?
a’x? + a®c? + a%y? = a* + ¢*x?

a?x? — x2¢? + a%y? = a* — a?c?

(a? — c?)x? + a’y? = a?(a® —c?), (a’?=b%+c?)
b2x? + a?y? = a?b?

b2x2  aly?

azbz-}_azb2 =1
2

X y

a_2+b_2: 1

Ornek: Asal eksen uzunlugu 8 ve yedek eksen uzunlugu 6 birim olan
odaklar1 x ekseni lizerinde olan elipsin denklemini bulunuz.

X2 y? 2 2
Cozim: 2a=8ve2b==6ise 5 + - = lyani— +— = 1dir.
4 3 16 9

Ornek: 9x2 + 16x2 = 576 elipsi veriliyor.
a) Eksen uzunluklarmi
b) Odaklar arasi uzakligi bulunuz.

Cozim: 9x2 + 16x% = 576
9x? 16y?
— + —
5276 2576
X y
ot

a) Eksen uzunluklary;

Asal eksen a = +8 ve yedek eksen uzunlugu b = +6 olup 2a = +16 ve
2a =112

b) Odaklar arasi uzakhgy;

a’ =b? +¢?
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Ornek: 9x2 + 25x2 = 225 elipsinin odaklarmmn koordinatlar1 nedir?

Coziim: 9x2 + 25x% = 225
9x? 25y?
225 225
X y
st

Asal eksen a = +5 ve yedek eksen uzunlugu b = +3 dir.

a? =b? +¢?
c2 =52 _32
c=4

Odaklarmin koordinatlar1 F(4,0) ve F(—4,0) dur.

Ornek: Asal ekseni A(2, 0) noktasinda olan ve K(v/2,1) noktasmdan
gecen elipsin denklemini bulunuz.

2 2

X
Coziim: a = 2 oldugundan elips 2t % = 1 seklindedir. K(v/2,1) nok-
tasi denklemini sagladigindan,

denklemi elde edilir.

2 2
. X
Ornek: = + y? = 1 elipsi tizerinde birinci bolgede bir P(x, y) noktasi

alinmaktadir. F ve F' odaklar olmak tizere PFF' licgeninin ¢evresi ka¢ birimdir?
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Coziim: a = 5 ve b = 3 oldugundan,
c2 = 32 — p2
c2 =52 _32
c=4

AY

2(x.y)
X
F'(—4,0) (—J’y

|PF| + |PF’| = 2a = 10 brve |FF’| = 2c¢ = 8 br oldugundan,
C(PFF") = |PF| + |PF'| + |[FF'| = 10 + 8 = 18 br
bulunur.

3.5. Tanim: Bir elipsin merkezinden gecen dogrulara elipsin kdsegen-

2 2 2
X
leri denir. a_z + b_2 = 1 elipsinde y =mx ve y = = ZmX birer késegenlerdir.
) . b: . L
y = mx kdsegeniney = — ZmX kosegenin eslenigi denir.
AY
B Yy = mx
.y
__b
B y= azmx

ELiPSIN DIS MERKEZi

3.6. Tanim: Elipsin odaklar arasindaki uzaklhginin asal eksen uzunluk-
larina oranina elipsin dis merkezligi denir ve e ile gosterilir.
o= FFl _2c_c
|AA'|  2a a
a > coldugundan 0 < e < 1 olur.

2 2
e X
Ornek: — + —— = 1 elipsinin dis merkezini bulunuz.
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Coziim: Odaklar1 x ekseni lizerindedir. a = 5 ve b = 3 oldugundan,
CZ :aZ_bZ :52_32

c=4
bulunur. Buna gore elipsinin dis merkezi;
e=£=é<1
a 5

elde edilir.

ELiPSiN DOGRULTMANLARI

<2 2

3.7. Tanim: Odaklar1 x ekseni Uzerinde olan (a > b) Ve -+ Zz =1

ngh degerini saglayan dogrulara elipsin dog-

rultmanlari denir. Eger odaklar y ekseni ilizerinde ise (b > a) benzer sekilde

dogrultmanlar tanimlanir.

D' Ay D
P |B

H' b
/7 /N7
4 ] >
AVAFY{=, 0 0 Fic 0} JA v
{=a, & [a, 0)

merkezil elips denkleminde e =

=__a? ac
c =
<2 2
3.3. Teorem: Odaklar1 x ekseni ilizerinde olan (a > b) Ve — + bz = 1
merkezil elips denkleminde elipsin dogrultmanlar: x = dogrusudur Eger
2
odaklar y ekseni tlizerinde ise (b >a) elipsin dogrultmanlariy = + b?dogru-
sudur.
Ispat: P noktasmi B noktasi iizerine tasiyalm. Bu durumda, |PF| = a
olur.
|PF|
- — e
|PH|
IPF] _ ¢ Elipsin d kezligind
—_— == , ipsin dis merkezliginden
PH| — a (Elipsin dis g )
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a C
IPH| a
2

|PH| =&
C

2
Buna gore elipsin dogrultmanlar1 x = + aT dogrusu olur.

2 2
. X
Ornek: = + v 1 elipsinin dogrultmanlarini bulunuz.

Coziim: Odaklar1 x ekseni lizerindedir. a = 5 ve b = 4 dir.
C2=a2_b2=52_42

c =
2 2
x=+%& =+ 5 _ + 25
C 3 C
ELiPSiN PARAMETRESI

3.8. Tanim: Elipsin odaklarinin herhangi birinden asal eksene dik ¢izi-

len kiris uzunluguna elipsin parametresi denir ve 2p ile gosterilir.
)Y

K{x.y)

A
B
L

BI

2 2

X

3.4. Teorem: Odaklari x ekseni tizerinde olan ve — + —zz = 1 merkezil
a

elips denkleminde, elipsin parametresi |KL| = 2p = i% dir. Eger odaklar1 y

2
ekseni tizerinde ise elipsin parametresi |[KL| = 2p = + 2% dir.

XZ 2

Ispat: K(c, p) noktasi ") + Z_Z = 1 denklemini sagladigindan,
2 2
c
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p? 2 a2-c2 b2
T )
2 _b"
P =7
: 2
_ b
p=*t ,
KL| = 2p = +22
bulunur.
) <2 2
Ornek: 1_69 + E = 1 elipsinin parametrelerini bulunuz.

Coziim: Odaklar: x ekseni tizerindedir. a = 13 ve b =5 dir.

2 5 50
IKL| = 2p 13 =t13 13
%2 2
Ornek — + bz = 1 elipsinin parametresi + 9 ise odaklar1 arasindaki

uzakligi bulunuz

Cozlim: Odaklar: x ekseni lizerindedir. a = 8 ve 2p = 9 dir.

IKL| = 2p —+£
_ L 2b’
9=+20

b= +6

X2 2

Ornek: ze + o5 = 1 elipsinin F ve F' odaklarindan asal eksene ¢izilen

dikmeler elipsi noktalarinda kestigine gore, bu noktalarin olusturdugu dik-
dortgenin alanini bulunuz.

Cozim:a=+6veb= 45
c?=a?—-b?2=6%—-5%isec=+/11
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!

N 0 F /A

M L

D <

BI
INK| = [ML| = INM| = 2¢ = 2v11
2b? 252 25

INM| = [KL| = 2c=t—=+—"F—=+
a 6 3
A(KLMN) = 2\/1123—5 =+ SO\E{H br?

ELiPSIN BASIKLIGI

iki elipsin sekilleri arasinda farkhhklar vardir. Mesela a degerleri ayni
olan iki elipsin b degerleri farkliise b'nin degerine gore sekil degisikligi olusur.
Bu sekil degisikligini elipsin basikligi biciminde tanimlanir.

3.9. Tanim: Biiyiik eksen uzunlugu ile kii¢iik eksen uzunlugu farkinin
biiylik eksen uzunluguna oranina elipsin basiklig1 denir.

XZ 2

3.5. Teorem: 2z + bz = 1 merkezil elips denkleminin elipsin basiklig1

1— Edir.
a

Ispat: Biiyiik eksen uzunlugu ile kiiciik eksen uzunlugu farkinm biiyiik
eksen uzunluguna orani;

2a-2b 2(a-b) a-b " b
2 2a  a a
kadardir.
) <2 2
Ornek: — + —— = 1 elipsinin basikligin1 bulunuz.
16 25

Coziim: a = 4 veb = 5 dir.

b 5_ 1
l=3=1-3=73
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ELiPSIN ASAL ve YEDEK CEMBERI

3.10. Tanim: Capi asal eksen uzunluguna esit olan cembere elipsin asal
cemberi, cap1 yedek eksen uzunluguna esit olan gembere elipsin yedek cembe-

ri denir.
&
a

)
v

-a -b b

2 2
3.1. Sonug¢: — + — = 1elips denkleminde;
a b

i) Asal cemberin denklemi x? + y? = a? dir.
ii) Yedek cemberin denklemi x2 + y? = b? dir.

) <2 2
Ornek: ? + : = 1 elipsinin asal ve yedek cemberin denklemini bu-

lunuz.

Coziim: a = v/8ve b = 2 dir.
i) Asal cemberin denklemi x? + y? = 8 dir.
ii) Yedek ¢emberin denklemi x? + y? = 4 dir.

ELiPSIN DOGRULTMAN CEMBERI

3.11. Tanim: Merkezi elipsin odaklarindan biri ve yaricap uzunlugu 2a
olan ¢cembere elipsin dogrultman ¢emberi denir.
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3

3.2. Sonug: Merkezi F(c, 0) ve yaricapi 2a olan dogrultman ¢cemberin
denklemi;
(x—¢)% +y? = 4a?
dir. Merkezi F(-c, 0) ve yarigap1 2a olan dogrultman ¢emberin denklemi;
(x+ ¢)% + y? = 4a?
dir.

ELiPSIN MONGE (MONJ) CEMBERI

3.12. Tanim: Bir elipste dik kesisen tegetlerin kesim noktalariin geo-

metrik yeri bir cember belirtir. Bu gembere Monge (Monj) cemberi denir.
Y

Vans
o

2 2
X
3.6. Teorem: 2z + bz = 1 elipsinin Monge (Monj) ¢emberi;
x%+y% =a%+Db?
bicimindedir.
%2 2

Ispat: ") + bz = 1 elipsi ve y = mx + n tegetini alalm. Elips ve dogru

tek bir noktada kesistikleri icin kesisme noktasini veren denklemin tek kokii
olmalidir. Yani elips ve dogru denkleminin ortak ¢6ziimiiniin diskiriminanti 0
dir. Buna gore;
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x? N (mx+n)2
a? bz

b?x? + a?(mx + n)? = a%b?

b%x? + a’m?x? + 2a’mnx + a’n? —a%b? =0

(b? + a?m?)x? + (2a’mn)x+ a?(n® — b?) = 0

A = (2a’°mn)? — 4(b% + a’m?)a?(n* —b?) = 0
a’[a’m?n? — (b% + a’m?)(n? —b?)] =0
a’m?n? — b%n? + b* — a’m?n? + a®m?b% = 0
—b?n? + b* + a’m?b?2 =0

b?(—n? + b% + a’m?) = 0

b%?+a’m? —n*=0 (1
X2 2
bulunur. a_2+ bz = 1 elipsinin dik kesisen tegetlerinden herhangi ikisinin

kesistigi nokta A(x,, y,) olsun. Bu teget dogrularinin egimleri de m; ve m, ise
teget dogrularinin denklemleri;

y =my (X —Xo) +y, vey=m,(X—Xo) +,
dir. Bu teget dogrularinin denklemlerini genel olarak,

y =m(x —X,) + Yo
olarak yazabiliriz. y = m(x — x,) + y, ve y = mx + n denklemlerini birbirleri-
ne esitlersek,

n=-mx,+y, (2)

bulunur. (1) denkleminde (2) denklemini yazarsak,

a’m? + b? — (—mx, +y,)?* =0

a’m? + b? — m?x§ — 2mx,y, — y5 = 0
(a® — x5)m? — 2mx,y, + b*—ys =0 (3)

olur. m’ye bagh bu ikinci derecede denklemin kokleri tegetlerin egimleri olan
m, ve m, yiverir. (3) denkleminin kokler ¢carpimindan,

bz—yzQ
mym, = 222’ (mym, = —1)
0
2_2
7
2 2
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X2+ y2 = a® + b?
xo ve yo dik kesisen tegetlerin kesistigi noktanin apsis ve ordinati olup, her
zaman bu esitlik gecerlidir. Buna gore dik kesisen tegetler,
x% +y? = a?+ b?
cemberi lizerinde Kesisir.

2 2
. X
Ornek: = + o= 1 elipsinin birbirine dik tegetlerinin kesim noktala-

rinin geometrik yerinin denklemini bulunuz.

Cozim: Odaklar1 x ekseni lizerindedir. a =5 ve b = 4 oldugundan dik
tegetlerinin kesim noktalarinin geometrik yerinin denklemi,
x? +y*=5%+4*=41
cemberidir.

Ornek: Koéseleri A(x, y), B(-a, 0), C(a, 0) olan ABC ii¢cgeninin [AB] ve
2

AC] kenarlarini egimleri ¢arpimi, — b—dir. A kosesinin geometrik yeri nedir?
8 32 8 y

Cozum:
Alx, y)
B(-a, 0) C(a, 0)
_Y2TY¥1 _ ¥ Y2=V1_ ¥
AB 7 xo—X;  x+a’ TAC T x,—x; x—a
2
m,m, = Ny
1M, 22
y vy _ b
x+a x—a a2
y> b?
x2 32 22
a2yZ — _bZ(XZ _ aZ)
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b2x2  aZy?  aZh?2
a2b2 + a2b2 _ a2bh2

2 2
X y
2=

A kosesinin geometrik yeri bir elipstir.

dir.

14

3.7. Teorem: Bir elipsin odaklarindan elipsin herhangi bir tegetine
olan uzakliklarin ¢arpimlari sabittir.

K

IFN| - [F'M| = |FK| * [F'L| = - = b?

Bu teoremin ispati liggende benzerlikte kolayca ¢iktifindan okuyucuya
birakilmistir.

MERKEZIL OLMAYAN ELiPSiN DENKLEMI ve ELiPSIN OTELENMESI

3.8. Teorem: Merkezi M(«, ) noktasinda olan elipsin denklemi;

p+b
p
B-b

0] o-a a o+a

(x=w?  -B? _

a2 b2
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Bu teoremi ispati 3.1. teoremin ispatina benzer sekilde oldugundan
okuyucuya birakilmistir.

Koordinatlary; A(a + a,B),A’(a —a, B),B(a, B + b),B'(a, B — b)
OdakKlar1; A(a + ¢,B), F'(a — a,B)

2 2
3.13. Tanim: Merkezi M(0, 0) noktasinda olan elipsin =z + b2 = 1
. . o (x-w?  (y-p)?
denklemi merkezi M(q, B) noktasinda olan elipsin 2 + D2 1 nok-
tasina tasinmasina elipsin 6telenmesi ad1 verilir.
A A
h y J q
y=B€ . t
- A, SN
2 \2
5 5, k-9 (-B°
/_ 2 2
a b
. . K > X
A F o JA
il \
a? p? X=0
) (x=3)* (y-4)°
Ornek: + = 1 denkleminin belirttigi elipsin merkezini

144
ve odaklarini bulunuz.

x-3)>  y-4)°*
Cozum: + = 1 elipsin merkezini M(3, 4) diir.
169 144

a® =169 isea = 13

b® = 144 ise b = 12

c?=a%*—-b*=169 — 144 = 25isec =5

bulunur. Buna gore elipsin odaklars;
Fla+c¢B) =B +54) =(84)
F(a—cB) =(3—54) =(-2,4)

olur.
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ELiPSIN GENEL DENKLEMI

3.9. Teorem: Merkezi M(a, ) noktasinda olan elipsin genel denklemi;
Ax?+ Cy*+Dx+Ey+F=0
dir.

(x-0)?  y-B)?

a2 b2

Ispat: Elipsin denklemi = 1 idi. Bu denklem su sekil-

de diizenlenirse,
b?(x — a)? + a%(y — B)? = a*b?

b%(x? — 2ax + a?) + a%(y? — 2By + B?) = a’b?

b%x? + a’y? + (—2b%a)x + (—2a%B)y + (b?a® + a?p? — a%b?) =
yazilabilir. Burada;

b% = A,a? = C,—2b%a =D, —2a?B = Eve b%a? + a?B2 — a’b? =F
almirsa genel elips denklemi,

Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0
elde edilir. (B = 0)

(x—-3)%  (y+2)?
_|_
25 16

Ornek: = 1 denklemden genel elips denklemini bu-

lunuz.

Cozim:a=3,=—-2,a=5b=4
A=Db*=16
C=a%=25
D=-2b%a=-2-16-3=-96
E=-2a?B=-2-25-(—2) = 100
F=b%a?+a%p? —a’b? =16-9+25-4—25-16 = —156
olacagindan,
16x% + 25y% — 96x + 100y — 156 = 0
elde edilir.

ELiPSIN ALANI ve CEVRE UZUNLUGU

X2 2

3.10. Teorem: — + b_2 =1 denklemi ile verilen elipsin alan
a
A = mab br? dir.
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Bu teoremin ispati integralin uygulamalar1 konusunda 6rnek olarak
verilmistir.

2 2

e X

Ornek: — + ~— = 1 elipsin alanin1 bulunuz.
25 16

Cozim:a=5b=4

A = mab = 5 - 4 = 20m br? dir.

3.1. Not: Elipsin ¢evre uzunlugu cesitli kitaplarda ¢ = (a + b)m br ola-
rak verilmesine ragmen bu bilgi yanlstir. Elipsin ¢evre uzunlugu Taylor serisi
ile yapilabilir. Simdi Kuvvet serileri konusunda ispati yapilacak teoremi vere-
lim.

2 2
X
3.10. Teorem: ) + bz = 1 denklemi ile verilen elipste, a > b olmak

lzere elipsin ¢cevre uzunlugu;

2 322 ot 3572 o6 3.5 772 8
¢=2ma1- () T~ (G3) 5~ (25s) 5~ (zren) 7]

b2
dir. Burada p= |1 — Z dir.

Bu teoremin ispati Kuvvet serisi konusunda anlatilacaktir.

2 2
e X
Ornek: ; + — = 1 elipsinin ¢evre uzunlugunu bulunuz.
b® 4 1
T S 2 _ _ _ Y _ - ==
Cozim:a* =8,b*=4vep= |1 Z= 1 il

omaits- (- -2y - -

=4‘/7“[1‘(§)2 B -G @566

1 3 5 1575
- 4‘/5“[1 T 16 1024 8192 147457 ]
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=16,5897052219 br

ELiPS iLE DOGRUNUN BiRBiRiNE GORE DURUMLARI

2 2
X
2 + b2 1 elipsiile y = mx + n dogrusunu ele alalim.
x? (mx+n)2
a? bz

b?x? 4+ a*(mx + n)? = a’b?
b?x? 4 a’m?x? + 2a’mnx + a’n? —a’b? =0

(a®m? + b?)x?% + (2a’°mn)x+ a?(n* = b?) =0

ikinci dereceden denklemde,

A = (2a’°mn)? — 4a%(a’m? + b?)(n%? — b?)
= 4a*m?n? — 4a%(a’m?n? — a’m?b? + b%n? — b*)
= 4a%(a’m?n? — a’m?n? + a’m?b? —b?n? + b*)

= 4a’b*(a’*m? — n? + b?)

bulunur. Burada 4a®b? > 0 oldugundan,

A; = a®m? — n? + b?

alinabilir.

dir?

i) A; =a’m? —n® + b% > 0dogru elipsi 2 farkl noktada keser.
i) A; = a?m? —n? + b? = 0 dogru elipse tegettir.
iii) A; = a®m? — n® + b? < 0 dogru elipsi kesmez.

2
" X
Ornek: — + y2 = 1 elipsine 1359 teget olan dogrusunun denklemi ne-
a
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Cozim: Tegety = mx + n dogrusu olsun.
a=2b=1vem=tan135=-1

A, =a’m? —n? +b?=2?m? —n? +1%2 =4m? —n?+1
4(-1)2—n?+1=0

n=+/5

y=-x++5

Ornek: x? + 8y? = 48 elipsinin x — 4y + k = 0 dogrusuna teget olmasi
icin k'nin alabilecegi degerler nelerdir?

C('jziim: a? = 4-8,b2 =6ve y=7+

| X
i

Teget olma sartindan,
A, = a®m?® —n? + b?

19 ()~ +o-c
k =12V12

bulunur.

ELiPSTE TEGET ve NORMALIN DENKLEMI

2 2
X
3.12. Teorem: a_2+ bz = 1 elipsi Uzerindeki P(x,,y,) noktasindan
cizilen tegetin denklemi;
XX  YVYo _
a? bz !

dir.

n=normal

Y4
B

/ Plxg¥o)
8

-
A A\

=teget

2 2
R Y2

a2 2
Ispat: P(x,,y,) noktasi teget tizerinde oldugundan dogrunun denklemi-

ni saglar. Buna gore;
Yo = MX, +n
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dir. Bu degeri teget olma sartinda yerine yazarsak,
Ay =a’m? —n?+b%=0

= a’m? — (o — mx,)* +b% =0
= a’m® —y§ + 2mx,y, — m*x§ + b? =0
= (@%* —x§)m? + 2mxyy, + (b* = y¢) = 0

bulunur. Dogru elipse teget oldugundan 2. olusan bu denklemin kékleri birbi-
rine egittir.

1 2 2a 2(32_))(((2))
oldugunda tegetin egimi m; = — 203’02 olur. Bu egimi dogru denkleminde ye-
—X
0

rine yazarsak,

2

Xoy ary
070 0
n= — MmX, = - —_ Xn = ————=
Yo 0= Yo < az—xg> 0 aZ—X(Z)

bulunur. Buna gore dogru;

2 2
X0y a‘y a“ya—XnyYpX
B
a —XO a —XO a _XO
dir. Ayrica P(x,,y,) noktasi elips tizerinde oldugundan,
2 2
a2 b?
b?x2 + a’yZ = a*b?
a’ys = a’b* — b2x?
2,2
a"¥o 2 2

bulunur. (2) denklemini (1) noktasinda yerine yazarsak,
2 2
a aZyO—XOyOX _ azyo—xoyox _ a’b Yo—XpYob X

y=7"2C X2 aZy? aly?
b’

a’y,y = a’b%y, — Xgy,b’x
XoYob?x + a%y,y = a’b?y,

Xo¥ob®x =~ a’ygy
a’b%y,  a’b?y,
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Bu teoremde tegetin egimi tiirev yontemiyle de bulunur.

%2 2
) + bz = 1 elipsin tiirevini alalim.
x 2
, a2 _b"x
V' =25=2,
b2
T b”xg 5
P(x,,y,) noktasinda tegetin egimi my = — 2y olur. Bu denklem dogru
0

denkleminde yerine yazilarak,
Yy = Yo = m(xX—x,)

bzx
—v =[_2%0 _
Y—Yo ( a2y0> (X —X)

a’y,y — a’yoy, = —b*xpx + bx,%,
a%y,y + b?x,x = a%yg + b2x{
a%y,y + b?xyx = a’b?,  (a’y? + b%x = a’b?)

XXo YYo

— —_— = 1
a? b?
bulunur.
<2 2
3.13. Teorem: a_2+ b_2 = 1 elipsi uzerindeki P(x,,y,) noktasindan
cizilen normalin denklemi;
2
ay
Y=Y=73 O(X_Xo)
b"x,
dir.
. X
Ispat: 3.12. teoremde P(x,, y,) noktasindaki tegetin egimi m; = _20_3’()2
a‘—x
0

olarak bulunmustu. (2) denklemini bu denklemde yerine yazarsak,
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2 2
Xo¥o _ _Xo¥o _ _b"Xg¥p _ _b"Xg

ms = — = — =
T a?—x2 a%y? aZyZ 2%y,

b
bulunur. Normalin egimi tegetin egimine dik olacagindan normalin egimi,

2
b"xy |
mN <—;zy—0> =-1

2
ay
my = —— 0
b™x,
dir. Buna gore P(x,,y,) noktasindaki normalin denklemi,
2
avy
Y=Y=3 O(X_Xo)
b"x,

olur.

2 2
. X
Ornek: Ts + P 1 elipsinin P(3, -2) noktasindaki teget ve normali-

nin denklemini bulunuz.

32 (_9)2
Coziim: a? = 18,b% = 8 ve P(3, -2) noktasi P

lemi saglar.

= 1 olup denk-

mo—_ S0V __3(=2) _2
T a?-x3 18-3* 3
. a%y, _18 (=2 _ 3
NP2y 83 2
x3  y(=2)

Teget denklemi s + =1lise2x—3y—6=0

8
Normalin denklemiy — (—2) = — % x—3)ise2x—3y—-5=0

2 2
b X
Ornek: - + o= 1 elipsinin P(1, -2) noktasindaki tegetin ve normalin

egimi nedir?

12 (-2)2 1 2
¢oziim: a*> = 7,b* = 10 ve P(1,-2) noktasinda ST, TSt *!l
oldugundan bu nokta elips tlizerinde degildir. Bu yiizden teget ve normalin

denklemi yazilamaz.
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DEGME NOKTASININ KOORDINATLARI

2 2
X
3.14. Teorem — + b_2 = 1 elipsi tizerinde P(x,,y,) noktasindan g¢izi-
len teget var ise,

2m b
P(xq,¥0) = P<anm, n>
dir.

XZ 2

Ispat: -t b_2 = 1 elipsine c¢izilen tegetin denklemi, 3.12. teoremde
a
XXo  Y¥o
a2 b2
dogrusu ile elips ¢akisik olmaldir. Oyleyse;
a’y,y + b%x,x — a’b? = 0}
mx—y+n=20

= 1 idi. Buradan a®y,y + b?x,x = a’b? yazlabilir. y =mx +n

b%x, a’y, -—a?b?
m -1 n
a’m 2
Xg =~ Vey, =
2m b
bulunur. Buna gore degme noktasinin koordinatlar1 P o lur.

ELIPSTE KUTUP DOGRULARI

2 2
X
3.14. Tanim: a_z + b_z = 1 elipsi disindaki P(x,,y,) noktasindan c¢izilen

tegetler elipse A ve B noktalarinda teget olsun. AB dogrusuna elipsin kutup
dogrusu (degme kirisi) denir.
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o .XXg Y'¥o .
3.12. Teoremden d dogrusunun denklemi —= + 2 - 1 dir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. Asal eksen koseleri A(4, 0), A'(-4, 0) olan ve D(0, 5) noktasindan ge-
cen merkezil elipsin yedek ekseninin bir apsisi nedir?

A)1 B)2 (3 D)4 E)5

2tz = 1 elips denkleminde a = 4 dir. D(0, 5) noktasindan
denklem sagladigindan,

0% 52
FERS
b = +4
Cevap: E
2.
a
M
ol B
IMA| 3

Yandaki sekilde |AB| = 10 br ve

= — tir. A ve B noktalar1 koordinat ek-
|MB| 2

senleri lizerinde olmak iizere AB dogru pargasi kaydirildiginda M noktasinin
geometrik yeri asagidakilerden hangisidir?

2 2 2 2 2 2
X X

A) — y—=1 B)—+y—=1 C)—+y—=1
16 25 9 16 36 16
X2 y?

D)—+—=1 E)x*+y*=1

)Tt )x“+y

Cozum

EIERTY

0 =
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IMA| 3
MBI = E ve |AB| = 10 br oldugundan |MA| + [MB| = 10 br’dir.

Bu iki esitlikten, [MA| =6, |MB| = 4 dir. APM li¢cgeni ile MQB ii¢geni benzer
licgenler olduklarindan,

IMA| |PM|

IMB|  |QB|
MQB dik tiggeninde;

|QB|? = [MB|?* — [MQ]?

QBI = /47— y?

M(x, y) olsun.

ve
3 X
2 \J16-y2
2 2
X“ 'y
—+—=1
36 16

elde edilir.
Cevap: C

2 2
9 Xy 7. 9 g "
3. y=mx+ 5 dogrusu Te + P 1 elipsine teget olduguna gore, m

asagidakilerden hangisidir?

A)1 B)2 ()3 D)4 E)5

2 2
X
Cozim: Te + C iy 1 elipsine y = mx + 5 dogrusu teget ise degme sarti

a’m? + b? — n? = 0 olduguna gore,
a=4b=3,n=5
16m? +9—-25=0
m=+1
olur.
Cevap: A

4. Asal eksenler arasi uzaklik 4 birim, odaklar: aras1 uzakhig1 2 birim
olan noktalarin elipsin yedek eksenleri arasi uzakligi kactir?

A)1 B)V3 (2 D)V5 E)3

Cozim: AA'=2a=4<a=2
FF'=2c=2<c=1
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a2 +bP=c’=22+b? =12 <b=43
Cevap: B

2 2
Xy
5. —+—
8 4

gisidir?

= 1 elipsin odaklarinin koordinatlar1 asagidakilerden han-

A)(£1,0)  B)(4£2,0) €)(0,+2) D)(+1,+2) E)(+2,+2)

Cozim:
Y &
Y
F'(-c;0) y >
2 2
X
= ¥
8 4
a’? =8,b* =4

a* =b% +c?

8 =4+ c?
c==2
Buna gore elipsin odaklarinin koordinatlary; (£2,0) dir.
Cevap: B
<2 2
6. ? + il 1 elipsi ile bu elipsin asal ¢cemberleri ile yedek cemberinin

alanlari farki nedir?

A)3n B)4nr (C)5n D)eén E) 7w

2 2
X
Cozim: ? + il 1 elipsinde a = 3 ve b= 2 dir.
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Y 4

adha
PP

-1

Elipsin ¢evreleyen en kiiciik cembere asal dairesi, elipsi ¢cevreleyen en biiyiik
cembere yedek dairesi denir. a = 3 ve b = 2 oldugundan;

Asal gemberinin alam1 S, = 7+ a% = 91
Yedek ¢cemberinin alam1 S, = 7+ b? = 47
oldugundan S; — S, = 91 — 41 = 57 br? olarak bulunur.

Cevap: C
7X2 v 11"dal5 b = 2 oldug ore, b d
o+ = = - = — — = , 'ni ge-
2t elipsinde 2 ve a olduguna gore, b'nin dege
ri kagtir?
A)3 B)4 (€5 D)6 E)7
Coziim: Bir elipste a? = b? + ¢? olduguna gore
4a
c=—%g vea-— b=2
2
a® =b2+1g—;1 vea—b=2
9a%
E =b"vea—b =2
esitlikleri bulunur. Buna gore a= 5ve b = 3 dir.
Cevap: A

8. 16x% + 36y? = 25 elipsinin parametresi asagidakilerden hangisidir?

8 10 11 13 14
A)ig B)ij C)i? D)i? E)i?
Cozim: 16x% + 36y2 = 25

XZ 2
G

6 @

elde edilir. Elipsinin parametresi
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N
o
N
N
T
(e[}
~

N
g=]
I
|
d
I
H
w‘
S—|
I
-
Neljoo]

bicimindedir.
Cevap: A

9. 8x% + 20y? = 160 elipsinin dis merkezi agagidakilerden hangisidir?

V3 V3 V3 V3 V3
A)? B)7 C)? D)E E)H

oziim: 8x2% + 20y? = 160
y

X2 y?
20 8
a=20veb=38

bulunur. Buna gore elipsinin dis merkezi
c’=a*—-b?*=20-8=12

c=2V3
_c_23_13
a 20 10
elde edilir.
Cevap: D
X2 y?
10. E + 6_4 = 1 elipsine yedek cember sekildeki gibi M noktasinda

tegettir. M noktasinin oordinati nedir?
1+

AT
NEY

A15 B16 C17 D17 E18
)2 )3 )4- )5 )5

Cozim: F odak noktasi olsun. Buna gore F nin apsisi c = V100 —64 = 6
olup ¢emberin yaricapi 6 oldugunu goésterir. OMA dik licgen ve A(10, 0) oldu-

gundan |[MA| = 8 dir. Buradan da M’nin oordinatiy = % = % tir. Son olarak

yerine yazarsak,
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x% +y% =136
B 576 _ 18
x=[36-35 =%
olarak bulunur.
Cevap: E
<2 2

11. o + il 1 elipsinin odaklar1 arasindaki uzaklik ka¢ birimdir?

A)1 B)2 (3 D)4 E)5

%2 2
Cozim:—+—=1
9 4

a=3veb=2
bulunur. Buna gore elipsinin odaklar1 arasindaki uzaklik,
c=V3%2-22=5
2c =10
dir.
Cevap: E
<2 yz
12. y = —2x dogrusu, 36 + Sz = 1 elipsinin bir kdsegenidir. Eslenik

kosegenin denklemi nedir?

A)y=-2x B)y=2x Cy=-3x D)y = 3x E)y =x

XZ 2

Cozlim: Te + Py 1 elipsine gore,a = +4,b = +8 dir. Su halde y = —2x

dogrusuna gore eslenik kosegeni,

olarak bulunur.
Cevap: B

X
13. 4x* + 5y% = 6 elipsinin 3t % = 1 dogrusuna en yakin noktasinin

apsisi sintsiin hangi degerine esittir?

A)0  B)30 ()45 D)60 E)90
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Cozim: 4x? + 5y% — 6 = 0 kapali fonksiyonun tiirevi,

o8 &
y = 10y ~ 5y
oldugundan K(p,q) noktasindan gecen tegetin egimi m = — g—g dir.
y 'y X
3 6

-\
NI

4x* +5y* =6

Xy
K(p,q) noktasmin 3 + 6" 1 ise y = 6 — 2x dogrusuna uzakliginin minimum

olmasi icin K(p,q) noktasindan gegen teget ile y = 6 — 2x dogrusunun birbir-
lerine paralel olmasi gerekmektedir. O halde; y' = —2 = m olur. Buna gore,
L, 4. _2p
= "5qiseq="7
K(p,q) noktasi elips lizerinde oldugundan elips denklemini saglar.

4p® +5q%* =6
2 2p\? _
4p +5(5) =6

p=§=sin60

Cevap:D
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