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1. BOLUM
TUREV

TUREVIN TANIMI

Nasiriiddin Tasi
(18 Subat 1201, Tus, [ran - 24 Haziran 1274, Bagdat, Irak)

1.1. Tanim: A c R, f: A — R bir fonksiyon olsun. a € A i¢in
lim f(x)—f(a)
X—a X_a

ifadesine f fonksiyonun ttrevi denir. y’, f'(x), %, dg(;:) sembollerinden biriy-

le gosterilir. Burada x — a = h secilirse, f : A — R fonksiyonu i¢in
£1(x) = lim f(x+h)—f(x)
h—0 h
sekline donitisir. // Burada x degiskeninin a noktasina ya da h degiskeninin
0’a yakinsadigin1 gérmekteyiz. Bu da iki mesafenin arasindaki uzaklik daral-
dik¢a alinan degerlerdeki degisiklikleri incelenmesi olur.

Ornek: f(x) = 4x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozim: f(x + h) = 4(x + h) olduguna gore,
Fl(x) = lim X A= 4x ‘;h —AX 4

h—0

bulunur.
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Onek: f(x) = x? fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozim: f(x + h) = (x + h)? olduguna gore,

2,2
F(x) = lim &) =X
h—0 h

x* +2xh+h? —x*

= 2X
seklindedir.

Ornek: f(x) = 5x3 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

3 £y3
F(x) =lim 5(x+h)’-5x
h—0 h

5(x’ +3x°h +3h’x +h*)-5x%°

=lim
h—0 h
. 15x*h +15h*x+5h?
=lim
h—0 h
= 15x?

CEBIRSEL FONKSIYONLARIN TUREVI

(Tirevin ozellikleri konusunda A c R, f: A = R olarak kabul edilece-
ginden bu ifadeler her teorem ve drnekte tekrar edilmeyecektir.)

1.1. Teorem: c € Aicin f(x) = cise f'(x) = 0 dir.
Ispat: f(x) = f(x + h) = c olduguna gore,

on 15 C—C
f(x)-lgrg—h =0

olarak bulunur.

Ornek: f(x) =5 isef'(x) = 0
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. df(x
Ornek: f(x) = %ise &) =0
dx

; d
Ornek:y = V10 ised—i =0

1.2. Teorem: f(x) = cxise f'(x) = c dir.

ispat: f(x + h) = c(x + h) olduguna gore,
cx+ch—cx .

f'(x)= LILI(} -

olarak bulunur.
Ornek: f(x) = 7xise f'(x) = 7 dir.

df(x)
dx

. 1
Ornek: f(x) = %x ise =% dir.

Ornek ise Y 1 di
rnek:y = xise ax ir.

1. 3. Teorem: f(x) = cx" ise f'(x) = cnx™~ ! dir.

ispat: f(x + h) = c¢(x + h)" olduguna gore,

fi(x)=c- i &) =X

h—0 h

. x"+nx"'h+n(n-1)x"*h*+..+h" —x"
=c-lim

h—0 h

n-1 n-2 n-1
— clim h(nx"" +n(n—-1)x"""h+..+h"")
h—0 h

=c-lim(nx"" +n(n-1)x"*h+..+h"")
h—0
= cnx"!
dir.
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Ornek: f(x) = 5x'° ise f'(x) = 80x*°

Ornek: f(x) = Xlz ifadesinin tiirevini bulunuz.

1
Cozim: i x % olduguna gore f(x) = x~2 olur. Su halde f'(x) = —x3
dir.
Ornek: f(x) = 3x° ise f'(1) nedir?
Coziim: f'(x) = 18x> olup '(x) = 18-1° = 18 dir.
1. 4. Teorem: f(x) = u(x) + v(x) ise f'(x) = u'(x) + v'(x) olur.
ispat: f(x + h) = u(x + h) + v(x + h) olduguna gére
() lim [u(x + 1)+ v(x +h)]-[u(x) + v(x)
h—0 h
im u(x+h)—u(x) T lim v(x+h)—-v(x)
h—0 h h—-0
=u'(x) + v (x)
olur.

Ornek: f(x) = x3 — 5x?% ise f'(x) = 3x% — 10x

Ornek: f(x) = 4x* + 3x3 — 2x% + 20 ise f'(x) = 16x3 + 9x3 — 4x

Ornek: f(x) = x° — x% ise f'(1) i bulunuz.

Cozim: f(x) = x° — xl3 =x°—x"

f'(x) = 5x* + 3x~* dir. Su halde
f'(1)=5-1*+3-1"* =8
olur.

3 olarak diisiinelim. Buna gore

1. 5. Teorem: f(x) = u(x) - v(x) ise f'(x) = u'X)v(x) + v'x)u(x) dir.
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Ispat: f(x + h) = u(x + h) + v(x + h) olduguna gore,
u(x+h)-v(x+h)—u(x) v(x)

f'(x)= lhlrrol -
im u(x+h)-v(x+h)—u(x)-v(x+h)+u(x)-v(x+h)—u(x)-v(x)
h—0 h
i [u(x +h)—u(x)] v(x + h)+ u(x)- [v(x + h) - v(x)]
h—0 h

i MU0 Je Ly Y V)
h—0 h h

= u'(x)lhirrg v(x+h)+u(x)v'(x)

= u'®y(x) + ux) v'(x)

dir.
Ornek: f(x) = (x% + 8x)(x? + 6) ise tiirevini bulunuz.
Coziim: f'(x) = (2x + 8)(x* + 6) + (2x)(x?* + 8x)
Ornek: f(x) = x?(x3 + 5x — 4) ise tiirevini bulunuz.
Cozim: f'(x) = 2x(x3 + 5x — 4) + (3x? + 5)x?
1. 6. Teorem: f(x) = ux) ise f'(x) = 4 Ve~V Z(X)u(x) dir.
V(X) [V(X)]
ispat: f(x + h) = 38:}}3 olduguna gore
u(x+h) u(x)
£1(x) = lim v(x+h) v(x)
h—0 h

lim u(x+h)v(x)—u(x)v(x+h)
h—0 h.v(x+h)v(x)

lim 1 {u(x +h)v(x)—u(x)v(x)+u(x)v(x)—u(x)v(x + h)}
-0 y(x +h)v(x) h

_ 21 lim[u(x +h)-u(x) () u(x). v(x+h)- v(x)}
vo(x) oo h h
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_ u'(x)v(x)—vl @u((x)
V]

dir.

e 2__
Ornek: f(x) = Xx43 ise f'(x) i bulunuz.

2x-xt—4x3(x2—3) _ —2x5+12x3
(X4)2 %8

Cozim: f(x) =

x843x
x0+1

Ornek: g(x) = ise g'(x) i bulunuz.

(8x743)(x0+1)—6x>(x8+3x)
(x6+1)°

Cozim: g(x) =

Ornek: f(x) = xi5 ise f'(x) i bulunuz.

Coziim: 1.Yol: Ustlii ifadeler tanimlarini kullanarak
f(x) = x> olacagindan f'(x) = —5x~°
bulunur.

2.Yol: Bolum tiirevi kullanarak,

OBy, e
f'(x) = OX—S)Z(l = —65 = —5x7°
(x%) X

bulunur.

TUREV ve SUREKLILIK

1.7. Teorem: Ac R, f: A— R, y = f(x) fonksiyonu a € A icin tiirevli
ise x = a noktasinda stireklidir. Yani bir fonksiyonun bir noktada tiirevi varsa,
o noktada siireklidir.

Ispat: f fonksiyonu a’da tiirevlenebilir oldugundan,
0 = 71D (e
esitligi yazilir. Her iki tarafin x — a icin limitini alalim.
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lim(x—a)+limf(a)

X—a X—a

limf(x)=1lim

X—a X—a

f(x)—f(a)
X—a

limf(x)=f'(x).0+f(a)

limf(x)=f(a)

bulunur. Bu ise f fonksiyonunun x =a noktasinda stirekli oldugunu gosterir.//

1.1. Not:

1. Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani, bir f fonksiyonunun x = a
noktasinda siirekli ise tiirevi olmaya bilir, yani tersi dogru degildir. Tersinin
dogru olmadigina dair bir 6rnek vermek yeterlidir. Bu konuda bir 6rnek mut-
lak deger fonksiyonun tiirevi kisminda verilecektir.

2. Bu teoremden su sonucu ¢ikarabiliriz. Bir fonksiyon siireksiz oldugu
noktalarda tiirevi yoktur. Bu bilgi ile ilgili 6rnekler parcali fonksiyonlar konu-
sunda verilecektir.

BILESKE FONKSIYONUNUN TUREVI

1. 8. Teorem (Zincir Kurali): A € R ve B c R olmak tizere f: A = R,
u : B = R fonksiyonlar verilsin. u fonksiyonu a € B da, u fonksiyonu u(a) € A

de tiirevlenebiliyor ise u o f fonksiyonu x = a da tiirevlenebilir ve
d(fou)(x) B df(u(x)) du(x)

dx  du(x) dx
dir. Bu durum,
dy dy du
dx du dx

seklinde olur.

Ispat: Tiirev tanimin kullanarak,
d(fou)(x) _ . f(u(x))-f(u(a))
dx x—a Xx—a
yazilir. Limiti alinacak ifadeyi (u(x)—u(a)) ile carpip bolersek;
d(fow)(x) . fu(x))~f(u(a)) u(x)-u(a)
dx x>a y(x)—u(a) Xx—a
bulunur. u fonksiyonu x=a da tiirevli oldugundan stireklidir. Bu nedenle,
limu(x)=u(a)

dir. O halde,
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o ()~ f(u(a) _ df(u(x))
x>a - y(x)—u(a) dx
olacagindan bu degerleri yerine yazilarak,
d(fou)(x) df(u(x)) du(x)

dx dx = dx
oldugu goruliir.

Ornek: y = (x* — 2x?)8 tiirevini bulunuz.

d
Coziim: u = x* — 2x? secilirse y = u® olur. d_z = 8u’ ve d_z = 4x° — 4x

dir. Burada dy = & . du olacagindan
dx du dx
% = 8u’ (4X3 —4x) = 8()(4 - 2)(2)7 . (4X3 — 4x)
bulunur.

Ornek: y = (3x? — 4)?5 tiirevini bulunuz.

d d
Coziim: u = 3x? — 4 segcilirse y = u?® olur. d—i = 25u** ve d—z = 6x dir.

Burad dy dy du lacand
ura addX = du  dx Olacagindan
d—z = 250 - 6x = 150(3x% — 4)*"

bulunur.

Ornek: f(2x — 1) = x3 + x? + 10 ise f'(3) iin degerini bulunuz.

df(x) df(u) du
~ du  dx

Cozlim: 2x — 1 = 3 ise x = 2 dir. u = 2x — 1 alinirsa
olur. Buna gore esitligin her iki tarafinin tiirevini alahm.
f'(2x — 1) - 2 = 3% + 2x
f'(2-2-1)-2=3-22+4+2-2
f'(3) =8
olur.

Ornek: f(x?) = 4g(5—-4x)ve g'(3) = %ise f’ (%) in degeri nedir?
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Cozim: Her iki tarafin tirevini bileske fonksiyonun tlirevine gore ala-

lim.

1
x yerine > yazarsak

(@))2 3-8 5=

() =-103=-

olur.

Ornek: f(2x+1)-g(x?+ 1) =3x, g(2) =3 ve f'(3) =2 ise g(2) iin
degerini bulunuz.

Cozim: f(2x + 1) - g(x® + 1) = 3x esitliginde x = 1 alinirsa
f(3)-g(2) =3
f(3)-3=3
f3)=1
olur. Verilen esitligin her iki yaninin x’e gore tiirevi alinirsa
2f'2x+1)-gx*+ 1) +f(2x+1)-2x-g(x*+1) =3
bulunur. x = 1 alinirsa
2f'3)-g(2)+f(3)-2-1-g'(2)=3
2:2-3+1-2-1-g'(2) =3
9

g'(Z) =—3

elde edilir.

KOKLU iFADELERIN TUREVi

1.9. Teorem: A c R, f: A —» R fonksiyonu verilsin. f(x) = {/u(x) sek-
linde ise
u'x)

f'(x) =
dir.

Ispat: f(x) = Yu(x) = (u(x))/" esitliginde zincir kuralin1 kullanarak
tiirevini alirsak
u' u'

1 1-n
f'x) =-(u®) " u'(x) = =
n n-u(x)Tl . W

bulunur.
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Ornek: f(x) = V4x+ 7 ise n = 2 ile u(x) = 4x+ 7 ve u'(x) = 4 oldu-
gundan,
4 2

VO = = T

seklindedir.

Ornek: f(x) = ¥x2 —8x+ 16 ise n=3 ile u(x) =x%—8x+ 16 ve
u'(x) = 2x — 8 oldugundan
2x—8 _ 2(x—4)

f'(x) = =
3-3\/(x2—8x+16)2 3-3Vx—4

seklindedir.

Ornek: f(x) = 4x> +/3x+ 10isen = 2ileu(x) = 3x + 10 ve u'(x) = 3
oldugundan

rres 4 3
f'(x) = 20x +—2_ ETERI)

seklindedir.

Ornek: y = Vx2 — 4x + lisey’ in x = 0 i¢in degeri nedir?

2X—4

Cozim:y' = ————x=0iciny’ 2 i
2: /x2—4x+1 2

Ornek: f: R— {0} > R, : f(x) = 3/)(1_—1 tanimlaniyor. f'(x) in degeri

nedir?
Cozim: u(x) = xtl_ 1+ % iseu'® = — Xlz oldugundan
1
P = —25—
3l x+1
3 |5
-1
f'(1) =—=
& 3-V4

olarak bulunur.
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TERS FONKSIiYONLARIN TUREVI

1.10. Teorem: Ac R, Bc R, f: A - B birebir ve orten, f(a) = b sar-
tin1 saglayan tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
N 1
' ) =
seklindedir.

f(y)-f"(b)
y—b
: X—a
=lim—
y-b f(x)—f(a)

ispat: (f7) (b)= £1£r&

=lim

1
% T00—f(a)

X—a

=lim
x—a f'(a)

olur. (Bir fonksiyonun tersinin tiirevini bularken, verilen fonksiyonun tersi
alinarak tiirevi bulunabilir.)

Ornek: f:R* - R*, f(x) =+/8x fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
(f™1)’ (4) nin degeri nedir?

Coziim: V8x = 4 ise x = 2 olacagindan (f~1)'(4) = % dir. Su halde,
1 V8x

1
EY'O) == =
ro_8_ 4
SIS =
—1ys V82

WD =—7F"=1
bulunur. (Bu fonksiyonun tersi alinarak da bu soru ikinci bir yéntem olarak
cozilebilir.)

Ornek: f: (1,0) - RY, f(x) = Vx2 — 1 fonksiyonu verilsin. Bu takdir-
de (f™1)’ (3) nin degeri nedir?

Coziim: Vvx? —1 =3 ise x = +V10 olur. x = —v10 tanim kiimesinde
olmadigindan
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1 1 x2—1

(f_l)’(Y): = T x
S
WO -1 3

(f_l)l(g) = 710 = 710

bulunur.

TRIGONOMETRIK FONKSiYONLERIN TUREVi

1.11. Teorem:

i) f:R-[-1,1],f(x) =sinu(x)ise f'(x) = cosu(x) - u'(x)

ii) f: R-[—1,1],f(x) = cosu(x) ise f'(x) = —sinu(x) - u'(x)

iii) f: R - R, f(x) = tanu(x) ise f'(x) = (1 + tan? u(x)) - u'(x)

iv) f: R > R, f(x) = cotu(x) ise f'(x) = —(1 + cot? u(x)) - u'(x)

v) f: R - R, f(x) =secu(x)isef’(x) = secu(x) -tanu(x) - u'(x)

vi) f: R - R, f(x) = cscu(x) ise f'(x) = —cscu(x) - cotu(x) - u'(x)
dir.

Ispat: i) Trigonometrideki doniisiim formiiliiniin
. . A+B . A-B
sinA —sinB =2 cos —5— - sin—5—
oldugunu hatirlayalim. Buna goére
sinu(x)—sinu(a)

f'(x)=lim
x—a X—a
2Cos(u(x) + u(a)jsin[ u(x)— u(a))
=lim 2 2
x—>a X—a

yazilir. Limiti alinacak ifadeyi (u(x) — u(a)) ile ¢arpip bolersek
u(x)+u(a)j _ (u(x)—u(a)

£/(x)=lim COS( 2 ]2 j (U(X) - u(a)j
Y (U(X)—U(a)J | x-a
2
=lim cos(u(x) ; u(a)j lim 2 .lim( u(x)— u(a)j
X—a X—a X —_ a

2
bulunur. u fonksiyonu x = a da tiirevli oldugundan siireklidir. Bu nedenle
limu(x)=u(a)

53 (U(X)—u(a))

12
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sin( u(x)—u(a)
2
u(x)—u(a)
)
f'(x) = cosu(x) -u'(x)
bicimindedir.

j =1 dir. O halde

dir. Ayrica, lim (

ii) (i) sikkina benzer yontemle ispat edilir.

iii) f(x) = tanu(x) = 5:)1;1111?)(()) olduguna gore boliimiin tiirevini uygular-
sak
£/(x) = cos u(x)-u (x)-cos ux)—(—sinu))-u’(x)-sin u(x)
, cos? u(x)
_|cosZu(x)+sin“uw| ,
B cos?u(x) W)
= [1 + tan? u(x)Ju’(x)
bulunur.
iv) (iii) sikkina benzer yontemle ispat edilir.
v) f(x) = secu(x) = s U olduguna gore boliimiin tiirevini uygular-
sak
1o~ _ 0-cosu)—(—sinu))-u’(x)-1
e = cos? u(x)
_sinu®) o x)
"~ cosZu(x)
. 1 _sinux) -,
~ cosu(x) cosu(x) u'(x)
= secu(x) -tanu(x) - u'(x)
bulunur.

vi) d sikkina benzer yontemle ispat edilir.

Ornek: f(x) = sinx3 ise u(x) = x3 olacagindan f'(x) = cosx3 - 3x2 dir.



www.matematikl.com 14

X

Ornek: y = tan 5

ise u(x) = X olacagind ﬂ—(1+t ZX) L
1Se u(x —Zoacagln an dX— an > > 1r.

Ornek: y = cos? 4x ise u(x) = 4x ve zincir kural geregi
y' = 3cos?4x - (—sin4x) -4 = —12 cos? 4x - sin 4x
bicimindedir.

Ornek: y = sin® x% ise u(x) = x° ve zincir kurali geregi
y’ = 5sin*x% - cos x® - 6x°> = 30sin* x® - cos x°® - x°
bicimindedir.

Ornek: y = cot3x! ise u(x) = x*° ve zincir kural geregi
y' = =3 cot?x0 - (1 + cot? x19) - 10x°
bicimindedir.

Ornek: y = tan(sinx) ise u = sin x olacagindan
y' = (1 + tan?(sinx)) * cos x

dir.
Ornek: y = sin? x — cos? x ise zincir kural geregi
y' = 2sinxcosx — 2 cos x (— sinx)
= sin 2x + sin 2x
= 2sin2x
dir.
Ornek: f(x) = sec3x ise u(x) = 3x olacagindan f’(x) = 3 sec 3xtan 3x
dir.

1+sinx3 .

Ornek: f(x) = S sy ise f'(0) in degeri nedir?

3x2 cosx3)(2+sin x)—cos x(1+sinx3
Cozum: f'(x) = ( )( ) ( )

(2+sinx)2
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£(0) (3-02 cos 03)(2+sin 0)—cos 0(1+sin 03) 1
- (2+sin0)2 -4

Ornek: f(x) = sin(3x + 8)° ise f'(x) nin degeri nedir?

Coziim: f'(x) = [cos(3x + 8)°][5(3x + 8)* - 3]

Ornek: f(x) = Vxcosx ise f'(m) i bulunuz.

1
\/_cosx + (= sinx)Vx

f'(0 =5= 7 COST — sin- Vr
= ﬁl(—l) -0V

Cozum: f'(x) =

2

Ornek: f(x) = sin 3x - cos 2x ise f(g) nin degeri nedir?

Cozum: f'(x) = 3 cos 3x* cos 2x — 2 sin 2x * sin 3x

f’(g) —3cos3(g)-c052(g)—251n2(%)-sin3(g)

_3 T oein®. sin®
= COS2 COS3\/— Sll’l3 Sll’l2
1 3
=3:0-5-2-%"1
-3

TERS TRIGONOMETRIK FONKSiYONLARIN TUREVI

1.12. Teorem:
iyf:[-1,1] » [—%,%], f(x) = arcsinu(x) ise f'(x) = U

[1-u?(x)
ii)f:[-1,1] - [—gg] f(x) = arccos u(x) ise f'(x) = _\[Li
1-u?(x)
u'(x)
1+u?(x)

iii)f: R — [—%, , f{(x) = arctanu(x) ise f'(x) =

S|

15
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iv)f: R— [0,m], f(x) = arccotu(x) ise f'(x) = — 1_:_1;(;%()

v)f: R - [0,7], f(x) = arcsecu(x) ise f'(x) = _u®
u(x)- w?x—1

vi)f: R - [— 515 , f(x) = arccscu(x) ise f'(x) = — u'(x)

u(x)- ulx)—1
dir.

Ispat: i) f(x) = arcsinu(x) ise u(x) = sin f(x) olduguna gore esitliginin
her iki yanini x’e gore tiirevini tirevde zincir kuralina gore alirsak

(sinf(x)) = u'(x)

f'(x) - cosf(x) = u'(x)

f'(x) = cgs(f()) (cost = V1 —sin?t)

fr) = ——20
,/1—sin2f(x)

Fr) = L

[1-u?(x)

olarak bulunur.
ii) (i) sikkina benzer yontemle ispat edilir.

iii) f(x) = arctan u(x) ise u(x) = tanf(x) olduguna gore esitliginin her
iki yanini x’e gore tlrevini tiirevde zincir kuralina gore alirsak,

(tanf(x))' = u'(x)

f'(x) - [1+tan?f(x)] = u'(x)

£/ a u,(X)
) 1+tan? f(x)
’ _ u,(X)
e 1+u?(x)
olarak bulunur.

iv) c sikkina benzer yontemle ispat edilir.

v) f(x) = arcsecu(x) ise u(x) = secf(x) olduguna gore esitliginin her iki
yanini X’e gore tiirevini tliirevde zincir kuralina gore alirsak

(secf(x)) = u'(x)
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f'(x) - secf(x) -tanf(x) = u'(x)
' _ u'(x)
Fe) = secf(x)-tanf(x) (1)
bulunur. u(x) = sec f(x) ifadesini bir dik liggende yerine yazarsak,

sekli olusur. Bu sekle gore tan f(x) = 1/u?(x) — 1 olacagindan (1) esitligi
f,(X) — u (X)
u(x)-Juleo—1
olarak bulunur.

vi) (v) sikkina benzer yontemle ispat edilir.

3

Ornek: y = arcsin 3x ise u(x) = 3x olacagindany ' = ——=dir.

J1-(3%)°

—2X

J1—x4

Ornek: y = cos™ 1 x? ise u(x) = x? olacagindany’ = dir.

Ornek: f(x) = arctan® 5x ise u(x) = 5x ve zincir kural geregi,

5
! — 2. 2 —_—
f’'(x) = 3-arctan” 5x 157522
bulunur.

Ornek: y = arcsec 8x ise u(x) = 8x olacagindan
I __ 8 I 1

’ _8x-4/(8x)2—1y _x-,/64x2—1

dir.

Ornek: y = arcsin(cosx) ise u(x) = cos x olacagindan
/ —sinx _ —sinx _ 1

a Jl—COSZX - Jsinzx -

17
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bicimindedir.

Ornek: y = arccot+/x fonksiyonunun tiirevini bulmak i¢in énce

(%) = (VX) =
u (X) - (&) - 2VX
oldugunu biliyoruz. Buna gore,
1
f_ 7R _ 1
Y T2 2RI
dir.
.. 1y . / .
Ornek: f(x) = arctan (;) ise f'(3) nedir?
. . .1,_ _1[___2__l
Cozim: (x) =x1)'=-x*= 2
_1
2
f'(x) =—=%
® 1+
X
_1
2 1
] _ 3 _ x4
F®3) = 1+L~ 10
2
3
Ornek: y = x® arctan x ise u(x) = x® olacagindan
I _ g7 8
y = 8x’ arctanx + 1+x2X
dir.

Ornek: y = x° arccot(sinx) ise u(x) = sinx olacagindan ¢arpimin tiire-
vinden

. — cosX
y' = 6x°arccot(sinx) + ———x°
1+sin”x

bulunur.

LOGARITMIK ve USTEL FONKSiYONLARIN TUREVI

1.13. Teorem: f : R — R™, f(x) = e"® ise f'(x) = e"® - v/(x) dir.
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_ u() _ gula)
Ispat: f'(x)=1im
X—a X —a

yazilir. Limiti alinacak ifadeyi (u(x) — u(a)) ile carpip bolersek

f'(x)=lim e e )( u(x)- u(a)j =e"™u'(x)

xa (u(x) —u(a) x—a

elde edilir.
Ornek: f(x) = e3¥ise u(x) = 3x olacagindan f'(x) = e3* - 3 dir.

Ornek: f(x) = e¥ ise u(x) = x olacagindan f'(x) = e* dir. (Tiirevi ken-
disi olan fonksiyon)

sinx

Ornek: f(x) = eS"* ise u(x) = sinx olacagindan f'(x) = e5"* cos x dir.

Ornek: f(x) = e " ise u(x) = —x? olacagindan f'(x) = —x2e™*" dir.

Ornek: f(x) = e”**ise u(x) = — cscx olacagindan
f(x) = —(—cscxcotx)e™™* = (cscx cotx)e™
dir.

1.14. Teorem: f : Rt > R, f(x) = Inu(x) ise f'(x) = % seklindedir.

Ispat: f(x) = Inu(x) fonksiyonunun tersi u(x) = e™® olduguna gore
1.13. teorem geregi,

u'(x) = ef®f'(x)

iy U (X Uu'(®)
P =9 = 1
olur.

s 2
Ornek: f(x) = Inx3 ise u(x) = x3 olacagindan f'(x) = % dir.



www.matematikl.com 20

" . . . . cos .
Ornek: y = In(sinx) ise u(x) = sinx olacagindany ' = sin;(( = cotx dir.

Ornek: y = x? + In3x — tanx ise

y' = 2x+%— (1 + tan?x)
dir.
. X5 o
Ornek:y = lnm isey’ in x = 1 i¢in degeri nedir?
Coziim:y = Inx® — In(x + 3) olacagindan
, 5 1
T x x-2
- 1
F)=1-1=3=6
bulunur.
1.15.Teorem:a # 1,f: R - R™,
f(x) = a"® ise f'(x) = a"® - u'(x) - Ina
dir.

Ispat: f(x) = a"®
In f(x) = Ina%®
Inf(x) =u(x)-lna
bulunur. Bu esitliginin her iki yanini x’e gore tirevini alirsak, tiirevde zincir
kuralina gore
f'(x)
f(x)
f'(x) =f(x)-u'(x) " Ina
f'(x) =a"®@ - -u'(x)-Ina
elde edilir.

=u'(x)-lna

Ornek: f(x) = 5% ise u(x) = x olacagindan f’(x) = 5In 5

8x 8x
Ornek: y = (%) ise u(x) = 8x olacagindany’ = (%) ln% dir.
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.. dy « )
Ornek:y=x2-5xlse&—2x 5° + x* - 5% In 5 dir.

Ornek:y = 2sin*x jge u(x) = sin® x olacagindan
y' = 2510 X35in2 x In 2

dir.
COosSX
Ornek:y = (%) ise y' nedir?
Cozim:y = 27 ¥ ye u(x) = — cosx ve u(x) = sinx oldugundan,
y = 27%%*sinx1In 2
dir.

1.16. Teorem: f : R* — R, f(x) = log, u(x) ise f'(x) = 1111((:(()) log, e dir.

Ispat: f(x) = log, u(x)
af(x) — alogau(x)
af® = u(x)
bulunur. Bu esitliginin her iki yanim x’e gore tiirevini alirsak, 1.15 teoremi ge-
regi
af®f’(x) - Ina = u’(x)

v
') = " m
F(x) = ()loga

elde edilir.

Ornek: f(x) = logg 4x ise tiirevini bulunuz.

Cozim: u(x) = 4x ise u'(x) = 4 dir. Buna gore
, 4 1
f'(x) = Elogg e= ;logg e
dir.

Ornek: f(x) = logx? ise tiirevini bulunuz.
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Coziim: u(x) = x? ise u’(x) = 2x dir. Buna gére

f'(x) = %loge = %loge

dir.
Ornek: f(x) = log(x? + 3) ise tiirevini bulunuz.
Coziim: u(x) = x* + 3 ise u'(x) = 2x dir. Buna goére
£/(x) = =Z_loge
~x2+3 %8
dir.
Ornek: y = log(tanx) ise tiirevini bulunuz.
Coziim: u(x) = tanx ise u’(x) = 1 + tan? x dir. Buna gore
' 1+tan2x1
~ “tanx 08¢
dir.

1.1. Not: Logaritmik ve iistel fonksiyonun disinda baska bir fonksiyon-
larin tiirevleri de logaritma yontemlerini de kullanarak ¢dzebiliyoruz. Simdi
bunlar1 6rneklerle gosterelim:

Ornek: y = x* fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozlim: Bu tiir fonksiyonlarin 6nce her iki tarafinin In’ini alalim.
Iny = Inx* dir. Simdi logaritmanin kuralindan Iny = x Inx olarak bulunur.

Burada her iki tarafin tiirevini alirsak,
y! 1
—=Ilnx+-x
X

y' =y(1+Inx)

y' =x*(1+Inx)
elde edilir.

Ornek: y = x® fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
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Coziim: Bu tir fonksiyonun da 6nce her iki tarafinin In’ini alalim.

Iny = Inx®"
Iny = e* Inx

olarak bulunur. Burada her iki tarafin turevini alirsak,
y, X 1 X
—=e"Inx+-—e
y X

y' =yeX (% +In X)
y' =x° X (% + In X)
elde edilir.

Ornek: y = x5""* fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Coziim: Bu tiir fonksiyonun da dnce her iki tarafinin In’ini alalim.
Iny = Inx5'""¥

Iny =sinx Inx
olarak bulunur. Burada her iki tarafin tiirevini alirsak,

y! e
— =cosxInx + —sinx
be

y' = y(cosxlnx+%sinx)

y' = xSinx (cos xInx + %sin x)

elde edilir.

SAGDAN ve SOLDAN TUREV

1.2. Tanim: A c R, f: A — R fonksiyonu verilsin. a € A olmak {izere,
f(x)-f
1. liqu limiti varsa, bu limite f 'nin x = a da ki sagdan tiirevi
x—>a X—a
denir. f'(a™) ile gosterilir.
. f(x)-f(a) ,. .. e . .
2. lim ————— limiti varsa, bu limite f 'nin x = a da ki soldan tiirevi
Xx—a X—a
denir. f'(a™) ile gosterilir.
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3.f'(a*) =f'(a”) ise, f fonksiyonu x = a da tiirevlidir denir.

4. f'(a*) # f'(a”) ise veya x = a da ki sagdan veya soldan tiirevlerden
biri yok ise f'nin x = a da tiirevi yoktur denir.

. 2, Xx=2
Ornek: f (x) = {XX-: 'XX<_2

ve soldan tiirevlerini bulunuz.

fonksiyonunun x = 2 noktasindaki sagdan

Coziim: lim x+2=limx* =f(2)=4 oldugundan f, x = 2 de siireklidir.

x—2" x—2"

m(x+2)—(2+2)= X—2=

Sagdan tirev: f'(27)=1i lim 1
x—27 X — 2 x—2" X — 2
2 _ 2 _
Soldan tiirev: (2 )= lim *—2 = Jim ¥ =2&*2)_,
x>2 X—2 x—2" X—2

bulunur. Buna gore f'(2%) # f'(27) oldugundan x = 2 de tlirev yoktur.

PARCALI FONKSIYONLARIN TUREVLERI

Sagdan ve soldan tiirev parcali fonksiyonlarin kritik noktalari icin ge-
cerlidir. Ama parcali fonksiyonlarin kritik noktas1 disinda da degerleri vardir.
Simdi bu durumu inceleyelim.

1.1. Aksiyom: A c R, f: A = R fonksiyonu verilsin.

_(u®), x=a . ., . (V{X,x=a
fG) = {v(x), x<a Sef00= {V’(x), x<a
seklindedir. //

x = a kritik noktasinda tiirev alinirken 6nce bu noktalarda fonksiyonu-
nu stirekli olup olmadigina bakilir. Fonksiyon siirekli, sagdan ve soldan tiirev-
leri esit ise tiirev vardir. Bunun disindaki durumlarda tiirev yoktur.

X2 4+x x<1
3x%, x>1
biciminde tanimlanan fi¢in x = 1 de tiirevini inceleyiniz.

ﬁrnek:f:[[&ﬁﬂ%{,f(x)z{
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Coziim: x = 1 noktasi fonksiyonun kritik noktasi oldugundan fonksiyon
oncelikle stirekli olduguna bakmaliyiz.

lim 3x* = lim x* +2x =3 oldugundan f, x = 1 de siireklidir.

x—1* x—1"

Simdi fonksiyonlarin 1 noktasindaki sagdan ve soldan tiirevlerinin de-
gerine bakalim.
, 2x+ 2, x<1
00 ={ 6x, x=>1
Sagdan tiirev: f'(17) =6-1=6
Soldan tirev: f'(17) =2-1+2 =4
bulunur. Buna gore f'(1*) # f'(17) oldugundan x = 1 de tiirev yoktur.

O halde x = 1 noktasinda fonksiyon siirekli olmasina ragmen tiirevi
yoktur.

Ornek:
Y A
\Oj’\ )
1 34 %

Grafigi verilen f : R = R, f fonksiyonunun x = —1,x = 3,x = 4 deKki tiirevlerini
inceleyiniz.

Cozim: f fonksiyonu;

x = —1 da taniml ve siireklidir. x = —1, fonksiyonunun kritik bir nok-
tasi degildir. Soldan ve sagdan tiirevleri aynidir. Bu yiizden x = —1 da tiirevli-

dir.

x = 3 de f(3)=2 oldugundan tanimhdir, fakat siirekli degildir. O halde,
bu noktada tiirevsizdir.

X = 4 de tanimsizdir. Bu yiizden hem siireksiz hem de tiirevsizdir.
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) x2+8 x<2
Ornek: f (x) =410, x = 2 biciminde tanimlanan f fonksiyonu x = 2
2x+6, x> 2

de tirevli midir?

Cozim: f’'nin x = 2 de siirekli olup olmadigini arastiralim.

limx*+8=12, lim 2x+6=10, f(2) = 10

x—2" X2~

oldugundan x = 2 de siirekli degildir, bu yiizden x = 2 de tlirevi yoktur.

. _ _fax®*+1, x>1
Ornel: f(x) = {ZX +b, x<1
x = 1 de tiirevli olmasi i¢in a — b ka¢ olmalidir?

biciminde tanimlanan fonksiyonun

Coziim: x = 1 de tiirevli olmasi icin fonksiyon x = 1 noktasinda stirekli
olmalidir.
lim f(x) = lim f(x)
x—1" x—1"
a-1?+1=2-1+b
a—b=2

SIGNUM (ISARET) FONKSIYONUNUN TUREVI

1.2. Aksiyom: A € R, u : A - R olmak lizere f : A = R fonksiyonu i¢in;

-1, u(x) <0 0, ux)<o
f(x) =4 0, u(x) =0isef’(x) =<{yok, u(x)=0
1, ux) >0 0, ux)>0

seklindedir. Ciinku f fonksiyonu 0 noktasinda siirekli olmadigindan 0 nokta-
sinda tiirevi yoktur.

Ornek: f: A > R, f(x) = x2 sgn (x — 4) fonksiyonunun tiirevli oldugu
aralig1 bulunuz.

Coziim: Once verilen fonksiyonu parcali fonksiyona cevirelim:
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—x%, u(x) < 4
f(x) = 0, ux)=4
x%, u(x) > 4
x = 4 noktasinda siirekli olmadigindan 4 noktasinda tiirevi yoktur. Buna gore,
-2x, u(x) <4
f'(x) =4 yok, u(x) =4
2%, u(x) > 4
seklindedir. Tiirevsiz oldugu tek nokta x = 4 diir. Oyleyse verilen fonksiyon
R — {4} de tiirevlidir.

MUTLAK DEGER FONKSiYONUNUN TUREVi

1.3. Aksiyom: A c R, f: A - R fonksiyonu verilsin. f (x) = |u(x)| sek-
linde ise
iy _(U®X), u® =0
10 = {—u(x), ux) <0

dir. Burada u(x) = 0 denkleminin koKleri i¢in tiirev alinirken sagdan ve soldan
tiirevlerine bakilir. x = a, u(x) = 0 denkleminin bir kokii ise,

1.f'(a™) =f'(a”) ise, f fonksiyonu x = a da tlrevi vardir.

2. f'(a*) # f'(a”) ise veya x = a tiirevi yoktur.

Ornek: f: R - R, f (x) = x|x?| + 10x fonksiyonu veriliyor, f'(0) in de-
geri nedir?

Cozim: f(x) i tanimlarken x? iki kath kék oldugundan
£'(x) ={ X x24+10x, x#0
0, x=0
bulunur. Buna gore tiirev alirsak,
rrn _ (3x24+10, x#0
60 _{ 0, x=0

£'(0") =3-02+10=10vef'(0") =302+ 10 = 10
oldugundan f'(0) = 10 dir.

Ornek: f: R - R, f(x) = [x3 — 2x? + x| fonksiyonun x =1 ve x =0
daki tiirevlerini bulunuz.
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Coziim: Once mutlak deger fonksiyonunu pargali fonksiyona cevirelim.
x3 = 2x% +x =x(x+ 1)?
oldugundan

>< |- 0 1 @

tablosu ¢izilir. Bu tabloya gore mutlak deger fonksiyonu
x3—-2x>+x, x>0
f(x) = 0, x=0
—x342x?2-%x x<0
parcali fonksiyona ¢evrilir. Bu parcali fonksiyonun tiirevini alirsak
3x? —4x+1, x>0
f(x) = 0, x=0
—3x?°+4x—1, x<0
bulunur. Buna gore x=1 igin
f'(1)=3-12-4-1+1=0
dir. Ama x=0 igin
f'(0*")=3:02-4-0+1=1vef’'(07)=-3:02+4-0+1=-1
olup sagdan ve soldan tiirevler esit degildir. Su halde 0 noktasinda tiirevi yok-

tur. //

X - 2rt 4 x

Bu iki 6rnegi su teorem verilerek tekrar yeni yontemle ¢oziilecektir.

1.17. Teorem: A c R, f: A —» R fonksiyonu verilsin. f (x) = |u(x)| sek-
linde ise

f'(x) = u'(x) - sgn u(x)
dir. Ama u(x) = 0 olan a noktasinda;

1. a noktasinda cift kat kok ise tiirevi vardir.
2. anoktasinda tek kat kok ise tlirevi yoktur.

Ispat: f (x) = |u(x)| = y/u?(x) yazilacagindan, karekékiin tiirevini alir-
sak

1) — 24U () _u@)u'(x) _ oy
f'(x) = 2 = )] = u'(x) - sgn u(x)

olarak bulunur. Burada;
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1. x = 0 noktasinda cift kat kok ise, sagdan ve soldan degerler ayni isa-
retli olacagindan stirekli ve
f'(a™) =f'(a")
dir. f fonksiyonu x = a da tiirevlidir.

2. x = 0 noktasinda tek kat kok ise, sagdan ve soldan degerler farkl
isaretli olacagindan
f'(at) #f'(a”)
dir. f fonksiyonu x = a da tiirevi yoktur.

Ornek: f: R - R, f (x) = |x? — 3x| fonksiyonu i¢in
f'(x) = (2x — 3) sgn (x* — 3x)
dir. Ayrica x = 0 ve x = 3 noktasinda tiirevi yoktur. Clinkii 0 ve 3 noktalar1 tek
kat koktiir.

Ornek: f: R - R, f (x) = |e™*| fonksiyonu i¢in
—X
F'() = —e ™ sgn () = Sl () = —Je|
dir. Ayrica x'in hicbir noktada kritik nokta olmadigindan her noktada tiirevle-
nebilirdir.

Ornek: f: R -» R, f (x) = |x3 — 2x? + x| fonksiyonu icinx = 0ve x = 1
noktalarindaki tiirevlerini bulunuz.

Cozim: f'(x) = (3x? — 4x + 1) sgn(x3 — 2x? + x)
olarak bulunur. x3 — 2x? + x = 0 denkleminde

o | om 0 1 o
—%+%+

tablosu cizilebilir. Bu tabloya gore, f'(0) noktasinda tiirev yoktur. Ama
f'(1) = 0 dir.

X -2rt 4

1.2. Not: Bir fonksiyon bir noktada siirekli ise tiirevi vardir. Ama bunun
tersi dogru olmadigini tiirev ve siireklilik teoreminde ispat ettik. Bu kisimdaki
her 3 6rnekte her noktada stirekli fonksiyonlar ama gortldiigii gibi bazi nokta-
larda tiirevleri yoktur.
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Ornek: f: R > R, f (x) = x|x?| + 10x fonksiyonu i¢in x = 0 noktalarin-
daki tiirevlerini bulunuz.

Coziim: f'(x) = |x%| + 2x%sgn (x?) + 10 olarak bulunur. x? = 0 denk-
leminde, x = 0 ¢ift kat kok olacagindan tiirevi f'(0) = 10 dir.

TEK ve CIFT FONKSIYONLARIN TUREVLERI

1.18. Teorem: AC R, f: A—> R, f(x) =y fonksiyonu verilsin. Her
X € Aigin,

i) f(x) =y fonksiyonu tek fonksiyon ise f'(x) fonksiyonu cift fonksi-
yondur.

ii) f (x) =y fonksiyonu cift fonksiyon ise f'(x) fonksiyonu tek fonksi-
yondur.

[spat: Ac R, f: A - R, f(x) = y fonksiyonu verilsin. Her x € A icin;

i) f ¢ift fonksiyon ise f (—x) = f (x) ve f (—a) = f (a) ise
F—a)=lim NI _ i 1007H@) g, 109 =H@) s
x—a (—X) — (_a) x>a —X4+a x—a — (X — a)
olur ki bu bize f'(x) fonksiyonu tek fonksiyon oldugunu gosterir.

ii) f tek fonksiyon ise f (—x) = —f (x) ve f (—a) = —f (a) ise
F-a)=lim CRZIE) 2109 *H@) ()= H(@)) gy
x—>a (—X) — (_a) x—a —X+a x—a — (X — a)
olur ki bu bize f'(x) fonksiyonu cift fonksiyon oldugunu gésterir.

Ornek: f (x) = cos 2x in c¢ift fonksiyon ve tiirevinin tek fonksiyon oldu-
gunu gosteriniz.

Cozim: Her x € R icin cos(—2x) = cos 2x oldugunu trigonometri konu-
sundan biliyoruz. Buna gore,

f (—x) = cos(—2x) = cos 2x = f (x)
olup fonksiyonun kendisi ¢ift fonksiyondur. Tiirevi ise,

f'(x) = —2sin 2x
dir. Yine her xeR i¢in sin(—2x) = — sin 2x oldugunu trigonometri konusun-
dan biliyoruz. O halde

f(—x) = —sin(—2x) = —(—2sin 2x) = —f (x)
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olup fonksiyonun tiirevi tek fonksiyondur.

Ornek: f (x) = x3 in tek fonksiyon ve tiirevinin cift fonksiyon oldugunu
gosteriniz.

Coziim: f (—x) = (—x)3 = —x3 = —f(x)
oldugundan fonksiyonun kendisi tek fonksiyondur. Fonksiyonun tiirevi ise
f'(x) = 3x2 olup,

f'(—x) = 3(—x)? = 3x? =f'(x)
dir. Su halde tiirevi ¢ift fonksiyondur.

PERYODIiK FONKSiYONLARIN TUREVLERI

1.19. Teorem: A C R, f: A = R ve f fonksiyonun peryodu T olsun. Bu
takdirde, f fonksiyonun tiirevi de peryodik ve peridoyu da T dir.

Ispat: f fonksiyonun peryodu T ise,
f(x) =f(x+T)
dir. Simdi her iki tarafin tiirevini alirsak,
f'XN)=E+T' f'x+T)=1-f'x+T)=f'(x+T)
elde edilir. Bu durum, f fonksiyonun tiirevi de peryodik ve peridoyu da T oldu-
gunu gosterir.

YUKSEK MERTEBEDEN TUREV

1.3. Tanmm: Bir Ac R, f: A-> R, x = y = f(x) fonksiyonunun tanimh
oldugu aralikta tiirevleri de taniml ise bir kez daha tiirevi alinabilir. Bu alinan
tiireve 2. mertebeden tiirev denir. 2. mertebeden tiirevinin taniml oldugu ara-
likta tlirevi yine tanimli ise bir kez daha tiirevi alinabilir. Bu alinan tiireve 3.
mertebeden tiirev denir. Benzer sekilde diger mertebeden tiirevler tanimlana-
bilir.

y =f'(x) = dy _ dit9 ile 1. mertebeden tiirev

dx2 dx2
no__gn _M_df(X) ..
y'=f"(x) = 2o al ile 2. mertebeden tiirev
&Py B

yIII — f”’(X) - — 2

o3 o3 ile 3. mertebeden tiirev
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4 4
d d f(x)
@ —f@® _4y_4alx
y 2 dx? dx*4

sekilde diger tiirev mertebeden tiirevler sembollerle gosterilir.

ile 4. mertebeden tiirev gosterilir. Benzer

Ornek:y = x3 — 4x? + 5x — 7 ise
y'=3x?—-8x+5
y' =6x—8
y’,:6

Ornek: y = e?* ise

y' = 2e%
y” — 22e2X
ym — 232X

. ) - d3y
Ornek: y = sinx cos x ise e yi bulunuz.

. . dy . . 2 )
Cozum:d— = COSXCOSX — sinxsinX = cos” X — sin” x = 2 cos 2x

X

d?y .

——, = —2sin2x

dx

d3

—= = —45sin 2x

dx3

Ornek: y = e** fonksiyonu y"’ — 4y’ + 3y = 0 denklemini sagladigina
gore a’'nin alabileceginden degerleri bulunuz.

Coziim:y' = ae®*
yH — azeax
olduguna gore,
y'—4y' +3y=0
ae® — 4ae™ + 3e¥X =0

(> —4a+3)e* =0

a; =3vea, =1
olur.
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1.1. Sonug: Her a,b € R, her n € N* olmak tizere,

i) f(x) = (ax+b)"ise f™M(x) =nla®

ii) f(x) = e™ise f™M(x) = a"e®

iii) f (x) = sin(ax + b) ise f™(x) = a"sin (ax +b+ ng)

iv) f (x) = cos(ax + b) ise f{™(x) = a™ cos (ax +b+ ng)
dir.

Ornek: f (x) = (8x + 3) ise f®(x) i bulunuz.

Coziim: f'(x) = 5(8x+ 3)*-8
£(x) = 5 - 4(8x + 3)3 - 82
f""(x) =5-4-3(8x+3)%-83
f®(x) = 5-4-3-2(8x + 3) - 8*
£G)(x) = 5185

Ornek: f (x) = sin(3x + 5) ise f1% (x) in degeri nedir?

Cozim: 1.1. Sonug (ii) ye gore,
£(10)(x) = 310 sin (3x +54 10%) = 3105in(3x + 5 + 5m)
dir. Trigonometride 3. bolgede,

sin(x + m) = —sinx
oldugundan
sin(5mw+ m) = —sinx

olur. Buna gore,
fA0(x) = 3%sin(3x + 5 + 5m) = —3%sin(3x + 5)
dir.

Ornek: y = cos 8x ise y?9 yi bulunuz?

Cozim: Sonug (iv) sikkinda a = 8 ve b = 0 olacagindan,

£ (x) = 82 cos (8x +20 g)

= 820 cos(8x + 10m)
= 820 cos(8x + 2m)
= 82%[cos 8x cos 21 — sin 8x sin 2]
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= 82%[cos 8x - 0 — sin8x - 1]
= —82%sin 8x
bulunur. //

Gottfried Wilhelm Leibniz
01 Temmuz 1646, Leipzig, Almanya - 14 Kasim 1716 Honnever, Almanya

1.2. Sonug (Leibnitz Kurali): Ac R, f: A—- R, f(x) = u(x) v(x) sek-
linde tanimlansin. Bu takdirde,

fM(x) = i(?)um(x).v(“)(x)

bicimindedir. (Burada u(x) in X’e gore r-inci tiirevi u®(x), v(x) in x'e goére n-r
—inci tiirevi v(®®9(x) dir. Ayrica u©@(x) = u(x) ve v©(x) = v(x) oldugunu
unutmamak gerekir.)

KAPALI FONKSIYONLARIN TUREVI]

1.4. Tanim: AC R, f: A - R, y = f(x) fonksiyonu F(x,y) = 0 seklinde

yazilmasina kapali fonksiyon denir.

Ornek: y = f(x) = —2x + 5 fonksiyonunun kapali denklemi y + 2x = 5
bicimindedir.

Ornek: F(x,y) = x? + y? — 16 = 0 bir kapal fonksiyondur.
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Ornek: xy + y2 — x2 = 0 bir kapal fonksiyondur.
Ornek: e¥ — x + y = 10 bir kapal fonksiyondur.

1.20. Teorem: Bir kapali F(x, y) fonksiyonunda, F(x,y) fonksiyonun x’e
gore tiirevini F,(x,y) ile y'ye gore tiirevini Fy (x,y) ile gostermek tlizere
y = — Fx(xy)
Fy(X'Y)

seklindedir.

Ispat: F(x,y) = 0 kapali fonksiyonunun y sabit kabul edilip x’e gére tii-
revi Fy(x,y) ve x sabit kabul edilip y'ye gore tiirevi F,(x,y) ise, F(x,y) =0
fonksiyonunda her iki tarafin x’e gore tiirevi alinirsa,

Fxxy) +Fy&y)y =0
y = — Fx(xy)
Fy(xy)

bulunur.

Ornek: F(x,y) = 3x%y + 4xy — 5 = 0 fonksiyonun tiirevini bulunuz.

_ 6xy+4y

Gozlim: ¥ = = 5 T ax

Ornek: F(x,y) = xsiny + y sinx = 0 fonksiyonun tiirevini bulunuz.

__siny+ycosx

- '
ozum:y = -
G y Xcosy+sinx

Ornek: F(x,y) = 5x3y + 6xy? — 10y — 2 = 0 bagint1 ile verilen fonksi-
yonun A(1, 1) noktasindaki tiirevini bulunuz.

_FX(X'Y)

Fy(X'Y)
o 15PHey? _ 151%4617 21,
© 5x3+12xy—10  5.13+121-1—10 7

Coziim: Oncey’ = yi bulalim.
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DIFERANSIYEL KAVRAMI ve HATA TESPITI

1.5. Tanim: Ac R, f: A - R, y = f(X) fonksiyonu A’da tlirevlenebilen

bir fonksiyon olsun. Her x € A i¢in f'(x) = % oldugundan,
dy = f'(x) dx
ifadesine f fonksiyonunun x € A noktasinda diferansiyeli denir.

Ornek: y = x3 + 4x + 8 ise dy nedir?
dy 2
Szim: = = 3 4
Cozim I X"+

dy = (3x% + 4) dx

Ornek: y = cos3x ise dy nedir?

.. dy :
Cozum: el 2 cos x sin X

dy = (2 cosxsinx)dx //

Diferansiyel yardimiyla bazi sayilarin yaklasik degerleri kiiciik hatalar-
la hesaplanabilir. Soyle ki;

AcR, f:A-> R, y=f(x) fonksiyonu A da tiirevlenebilir olsun.
lime=0 olmak lizere

Ax—0
Ay  f(x+Ax)—f(x) . ,
A A =f(x)+e=f(x)

seklinde yazilabilir. Bu durumdan yararlanarak,
f(x + Ax) — f(x) = Ax - f'(x)
f(x + Ax) = f(x) + Ax - f'(x)

bulunur.

Ornek: V5 sayisinin yaklasik degeri nedir?

Coziim: f(x) = v/x bigiminde tanimlanan f fonksiyonu icin
f(x + Ax) = f(x) + Ax - f'(X)

1
\/X+AX:\/§+AX2—&
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yazilabilir. x =4veAx =1 allmrsa
~ 1_9_
VE=Vai+1=vVi+1- zf =2+7=7=225

bulunur. Biraz daha yaklasmak icin x = 2,22 = 4,84 ve Ax = 0,16 alinirsa
1 0,16

V5 =+4,84 + 0,16 = V4,84 + 0,16 - m—22+44—2,236

olur.

Ornek: Bir kiipiin bir ayritinin uzunlugunu kumpasla 6lgen kimse,
kumpasin 0,01 cm hata ile 6l¢tiigiinu bilinmektedir. Kiiptin bir kenar1 30 cm
olduguna gore, kiipiin hacminde yapilan hata ne kadar olur?

Céziim: Kiipiin bir kenarinin uzunlugu x cm olursa hacmi f(x) = x3 cm3

olur.
f(x + Ax) = f(x) + Ax - f'(X)
(x + Ax)3 = x3 + Ax 3x?
= 29,993 + 0,01 - 329,992
= 26 999,991002

Hacimde yapilan hata;
303 — 26 999,991002 = 0,008998 cm?

olur.

Ornek: ABC iiggeninin ¢ = 24 cm, b = 30 cm ve m(A) = 60° dir. c ve b
1
kenarlarinin hatasiz 6l¢tildiigi, A agisinin dlglistinde > derecelik bir hata yapil-

dig1 tespit ediliyor. Bu liggenin alaninda yapilan hatanin yaklasik degeri cm?
tirinden bulunuz.

Cozim: ABC ili¢geninin alani S = %b csinA dir. c =24 cm, b=30cm
0
olduguna gore, S'nin A cinsinden degeri, S = 360 sin A olur. AA = (%) = %
f(x + Ax) = f(x) + Ax - f'(x)

1 1 1
Ebcsin(A+ AA) = EbcsinA+ AA-EbccosA
1
224 30sin 60 + 5— 360 2 - 24 -30cos 60
= 180\/§+7
Hacimde yapilan hata;
1 _ M T 2
~24-30 - 5in 60 — 180\/§+E =~ om

olur.



www.matematikl.com 38

COZUMLU ALISTIRMALAR
6x2—9x+5 . . . .
=~ -5 o ?
1.y - fonksiyonun tiirevi asagidakilerden hangisidir?
Cozim:
, (12x—9)(4x%—6x+2)—(8x—6)(6x2—9x+5)  —16x+12

2 2
(4x2—6x+2) (4x%—6x+2)

2. f(x) = In(x? — 3x + 8) fonksiyonunun tiirevi hangisidir?

Coziim: u = x* — 2x + 8 segilirse,

, _ 2x-3
F&x) = x%2—3x+8
dir.

3. f(x) = |3x — 6] fonksiyonunun x, = 2 apsisli noktasinda, tlirevinin
degerini, varsa bulunuz?

. f(x)-f(x
Céziim: Tiirevin tanim f(x)= llg(l % olduguna gore sagdan ve
0 %0

soldan tiirevleri hesap edersek,
3x—6|-3:2-6]  —(3x-6)
= lim =

f(27)=1lim -3
x—2" Xx—2 x»2" X—2
3x—-6|—3-2-2 -
f(2+)=1im| Sl |2 i B%=0)
x—2" X—2 x-2t X —
olarak bulunur. Bu bize sagdan ve soldan limitlerin esit olmadigini yani,
F(25) = £'27)

oldugunu gosterir. Bu durum 2 noktasinda tiirevin olmadigini gosterir.

4. f(x) = tan (g cos x) ise, f' (g) in degeri nedir?

Cozim: f'(x) = [1 + tan? (g cos X)] (—gsin x)

F'(3) =[1 + tan? (g eos3)| (-25n3)
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o) =l G339
)=

5.a,b,ce R f(x) =(x—a)(x—b)(x—c¢)
fonksiyonunun x degiskenine gore f''(c) isleminin sonucu nedir?

Cozum:
f'x)=x—-b)Ex—-c)+Ex—a)x—c)+ (x—a)(x—Db)
f"X)=x—c)+Ex=-b)+Ex—-c)+(x—a)+ (x—b)+ (x—a)
f'"(x) =2[(x—a)+ x—Db) + (x—0)]

f"(c) =2[(c—a)+(c—b)+(c—c)]=4c—2a—2b

6. f(x) = |x3 — 2| — x? olduguna gore f "’ (—=2) in degeri nedir?

Cozim: x=-2 igcin x3—-2=(-2)2—-2=-10<0 olacagindan
f(x) = —x3 — x? + 2 fonksiyonu elde edilir. Buna gére,

f'(x) = —3x% — 2x

f"(x) = —6x—2

£(—=2) = —6(—2) — 2 = 10
olur.

1 1
7. - + ; = 2 dogrusal fonksiyonun da f'(0) degeri kagtir?

1 1
Cozim: =+ == 2
Xy
1 1 2x-1
- — 2 —_—-—=
y X X
X
y =10 =577
() = 1-(2x—1)—22x= —1 i
(2x—-1) (2x—-1)
f(0) = — —

20-1°

2
x d . .
8. e XF(X%X) in sonucu nedir?
X
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2
- d d
. a—X 3aX) — o~ X_ 2 2 X 3 .X
Cozim: e de(X eX)=e T Bx°e* +x eX)
= e X(6xe* + 3x%eX + 3x%e* + x3e¥)
= 6x + 6x% + x3

f(2+h)-f(2)
h

9. f(x) = 3x? + 4 olduguna goére lhmg degeri kagtir?

. f(2+h)-f(2
Cozum: f'(2)= ngg% oldugundan,
f'(x) = 6x
f'(2)=6-2=12
olarak bulunur.

10. f(x) = [(x? + x)3 + 2]* olduguna gore, f'(1) in degerini asal ¢carpan-
lara ayirarak ¢6ziintz.

Cozim: f'(x) = 4[(x? +x)3 + 213 3(x2 +x)?(2x+ 1)
£/(1) = 4[(12 + 1)° + 213 317 + 1)2(2+ 1 + 1) = 273?53

11. f(4x — 7) = x3 — x? + 5 olduguna gore f'(1) kactir?

Cozim: f'(4x — 7)(4x—7) = (x3 —x2+5)’
f'(4x—7) 4 = 3x% — 2x
olur. x = 2 alinirsa
f'(4-2—-7)-4=3-22-2-2
f'(1) =2
bulunur.

12. f(x) = In(3x + 4) olduguna gore, (f~1)’(0) kagtir?

- IV S 1 _ 3x+4
Coztim: (7)) = 7oy = naxrd)y = 3

olarak bulunur. Burada y = 0 i¢in
fx) =InBx+4)<e’=3x+4x=-1
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oldugundan
— ’ 3 _1 +4‘ 1
1y =2 -1
elde edilir.

13. f(x) = e*sinx fonksiyonunun 12. mertebeden tiirevi olan % (x)
ifadesinin degeri nedir?

Cozum:
f'(x) = e*sinx + e*cosx = e*(sinx + cosx)
f"(x) = e*(sinx + cosx) + e*(cosx — sinx) = 2e* cos x
f'""(x) = 2e* cosx — 2e*sinx = 2e*(cos x — sinx)
f*)(x) = 2e¥(cosx — sinx) + 2e*(—sinx — cosx) = —4e*sinx
bulunur. Buna gore;
fH(x) = —4e*sinx = —4 f(x)
f® () = (=4)* f(x)
{0 () = (=4)° f(x)
f(12)(x) = —64 e*sinx
dir.

14. f(x) = (x — 3)?(x — t), f'(0) = —15 olduguna gére, t kactir?

Cozim: f'(x) = 2(x—3)(x—t) + (x — 3)?(-t)
f'(x) =2(0—=3)(0—1t)+ (0 —3)%(—1)

—15=-3t
t=5
d2
15. 2 (sin2 2x) isleminin sonucu nedir?
Cozim:

2 d d
oz (sin2 2x) = % (2 sin 2x cos 2x) = % (sin 4x) = 4 cos 4x

limitinin sonucu nedir?
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T
Coziim: f(x) = e'™™* alinirsa f(%) = "™ = ¢ olur. Bu ise f(x) fonksi-

yonunun tirevidir.

T
et _ o f(X) - f(4j

lim =lim
K2 T n T
X—>4 X_i X—)4 X_i
4

f(x) = (1 + tan? x)etanX
T
f(7) = (1 + tan? e"™"s = 2e

17. 2x — 3xy + 5y + 1 = 0 fonksiyonunun i¢in F(3, 1) in degeri nedir?

Cozum:
r— _ FX(X'Y) - _ 2_3y
y Fy(xy) —3x+45
_2-3y_2-31_1
FGD =335-335"1

18. f(x) = u(x + x2) ve f(0) = £'(0) = 3 ise u(0) + u'(0) degeri nedir?
Cozim: f(x) = u(x + x?2) ise f(0) = u(0 + 02) = 3 olup u(0) = 3 ve
f'(x) = u'(x+x?)(1 + 2x) ise f'(0) = u(0 + 0%)(1 + 20) = 3 olup u(0) = 3
u(0)+u’'(0)=3+3=6
olur.
19. f(x + a) = x* + 3x — 5ve f'(0) = 15 ise a'nin degeri nedir?
Cozim: f'(x + a) = 2x + 3 ve x + a = 0 olmasi i¢in x = —a alinmalidur.
f'(0) =2(-a) +3=15isea=6
20. Reel sayilar kiimesi tizerinde taniml bir f fonksiyonu i¢in
lim f(x)=4ve limf(x)=2
x—3"* x—>4"

olduguna gore, lim fix+1)+f(x+2)

limitinin degeri kag¢tir?
x2' f(x-1)




www.matematikl.com 43

Cozum:
lim f(x +1) = lim f(x) = 4
x—2" x—3"

limf(6—x)=limf(x)=2

x—2" x—4~

lim f(2x—1)=1lim f(x)=4
x—3"

x—2"

i [+ D+ f(xr2)  IRIGHDHIMI6-%) 442 3

x—>2" f(x—1) - lim f(2x—-1) 4 2
x—>2"

fG)—f(0)
— w54
2

21. f(x) = sinx fonksiyonu [O, g] arahig veriliyor. f'(k) =
tin1 saglayan cos k sayisini bulunuz.

Cozim: f'(x) = cosx,f(g) = sing = 1,f(0) =sin0 = 0 oldugundan

tiirev tanimi geregi
1-0

cosk =

NN

cosk = 2
T
olacaktir.

22. f(x) = |x — 1| fonksiyonunun x = 1 noktasinda tiirevi hakkinda ne
soylenebilir?

Cozum: f fonksiyonun sagdan f(x) = x — 1 olup f'(x) = 1 ve f fonksiyo-
nun soldan f(x) = —x+ 1 olup f'(x) = —1 olup bu noktada tiirevi yoktur.

23.f(x) = (x—1t)3,f"(0) = 12 olduguna gére, t'nin degeri nedir?

Cozim: f(x) = (x — t)3
f'(x) = 3(x —t)?

f"(x) = 6(x—1t)
12 = 6(0 — t)
t=—2
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