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2. BOLUM
TUREVIN UYGULAMALARI

1-L’HOPITAL YONTEMIi

Guillaume Fran(;o'is Antoine
1661 Paris, Fransa - 2 Subat 1704 Paris, Fransa

0 00
Bir limitte oVeyay belirsizligi varsa asagidaki L’hopital yontemi dedi-

.. 0
gimiz teorem uygulanir. Once 5 icin gecerli olan teoremi verelim.

2.1. Teorem: p(x) ve q(x), A — {a} € R kiimesinde taninmis tiirevlene-
bilen iki fonksiyon ve q(x) # 0 olsun.

lim—p(x) 0 ise lim p(x) _ lim p'(x)
x—a q(X) 0 x—a q(X) xoa (X)
bicimindedir.

ispat: p(x) ve q(x) fonksiyonlar1 a noktasinda taniml iseler,
p(a)=limp(x)=0, q(a)=limq(x)=0
dir. p ve q fonksiyonlari x = a noktasinda tanimli degil iseler bu fonksiyonlari
p(a) = q(a) = 0 olarak tanimlayalim. O halde,
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p(x)  p&x)—-p(a)

q®  a®-q()
yazilabilir. Su halde,

p(x)-p(a)
lim p(X) = lim p(X) — p(a) =1lim X—a =1lim p'(X)
x—a q(X) x—a q(X) — q(a) x—a q(X) - q(a) x—>a q'(X)
X—a

dir. //

0
Bir o belirsizliginde L’hopital teoremi uygulandiginda sonu¢ ¢ikmazsa

2. defa L’hopital teoremi uygulanir. Eger yine sonu¢ ¢ikmazsa 3. defa uygula-
nir. Bu islem sonug ¢ikana kadar devam eder.

4
Ornek: lim > 1
x->1 x—1

limitini bulunuz.

0
Cozum: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak

lim X L= =4
x>l x — 1 x—1 1
elde edilir.
N . sinx-sinb . . .
Ornek: llrrsl—5 limitini bulunuz.
X—>. X =

Cozum: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak

. sinx-sin5 . cosx
lim =lim =cos5
X—5 x—-5 x>5 1
elde edilir.
2
Ornek: lim limitini bulunuz.

x>0 1 —cosXx

0
Cozum: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak
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. x* 02X .. 2
lim ———=lim——=I1im
x>0 1—cosxX *»0sinx x>0 cosX

=2

elde edilir.

2

e . x°—25
Ornek: lim—————— limitini bulunuz.
x5 sm(Zx— )

Cozim: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak
_ x*-25 : 2x
lim———=lim——F
x5 sm(2x - 10) x5 Zcos(ZX - 10)
elde edilir.

Ornek: lim xInx limitini bulunuz.

-1 x“—1

Cozim: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak

1.Inx +1.x
. xInx . x 1
lim =lim———2—=—
xo>lx2 1 x>l 2X
elde edilir.

X

limitini bulunuz.

. e
Ornek: lim
x—0

Cozim: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak

e =1 . €F e’
lim—— =lim = =1
-0 sinx x>0 cosx cos0
elde edilir.
B . 5P +2x*-8x+1 .. .. .
Ornek: lim limitini bulunuz.

x—1 X2 —

0
Cozum: 5 belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak

o 5x3+2x*-8x+1 .. 10x*+4x-8
llm =11m—:
x—1 X2—1 x—1 2xX

elde edilir.//

3
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(00
Simdi de = belirsizligi icin gecerli olan L’hopital yontemini verelim.

2.2. Teorem: p(x) ve q(x), A C R kiimesinde taninmis tiirevlenebilen
iki fonksiyon ve q(x) # 0 olsun.

lim —— pix) _ = ise lim P() _ lim p’(x)
X—>00 q(X) 0 X—00 q(x) x>0 (X)
bicimindedir.

. t 0
Ispat: p (%) =P(t) ve q (1) Q(t) olsun. t - 0* i¢in % ifadesi — for-

(i)

mundadir. Buna gore,

(1Y _1
P(x) =lim P(t) —limm = lim p(t)( tzj

=lim bix) (x)

X—>00 q(x) t—>0" Q(t) t—>0" Q'(t) t—»0" (1 1 0" (1 X—>0 q'(x)
qQl - | —= q| -
t t t
olur.
) X% + 2%
Ornek: lim—; limitini bulunuz.
x>0 2%+
(0]
Cozum: = belirsizligi vardir. L’hopital yontemini uygularsak
limx2 t2x o 2x+2 2 1
X—>00 2X2 +1 N x> 4x X—>00 4,
elde edilir.

. X
2.1. Not: limp(x)q(x) = 0+ o veya limp(x)q(x) = w0 ise hm%

q(x)
0 o0
sekline donistirtlerek o veya — belirsizligi elde edilir. Bundan sonra

L’hopital yontemine miiracaat edilir.

Ornek: lim xInx limitini bulunuz.

x—0"
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(00}
Cozim: O - oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligi = belirsizligine ¢evire-

lim.
. . Inx o
limxlnx=Ilim —=—
x—0* x—>0*1/X 0

bulunur. Simdi L’hopital yontemini uygularsak

lim 1/3(2 =lim(—x)=0
x—0" — X x—0"

elde edilir.

Ornek: limx®.e™ limitini bulunuz.

X—00

(0]
Cozim: O - oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligi 3 belirsizligine ¢evire-
lim.
X2 oo
limx*.e™ =lim— = —
X—0 x—w @¥ o
bulunur. Simdi L’hopital yontemini uygularsak
_x* 02X
lim— =lim—= —

x—o X x—o @¥ o

olup belirsizlik gitmemistir. Yine L’hopital yontemini uygularsak

limz—f = lim% =0
X—0 e X—>00 e
bulunur.

Ornek: limﬂg}lnl} limitini bulunuz.

x—0" X

(00}
Cozim: O - oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligi = belirsizligine cevire-

lim.
— sz
,1 7_1
tim|[ X |in 2 |= 2 im 2 2 L < _Lyimx=o
x—0*| \ 2 X 2x-50" X 2x-0" —x 2 x—0*

2.2. Not: lim [p(x)—q(x)]|= 0 -0 ise
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11
lim 4 - p(x)
p(x).q(x)

0 0
sekline dontstiiriilerek o veya — belirsizligi elde edilir. Bundan sonra

L’hopital yontemine miiracaat edilir.

2

w2\ x-2 X" -4

Ornek: lim[ j limitini bulunuz.

0
Cozlim: oo — oo belirsizligi vardir. Bu belirsizligin paydalari esitlenirse 5

belirsizligine doner. Simdi L’hopital yontemini uygularsak

. X+2 4 . [x+2-4 ox=2 .1 1
llm > — > = hm 2 = l]m > = llm_ -
x>2\ x“—4 x“—-4 x—2 xX“ -4 x-2 X“ —4 x-2 2x 4

elde edilir.

Ornek: lim(tanx —sec) limitini bulunuz.

X—2

Cozim: oo — oo belirsizligi vardir. Burada belirsizligin paydalan esitle-

nirse 5 belirsizligine doner.

. 1 as .
lim(tanx —secx) =lim( SInX j _ il Z2ESmx Y
cosx cosx) 2\ cosx 0

T
. xaE

Simdi L’hopital yontemini uygularsak
lim(_l +sin Xj _ lim(C(_)SXJ _ % —0
X_% COSX x_% sin x

bulunur.

Ornek: lim R limitini bulunuz.
x>1{ x—-1 Inx

Cozim: oo — oo belirsizligi vardir. Burada belirsizligin paydalan esitle-

nirse 5 belirsizligine doner.
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_ 1 1 . (1-x+Inx) o0
lim| ———— | =lim| ————— |= =
x>l x—1 Inx) =1 (x-DInx) 0

Simdi L’hopital yontemini uygularsak

1
1-x+Inx -1+ 0
lim| —=——= | =lim| ——%— |=2
x—1 (X_l)lnx x—1 X_l_lnx 0
X
oldugundan bir kez daha L’hopital yontemini uygularsak
_1+1 _iz 1
lim| ——&— | =1 X~ = _2
ol x—1 ) =7 2
JInx 4=
X X® X

bulunur.

2.3. Not: 0%,0%°, % 1%, belirsizligi varsa, Logaritmik ve iistel fonksi-
0 [o'e]
yonlarin tiirevi uygulanarak 5 veva belirsizligine donistirilir. Bundan

sonra L’hopital ydntemine miiracaat edilir. Séyle ki lim p(x)?™ = 1% biciminde-
ki limit y = p(x)3® yazilarak her iki tarafin e tabaninda logaritmasi alinir.

Iny = In p(x)9™

Iny = q(x) Inp(x)

y = 1) Inp()

lim y = elim q(x) limIn p(x)
sekline donistirtlerek % veya ; belirsizligi elde edilir. Bundan sonra

L’hopital yontemine miiracaat edilir.

Ornek: lim x™* limitini bulunuz.

x—0"

Cozim: 0° belirsizligi vardir. 2.3. notta izah edilen In yéntemi uygula-

nirsa,
y — XSlI'lX
Iny =Ilnx
Iny = sinxInx
y = esinx Inx

bulunur. Buna gore,

sinx

lim sinxInx

sinx _ e

lim x

x—0"
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dir. Burada oncelikle limsinx Inx i bulmaliy1z. Burada 0 - o belirsizligi vardir.

x—0"
= = L w = = L = =
Bu belirsizligi — belirsizligine ¢evirelim.
oo
Inx 0

limsinxIlnx = lqu = —=
x—0" x—0 1 o0

sinx
oldugundan L’hopital yontemini kullanirsak,
1
< sin®x 1 sinx sinx
lim =lim—%— =lim- .~ =lim- =
x—0 1 x—>0" —COSX x=>0" COSX X x=0" CcOSX X
sinx sin”x
oldugundan

Inx

0

lim sinxInx

= =e¥=1

llm Xsinx

x—0"

dir.

1
Ornek: lim(e* +2x)* limitini bulunuz.

x—0

Cozim: 1% belirsizligi vardir. 2.3. notta izah edilen In yontemi uygula-
nirsa,
y = (e*+ Zx)i
Iny = In(e* + ZX)i
Iny = i In(e* + 2x)

1
= In(e*+2x)
y = ex

0
oldugundan eo belirsizligi olup L’hopital yontemini kullanilir,
e*+2

lim L In(e* +2x) = lim £+2x 3 _3
x—0" X A | 1

bulunur ki bu bize

w

. 1 lim l.ln(e"+2x)
lim(e* +2x)* =e~"* =e

x—0"

oldugunu gosterir.

3

2-TUREVIN POLINOMLARA UYGULANMASI
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2.3.Teorem: AcCc R, f: A-> R,
f(x) = apx® + a,_x" T +a,_,x"" 2+ -+ a;x+a,
polinom fonksiyonu verilsin. f(x) = 0 denkleminin n katl bir kokii x = 0 ise,
f'f@=f"@=f"@=-=fM@=0
dir.

Ispat: Verilen polinom fonksiyonunun n kath kékii x = a ise

f(x) = apx" + ap_x* T +a, ,x" 24+ +a;x+a,=x—a)'=0
seklinde yazilabilir. Bu durumda,

f'(x) =n(x—a)"»lisef'(@) =n(@a—a)*1=0

f"(xX) =n(n—1)(x—a)"2isef”(a) =n(n—1)(@a—a)"2=0

fM(x) =n!(x—a)isef™@) =nl(a—a) =0
olacagindan

f'@Q=f"@ =f"@) =-=fM™@R)=0
dir.

Ornek: f(x) = ax® + bx? + cx + d verilsin. f(x) fonksiyonu (x — 1)3 ne
tam boliiniiyorsa, a ve b aralarindaki iliski nedir?

Coziim: f(x) fonksiyonu (x — 1)3 'ne tam béliiniiyorsa, x = 1 i¢in f(x) in
3 kath bir kokidiir. Bu durumda

f'()=f"(1)=0

f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

f"(x) = 6ax + 2b

0=6a-1+2b
b =-3a
olarak bulunur.

Ornek: f(x) = x3 — 2x? + x fonksiyonunun 2.3. teoremi gerceklestirdi-
gini gosteriniz.

Cozim: f(x) = x3 — 2x2 + x = x(x — 1)?

x = 1 denkleminin iki kath bir kokidtir.

x = 1 iki katli k6k iken teorem geregi f'(1) = 0 dir.

f'x) =1x—1)%?+2(x—Dxisef'(1) =11-1)%?+2(1-1)1=0

f"(x) =2(x—1)+2xisef”"(1) =2(1-1)+2-1=2+#0
yukaridaki teoremi gergeklesmez.

3-TEGET ve NORMALIN DENKLEMLERI
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2.1. Tanmmm: Bir fonksiyonun herhangi bir ve birka¢ noktasina degen
dogrulara teget denir.

"1 09 y—axtb

a X

f(x) fonksiyonunun tegeti y = ax + b dogrusudur. Bu f(x) fonksiyonu x = a
noktasinday = ax + b dogrusuna tegettir.

Tegetler dogrular oldugundan dogrusal fonksiyonlar kismi yeniden
hatirlanmalidir.

2.4. Teorem: Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tegetin egimi o
noktadaki tiirevine esittir.

ispat:
yd y =f{x}

00
f(x)—f(a}

flay |

x-a

Sekildeki gibi bir y = f(x) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonda x = a nok-
tasinin tegetinin egimini bulmaya calisalim. d dogrusu tlzerinde bir B(x,y)
noktasini alalim. A(a, f(a)) noktasi ile B(x, y) noktasi bilinen dogrunun egimi,
fexo—f(a)

X—a
bicimindedir. Fakat bu durum tam anlamiyla x = a noktasinin tegetinin egimi-
ni vermez. Ciinkii X noktasi ile a noktasi arasinda kii¢lik dahi olsa mesafe var-
dir. Bu mesafe 0’a indirilirse,

fC)-f(a) _ .
X—a =fa)

mt =tana =

m, =lim

X—a

bulunur.
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Ornek: f(x) = 3x?> +4 fonksiyonunun 3 noktasindan gegen tegetin
egimini bulunuz.

Coztum: Tirevi f'(x) = 6x dir. Buna gore egim
mr=f'(3)=6-3=18=tanb
dir.

Ornek: f(x) = eX + 5 fonksiyonunun 0 noktasindan gegen tegetin egi-
mini bulunuz.
Coztuim: Tirevi f'(x) = e* dir. Buna gore egim

mp=f'(0)=e’=1
dir.

Ornek: y = x3 — 3x + 4 egrisi lizerinde hangi noktada teget x eksenine
paralel ise paralel oldugu nokta ne olmalidir?

Cézim: Tireviy’' = 3x? — 3 = 0dir.

3x? =3
x2=1
x==1

bulunur.

Ornek: f(x) = x + Incos (% + X) fonksiyonunun x = 0 daki tegetinin

egimi m kactir?

A vy sin(z+x) T
COZle:f (X) = 1+m— 1+tan(Z+x)
£'(0) = 1+tan(g+0) =1+1=2

mT:2

Ornek: y=x? fonksiyonunun hangi noktasinda cizilen teget

y = %x + 1 dogrusuna diktir.
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Cozim: y = %X + 1 dogrusunun egimi m; = % dir. Bu dogruya dik olan
dogrunun egimi,
mim, = —1
1
ZMmy = -1
m, = —2
olup y = x? fonksiyonuna cizilen dogrunun egimi m, = —2 dir. Fonksiyonun
tiirevi o noktadaki tegetin egimine esit oldugundan
y'=2x= -2
x=-1
olarak bulunur.

2.5. Teorem: Egimi mp = f'(x;) ve bir noktast A(x,,y;) olan tegetin
denklemi
y—y1 =f'(x))(x—xq)
seklindedir.

Ispat: Dogrusal fonksiyonlar béliimiinden hatirlayacak olursak, egimi m
ve bir noktas1 A(x4,y;) olan dogrunun denklemi y — y; = m(x — x;) oldugunu
biliyoruz. Burada egim my = f'(x;) olduguna gore tegetin (dogrunun) denk-
lemi

y—y1 =f'(x)(x—x1)
seklindedir.

Ornek: f(x) = x? + 4 iin x = 1 noktasindan gegen tegetin denklemini
bulunuz.

Coziim: Fonksiyonun tirevi f'(x) = 2x olup tegetin egimi mp = f'(1) =
2 -1 = 2dir. Ayrica x = 1 i¢in f(1) = 1% + 4 = 5 olur. Buna gore egimi mp = 2
ve A(1,5) noktasindan gecen dogrunun denklemi,
y—5=2x—2isey =2x+3
seklinde olur.

3

Ornek: y? = 2x? —x3 egrisinin A(1,1) noktasindan gegen tegetin

denklemini bulunuz.

Cézim: Fonksiyon y? — 2x? + x3 = 0 seklindedir. Buna gore tiirevi
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, _ —4x+3x2

=
L —41431% 1
21 2

olur. Egimi ve bir noktasi bilinen dogrunun denklemi
1
y-1=-3Gx-1
2y —2=—x+1
2y+x—3=0
bulunur.

Ornek: y = e?* + e~%* fonksiyonunun x = 0 noktasindan gegen tegetin
denklemini bulunuz.

Céziim: Verilen fonksiyonun tiirevi y’ = 2e** — 2e™2* dir. Buna gore

egim, y’ = 2e% — 2e° = 0 ise mp = 0 elde edilir. x = 0 icin

y=e"+e=2
bulunur. Su halde, egimi mt = 0 ve A(0, 2) noktasindan gecen dogrunun denk-
lemi

y—2=0x—-0)

y=2
seklinde bulunur.

Ornek: x%y? = cos(2x + y) kapali fonksiyon iizerindeki A (%, 0) nokta-

sindaki tegetinin egimi kactir?

Cozim: F(x,y) = x?y? — cos(2x+y) =0
,_ Fx(xy) _ 2xy?+2sin(2x+y)
Y =7FR&Y) - 2x@y+sin(2xty)
2-%-02+2 sin(2:7+0)

2:(1)%02+sin(2:2+0)

mr =

2.2. Tanim: y = f(x) fonksiyonun ilizerinde alinan bir noktadan tegete
degme noktasinda dik olan dogruya bu fonksiyonun bu noktadaki normali de-
nir.
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v4 ¥ It

=8

WP ———

e
Tafeslat

M
W %
Morma!

all

Sekilde |AT| dogrusuna teget, |AN| dogrusuna normalidir. |TS| uzunluguna
teget alt1 uzunlugu, |SN| uzunluguna normalalti uzunlugu denir.

2.6. Teorem: Egimi m = f'(x;) ve bir noktas1 A(x;,y;) olan normalin
denklemi

1
Y =Y1 = iy XX
seklindedir.

ispat: Egimi m ve bir noktasi A(x4,y;) olan dogrunun (tegetin) denkle-
miy —y; = m(x — X;) oldugunu dogrusal fonksiyonlar konusundan biliyoruz.
Tegetin egimi mt normalin egimi my olsun. Normal ise tegete dik oldugunu
gore

my mr = -1

1 __ 1
m f'(x1)
bulunur. Buna gore egimi m = f'(x;) ve bir noktas1 A(x;,y;) ise normalin
denklemi

my mrt —

1
Y=Y T Ty KX
seklindedir.

2.7. Teorem: Sekildeki gibi
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y = sl

F"

.

T ] o T ———

/
o

ﬁ Tai:-a:; Hi . Mormai \ ¢
r alh

|AT| = x teget, |AN| =y normali, |TS| =t, teget alti uzunlugu, |SN| =nyu
normalalti uzunlugu olmak tzere,

f(xo)
f'(x0)
Normal alti uzunlugu ny = [f(xo)f ' (x0)|

Teget alti uzunlugu t, =

dir.

Ispat: ATS dik liggeninden
f f
| (io)l ve tana | (Z(o)l

_ [l
tana

sina =

f(x
« = H&ol .
sina

olur. ATN dik ticgeninden
__Da
tana = en]

na = [tana| = [f(x,)]
ny = |f(xo)f"(xo)l
bulunur.

Ornek: f(x) = 2x3 — 2x? — 1 denklemi ile verilen egrinin iizerindeki
A(1, —1) noktasindan cizilen
a) Tegetin denklemini,
b) Normalin denklemini,
c) Teget alt1 uzunlugunu,
d) Normal alt1 uzunlugunu,

Coziim: f'(x) = 6x% — 4x
mp=f'x)=6-12-4-1=2

: 1
my mp = —1 ise my =-5
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a) Tegetin denklemi,
y-(1D=2x-1)
y=2x—3

b) Normalin denklemi,

1
y=(-D=-3Gx-1
2y+x+1=0

c) Teget alt1 uzunlugu,
= | f(xp) | _ 1
AT (x| 2

d) Normal alt1 uzunlugu,
ny = [f(xo)f'(xo)l
= |(2x3 — 2x% — 1)(6x% — 4x)|
=|2-13-2-12-1)(6-12—-4-1)|
=2
olur.

2.8. Teorem (Ortalama Deger Teoremi): f: [a,b] = R fonksiyonu
[a,b] araliginda siirekli (a, b) de tiirevli olsun. a < ¢ < b olacak bicimde en az
bir tane c i¢in

o) = =

dir.

Ispat: Sekildeki gibi [a, b] araliginda bir f fonksiyonu verilsin.
4

Y
] I— "
fle)p------- i
L |
a ¢ b X

Bu fonksiyonda A(a, f(a)) ve B(b, f(b)) noktalarini alalim. Bu iki noktay birles-
tiren sekildeki gibi bir kiris bulunabilir. Yine bu kirise paralel t tegeti cizilebi-
lir. Bu tegetin degme noktasi P(c, f(c)) olsun. Biz biliyoruz ki t tegeti ile |AB|
dogrusunun egimleri ayni ve
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_ f(b)—f(a)
~  b-a

|AB| dogrusunun egimi mug
Tegetinin egimi mp = f'(c)
dir. Buna gore
1oy — f(b)—f(a)
FO="F="

olur. //

17

Ortalama Deger teoreminden su geometrik yorumu ¢ikaririz: Bir [a, b]
araligindaki f fonksiyonda bulunan A(a, f(a)) ve B(b, f(b)) noktalarindan gegen
dogruya paralel olacak bicimde (a, b) araliginda f(x) in en az bir tegeti vardir.

y 4

f(a) fmmmmmmem

Ornek: f: [%, 2] - R, f(x) =x +% fonksiyonuna ortalama deger teo-

remini uygulayip, ortalama deger teoremini saglayan x sayisini bulunuz.
Cozim: a = %iginf(%) = %"'T = %
2

b = 2i¢in f(2) = 2+%=%
oldugundan Ortalama deger teoremi

5.5
f'(c) = ;—_i =0 (1)
2
dir. Buna gore
, 1
f'x)=1- Z (2)
dir. (1) ve (2) esitliklerinden,
1- lz =0

X
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x=d1=c

bulunur. 1 € [%, 2] oldugundan x = 1 ortalama deger teoremini saglar.

Ornek: f: [0,t] = R, f(x) = sinx, fonksiyonuna ortalama deger teore-
mini uygulayip, ortalama deger teoremini saglayan x sayisini bulunuz.

Cozim:a = 0isef(0) =sin0 =0
b =misef(n) =sinmt =0
oldugundan Ortalama deger teoremi,

i~ 0—0

f'(c)=-==0 (1)
dir. Buna gore,

f'(x) = cosx (2)
dir. (1) ve (2) esitliklerinden,

cosx =0

s
X=5=¢C

2
i
bulunur. B € [0, ] ortalama deger teoremini saglar.

2.9. Teorem (Rolle (Rol) Teoremi): f: [a,b] = R fonksiyonu |[a,b]
araliginda sturekli (a, b) de tiirevli olsun. f(a) = f(b) ise f'(c) = 0 olacak sekil-
de (a,b) de en az bir tane x = ¢ noktasi vardir.

Ispat: f : [a,b] = R fonksiyonu a < ¢ < b olacak sekilde Ortalama Deger
Teoremi,
, f(b)—f(a
F'(e) = D)

oldugunu biliyoruz. Burada eger f(a) = f(b) alinirsa f'(c) = 0 bulunur. //

Rolle teoreminden su geometrik yorumu ¢ikaririz: Bir [a, b] araliginda-
ki f fonksiyonunda f(a) = f(b) ise bu aralikta en az bir tanesinden x eksenine
paralel tegetler cizilebilir.
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LN

N/

{2 SU———
obk-———-

>
X

Ornek: f: [0,1] - R, f(x) = x3 — 3x? + 2x fonksiyonunun Rolle teore-
mine uygulayiniz.

Coziim:a = 0icinf(0) =03 —3-02+2:-0=0
b=1i¢inf(1) =13-3-12+2-1=0
oldugundan f(0) = f(1) dir. Polinom fonksiyonlar R de siirekli oldugundan f
fonksiyonu [0,1] araliginda siireklidir.

3+/3

f'(x) =3x? —6x+ 2isexy; = =

x=5”—’3—ﬁe [0,1]

o halde en az bir noktada fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu soylenebilir. f Rol-
le teoremini gercekler.

4-IKi EGRI ARASINDAKI ACI

2.8. Teorem: f : [a,b] » Rve g: [a, b] - R iki fonksiyon ve bu iki fonk-
siyonun x, noktasindan gecen tegetler sirasiyla m; ve m, olsun. Bu iki teget
arasindaki a¢1 a ise,

_ floo—g'(a)
AE TR0

dir.

ispat: Verilere gore asagidaki grafigi cizelim.
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1(x)

Burada f fonksiyonunun x, noktasinda tegeti h, g fonksiyonunun x, noktasin-
da tegeti k olsun. Bu takdirde, h dogrusunun egimi tan(a + ) ve k dogrusu-
nun egimi tan  olduguna goére bu iki dogru arasindaki agi,
tan o — tan(a+B)—tanp _ f'e—g’(a)
1+tan(a+B)tanf ~ 1+f'(x)g' (%)
olarak bulunur.

Ornek: f: R* - RY, f(x) = x4, g: Rt - R*, g(x) = x3 fonksiyonlarin
x = 1 noktasindan ge¢en dogrularin arasindaki a¢inin tanjantini bulunuz.

Cozim: f'(x) = 2xisem; =f'(1) =12=2-1=2
g(x) =3x%isem, = g(x) =3-12=3

oldugundan
_ f'oo—g'td _ 2-3 _ 1
@na =T e - 1423 7
bulunur.

- . _(x*+4+1,x<1

Ornek:f: R - R, f(x) = {—x+3, K>1

biciminde verilen f nin x = 1’e dogru sagdan ve soldan yaklasti§imizda elde
edilen tegetlerin ¢akisik olup olmadigini arastiriniz.

Coztm: Soldan ve sagdan tiirevlerinin esit olup olmadigini arastiralim.
£/( )_{ZX, x<1
VT, x21

Sagdan ttrev f'(1*) = —1 dir. Bu bize x = 1 sagdan yaklasarak c¢izdi-
gimiz tegetin egiminin —1 oldugunu gosterir.

Soldan tiirev f'(17) = 2 dir. Bu bize x = 1 sagdan yaklasarak ¢izdigimiz
tegetin egiminin 2 oldugunu gosterir.
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Bu durum; sagdan ve soldan tegetlerin farkli olmasi fonksiyonun bu
noktada tiirevsiz oldugunu gosterir.

5- FONKSIYONLARIN ARTAN ve AZALAN ARALIKLARI

2.9. Teorem: f: (a,b) - R fonksiyonu siirekli ve tiirevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Her x € (a,b) icin

(i) f'(x) > 0ise fonksiyon bu noktalarda artandir.

(ii) f'(x) < 0ise fonksiyon bu noktalarda azalandir.

(iii) f'(x) = 0 ise fonksiyon bu noktalarda sabittir.

ispat: (i) f: (a,b) = R fonksiyonu (a,b) araliginda artan olsun. Bu tak-
dirde,

X <XyiseAx =%, —x; >0

f(x1) < f(xy) ise Ay = f(x;) — f(x1) >0
yazilabilir. Her iki esitsizlikten

Ay _ f(x2) f(x1) >0

AX Xo—Xq
bulunur. Bu esitsizlikten

lim &y _ f'(x)>0

Ax—0 AX
elde edilir. Bu ise istenendir.

Karsit olarak, f'(x) > 0 iken f fonksiyonu (a,b) araliginda artan oldu-
gunu gosterelim.

A
Her x € (a,b) icin f'(x) > 0 ise lim = =
Ax—0 AX
olur. Buradan Ay ile Ax ayni isaretli olduklarini gésterir. Bu durumda
AX =%, —x; > 0ise Ay = f(x,) — f(x41) >0

: Ay
f'(x)>0 olacagindan — > 0
AX

veya
Ax =X, — X, < 0ise Ay = f(x,) — f(x4) > 0

dir. Bu esitsizlikler, x; < x, iken f(x;) < f(x,) oldugunu gosterir. Oyleyse f

fonksiyonu (a, b) araliginda artandir.

(i) ve (i) benzer yolla ispatlanir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x> — 3x2 + 5 fonksiyonunu artan azalanhgimni
analiz ediniz.
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Coziim: Fonksiyonun tlirevini alalim ve sifira esitleyelim.
f'(x) =3x>—6x=0
Simdi buradan x’i bulalim
3x(x—2)=0
x=0Ax=2
bulunur. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢o6ziimleyelim:

- 0 2 o
R
Bulunan bu degerlere gore fonksiyon (—oo, 0) araliginda bu artan, (0, 2) arali-
ginda azalan, (2, +o0) araliginda tekrar artandir.

Ornek: f: [0,2n] = R, f (x) = cos x fonksiyonunun artan ve azalan ol-
dugu bolgeleri bulunuz.

Cozim: f 'nin tiirevini alip ve sifira esitleyelim.
f'(x) = —sinx=0
X1 =0 AXy, =T A X3 =21
bulunur. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢éziimleyelim:
0 n 2n
EEEN
Bulunan bu degerlere gore fonksiyon (0, ) aralifinda azalan, (m, 2m) araligin-

da artandir. Bu fonksiyonun grafigi
Y

seklindedir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x?e* fonksiyonunu artan azalanligini analiz
ediniz.

Cozim: Fonksiyonun tiirevini alalim ve sifira esitleyelim.
f'(x) = 2xe* + x%eX =0
eX#0,2x+x*>=0
x(2+x)=0
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x=0Ax=-2
bulunur. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢6ziimleyelim:
0 |:| fon)

-2
P
Bulunan bu degerlere gore fonksiyon (—oo0,—2) araliginda bu artan, (—2,0)
araliginda azalan, (0, +0) araliginda artandir.

Ornek: f: R — {0} » R, f(x) = % fonksiyonunun monoton artan bir
fonksiyon olmasi icin a hangi aralikta olmahdir?

Coziim: Fonksiyonun tiirevi alinip sifira esit ve sifirdan biiyiik olmali-

dir.
£ _ a(x—1)—(ax+5) >0
@ (x—1)* =
—a->5 >0
(x-1)2 ~
as -5

6- EKSTREMUM (MAXIMUM ve MINUMUM) NOKTALAR

2.3. Tanim (Mutlak Maksimum): A c R, f: A - R bir fonksiyon ve
c € A noktasi verilmis olsun. Her x € A icin f(x) < f(c) oluyorsa, f fonksiyonun

¢ noktasinda mutlak maksimuma sahiptir denir. Mutlak maksimum noktasi
T(c, f(c)) dir.

Ornek: f(x) = —x? + 2x + 3 fonksiyonun mutlak maksimum noktasini
bulunuz.

Coztim: Bu fonksiyonun tepe noktalarin degerleri

2
7= ey = bk=f) =4

olup T(1,4) seklindedir. Bu fonksiyonun grafigi

r=—
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flwl=-w'+2x+3

bi¢cimindedir. O halde her x € R i¢in f(x) < 4 olacagindan mutlak maksimum
degeri 4 olarak bulunur.

2.4. Tanim (Mutlak Minimum): Ac R, f: A > R bir fonksiyon ve
c € A noktasi verilmis olsun. Her x € A i¢in f(x) > f(c) oluyorsa, f fonksiyonun

¢ noktasinda mutlak minimuma sahiptir denir. Mutlak minimum noktasi
T(c, f(c)) dir.

Ornek: f(x) = x2 — 1 fonksiyonun mutlak minimum noktasini bulunuz.

Cozim: Bu fonksiyonun tepe noktalarin degerleri
0
2—a=—2—_0=0,k=f(01)=—1

olup T(0, —1) seklindedir. Bu fonksiyonun grafigi,

L/

-1

r=-—

- -

bigimindedir. O halde her x € R i¢in f(x) = —1 olacagindan mutlak minimum
degeri -1 olarak bulunur.

2.5. Tanim (Yerel Maksimum): AcC R, f: A— R bir fonksiyon ve
¢ € A noktasi verilmis olsun. Eger A kiimesinde c noktasina yeterince yakin
her x € A icin (yani her x € (c — ¢,¢ + €) N A i¢in) f(x) < f(c) oluyorsa, f fonk-
siyonun c noktasinda yerel maksimuma sahiptir denir.
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2.6. Tanim (Yerel Minimum): A c R, f: A — R bir fonksiyon ve c € A
noktas1 verilmis olsun. Eger A kiimesinde c noktasina yeterince yakin her
X € A i¢in (yani her x € (c — g,¢ + €) N A i¢in) f(x) = f(c) oluyorsa, f fonksiyo-
nun ¢ noktasinda yerel maksimuma sahiptir denir.

2.4. Not: Yukaridaki tanimlara gore mutlak maksimum (minimum) ayni
zamanda yerel maksimumdur (minimumdur). Buna gore yukaridaki iki 6rnek-
te yerel maksimum ve yerel minimumlardir.

2.10. Teorem (Fermat Teoremi): f : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] arali-
ginda siirekli ve (a, b) tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun, c € (a, b) noktasinda
yerel maksimum veya yerel minimum varsa, f'(c) = 0 dir.

ispat: f fonksiyonunun c¢ noktasinda yerel minimum oldugunu kabul
ederek ispat edelim. Benzer sekilde yerel maksimum icinde yapilir.

Her x € [a, b] i¢in, f(x) > f(c) dir. Su halde, f(x) — f(c) = 0 dir.

X>cC igin%:i(c) > 0 olup lxiinw=f’(c)20 (1)
x < cigcin ——— f(X) f(c) 11rrC1 (X) f(c) =f'(c)<0 (2)

dir. (1) ve (2) denklemlermden f'(c)=0 elde ed111r.
2.11. Teorem: f: [a,b] — R bir fonksiyon a < b < c ve f'(c) = 0 olsun.
Bu durumda,

(i) a<x < cigin f'(x) >0 ve c <x < b igin f'(x) = 0 sartlarin1 sagli-
yorsa c noktasi yerel maksimumdur.

(ii) a< x < cigin f'(x) < 0 ve ¢ < x < b i¢in f'(x) > 0 sartlarini sagli-
yorsa c noktasi yerel minimumdur.

ispat: (i) Teoremde verilenlere gore f'(x) in isaret tablosu,

X |- @& c b oo
: -~ N
1 AN
- w
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bicimindedir. a < x < ¢ i¢in f’(x) > 0 oldugundan f fonksiyonu bu aralikta
artandir. ¢ < x < b igin f'(x) < 0 oldugundan f fonksiyonu bu azalandir. Su
halde

Her x € (a,b) i¢in f(x) = f(c) olacagindan f fonksiyonu c noktasinda
yerel maksimuma sahiptir.

(ii) Teoremde verilenlere gore f'(x) in isaret tablosu

X c b +oo

— a
77/ RN
. H
|
|
[}

bicimindedir. a < x < ¢ i¢in f'(x) < 0 oldugundan f fonksiyonu bu aralikta
azalandir. ¢ < x < b i¢in f'(x) > 0 oldugundan f fonksiyonu bu artandir. Su
halde

Her x € (a,b) i¢in f(x) = f(c) olacagindan f fonksiyonu c noktasinda
yerel minimuma sahiptir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x3 — 3x? — 24x — 1 fonksiyonunun yerel mak-
simum yerel minimum degerlerini bulunuz.

Coztim: Fonksiyonun tiirevini alalim ve sifira esitleyelim.
f'(x) =3x>—6x—24=0
Simdi elde edilen denklemin kéklerini bulalim.
3(x2—2x—8)=0
X=-—-2vex =4
elde edilir. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢6ziimleyelim:

- -2 4 e
I
Bulunan bu degerlere gore fonksiyon (—oo,—2) araliginda bu artan, (—2,4)

araliginda azalan, (4, +o0) araliginda artandir. Su halde -2 noktasi yerel mak-
simum, 4 noktasi yerel minimum noktadir.

Ornek: f: R -» R, f(x) = x3 + 6x2 + 12x fonksiyonunun yerel maksi-
mum ve yerel minimum degerlerini bulunuz.

Cozim: Fonksiyonun tirevini alalim ve sifira esitleyelim.
f'(x) =3x>+12x+12=0
Simdi elde edilen denklemin koklerini bulalim.
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3(x> +4x+4)=0
X1‘2 = _2
elde edilir. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢6ziimleyelim:

- _o oo

P

elde edilir ki, bu bize her yerde maksimumoldugunu gosterir.

Ornek: Toplamlar: 11 olan iki sayinin ¢arpimlarinin maksimum degeri
nedir?

Coziim: Sayillarimiz x ve y olsun. Bu takdirde x+y =11 yani,
y = 11 — x dir. Bizden istenen bu iki sayinin toplamidir. Carpimlarin S ile gos-
terirsek,

S(x) =x"y
S(x) = x(11 — x)
S(x) = 11x — x?
S'x)=11-2x=0

11 11 11
x=7vey=11—7=7
S0 = oo =121 = 30,25

bulunur.

Ornek: A = 3 —x, B =x+ 9ise A B nin en biiyiik degeri nedir?
Coziim: A+ B = —x2 — 6x + 27 olur ki, tiirevi;
(A-B)' = —2x— 6 = 0 dir. Su halde x = —3 olur. Buna gore
A=3-(-3)=6veB=(-3)+9=6

olupA-B = 66 = 36 olarak bulunur.

Ornek: x reel say1 olmak iizere 3% *2X jfadesinin en kiiciik degeri nedir?

Céziim: y = x? + 2x alalim.

y'=2x+2=0
x=-1
elde edilir. Elde edilen bu degerleri say1 diizleminde ¢6ziimleyelim:

— s
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Bulunan bu degerlere gore fonksiyon (—oo, —1) araliginda bu azalan, (—1, +)
araliginda artandir. Su halde -1 noktasi yerel minimum noktadir. Buna gore

x = —1 alinirsa, 3CD*+2CD = 1

degeri minimum olur.

Ornek:
.
Y
\ /
w=g
.2
|
! x
b

y = x? egrisi iizerinde bir kenar1 y = 4 de diger kenar1 x = 0 da olan dikdért-
genin alaninin maksimum olabilmesi i¢in boyutlar1 ne olmalidir?

Coztum: Verilen fonksiyonlarin grafigini yandaki sekildekidir. Bizden bu
kismin alani istenmektedir. Su halde,
Ax) = x(4 —x?) = 4x — x5
fonksiyonunu elde ederiz. Bu fonksiyonun tiirevini alip sifira esitlersek,
A®=4-3x2=0

4 = 3x2
— 14 __2
T 32_ +‘/§ 2 8 16
4
A = —= 4—— = —_—t— = —
W=7(4-3)=53"373
bulunur.
Ornek:
AR Y
| -
= =

Sekildeki gibi dikdortgen biciminde ve bir kenarin duvar bulunan bir bahc¢enin
diger kenarina bir sira tel ¢ekilmistir. Kullanilan telin uzunlugu 300 m oldugu-
na gore, bahgenin alani en fazla ka¢ m2 olabilir?

Cozum:
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\\\\\.\\\\\\\\I_

1 []
Y

Bahcenin ¢evresini sekildeki gibi adlandiralim. Bahgeye désenen telin uzunlu-
gu 300 m oldugundan
2x+y =300
y =300 — 2x
bulunur. Bizden bahgenin alani istendiginden
A(x) = xy
seklindedir. Yukaridaki y'nin degerini A(x) de yazarsak ve tirevini alirsak,
A(x) = x(300 — 2x) = 300x — 2x?
A'® =300-4x=0
olur. Burada x = 75 dir. Buna gore y = 150 olur. Suhalde

-0 75 0
+ ? -
bulunur. O halde maksimum alan
A(x) = 75-150 = 11 250 m?
olarak bulunur.

Ornek: Bir kenar1 10 cm olan kare seklindeki kartondan iistii acik bir
kibrit kutusu yapilacaktir. Bu kibrit kutusunun maksimum hacimli olmasi i¢in
ebatlar1 ne olmalidir.

Coziim: Kartonumuzu sekildeki gibi x kadar dort kosesinden kesersek
istedigimizi elde ederiz.

# 10-24 #
Buna maksimum hacim:
H(x) = x(10 — 2x)(10 — 2x)
H(x) = 100x — 40x? + 4x3
H'(x) = 100 — 80x% + 12x2 =0
25—-20x*+3x3=0
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Bu ikinci dereceden denklemi ¢ozersek
A=20%?—-4-25-3=100
20410 _20-10 _ 5

X1 =33 ToVeX;=—73—=3
bulunur. Elde edilen bu degerleri tabloda gosterirsek
- 5;!'3 g u]

++—++

) 5 . L
bulunur. Buna gore, x = 3 segerse maksimum hacmiverir.

Ornek:
o O
=
L
<
o £
A 40 km B

Sekildeki gibi |AB| = 40 km ve |BC| = 20 km stabilize yol bulunmaktadir. |AC|
arasina asfalt yol yapimina karar verilmistir. Stabilize yolun her kilometresi
100 000 %, yeni agilan yolun kilometresi 150 000 £ ye mal oldugu bilindigine
gore |AC| arasi yol en az masrafla nasil yapilmalhdir.

Cozim: Asagidaki sekildeki gibi
|AP| = xkm ve |PB| = 40 —xkm, (0 < x < 40)
alalim.

o 1§ !
A x P 40-x B

|AP| + |PC| uzunlugunun masrafi;

m(x) = 100 000x + 150 000,/(40 — x)% + 202

m(x) = 50 000(2x + 3,/(40 — x)% + 202)
biciminde yazilabilir. Bu yazimin tiirevini alirsak;

2(40—x)(—1)

2J(40—x)*+400

m’(x) = 50 000 |2 + 3
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40—x

J(40—x)%+400

2,/(40 — x)2 + 400 = 3(40 — x)

2=3

4(40 — x)? + 400 = 9(40 — x)2
5(40 — x)? = 400

x = 40 — 4+/5 = 31,056 km

m(40 — 4v/5) = 50 000(2(40 — 4+/5) + 3J(40 — (40 — 4\/3))2 +400)
= 4447 213,60

2.5. Not: 2.11 teoremin tersi dogru degildir. Yani, x = ¢ noktasinda
f'(c) = 0 ise x = c noktasinda yerel maksimum veya yerel minimum olmaya-
bilir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x3 fonksiyonunda f'(x) = 0 oldugu bilinmek-
tedir. x = 0 noktasinda yerel maksimum veya yerel minimuma sahip degildir.

Coztim: Verilen fonksiyonun grafigi

y4  flz)=x"

bicimindedir. Fonksiyonun tiirevi ise
f'(x) =3x%>=0
x=0
dir. Grafikten de acikca goriildigii gibi x = 0 noktasi yerel maksimum veya

yerel minimuma sahip degildir.

2.12. Teorem: f : [a,b] — R bir fonksiyon a < ¢ < b i¢in ¢ mutlak mak-
simum veya mutlak minimum olsun. Bu takdirde f'(c) = 0 veya f'(c) yoktur.



www.matematikl.com 32

Ispat: Her mutlak maksimum (minimum) ayn zamanda yerel maksi-
mum (minimum) olmasindan dolay1 f'(c) = 0 saglanabilir. Ama, “bir fonksi-
yonun stireksiz oldugu noktalarda tiirevi yoktur” teoremi geregince ¢ = a nok-
tasinda f fonksiyonu mutlak maksimuma sahipse tiirevi yoktur. Yine c = a
noktasinda f fonksiyonu mutlak minimuma sahipse tiirevi yoktur.

7- EGRILERIN BUKUY (DONUM) NOKTALARI
2.7. Tanim: A c R, f: A —» R bir fonksiyonda biikeyligin yon degistir-

digi (yani konvekslikten, konkavliga veya konkavliktan konvekslige degistigi)
ve siirekli oldugu noktaya biikiim (d6niim) noktasi denir.

Ornek: Sekilde verilen f : R — R fonksiyonu
LK

] — -
flc} e tien |,

AT

(a,f(a)), (b, f(b)), (¢, f(c)) doniim noktalardir.

=y

2.13. Teorem: f fonksiyonu x = c da birinci ve ikinci tlirevleri var ve
ikinci tiirev fonksiyonu x = c¢ da stirekli olsun. f fonksiyonunun belirttigi egri-
nin cukurlugu a noktasinda yon degistiriyorsa f''(c) = 0 dir.

ispat: f fonksiyonu (c —¢,c) araliginda konkav, (c,c+ €) arahginda
konveks olsun. Bu takdirde,

X € (c—¢g0)icinf"(c) <0

X € (c,c+e)icinf"(c) >0
dir. f”(c) fonksiyonu x = ¢ noktasinda stirekli oldugundan f"'(c) = 0 olacag
aciktir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x3 — 6x? + 15 fonksiyonunun déniim noktasi-
ni1 bulunuz.

Cozim: f'(x) = 3x%2 — 12x
f"x)=6x—12=0



www.matematikl.com 33

Xx=2
olup x = 2 noktasi biikiim noktasidir.

Ornek: f: R -» R, f(x) = x?e* fonksiyonunun déniim noktasin1 bulu-
nuz.

Coziim: f'(x) = 2xe* + x%eX
f'"(x) = 2eX + 2xeX + 2xeX + x2%eX
2e* + 4xeX + x%eX =0
eX(2+4x+x%) =0
eX # 0 ve 2 + 4x + x? = 0 in kokleri x; = =2 + V2 ve x, = —2 — /2 olup do-
niim noktalaridir.

Ornek: f: [0,27] - R, f(x) = x? + sin 2x fonksiyonunun déniim nokta-
sin1 bulunuz.

Cozim: f'(x) = 2x + 2 cos 2x
f"(x) = 2—4sin2x

2—4sin2x=0
sin2x=%

T 5m 131 17T
X_EAX_ﬁAX_ﬁAX_W

doniim noktalaridir.

Ornek: f: R - R, f(x) = x* + 1 fonksiyonunun déniim noktasini bulu-

nuz.
Cozim: f'(x) = 4x3
f'"(x) = 12x?
oldugudan x = 0 cift kat kokdiir.

X |-=0 0 =
ey b
" N A

tabloya gore isaret degismediginden doniim noktasi yoktur.

2.6. Not: 2.13. teoremin tersi dogru degildir.
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8- HIZ ve iVMENIN TUREVLE BULUNUSU

2.8. Tanim: Bir hareketlinin birim zamanda aldig1 yolun zamana orani-
na hiz denir. Yol S (bagimli degisken) ile zaman t (bagimsiz degisken) ile ve hiz

V ile gosterirsek, V = % dir. Burada S(t) seklinde yazilan fonksiyona bir hare-

ketlinin konum-zaman fonksiyonu denir. Bir hareketlinin t = t, anindaki hizi-
na bir anlik hiz veya ani hiz denir.

2.14. Teorem: Bir hareketlinin ortalama hiz1 V., = % dir.

Ispat: Bir hareketlinin t; aninda aldig1 yol S(t;) ve t, aninda aldig1 yol
S(t,) olsun. t; < t, ise ortalama hiz,

S(t1)—S ,
Vort = %tz(tﬂ =S5'(t)

bicimindedir.

Ornek: S(x) = t? + 3t + 2 denklemiyle hareket eden bir cismin ortala-
ma hizini ve 3 saniye sonraki ani hizini bulunuz.

Céziim: 1) S(x) = t2 + 3t + 2 denklemiyle hareket eden bir cismin orta-
lama hiz1
Vore = S'(x) = 2t + 3
seklindedir.

2) 3 saniye sonraki ani hiz1V, = S'(3) =23+ 3 = 9 dur.

Ornek: S(x) = t> — 9t2 + 24t denklemiyle bir dogru iizerinde hareket
eden bir cismin hiz1 hangi zaman araliginda azalr?

Coziim: V(t) = S'(x) = 3t2 — 18t + 24
3t2 —18t+24 =0
t—=2)(t—-24)=0
dir. Elde edilen degerlerin tablosu
x |- 2 4 + o

ol + ¢ - ¢+

seklindedir. Tablodan gortldiigii gibi cismin hizi (2, 4) araliginda azalir.
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Ornek: Hareket denklemleri S; =t3+ 5 ve S, = 3t + k olan iki cisim
bulustuklar1 anda hizlar1 aynidir. S1 ve Sz cisimlerin yerden yiiksekligini gos-
terdigine gore, k'nin degeri nedir?

Coziim: St ve S cisimlerin tiirevleri hizlarini verecektir. Cisimlerin hiz

fonksiyonlari,

V() = 3t ve V,(t) = 3
dir. Hizlar esit olacagindan

3t2 =3iset=1
olur. Bulustuklar1 anda iki cisim de yerden ayni yiikseklikte olacagindan
S; = S, olmalidir. O zaman t = 1 i¢in

S;=13+5=6,5,=3-1+k

k=3
bulunur.

2.9. Tanim: Birim zamanda hizin degisme miktarina ivme denir. a(t) ile
gosterilir. Bu tanima gore
a(t) =VvV'(t) =S"@®
dir.

Ornek: Hareket denklemi S(t) = t3 + 1 olan hareketlinin t = 2 nci sa-
niyedeki ivmesi ka¢ m/sn? dir?

Coziim: V(t) = S'(t) = 3t?
a(t) =V'(t) =S"(t) = 6t=6-2 =12 m/sn?
bulunur.

Ornek: V, cisme uygulanan ilk hiz1 olmak iizere, bir hareketlinin durma

denklemi S(t) =V, -t — %a - t? seklindedir. 108 km hizla giden bir arabada

sofor dur levhasini gérdiikten sonra 0,6 saniye algilamakta ve firene basmak-
tadir. Otomobilin ivmesi 2 m/sn? dir. Buna gére otomobil ka¢ metre sonra du-
rur.

Coziim: Once km/sa hizi m/sn hiza cevirelim:

108 000
Vo = 108 km/sa = 3600 = 30m/sn

dir. Ayrica 0,6 sn sonra sofor algiladigindan firene basincaya kadar gecen siire,
S;(t)=30-0,6=18m
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olur. Diger taraftan otomobilin durmasi demek hizinin 0 olmasi1 demektir. Su
halde
ds() _

V:T—Vo—a(t)'t
0=30—2"-t
t=15sn

dir. Bu halde
S,(15) =30 15— 52152 = 225 m
olur. Ayrica otomobilin algilama siiresince gittigi mesafe ve otomobilin durma
mesafesi toplaninca
S=85,+S,=18+225=243m
olarak bulunur.

Ornek: Yer cekim ivmesi g ile gosterilmek iizere, g = 9,8 m/sn? olmak
lizere 490 m yiikseklikten birakilan bir cisim S(t) = % g - t? denklemiyle hare-
ket ettigine gore

1. Cismin ortalama diisme hiz1 nedir?

2. Cisim birakildiktan 3 saniye sonraki hizi nedir?

3. Cismin yere varma siiresi nedir?
4. Vardiginda hiz1 kagtir?

Coztim: 1. Cismin ani disme hiz1 V,,; = S'(t) = g- t dir.
2.t=3iseS'(3)=9,8.3=29,4m/sn
3. Cisim yere ¢arptigi zaman 490 m yol almis olacagindan
1
=9,8t° = 490
2

t=10sn
elde edilir. 10 saniye sonra cisim yere ¢carpmis olacaktir.

4. Buna gore cismin ¢arpma hizi,
Vani = S'(t) =g-t=9,8-10 = 98 m/sn?
olur.

COZUMLU ALISTIRMALAR

L’hospital Yontemi

3
1. Lir‘g% asagidakilerden hangisine esittir?
X—> X —o0oX
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x’-8x+8 0 .. 3x*-8 4 1
—:—:ggl —

Cevap: Lim
b S x* —8x 0

4x°-8 24 6

cosl0—cosx ,. .. .
2. lim —————— limiti nedir?
x—10 10—x

Cozum: lir{})cosigﬂ =g oldugundan L’'hopital Yontemini kullana-
X—> —X

biliriz.
. cos1l0—cosx ,. sinx
lim =lim =cos10
x—10 10—x x—10
x° —
3. lim—; isleminin sonucu nedir?
x=2 x°“ —4
o X0=32 0 y )
Cozim: llrr21 T :6 belirsizligi var. L’hopital yontemi uygularsak,
X—>. X" —
5 4 3
-32
limx2 3 =1im51=lim51=20
x—2 X° —4 -2 2x x-2 9
olur.
. tanx—x
4. lim———— limiti nedir?
x>0 sin X
.. tanx—x 0 y o -
Cozliim: 11ngs_T=6 oldugundan L’hopital yontemini kullanalim.
X—> l X
. tanx-x ,. l+tan’x-1 . sin’x
lim— =lim =lim——;—=0
x>0 sinX x>0 COSX x>0 c0s” X
elde edilir.
. 1-cos4x . . o . - e
5. lim—————— ifadesi asagidakilerden hangisine esittir?

x>0 x% + xsin 4x
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Cozim: limz—_z
x>0 x“+sindx 0

1-cosdx 0 belirsizligi var. L’hopital teoremini uygular-

sak,

lim—————=Ilim .
-0 x° +xsin4x  x20 2x +(sin4x + 4xcos4x)

bulunur. Tekrar L’hopital teoremini uygularsak
: 4sin4x
lim
x>0 2% +(sin 4x + 4x cos 4x)
16cos4x

im
x=0 2+ 4cos4x +4cos4dx—16xsin 4x

1-cos4x 1 4sin4x _9
0

elde edilir.

sinx —tanx
lim—— | .. _
6. xon X nin degeri nedir?
COSE

lim sinx—tanx _ 0
0 oldugundan L’hopital teoremi uygulanirsa

Cozim: x-n X
CoS —
2

pay ve paydanin tiirevi alinirsa,
cosx—1-tan’x -2 _ L

lim ==
X7 1 . X 1
—sin— =
2 2 2
bulunur.
. Sinmx . o . .
7. lim—; ifadesinin degeri nedir?
x=>1 ¥x° —
] . . _sinmtx sinmt 0 P e .
Cozim: lim— = ———=— belirsizligi mevcuttur. L’hopital teoremi
ol x -1 1°-1
uygulanirsa,
. _mcosmx mcosnt m(—-1) =
lim = = =—
¢ -2 -2 2

bulunur.
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. sin x .o
8. lim—————— degeri kagtir?
x>1 cosmx /2
Cozum:
. sinmx 0 .. TCOS TTX -7
lim——————~=—=Iim = =2

x—1 T 0 x>1 T . TC T
COoS| —X ——SIn| —X -
(2 j 2 (2 J 2

4

9. lim degeri nedir?
x—>16 X —
Cozim: lim Vx-2 0
ozim: =—
16y —4 0

x = t* alinirsa x = 64 iken t* = 16 olup t = 2 dir.

Polinom Uygulamalari

10. P(x) = x% + bx + ¢ polinomunda P(0) = P’(1) = 1 ise b ve ¢'nin
degeri nedir?

Coziim: P(0) =02+b-0+c=1lisec=1
P'(x) =2x+bveP'(1)=2-1+b=1iseb=-1

11. P(x) = x3 4+ ax? + bx + ¢ polinomunun (x — 1)? ile béliindiigiine
gore, a — c nin degeri nedir?

Coziim: Bir polinomun (x + 1)? ile béliinebilmesi igin
P(1)=P'(1)=0
olmalidir.
P(x) =x3+ax?+bx+ciseP(1)=13+a-1?+b-14+c=a+b+c=-1
P'(x) =3x% + 2ax+biseP’'W =3-124+2a-1+b=2a+b=-3

a—c=-2



www.matematikl.com 40

12. P(x) = ax* + x3 — x? + x + ¢ nin iki kath bir kokii x = 1 olduguna
gore, a'nin degeri nedir?

Céziim: (x — 2)? = 0 denklemi x = 2 yi 1. tiirevde saglar.

P'(x) = 4ax® +3x%> —2x+1
P'(2) =4a13+3:-12-2-1+1=0
1

a=—§

13. Bas katsayisi 1 olan, 3. dereceden bir P(x) polinomun koklerinden
ikisi 4 ve 3'diir. P(x) in x = 1 noktasinda bir yerel ekstremumu (maksimum
veya minimuma) sahip ise, ticiincii kokiin degeri nedir?

Cozum:
P(x) = a(x — x) (X = X3) (X — X3)
Px)=(x—4)x—3)(x—k)
P(x) = (x* = 7x+ 12)(x — k)

bulunur. P(x) in x = 1 noktasinda bir yerel ekstremumu sahip oldugundan,
P(x) = (2x—7)(x—Kk) + (x> — 7x + 12)
P)=Q2-1-7)A-K+(1?=7-1+12)=0
P()=Q-1-7D1-kK+1?>=7-14+12)=0
k=0

dir.

14. P(x) = x* + 4x3 — 3x? — kx + 8 polinomunun iki kath bir kékii
x = 1 olduguna gore k'nin degeri nedir?

Coziim: (x — 2)? = 0 denklemi x = 2 yi 1. tiirevde saglar.
P'(x) = 4x3+ 12x2 —6x—k

PP(1)=4-13+12-12—-6-1—-k=0
k=10

Teget ve Normal Denklemleri

15.y = x3(2-x) hangi noktasinin tegeti 0 olur.

Cozim:y' = 3x2(2 —x) —x3 = O<:>X=%
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16. Asagidaki sekildeki verilen ¢ dogrusu, y = f(x) fonksiyonunun gra-
figinin M(4, 2) noktasindaki tegetidir.

¥ M@z L
//( %
) 0 4

g(x) = f(x) + f'(x) fonksiyonunun i¢in g(4) tin degeri nedir?

Cozlim: f(x) fonksiyonuna gore f(4) = 2 dir. Yine “Bir fonksiyonun tii-
revi verilen noktadaki tegetin egimine esittir” teoremine gore,

'(4) = __2 _1
f(4)—tanoc—4_(_4)—4
olur. Su halde
1 9

g(4) = f(4) + f’(4) =2 +Z = )
olarak bulunur.

17. y = x> — 3x + 4 egrisinin hangi noktadaki tegetinin egimi m = 3
olur?

Cozim: y' = 2x — 3 = 3 ise X = 3 noktasinda tegetin apsisteki degeri-
dir. Bulunan degeri fonksiyonda yerine yazilirsa,
y=22-3:2+4=2
bulunur.

18. y = x? — 1 egrisine teget ve y = 6x — 10 dogrusuna paralel olan
dogrunun denklemi nedir?

Coziim: “Bir fonksiyonun tiirevinin bir noktadaki degeri o noktadaki te-
getin egimini verir.” Buna gore, tegetin egimi 6 oldugundan

y =2x=6
x=3
A(3,8)

bulunur. Buna gore,
y =y =m(X—x;)
y—8=6(x—3)
y =6x—10

elde edilir.
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19. f(x) = x? + ax + 8 egrisinin x = 1 ve x = 0 noktalarindaki tegetleri

. 2 . e .
arasinda kalan a¢inin tanjantinin — 3 olabilmesi i¢in, a'nin degeri ne olmalidir?

Cozum: “Bir fonksiyonun tiirevi o noktadaki tegetin egimine esittir.” te-
oremine gore,
f'(x)=2x+a
dir. Su halde,
x = 2 noktasindaki tegetin egimi; m; =2-1+a=2+a
x = 0 noktasindaki tegetin egimi; m, =2-0+a=a
dir. Bu iki dogru arasindaki a¢inin tanjanti;

_ Mmy7my
A= T m,
2 _ 24a-—a
37 1+(4+a)a

1+4a+a%=-3
a’+4a+4=0
(@a+2)?=0
a=-—-2

dir.

20. x3y? + 5xy® + 6x% + 10 = 0 fonksiyonun A(1,2) noktasindaki te-
getinin denkle nedir?

Cozum:
F(x,y) =x3y? +5xy3 + 6x> =3y + 10 =0
,_ Fx(xy) _  3x%y?45y3+12x
y = Fy(xy) = 2x3y+15xy?
A(1, 2) noktasi igin
_31%2%452°412:1 _

2:1%2+415-1-2° !
bulunur. Buna gore A(1,2) noktasindan gecen ve egimi m = —1 olan teget
denklemi,
y—2=-1(x—-1)
y+x—1=0
dir.
21. f(x) = x* + ax + 5 fonksiyonunun gésterdigi egrinin, apsisi x = —2

olan noktasindaki tegetinin y = x + 9 dogrusuna paralel olmasi i¢in a’nin ala-
cag1 deger, asagidaki sayilardan hangisidir?
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Coziim: Verilen fonksiyonun tiirevi,
f'(x) =2x+a

seklindedir. x = 4 verildigine gore,
f'(4)=2-(-2)+a=1

a=>5
dir. “Iki dogru birbirine paralel ise egimleri esittir.” hiikmii geregince,
a=>5

dir.

22. y =x3—3x+5 egrisi lizerinde hangi noktadaki teget x eksenine
paraleldir?

Cozim: Verileny = x3 — 3x + 5 egrisinin grafigi asagidaki gibidir.
VK 3
A(-1,7) |

\

J B(1,3) X

Tegetin egiminin x eksenindeki degeri,
y =3x2-3=0
x==1

dir. Bulunan bu degerleri fonksiyonda yerine yazilirsa,
A(—1,7)veB(1,3)

olur.

23. f(x) = x* + 4x + 5,g(x) = ax? + bx + 6 fonksiyonlar1 veriliyor. Bu
iki fonksiyonun grafiklerinde ayni apsisli noktalardaki tegetlerin birbirine pa-
ralel olmasi i¢in a ve b’nin degeri ne olmalidir?

Coziim: “Bir fonksiyonun tiirevi verilen noktadaki tegetine esittir” teo-
remine gore,
f'(x) =2x+4,g'(x) = 2ax + b,
bulunur. Bu iki fonksiyonlarin tegetleri birbirine paralel oldugundan,
f'(x) = g®
2x+4 =2ax+b
a=1b=4
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elde edilir.

24. Asagidaki sekilde y = f(x) egrisinin bir pargasi ile bu egrinin A(3, 6)
noktasindan gegen teget verilmistir.
Ay y=f(x)

/s 3 7
g(x) = (x? — 3)f(x) ise g'(3) iin degeri nedir?

Cozim: f(3) = 6 dur. Diger taraftan “Bir fonksiyonun tiirevi o noktadaki
tegetin egitimine esittir.” teoremine gore,
f'x)=1ise m=f'(3) =1

g'(x) = 2xf(x) + f'(X)(x* — 3)

g'(3) = 2-3-£(3) + £'(3)(3% — 3)

g(3)=2-3-6+1-(32—3) =42
olur.

25. f(x) = x3 + ax? + bx + 1 fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun egri-
si A(- 1, 2) ile B(1, - 2) noktalarindan ge¢gmekte ve x eksenini a, b, c noktalarda
kesmektedir. a < b < colduguna gore, a - b - c nin pozitif ve negatifligi hakkin-
da ne soylenebilir?

Coztum: Verilen fonksiyon A(-1,2) ile B(1, - 2) noktalarindan gegtigin-
den,

f(-1)=(-1)3+a(-1)?+b(-1)+1=2<a—-b=2

f()=1*+a-1>+b-1+1=-2<a+b=—4
olacagindan a = —1,b = —3 bulunur. Su halde,

f(x) =x3—x?-3x+1
dir. Rolle teoremine gore,

1. (-0, 0) arasinda bir kok vardir, bu a’dir

2. (0, 1) arasinda bir kok vardir, bu b’dir

3. (1, =) arasinda bir kok vardir, bu c’dir
Oyleyseab:c < 0 olur.
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26. y? = 6x paraboliiniin hangi noktasindaki tegeti y-eksenini A(0, 3)
noktasinda keser?

Coztum: Verilen fonksiyonun y'ye gore tiirevini alalim.
2yy' =6 isey’ =%
Y~=¥o

dir. Ayrica bir noktas1 ve eg8imi bilinen dogru denklemi m = =—
0

olduguna
gore bu dogru icin,

y—3 _ 3

x—0 y

y? -2y =2x

4x -2y =2x

y=X
olarak bulunur. Buna gore (0, 0) veya (4, 4) noktasindan teget cizilir.

27.a > 0 olmak iizere, y = |x|x3 fonksiyonun x = a ve x = —a noktala-
rindaki tegetleri icin ne denebilir?

Cozim: Bir fonksiyonun bir noktadaki tegetin egimi, tiirevinin bu nok-
tadaki degeridir.

x = a daki tegetinin egimiy = x* ise y’ = 4x3 olup egim m = 4a3 dur.
x = —a daki tegetinin egimi y=—x* ise y = —4x3 olup egim
m = (—4)(—a)® = 4a dir.

Egimleri esit olan dogrular birbirlerine paralel olacagindan, verilen te-
getler icin “Birbirine paralel” olurlar.

28. x? + y? = 16 ¢emberinin x = 2 noktalarindaki tegetinin egimi kag-
tir?

Coziim: x* +y? = 16 ise x = 2 iciny = 2v/3 dir.
F(x,y) = x? + y? — 16 = 0 tiirevini alalim.

Foy)=-55=—3
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29. Denklemi f(x) = sin 5x olan egrinin x = g noktasindaki normalinin

egimi kactir?
Cozum: f'(x) = 5 cos 5x ise tegetin egimi,

mp = SCOS(S-g) = —
dir. Normalin egimi ile tegetin egimleri birbirine dik oldugundan egimler

carpimi -1 dir.
mr-my = -1
-5 my = -1
1
my = g

30. y = 5x — k dogrusuy = x3 — x + 4 fonksiyonunun grafigine teget

olduguna gore, k kactir?

Coziim: y = 5x —k dogrusunun tegetinin egimi m =5 dir. Ayrica
y = x3 — 7x + 4 fonksiyonunun tiirevi tegetin egimine esit olduguna gore,

y =3x%2 -1
3x2—-7=5
3x2—-7=5

X=2
dir. x = 2 noktasinin goriintiisii y = 23 — 7 - 2 + 4 = 4diir. Elde edilen (2, 4)

noktas1 hem dogrunun, hem de egrinin kesistigi nokta oldugundan,
4=5-2-k
k=6

bulunur.

Artan ve Azalan Araliklar
x+1 . o L
31.f(x) = —1 fonksiyonunun artan-azalanligini inceleyiniz.
Cozim: Bir fonksiyonun artan olmasi i¢in tanimli oldugu aralikta
f(x) > 0 ve azalan oldugu aralikta f(x) < 0 olmalidir. Buna gore her x € R i¢in

, 1-(x—1)—1-(x+1) 2
f = = —
) (x—1)° 1

olup azalandir.

32. f(x), 0 < x <« icin azalan bir fonksiyon ise x — f(x) hakkinda ne

soylenebilir?
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Coztim: Fonksiyon taniml aralikta azalan ise f'(x) < 0 dir. Buna gore,
1-f'(x)>0
olup artandir.

33.0<a<bve VxE€ [aDb] icin f'(x) > 0 olduguna gore V x € (a,b)
icin f(0), f(a), f(x), f(b) degerlerinin siralamalari nasil olur?

Cozim: V x € [a, b] icin f'(x) > 0 olduguna gore f(x) fonksiyonu artan-
dir. O halde 0 < a < bigin f(0) < f(a) < f(x) < f(b) olmaldir.

33.f(x) = % fonksiyonu daima azalan ise k hangi aralikta bulunur?

Coztim: Azalan olmasi i¢in tiirevinin 0’dan kii¢iik olmasi gerekir.
k(x+k)—1-(kx+2)  k*—4
(x—1) (x—1)

f'(x) =
k?—4<0
k? < 4

—-2<k<?2

35. f(x) = 2x3 — 2x? + 9 fonksiyonun azalan oldugu aralii bulunuz.

Cozim: f'(x) = 6x2 —2x =0

2x(3x—=1) =0
A
x=0vex =3
X | 0 1/3
wn] ~ | - |-

f(x) = 2x3 — 2x% + 9 fonksiyonunun azalan arahig (0, %) dir.

Ekstremim (Maksimum - Minimum)
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36. Asagida verilen f(x) fonksiyonu ile bunun tiirevlerinin bilgilerinden
hangisi yanhstir.

A) f'(x) = 0 ise f(x) nin maksimumu veya minimumu vardir.

B) f"'(x) = 0 oldugu bir noktalarda f’(x) nin minimumu veya maksi-
mumu vardir.

C) f""(x) > 0 oldugu bolgelerde f'(x) artandir.

D) f'"(x) < 0 oldugu bolgelerde f " (x) eksilendir.

E) f(x) in maksimum ve minimum noktalarinda f "' (x) = 0 dir.

Cozliim: E segeneginde “f (x) nin maksimum ve minimum noktalarinda
f""(x) = 0 olmasi gerektigini” s6ylemis, halbuki “f (x) nin minimum, maksi-
mum noktalarinda f'(x) = 0 olmasi ile miimkiindiir”.

37.y = (1 — x)(x + 3)? fonksiyonun maksimum ve mimimum degerle-
rini bulunuz?

Coziim: Oncelikle bir fonksiyonun maksimum minimum degerlerini bu-
lalim.
y =(DE+3)2+2(1-x)(x+3)=0
x+3)(-3x+1)=0

olacagindan x = =3 vex = %bulunur. Buna gore su tablo ¢izilir.
‘e 3 U3
f(x) - ' + | -
Bu tabloya gore x = % de maksimum ve x = —3 minimum olur.
38.
™
L]
1 ]

Sekildeki gibi dikdortgen biciminde ve bir kenarinin yarisinda duvar bulunan
bir bahcenin diger kenarina bir sira tel ¢cekilmistir. Kullanilan telin uzunlugu
240 m olduguna gore, bahgenin alani en fazla kag m2 olabilir?

Cozum:
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1 ]

Bahgenin ¢evresini sekildeki gibi adlandiralim. Bahgeye dosenen telin uzunlu-
gu 240 m oldugundan
3x

3
EX + 2y = 240 isey = 120 — Z
bulunur. Bizden bahgenin alani istendiginden
A(X) =x"y
seklindedir. Yukaridaki y nin degerini A(x) de yazarsak,
AX) = x (120 - %X) = 120x — %XZ
3

A'(x) =120 —5x=0

olur. Burada x = 80 dir. Buna gore y = 60 olur. Su halde

- an o
T

bulunur. O halde maksimum alan
A(x) =60-80 =2400
olarak bulunur.

39. y = (cos x + 3)(5 — cos x) ifadesinin en biiytik degeri nedir?

Cozum:
y' =sinx (5 —cosx) + (—sinx)(cos x + 3)
sinx(5—cosx—cosx—3)=0
2sin X = 2sinXx cos x
cosx=1
x=0°
olur. Buna gore,
y=(cos0+3)(5—cos0)=(1+3)(5—1)=16
elde edilir.

40. x>+ (m—2)x— (m+2) =0 denkleminde koklerin karelerinin
toplami minimum olmasi icin m ne olmalidir?

Cozim: Verilere gore, x; + X, = m — 2 ve X;X, = m + 3 dir. Buna gore,
X2 + x5 = (X1 +%X2)% — 2x;%,
= (m—2)?-2(—(m+2))
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=m?—-4m+4+2m+4
=m?-2m+38
bulunur. Bulunan bu ifadenin minimum degerini bulmak i¢in elde edilen dege-
rin tirevini alalim,
2Zm—2 =0
m=1
elde edilir.

41. y = x3 + 2x%? — mx + 10 fonksiyonun, x = 1 i¢in bir maksimum ol-
duguna gore m’nin degeri alir?

Cozim: Maksimum-minimum degerlerin bulunmasi i¢in tiirevi alinip
sifira esitlenmelidir. Oyleyse,

y =3x>+4x—m=0
dir. Verilere gore x = 1 olacagindan,

2:1244:1-m=0

m==~6
olarak bulunur.

42.y = x* — |x? — x| in [—1, 4] aralifindaki en kiiciik degeri nedir?

Coziim:x2 —x=10

x(x—=1)=0
X1=0,X2=1
X |- -1 1 m
#(x=1) + C% - ‘i% +

[-1,1] arahginday = x? — |x? — x| = 2x® — x
[1,4] arahginday = x? — [x2 — x| = x

Simdi tiirevlerine bakalim.
[0,1] araliginday’ = 4x—1 =0isex = %ve y = %

[1,4] araliginday’ = 1lisey =1
1N 1
min(~4.1) =}

43. |AD| = |[DC| = |BD| = 10 cm dir.
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180-8 \10

B &
Bu ticgenin alaninin en biiytik degeri nedir?

Cozim: sin(180 — 6) = sin 6 olmak lizere,

A(ABC) = A(ABD) + A(DBC)
= 2+10-10sinB + 21010 - sin(180 - 6)

=50sin6 + 50 -sin0
= 100sin0

bulunur. Elde edilen bu alanin en biyiik bulmak icin tiirevinin sifir olmasi ge-
rekir.

A'(ABC) = 100cos6 =0

8 =90°

A(ABC) = 100sin90 = 100 cm?
dir.

44,

R_H\P

0L
. )

x? + y? = 64 cemberinin tizerinde alinan bir P noktasindan (x > 0,y > 0 bél-

gesinde) eksenlere paralel cizilerek elde edilen PQOR dikdoértgeninin alaninin

maksimum olmasi i¢in |0Q| uzunlugu ne olmahdir.

Cozim: |0Q| = x olsun. |[RO| = V64 — x? dir. Bu durumda
A(OQPR) = xV64 — x?
yazilabilir. Bu alanin maksimum olmasi i¢in tiirevini alip sifira esitlemeliyiz.
A'(OQPR) = V64 —x2 + . S
2,/64—x2
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X = 4/2

maksimum degeri olarak bulunur.

45,
ALy
y=x2
P(x,y)
X
0 A(3,0)

y = x? fonksiyonu ve x ekseni iizerinde A(3, 0) noktasi verilmistir. A noktasina
en yakin noktasi P noktasi olarak alinirsa |AP| uzakligi kag birim olur?

Coéziim: P(x,x?) olsun. Bu takdirde |AP| dogrusu,
|AP| = /(x—3)2+ (x2—0)2 =Vx* + xZ2 — 6x + 9
seklindedir. Bu fonksiyonun ttirevini alip sifira esitlersek,

3
IAP| = 4x°+2x—6 ~0

2 [x*+x2—6x+9
x=1

bulunur. Su halde P(1,1) olacagindan |AP| = V1% + 12 — 6 - 1 + 9 = /5 olarak
olur.

46. 0 < x < 6 olmak ilizere, x> — 3x? degiskeninin degeri en fazla kag
olur?

Cozim: y = x3 — 3x*fonksiyonunun tiirevini alip maksimum-minimum
degerlerini bulalim.
y =3x2—6x=0
3x(x—2)=0

Bu fonksiyon 0 noktasinda yerel maksimuma, 2 noktasinda yerel minimuma
ulasir. Ama 0 < x < olacagindan en biyiik x = 6 ile miimkiindiir.
x3 —3x?=6%3—-3-62=108
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47.x € R olmak uizere,
|4x — 10| + |2x + 5]
ifadesinin alabilecegi en biiyiik ve en kiiciik degerini veren degerler nedir?

Cozim: f(x) = |4x — 10| + |2x + 5| olsun.
f'(x) = 4sgn (4x —10) + 2sgn (2x+5) =0
sgn (4x —10) = 0vesgn (2x+5) =0
X = % vex=—3
x| -5/2 5/2

RPN

f(x) = |4 -%— 10| + |2 -g+ 5| = 10 (minimum)
f(x) = |4 (— %) - 1o| + |2 (— %) + 5| = 20 (maksimum)

48. Bir sirket, diizenleyecegi bir gezi igin kisi bas1 £ 500 ticret talep et-
mektedir. Kayit yaptiranlarin sayisinin 100’den fazla olmasi halinde, 100’in
tizerindeki her bir kisi icin tiim katilimcilara £0,50 geri 6deme yapilacaktir.
Buna gore, geziye kag kisi katilirsa sirketin katilimcilardan elde edecegi gelir
en fazla olur?

Cozim: Geziye x kisi katilsin ve gelir £ y olsun.

_ 2
y = x[500 = =% = 450 - %
y' =450 —x =0
X = 450

katilimci olmasi gerekir.

49. x? — y% = 1 hiperbolu iizerinde bulunan noktalardan A(4,0) nokta-
sina en yakin olan noktasinin koordinatlarini bulunuz.

Coziim:x? —y? =1
y2=x%-1 (1)
dir. Ayrica verilen hiperbol
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y.i
B )

A
74.0) X
]

[

i
y 5, =)
B Y

sekildedir. A(4,0) noktasina en iki nokta B ve B’ olsun. iki nokta arasindaki
uzaklik

|AB| = (x = 4)? +y? (2)

dir. (1) ifadesini (2) de yerine yazarsak,
|AB| = /(x—4)2+x2—1

=+2x2 —8x + 15
bulunur. Uzunlugu minimumu bulmak i¢in tiirevi incelenmelidir.
(IaB]) = —28 _ _(isex=2

2 /2x2—8x+15

dir. Simdi x = 2 i hiperbol denkleminde yerine yazarsak
2 92 _ —
y°=2—-1=3
y=+V3
bulunur. Buna gore
B(2,V/3) ve B'(2,—V3)
dir.

Biikey (D6niim) Noktalar

50. Denklemi y = x3 + ax? + 4x — 1 olan egrinin déniim (biikiim) nok-
tasinin apsisi 1 ise ordinati nedir?

Cozim: Egrinin doniim (biikiim) noktasi 2. tiirevi sifir olmalidir.
y' =3x%+ 2ax+ 4

y" = 6x+ 2a
0=6-1+2a
a=-3

Buna gore fonksiyon,
y=x3-3x2+4x—1
oldugundan x = 1 i¢in
y=13-3-12+4-1-1=1
olur.
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51. a # 0 olmak iizere, y = ax® + bx? + cx + d fonksiyonu daima bii-
kiim (doniim) noktasi vardir?

Cozim: y' = 3ax? + 2bx + ¢
y" =6ax+2b=0
b

X:_ﬁ

Buna gore daima reel bir kok olacagindan, biikiim (déniim) noktasi her zaman
vardir.

52. f(x) = x3 + kx? — 6x + 4 fonksiyonunu x = —% de doniim (biikiim)
noktasi olduguna gore, a'nin degeri kagtir?

Coziim: f'(x) = 3x% + 2kx — 6
f'"(x) = 6x+ 2k

2. tirev dontim(biikiim) noktasi oldugundan f " (— %) = 0 dir.

£ (-2) =6 (1) + 2k =0

a=1
olur.
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