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3. BOLUM
BELIRSIZ INTEGRAL

Sir lSaac Newton
(4 Ocak 1643, Grantham, Ingiltere - 31 Mart 1727, Londra, Ingiltere)

llk defa integrali Newton 1684 yilinda tanimlamistir. 1686 yilinda
integrale ait bazi teoremleri gelistirmistir. 1711 yilinda “Diferensiyel ve
Integral Hesap” kitabini yayinlamistir. Ama Leibniz de Integrale ait ilk
calismalarda 6nemli katkilarda bulunmustur.

BELIRSiZ INTEGRAL KAVRAMI

Integral kavrammmin temel gayelerinden biri de, tiirevi veya
diferansiyeli belli olan fonksiyonun kendisini (ilkelini) bulmaya calismaktir.

3.1. Tanim: A c R, f: A = R bir fonksiyon olsun. Tiirevi f(x) olan bir
fonksiyonun kendisi (ilkeli) F(x) ise, tlrevi f(x) den F(x) i bulma islemine
belirsiz integral denir. [ f(x) dx = F(x) + ¢ seklinde gosterilir. Buradaki c’ye
integrasyon sabiti denir.

Ornek: x € R olmak iizere
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F(x) = x? + c ise F'(x) = f(x) = 2x
oldugundan [ 2x dx = x% + ¢ dir.

Ornek: [ xf(x) dx = x? 4+ 3x + ¢ olduguna gore, f(x) asagidakilerden
hangisidir? (c sabittir)

Coziim: [ x f(x) dx = x? + 3x + c ifadesinin tiirevini alirsak,

xf(x) =2x+3
_2x4+3 3
f(X) = X =2+ ;
olur.
3.1. Teorem: Bir f fonksiyonu,
d
a) 7 [ fx) dx = f(x)
b) J d[f()] dx = f(x)
seklindedir.

Ispat: a) Genel olarak [ f’(x) dx = f(x) yazilabilir. Bu esitlikte her iki
yanin diferansiyeli alindiginda,
d
- [ fx) dx = f(x)
bulunur.

b) Yine diferansiyelin tanimindan,
d[f(x)]dx = f'(x) dx
yazilabilir. Buna gore,
[ d[fC] dx = f(x)

bulunur.

Ornek:
d
1.&f(x2 +4x —8)dx = x> 4+ 4x — 8

2. [d(cosx —In4x) dx = cosx — In4x + ¢

n+1

X
3.2. Teorem: [ x" dx = s tom#-1)
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n+1
Ispat: f(x) = +1

f'(x) =x"
olarak bulunur. [ f'(x) dx = f(x) olduguna gore,
xh+1
[xMdx =

n+1
olarak bulunur. //

+ ¢ fonksiyonunun tiirevini alalim.

+cC

Bu kisimdaki bundan sonraki teoremlerin ve sonuglarin ispatlari yine
bu yontemle yapildigindan ispatlar1 yapilmayacaktir.

.. 6
Ornek: [ x° dx = % +c

x3/2 2 3/2
Ornek: f\/—dX—3/2+C—§x +c

Ornek: [3dx = [3x°dx =3x+¢

3.3. Teorem: [au(x) dx =a fu(x)dx, (a€R)

Ispat: U(x) = a [ u(x)dx olsun. Her iki tarafin tiirevini alinirsa,

U'(x) = au() (1)
bulunur. Ayrica V(x) = [ au(x) dx olsun. Her iki tarafin tiirevini alinirsa,

V() = aux) 2)
olur. (1) ve (2) esitliginden

U'(x) = V'(x)

Jau(x) dx = afux)dx
bulunur.

.. 4
Ornek:f4x3dx=4fx3dx=4XT+c=X4+c

3.4. Teorem: [(u(x) + v(x)) dx = [u(x) dx + [ v(x) dx



www.matematikl.com 4

Bu teoremin ispati 3.3. teoremin ispatina benzer yontemle
yapildigindan okuyucuya birakilmistir.

Ornek: [(3x? —2x)dx =3 [x*dx — 2 [ x dx

X3 X2
=33-27

=x3—x%+c

. 5
Ornek: [ XX—;_Z dx integralini bulunuz.

5 5
- X242 X 2
= dx= =+ d
Cozim: [ 7 dx fX2+X2 X
= [x3 +2x7? dx
=[x3dx+2[x%dx
x¥ x71
= TL} + 2_—1 +cC
x* 2
=7 + p +cC
5 dx . p
Ornek: [ X integralini bulunuz.
5

§X
Céziim:fd—xx =f(§)x dx=%+c

@

Ornek: f'(x) = % =3x%+2x+5 vef (1) = 6ise f(2) in degeri nedir?

Coziim: dy = (3x? + 2x + 5)dx
y=J[(3x*+2x+5)dx =x>+x*+5x+c
f1)=13+12+5-14+c=6

oldugundan ¢ = —1 dir. Buna gore,
f(x) =x3+x®+5x—1
f(2)=23+22+5-2—1=21
dir.
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e 4
Ornek: [x-f'(x) dx = XT — 4x3 ise f(x) fonksiyonu nedir?

4
Cozim: [x-f'(x)dx = XT— 4x3 esitliginin her iki tarafinin x’e gore
tirevini alirsak,

ifx-f’(x) dx = i(i— 4X3)
dx ~dx \ 4
x-f'(x) = x3 — 12x2
f'(x) = x? —12x
f(x) = [(x* — 12x)dx
x3  12x2 x3

f)=F5—-=5 +c=?—6xz+c

olarak bulunur.

Ornek: f""(x) =x*—1 egrisi x+ 12y —13 =0 dogrusuna A(1,1)
noktasinda teget olduguna gore f(x) i bulunuz.

Cozim: Her iki tarafin integralini alirsak,
f'(x) = [(x* — Ddx
x3
f'(x) =3 -x+t¢
bulunur. Egri x + 12y — 13 = 0 dogrusuna teget oldugundan dogrunun egimi

m = %dir. Ohaldem = f'(x) = 1? —14c = %olup c; = 1 dir. Buna gore,

) x3
f'(x) = 37X +1
dir. Tekrar iki tarafin integralini alirsak,

ff'(x)dx=f(§—x+ 1)dx

4 2
f(x)z%—%+x+c2

bulunur. Eger A(1, 1) noktasindan gectigine gore f(1) = 1 dir.

4 2
f(1)=i—2—17+1+c2=1isec2=15—2

x*  x2 5
f(X)—ﬁ—?+X+ﬁ

elde edilir.

Ornek: y = f(x) fonksiyonunun herhangi bir A(x,y) noktasindaki
tegetinin egimi m = 2x ve f(1) = 5 olduguna gore f(x) fonksiyonunu bulunuz?
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Coziim: A(x, y) noktasindaki tegetinin egimi m = 2x ise f'(x) = 2x dir.
[f'X)dx =f(x) +c
f(x) = [2xdx =x*+c
f(1)=12+c=5
c=4
fx) =x*+4
bulunur.

3.1. Sonug: Belirsiz integralin tiirevin tersi olmasindan asagidaki
sonuglar ortaya ¢ikar:

1)f% =In|x| + ¢
2) [eXdx=e*+c

aX
3) [a¥dx=p—+c
4) [sinx dx = —cosx + ¢
5) [cosx dx =sinx+ ¢
6) [(1+tan’x)dx =tanx +c
7) (1 + cot?x) dx = —cotx + ¢
8) [secxtanx dx = secx + ¢

9) [cscxcotx dx = —cscx + ¢

10) f\/di = arcsinx 4+ ¢ = —arccosx + ¢
1—x2

11) f% = arctanx + ¢ = —arccotx + ¢

12) X _ aresecx + ¢ = —arcescx + ¢
X1/X2—1

Ornek: [ cosx dx — [ sinx dx = sinx + cosx + ¢

Ornek: [ tan?x dx = [(1 + tan?x) — 1 dx
= [(1+tan®x) dx — [ dx
=tanx—Xx+¢

X

" 5
Ornek: [ 5% dx = +¢

DEGISKEN DEGiSTIRME YONTEMi
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Integral alabilmek tiirev gibi toplama, ¢ikarma, carpma, bélme gibi
yontemlerle yapilmamaktadir. Ancak tiirevi bilinen bir ifadenin integralini
almak yukaridaki denklemlerde oldugu gibi yapabiliriz. Ama digerlerinde
cesitli integral alma yontemlerini kullaniriz. Bunlardan biri degisken
degistirme yontemidir.

3.5. Teorem: f, u'nun bir fonksiyonu, u, x'in bir fonksiyonu ve f ve u
tiirevlenebilen iki fonksiyon olmak iizere,

[flu(x) u'(x)dx = F(u(x)) + ¢
dir.

Ispat: [f(u(x))u'(x)dx seklindeki integralde t=u(x) segilirse
dt = u'(x) olur. Buna gore,

[fu) u'(x)dx = [f()dt =F(t) + c = Fu®)) + ¢
yazilabilir.

Ornek: [(2x + 3)° dx integralini bulunuz.

du
Cozim:u = 2x+ 3 segilirse& = 2 icin du = 2 dx olur ki,

6
f(2x+3)5dx=fu5%z%%+c=%u6+c=%(2x+3)6+c

bulunur.

Ornek: [(x3 — 2x)°(3x? — 2) dx integralini bulunuz.

Coziim: u = x3 — 2x segcilirse du = (3x% — 2)dx olur ki,
f(x3 —=2x)°(3x* = 2)dx = [u® du = %u6 +c= 1—12()(3 -2x)%+c
dir.

Ornek: [ e°* dx integralini bulunuz.

du
Coziim: u = 5x secilirse du = 5 dx i¢in = = dx bulunur. Su halde
[eXdx = [e" %=%fe“du=%e“+c=%e5x+c
dir.
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Ornek: [ eS"* cosx dx integralini bulunuz.

du

Coziim: u = sinx segcilirse = cos x icin du = cosx dx bulunur. Su
halde

[es"*cosx dx = [eXdk =eK+ c=eSi"* + ¢
olur.

Ornek: [ 103* dx integralini bulunuz.

Cozim: u = 3x secilirse du = 3 dx bulunur. Buna gore,

J10%*dx = [ 10" du_ 10" + _ o +

x= 3 =310 " “ T 3mi0 " €

elde edilir.

Ornek: [ sin(3x + 4) dx integralini bulunuz.

du
Cozim: u = 3x + 4 secilirse du = 3 dx i¢in 3= dx dir.

du
3

=%fsinu du

[sin(3x+4) dx = [ sinu

1
=—3zcosu+tc

= —%cos(3x+4) +c

Ornek: [(x? + 2x + 20)!°(x + 1) dx integralini hesaplayiniz.

Cozum:
du
u = x2 + 2x + 20 segilirse du = (2x + 2)dx olup - = (x + 1) dx dir.
Su halde

[(x? +2x 4+ 20)1%°(x+ 1) dx = [u?® dz_u

= %f ulf du
1ul?
211

_ 1 4
—22u +c

+c
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=%(X2+2X+20)11+C

Ornek: [(e* + 1)3e* dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: u = e* + 1 secilirse du = e* dx dir.
f(e*+ 1)3e*dx = [u®du
4
u

:T+C

=%(ex+1)4+c

Ornek: [ 8xv4x2 + 7 dx integralini bulunuz.
Coziim: u = 4x% + 7 segilirse du = 8x dx dir.

[8xV4x2 + 7 dx = [Vudu
= [u'/? du

u3/?

=377

=§(4X2 +7)32 4+ ¢

+c

Ornek: [ % integralini bulunuz.

Cozim: u = 5 — x segilirse du = —dx dir.
f dx A f_du
V5—x vu
= —[u™Y2du
ul/2
= - 1—/2 +cC
=—-2Vv5—x+c
- dx . .
Ornek: [ 3= integralini hesaplayiniz.

du
Cozlim: u = 3x — 7 secilirse du = 3 dx yani 3= dx dir.
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f s f3

1 du
3
= §ln|u| +c
= §ln|3x— 7| +c

Ornek: f 1ntegrahn1 hesaplayiniz.

du
Cozim: u = x? + 2 segilirse du = 2x dx i¢in - = x dx dir.

du
Sama=I%
X242 Yy
u
= ?IT
=5 Inju| + ¢
% In|x?+ 2|+ ¢
Ornek: f dx integralini bulunuz.

du
Coziim: u = x? + 1 secilirse du = 2x dx i¢in - =X dx dir.

3
>du
2"
fX2+1 _f
3 du
2

= Ell’llLII +c

= %lnlx2 +1|+c

Ornek: [ sin3x cosx dx integralini bulunuz.

Coziim: u = sin x secilirse du = cos x dx dir.
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[ sin®xcosx dx = [u?du
ut
= T+ C

_1 a4
_ZSHI X+cC

Ornek: f y— + dx integralini bulunuz.

Cozim: u = 4 + cosx secilirse du = —sinx dx dir.
[ Sinx_ sinx —du
4+cosx )
= —In|u| + ¢

= —1In|4 + cosx| + ¢

sin2 . .
1—)2( dx integralini bulunuz.

Ornek: [
3+4+sin“x

Céziim: u = 3 + sin? x segilirse du = 2sinx cosx dx = sin 2x dx dir.

sin 2x du

oz dx=]

3+sin“x u
= Infu| + ¢

=1n|3 +sin®x| + ¢

. 1/x?
Ornek: [ < =—dx integralini bulunuz.
.y 1 du_ 1
(;ozurrzl. u=-_7= x~ 2 secilirse du = —X—dx ise ——- = X—3dx
1/x
feX3 dx = [e" (dz_u) = —%fe“dt = —%e“ +c= —%el/xz +c

Ornek: [ cotx dx integralini bulunuz.

- COSX y iy : .
Cozim: [cotx dx = [——dx olduunu biliyoruz. u = sinx secilirse

du = cosx dx bulunur. Buna goére,

COSX du
Jeotx dx = [ ——dx = [

= In|u| = In|sinx| + ¢



olur.
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3.2. Sonug:
1) [ “E’(?(;‘X = Infu(x)| +c

Z)Ie“(x)dx—e((;

3) [ a'® dx=%+c

4) [sinu(x) dx = ( TG oSG + ¢

5) [ cosu(x) dx = ( )smx+c

6) (1 + tan” u(x) dx = g )tanu(x) +c

7) [ (1 + cot? u(x)) dx = ( )cot u(x) + ¢

8) [ secu(x) tanu(x) dx = ( )sec u(x) +

9) [ cscu(x) cotu(x) dx = ( TG Cseul9 + ¢

10) f\/‘% = arcsinu(x) + ¢ = —arccosu(x) + ¢

11) | ff;‘% (‘L’; = arcta P, ¥c = — arccotu(x) + ¢

12) [— WX secu(x) + ¢ = —arcescu(x) +

u(x) Ju?(x)—1

Ornek: [

> S integralini bulunuz.
204+8x—x?2

Coziim: 20 + 8x+x% =36 — (x> — 8x + 16) = 36 — (x — 4)?

dx dx
[ = f = =
J20+8x—x2 J36—(x—4)
dx
= [ —

2
_x=4)
36[1 X36
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1 dx
== —
x—4
1-(5")
x—4 - dx . .
bulunur. Burada u = < secilirse du = 7 ise 6du = dx dir. 3.2. Sonuc¢ 10.
ozellik geregi,
1. 6du du x—4
I=Zf = = arcsinu + ¢ = arcsin (—) + ¢
s TS (%)
elde edilir.
-- x2dx . -
Ornek: [ integralini bulunuz.
1—x6

Cozim: u = x3 secilirse du = 3x? dx ise x? dx = c13_u dir. 3.2. Sonug 10.
ozellik geregi,
x2dx x2dx
[=[— =]
\/1—x6

I
—
w

Wk Wl—= Wl

—
Q.
TC

1—u?
arcsinu + ¢

arcsinx® + c

elde edilir.

OZEL DEGiSKEN DEGiSTIRME YONTEMLERI

1. Va? — x? den baska koklu ifade icermeyen fonksiyonlarin integralini
hesaplamak icin x = asint degisken degistirme yapilir. (Burada t = arcsing
dir.)

—

Vaz— 2
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dx

4—x2

Ornek: [ integralini bulalim.

Cozim: Burada x = 2 sin t degisken degistirmesini uygularsak,
dx =2 cost dtvet = arcsin%

olur. Buna gore,
dx [ 2 costdx

J
J4—X2 \/4—4sin2t

_ f 2costdx
2\/1—sin2t
cost dx

=[
Jcos?t

= [dt

=t+4+c

. X
= arcsmi +c

elde edilir.

x+1

Ornek: [
9—x2

dx integralini hesaplayiniz.

Cozim: Burada x = 3 sint degisken degistirmesini uygularsak,
dx = 3sint dtvet = arcsin%

olur. Buna gore
f x+1 dx =f 3sint+1

J9—x? J9-9 sin®t

3sint+1
=[

3 Jl—sinzt

f3sLt+13cost dt

3cost dt

3cost dt

3 Jcos?t
= [(3sint+ 1) dt
=3 cost+t+c

= 3 cos (arcsin %) + arcsin% +c

bulunur.

14
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Ornek: [ V25 — x2 dx integralini hesaplayniz.

Coziim: Burada x = 5sint degisken degistirmesini uygularsak, dx =
5 cost dtolur. Buna gore,
I=[+V25—x?dx = [V25—25sin?t 5 cost dt
= [{/25(1 —sin%t) 5cost dt

= 25 [Vcos?t cost dt
= 25 [ cos?t dt, (coszt = %)
_ 25f1+C§SZX dt

25

=7[t+%sin2t]+c

dir. Burada x = 5sintise sint = %oldugundan

5

125 -ux2
ucgeni cizilir. Ayrica
L . X
x = 5sintiset = arcsing

o X \/ZS—XZ B ZX\/ZS—XZ
sm2t—251ntcost—2-§- £ = 58

denklemleri yazilir. Buna gore

2)(1/25—)(2
I=f\/25—x2dx=22—5 arcsin§+%-T +c

= 22—5(arcsin§ + %X\/ZS - X2) +c

dx
X21/4—X2

Cozlim: Burada x = 2sint degisken degistirmesini uygularsak, x =
dx = 2 cost dt olur. Buna gore,

Ornek: [ integralini hesaplayiniz.

f dx _ f 2costdt
x2 |4—x2 4sin®t 4—4sin’t
_ f 2costdt

4sin’t 1}4(1—sin2 t)
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=f 2costdt
4sin2t1/4 cos?t
2costdt
4sin2t2cost
_ lf dt
‘i sinzt
=7 Jesc?t dt

1
=~z cott+c
dir. Burada
(4 x2
2 cott= 12X
Vi
yazilabileceginden
d 1 J4—x2 4—x2

—= = -t te=—tp—+c

x2 |4—x2
bulunur.

2.Vx? — a? den bagska koklii ifade icermeyen fonksiyonlarin integralini

hesaplamak igin x=asect=% degisken degistirme yapilir. (Burada

A

! i
Yu? —a?

a ;.
t = arccos ¢ dir.)

dx

x1/x2—4

Cozlim: x = 2 sect donilisiimli yapalim. Burada sect = “ost

Ornek: [ integralini hesaplayiniz.

oldugunu
unutmayalim. Buna gore,

dx = 2sect-tant dt = arccosXz
olur. Buna gore,
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2secttantdt

2sect 1/4sec2 t—4

tant dt

,/SECZ t—1

dx

) e

I
N
—t

Il
N =N~ — — —
— Nl
+
a

2
arccos —+ ¢

bulunur.

. Jx2=9
Ornek: [ XX dx integralini hesaplayiniz.

degisken degistirmesini uygularsak, dx =

Cozlim: Burada x =
cost

3sint
cos?t

dt olur. Buna gore,

9
——9
f«}XZ—() d f cos?t 3Sintdt

X =
X 3 cos?t
cost

sinzt sint
=3J cos?t cost de

. 2
sin~ t
. 3fCOSZt
= 3 [ tan? tdt
=3 [(—1+ 1+ tan®t)dt
=3(—t+tant) + ¢

dir. Burada
—
2
i w _ “.I:‘. = 5
V¥ tant =——3
1
5
- . 3
€05l = — = { = arcoos—
1
yazilabileceginden

/2_9 ,2_9
fX—dx—3 XT—arccosxi+c

” =
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bulunur.

3. va? + x? den baska kokli ifade icermeyen fonksiyonlarin integralini
hesaplamak icin x = atant degisken degistirme yapilir. Burada t = arctanx5
dir.)

Ornek: [

& integralini bulunuz
X2, / x2+425

Céziim: x = 5 tan t secilirse dx = 5 (1 + tan?t) dt olur. Buna gore,

i dx B 5(1+tan?t)dt
x% [x2+25 25tan® t/25 tan” t+25
5(1+tan?t)dt
25tan’ t /25(tan2 t+1)
_ —f sec?tdt
tan® tsec? t
fsect dt
- 25 tfm t
_i costdt
2 sm t
C1052t
=i st 4t
25 smzt
1 cosztd
=55 % , (sint = usegcilirse cos tdt = du)
sin~ t
1 1
= ﬁfu_zd
_1 -2
=5z Ju?du
1 ul
—25 (-1 1)
1

= —ggy e
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1
~ " 25sint tc

dir. Burada x = 5 tan t oldugundan

yazilabilir. Su halde,

5
dx 1 1/X2+25

J—/— =-5= +c
x% |x2+25 25 X
bulunur.
4 dx : .
Ornek: [ integralini bulunuz.

J1+x2(14x2)

Céziim: x = tan t segilirse dx = (1 + tan®t) dt dir. Buna gore,
(1+tan?t) dt

f dx _
J14x2 (1+x2) 1+tan’t (1+tan®t)

dt
=
1

coszt

= [ costdt
=sint+c
dir. Burada x = tan t oldugundan

. x
SiNt = m——
V1+%2

yazilabilir. Su halde,

dx D SE

14+x2(1+x2) ,/1+X2

olur.

dx

q/4+9X2

Ornek: [

integralini bulunuz.

19



www.matematikl.com

Coziim: x = % tantolsun dx = %(1 + tan? t) dt dir. Buna gére,

dx Z(1+tan®t) dt

J
/4+9x 4+94tan2t

(1+tan t) dt 2. 1
ol U

dt
f cos

cost
3fcost dt
= §fsect dt

= %lnlsect + tant| + ¢

dir. Burada x = % tan t oldugundan

yazilabilir. Su halde,

olur.

dir. (Burada u(x) = x + 5= b

dx 1 1/4+9X2+3X
f = 3l 2X +
1/4+9X2

20

3.6. Teorem: x?+bx+c olan ikinci dereceden denkleminde
u?(x) + k? doniisiimii yaparsak, A < 0 icin

dx _ du 1 u(x)
I ax?+bx+c I u2(x) +k* = garctan ( )

2
4c—b
e k = T dll".)

Bu teorem 3.2. Sonug 11. 6zellik kullanilarak yapilir.

Ornek: [ integralini bulunuz.

dx
x%2+16
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Coziim: A=b?—4ac=02-4-1-16=—-64<0 oldugundan 3.2.
Sonug 10. 6zellik geregi
dx 1
f 2+16 f42+x —4arctan(4)+c
elde edilir.

Ornek: [ ﬁ integralini bulunuz.

x+5

Cozim: A =22 —4-1-5=—20 < 0 oldugundan 3.2. Sonug 10. dzellik

geregi
_ dx _ dx _1 x+1
| Ziaxrs = ovariois = f(x+1)2+22 - zarCtan( 2 )+ ¢
elde edilir.
Ornek: [ _dx integralini bulunuz.
x%+6x+10
Cozim: A = 6% —4-1-10 = —4 < 0 oldugundan 3.2. Sonuc 10. dzellik
geregi
f dx — f dx
x2+6x+10 2+6x+9 9+10
= (x +3) +12
_1 x+3
= Tarctan (T) +c
= arctan(x+ 3) +c¢
elde edilir.

Ornek: [ Xz_i_gﬁ integralini bulunuz.

Coziim: A=8%2—-4-1-20=-16<0 oldugundan 3.2. Sonu¢ 10.
ozellik geregi
dx
J 2+8x+20 I 2+8x+16 16+20

=l—==

(x+4) +2°
_1 x+4
= iarctan (T) +C

elde edilir.
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3.7. Teorem: vax? + bx + c olan ikinci dereceden denkleminde,

i) a < 0 icin ax? + bx + ¢ = k% — u?(x) déniigiimii yaparsak,

i dx = du = arcsin (@) +c
ax2+bx+c sz_uz (%)

ii) A < 0,a > Oicin ax? + bx + ¢ = u?(x) + k? déniisiimii yaparsak,
1

dx du 1
—_— == [ — = =In(u®) + Ju(®) + k?) + ¢
f«/aX2+bx+c afJuZ(X)H(2 a ( )

iii) A > 0,a > 0 i¢in ax? + bx + ¢ = u?(x) — k? doniisiimii yaparsak,

dx 1 du 1
f— _—_f— = —In u(x) | /uZ(X) k2 C
JaXZ Fbx+c a uZ(X)_kZ va ( )

iv) A= 0 ve a> 0 ise ax? + bx + ¢ = 0 bir tam kare olup, kok disinda

2
b 4c—b
¢ikar. (Burada u(x) = x + 53 k = T

dir.)

Ispat: i) 3.2. Sonuc¢ 10. 6zellik kullanilarak (i) nin ispati yapilr.
Okuyucuya birakilmistir.

ii) Burada In(u(x)++/u?(x)+k?)+c nin tirevinin f%

w2 +k?

oldugunu gostererek ispati tamamlayacagiz. u(x)=x+2%1 oldugundan

u'(x) = 1dir.

u,(X)-f-Zui(X)

f 2
[In(u(x) + Ju(x) +k2) + ] = 2ju?0otk
u(x)+\/u2(x)+k2

1+

_ uz(x)+k2

U +Ju2@)+k?
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ux)+ uz(x)+k2

_ u2(X)+k2
u(x)+./u2(x)+k2
_ux+ uz(x)+k2 1
Juz(x)+k2 u(x)+\/u2(x)+k2
1
u2(x)+k2
olur.
iii) ii 6zelligine benzer yolla ¢oziiliir.
iv) Okuyucuya birakilmistir.
.. dx . .
Ornek: [ ————— integralini hesaplayiniz.
J—X%+2x+3
Cozum:
—x2+2x+3=3-(x*-2x)=4—-(x*—-2x+1)=22—-(x— 1)
Oldugundan

dx _ dx _ . (x—1
f\/m —fm —aI‘C51n<T)+C

Ornek: [ integralini hesaplayiniz.

dx
J2x2-3x+1

Cézim: 2x%> —3x+1 =2 (x2 —%x +%)
{4
[ dx =if du
J2x2=3x+1 V2 (X_%)Z_%

23
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o (G EN CR  B

3.8. Teorem: m,n € R, ax? + bx + c ikinci dereceden denklemi olmak

uzere,
mx+n \/2— mb dx
f—z ax? + bx + +( Za)f—z
ax4+bx+c ax4+bx+c
dir.
ispat'
_ mx+n m 2ax+2am dx
«/aX2+bx+c 1/aX2+bx+c
2ax+2a—+b b
2af dx
Jax2+bx+c
m 2ax+b m 2a=—b
LS N L N
2a 1/axz+bx+c y Jax2+bx+c
=Ef 2ax+b dx+<n—m—b)f dx
2a ,fax2+bx+c 2a ,/ax2+bx+c
?\/ax2 +bx + ¢ + ( I;:) fL (3.7. teo.)
,/ax2+bx+c
Ornek: [ dx integralini hesaplayiniz.

x+3
Jx2+2x+2
Coziim: 3.8. teoremden

x+3 3 \/7 22 dx
[223 a=2veracaze (6-22)

1/x2+2x+2 JX2+2x+2

=2Vx2 +2x+ 2+ 4In((x+ 1)Vx2 + 2x+ 2) + ¢

KISMi INTEGRASYON YONTEMI

3.9. Teorem: u ve v, x degiskenli birer fonksiyon olsunlar. Bu takdirde,
fudv =uv—fvdu
dir.
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Ispat: u ve v, x degiskeninin birer fonksiyonu olsunlar. 3.1. b ve 3.4.
teorem ile ¢carpimin diferansiyelinden
d(u:-v) =du-v+u-dv
udv =d(uv) —vdu
fudv=[d(uv) - [vdu
fudv=uv—[vdu
bulunur.

Ornek: [ 2x eX dx integralini kismi integrasyon yontemiyle yapiniz.
Cozlim: u = 2x ve dv = e* dx secilirse du = 2 dx ve v = e* olur. Buna
gore,
[2xe*dx = 2xe* — [ 2e* dx = 2xe* — 2e* + ¢
elde edilir.

Ornek: [ x (x + 2)? dx integralini bulunuz.

Coziim: u = xve dv = (x + 2)? dx segilirse du = dx ve
v=f(x+2)dx =5 (x+2)°

olur. Buna gore,
[x(x+2)2dx = x5 (x+2)* — [ 5 (x+2)%dx

=3 (x+2)° —% (x+2)*+c
elde edilir.

Ornek: [xcosx dx integralini kismi integrasyon yontemiyle yapiniz.
Cozlim: u = x ve dv = cos x dx secilirse du = dx ve v = sinx olur.

[xcosx dx =x sinx— [sinxdx = xsinx + cosx + ¢

Ornek: [Inx dx integralini kismi integrasyon yéntemiyle yapiniz.

Cozlim: u = Inx ve dv = dx segilirse du = %dx ve v = x olur.
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[Inx dx =XlnX—fX%dX=XlnX—X+C

Ornek: [ arcsinx dx integralini bulunuz.

Cozlim: u = arcsinx ve dv = dx segilirse du = ve v = x olur.

1—x2
. : dx
[arcsinx dx = arcsinx-x— [ x
1—x2
= x-arcsinx + [ — 2xdx
21—x2

=x-arcsinx +v1—x2%2+¢c

Ornek: [ arctanx dx integralini kismi integrasyon yontemiyle yapiniz.

ve v = x olur. Buna

- . X
Cozlim: u = arctan x ve dv = dx segcilirse du = Th2
gore,

x dx

1+x2

Jarctanx dx = x-arctanx-x— [ (1)
x dx

1+x2
degistirme metodu ile ¢ozecegiz. t = 1 + x? secilirse dt = 2x dx olur. Buna

bulunur. Burada karsimiza [ integrali ¢ikar. Bunu basit degisken

dt
gore, ; = x dx dir. Su halde,

dt
x dx > 1,.dt 1 1
Iime=lt=2 T =3nt=30+x) (2)

dir. Buldugumuz bu (2) ifadesini (1) de yerine yazarsak,

[arctanx dx = x-arctanx-x — %ln(l +x%)+c
elde edilir.

Ornek: [x2sinx dx integralini kismi integrasyon yontemiyle yapiniz.

Coziim: u = x2 ve dv = sin x dx segilirse du = 2x dx ve v = — cos x olur.
Buna gore,
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[x%sinx dx = x%(—cosx) — [ —2xcosx dx
= —x?cosx + 2 [ xcosx dx

dir. Burada karsimiza [ xcosx dx integrali ¢ikar. Simdi bunun integrali i¢in
yine kismi integrasyon uygulamaliyiz. Burada u; =x ve dv; = cosxdx
secilirse du; = dx ve v; = sinx olur. Oyleyse,
[x%sinx dx = —x?cosx + 2[x sinx + [ sinx dx]
= —x?cosX + 2x sinx + 2cosx + ¢
olarak bulunur.

Ornek: [ e*sinx dx integralini kismi integrasyon yontemiyle yapiniz.

Cozlim: u = e* ve dv = sinx dx secilirse du = e* dx ve v = — cos x olur.
Buna gore,

[eXsinx dx = e*(—cosx) — [ —cosx e* dx
= —eXcosx + [ eXcosx dx (1)

elde edilir. Burada [ eX cosx dx integrali karsimiza ¢ikar. Simdi bu integrali
cozmek icin tekrar kismi integrasyon uygulayalim.
u; = e*ve dv; = cosxdx secilirse du; = e* dx ve v; = sinx bulunur. Su

halde
[eXcosx dx = eXsinx — [sinx e* dx (2)
elde edilir. (2) ifadesini (1) denkleminde yerine yazarsak,
Je¥sinx dx = —e¥*cosx + e*sinx — [ e* sinx dx
2 [ eXsinx dx = e*(sinx — cos x)
[eXsinx dx = %ex(sinx —cosx) +c
bulunur.
Ornek: [ x31n2x dx integralini bulunuz.
4
Coziim: u =In2x ve dv = x3dx secilirse du = 21 dx= & ye v =X
X X 4
olur.

x4
[x3In2x dx =In2x- ——f %

<4
7 In2x ——fx3dx

X4 1
—anX—EX +c
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3.1. Not: P(x) bir polinom olmak iizere,

1. [P(x)eXdx=e*(P(x)—P'(x)+P"(x) —P"(x)+--)+c sabit
saylya ulasincaya kadar tiirev alma islemi stirdiriiliir.

P(a) P'a L P'(a) P"'(a)
b gy — eax+b
2. [ P(x) e¥**P dx = e?** ( T2t Tt te

n
3.[x"Inx dx = ———Inx— s+c , (neN*)

Ornek: [(x? + 3x) e* dx integralini bulunuz.

Cozum:

J(x?+3x) e¥dx = eX[(x* +3x) — (x* +3x)" + (x> + 3x)""] + ¢
=eX[(x*+3x) - 2x+3)+ (2] +c
=eX[x2+x—1]+¢

Ornek: [ x3 e?* dx integralini bulunuz.

3 2
- 3 ox ax [X° 3x4 | 6x 6]
ozim: | x° e“*dx = e [——— ———|+c
v J 2 222 2’ 2t
_ex|X _3x% 3x 3
A A e 8]+C
Ornek: [ xInx dx integralini bulunuz.
oziim: 3. 6zellikte n = 1 alinmahdir.
6zim: 3. 6zellik 1al Id
g1+1 x1+1 ) )
[xInx dx ==—=Inx———+c=FIlnx——7F+c
T+1 (1+1)2 2 4
Ornek: [x*Inx dx integralini bulunuz.
Cozlim: 3. 6zellikte n = 4 alinmalidir.
[x*Inx d _ﬂl —ﬂ+ _él _£+
x*Inx dx = nx stc=%zlnx—-5=+c
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Ornek: [sin(Inx) dx integralini bulunuz.

Cozlim: u = sin(Inx) ve dv = dx segilirse du = %cos(ln x)dx ve v =X
bulunur. Buna gore,
[sin(Inx) dx =sin(Inx)-x— [x- %cos(ln x) dx
= xsin(Inx) — [ cos(Inx) dx (1)
elde edilir. Burada [ cos(Inx) dx integrali karsimiza ¢ikar. Simdi bu integrali
cozmek icin tekrar kismi integrasyon uygulayalim.

u = cos(Inx) ve dv = dx secilirse du = —%sin(ln x)dxvev =x
bulunur. Buna gore,
1 .
[ cos(Inx) dx = cos(Inx) -x — [ x (— < sin(ln X)) dx
= xcos(Inx) + [ sin(Inx) dx (2)
elde edilir. (2) ifadesini (1) denkleminde yerine yazarsak,
[ sin(Inx) dx = xsin(Inx) — [xcos(Inx) + [ sin(Inx) dx]

[sin(Inx) dx = xsin(Inx) — xcos(Inx) — [ sin(Inx) dx
2 [sin(Inx) dx = x[sin(Inx) — xcos(Inx)]

[sin(Inx) dx = %[sin(ln x) —xcos(Inx)] + ¢

3.2. Not: Hangi durumlarda kismi integrasyon yontemi uygulanacagi
konusunda kesin bir kural yoktur. Ancak asagidaki kural bir¢ok durumda
integralin kolaylikla hesaplanmasini saglar.

LAPTU

1. L: Logaritmik fonksiyonlar (logx, Inx, In(x+5), ... v.b.)

2. A: Ters trigonometrik fonksiyonlar (arcsinx, arccosy, arctanx, ... v.b.)
3. P: Polinom fonksiyonlar (x, x2, 3x+1, x3+4, ... v.b.)

4. T: Trigonometrik fonksiyonlar (sinx, tanx, secx, ... v.b.)

5. U: Ustel fonksiyonlar (ex, ax, 2x*1, ... v.b.)

Mesela:
1. fxsinx dx integralinde u = x, dv = sinx dx
2. fxlnx dx integralinde u = Inx, dv = x dx
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3. fex sinx dx integralinde u = sinx, dv = e*dx

4, feX Inx dx integralinde u = Inx, dv = e*dx

5. [x%arcsinx dx integralinde u = arcsinx, dv = x*dx

6. [ x (x + 3)° dx integralinde u = x, dv = (x + 3)%dx
biciminde olur.

INDIRGEME FORMULLERI

Indirgeme formiillerine gecmeden 6nce, trigonometriye ait bir
hatirlatma yapacagiz. Arkasindan dort ornek verecegiz. Ondan sonra
indirgeme teoremlerine gececegiz.

1—cos 2x

1—cos 2x
Hatirlatma: cos? x = ———ve cos?x = ——"—=2

2

Ornek: [ sin?xdx = f#dx =%(X—%sin2x) +c

Ornek: [ cos?xdx = fwdx=%(x+%sin2x) +c

Ornek: [ sin3x dx integralini bulunuz.

Cozim: [ sin®xdx = [ sin? x sinx dx
= [(1 — cos?x) sinx dx
= [sinx dx — [ cos? xsinx dx

= cosx — [ cos? xsinx dx (1)
bulunur. Burada | cos?xsinxdx integralini u = cosx degisken degistirmesi
uygularsak dx = — sinx dx olacagindan
3
. u 1
Jcos?xsinxdx = — fu?du = -5 = —zcos’x

bulunur. Buldugumuz bu esitligi (1) de yerine yazarsak
[ sin®xdx = cosx — [—%cosg' X] + ¢ = cosx +%cos3x +c
olur.

Ornek: [ sin?xdx integralini bulunuz.
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Cozim: [ sin*xdx = [(sin®x)? dx

_ f(l—C;)SZX)Z dx

=%f(1—2c052x+c0522x)dx
=%[fdx+2fc052xdx+f(cos2 2x) dx|
=%[X+sin2x+%f(1+cos4x)dx]

1 . 1 1 .
—g[x+1sm2x+§i<+§sm4x] +c
=§x+zsin2x+§sin4x+c//

Kism1 integrasyon metodu yardimiyla, yiliksek dereceden bazi
ifadelerin integrali daha kiicik dereceden bir ifadenin integraline
dontstiriilebilir. Bu yolla yiiksek dereceli ifadelerin integrali kolayca
hesaplanabilir. Simdi bu indirgeme formiillerinden bazilarini verelim.

3.10. Teorem: Her n € N i¢in
[sin"xdx = — L ginn-1xcosx + n—d [ sin™2 x dx
n n
dir.

Ispat: [ sin"xdx = [ sin® ! x sinx dx
yazilabilir. Burada u = sin®! x ve dv = sin xdx alinirsa
du=(n—1)sin"?xcosx dxve v = —cosx
olacagindan kismi integrasyon geregi,
[sin"xdx = sin"*x (—cosx) — [ —cosx (n—1)sin" ?xcosx dx
= —sin"1x cosx+ (n—1) [sin""2x (1 — sin?x) dx
= —sin"'x cosx+ (n—1) [sin"?x dx — (n—1) [sin"x dx

[sin"xdx+ (n—=1) [sin"x dx = —sin" " 'x cosx+ (n— 1) [sin®"%x dx
nfsin"xdx = —sin" 'x cosx+ (n— 1) [ sin®?x dx
. 1 . -1, .
[sin® xdx = —=sin®"*x cosx + n—f sin® 2 x dx
n n
bulunur.

Ornek: [ sin® x dx integralini bulunuz.

Cozim: [ sin®xdx = —%sin“x cosx + %fsin3x dx

. 1 . 2.
Jsin®xdx = —3sin?x cosx + 3 [ sinx dx
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[sin®xdx = —%sin“‘x cosx+%(—%sin2x cosx+§fsinx dx)

1., 4 8
=—§sm XCOSX—ESIH X COSX—ECOSX-FC

3.11. Teorem: Her n € N i¢in,

-2

1 — . n—1
J cos™ xdx = ~cos" xsinx + — [ cos""? xdx

dir.

Bu teoremin ispati 3.10. teoreme benzer yontemle yapilir.

Ornek: [ cos* x dx integralini bulunuz.

- 1 3
. 4 — 2 cac3y ai 3 2
Cozim: [ cos xdx-1 7 C0s” X smx+4fcos x dx
[ cos? xdx ——7(1+ oS 2x)

[ cos* xdx-%cos Xsmx+3( 1+ cost))+c

= %cos3x sinx+§(1 + cos2x) +c¢

3.12. Teorem: Her n € N icin,
f dx 1 cosx n-2 f dx

: — ; + :
sin x n-1sin®1x n-1Y sin?2x

dir.

[spat:
spat: [ 3
yazilabilir. Burada,

sin—2 x sm2

=

u=———=-vedv=——s
sin® “x dsm X
cosx dx
du = —(Il - Z)TVQV = —cotx
sin
olacagindan kismi integrasyon geregi,

f dx B 1 . f . ( 5 cos x dx
sinhx  sin?2x (= cotx) (=cotx){ ~(n )sinn—1
_ cosx —(n—Z)fCOS Zx dx

Sin Slrl X

)

32
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.2
COSX 1—sin“ x dx
=" " -1 -~ 2) f—n
sin X Sin X
COSX dx dx
=—— 7 M-2) ==+ (—-2) | =
sin” 1X fSlnnX fsinn 2X
)f CcOSX +(n— Z)f dx
sin"x 1 Sinn—ZX
f dx 1 cosx N n-2 f dx
sinx  n-1sin®1x n-1Y sin?2x

.. dx o
Ornek: f Sln6X1ntegrahn1 bulunuz.

f 1 cosx 4 4 1
0zim: = —= -
Go sm6 5sin>x 5 sm4 (1)
f dx 1 cosx N 2 )
sin¥x  3sin3x 3 sm2 (2)
f dx ¢ (3)
= —cotx
sin2 x
olur. (3) esitligini (2) de (2) esitligini (1) de yazarsak,
dx 1 cosx 4 1 cosx 2
f , = —== +-\—T= +—-(—cotx) ) +c
sin® x 5sin°x 5 3sin3x 3
COS X 4 cosx 8

= — — ——cotx+c
SSiHSX 1SSin3X 15

bulunur.

3.13. Teorem: Her n € N i¢in,
f dx \ 1 sin x n-—2 f dx
- cosN—2x

+
cos"x n-1lcos"1x n-1
dir.

Bu teoremin ispat1 3.12. teoreme benzer yontemle yapilir.

.. dx o
Ornek: fCOS3X1ntegra11n1 bulunuz.

Cozumf 1 sinx —f dx (1)

dx
bulunur. Simdi buradaf osx

cos3 ~ 2cos?x COS X

integralini bulalim.
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1 /1+sinx) 1 | sinx 1 tanx
1 Cosx\ cosx / _ cos?x cos’x _ cos2x. COSX
- 1+sinx - inx 1 -
cosx 1+sinx S tan x+
cos x COSX COSX cosx
yazilabileceginden
1 tanx
1 cosZx  cosx
[ gy = [oTateoss
COos X tanx+——
cos x

1 tanx
5 —) dx olacagindan
cos“x  COSX

1 .
olur. u = tanx + —— secilirse du = (
CoSX

fldx=E

COS X u
=Infu| + ¢
=In |tanx + |

COSX
—In |1+smx|
- COSX
olur. (2) denklemi (1) de yerine yazilirsa,
dx 1 sinx 1 1+sinx
[ _lsinx 1 \sing
COS° X 2C0os“x 2 COS X

elde edilir.

3.14. Teorem: Her n € N icin,

[sin"x cos™xdx = —
dir.

m-+n

Ispat: [ sin®x cos™xdx = [ sin® "' x cos™ x sinxdx
yazilabilir. Burada,
u = sin™ 'xvedv = cos™x sinxdx

cos™*1x

- _ s an—2 —
du=(n—1)sin"“xcosx dxvev —

olacagindan kismi integrasyon geregi,

[ sin" x cos™xdx =

1 n-1 m —1
— +1 m+1 :n—2
= — sin" " x cos X+ cos X sin"“ xcos x dx
mil—l f +1
— : m+1 n-—2 m+2
= — sin® 1 x cos X+ —— [ sin""“ x cos x dx
mil—l m+1f
s on—1 m+1 . n—2 m 2
= — sin® " x cos X sin™ “ x cos™ x cos“ x dx
mil-l + +1f
=— sin® 1 x cos™*1x + —fsmn 2xcos™x (1 — cos? x) dx

m+1

(2)

\ nf n—-1 . . .
sin® ! x cos™ ! x + —— [ sin""?x cos™ x dx

34
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m+1

(1 +Irr11;+11)fsin“x cos™xdx =

sin® ! x cos™*1 x + —f sin" "2 x cos™ x dx
m+1

m+1

[ sin®x cos™xdx =

1 m+1 . m+1 n—-1m+1, . , - m
—— in"~1x — in"~2 x x dx
m+1m+n° cos X+ m+1m+n I's cos \
in"x cosMxdx = — in"~1 x cos™M*? in""2x x dx
s cos™xd =5 S cos™*1x + m+nfs cos™x d

elde edilir.

Ornek: [ sin®x cos?xdx integralini bulunuz.

Cozum:

[sin®x cos?xdx = —%sin2 x cos® x + %f sinx cos?x dx (1)
olur. Burada | cos? xsinx dx integralini degisken degistirme ile ¢ozelim.

u = cos x secilirse du = —sinx dx

[ cos? xsinx dx=—fu2du=—u;=—%cos3x (2)

bulunur. (2) esitligini (1) de yerine yazarsak,
1 20 1
in3 2 ydx = — = sin? 3x 4+ 2(==cos3
J sin®x cos? xdx = — ¢ sin® x cos x+5( 5 COS x)

— 1. 2 3 2 3
= 5511’1 XCOS™ X 15COS X+ cC

3.15. Teorem: Her n € Nve n>1 igin,

1
Jtan"x dx =_——ztan""'x— [tan""?x dx

dir.

Ispat: [ tan™x dx = [tan""?x tan?x dx
= [tan""?x (1 +tan®x — 1) dx

= [tan"?x (1 +tan?x) dx — [tan"?x dx (1)

olur. Burada u = tanx segilirse du = (1 + tan? x)dx olacagindan,
ftan"2x (1 +tan®’x—1)dx = [u" 2 du

35

sin"~ xcosm+1x+— [/ sin®?xcos™x dx + [ sin® % x cos™*? x dx]
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un—l

= nl_l +c
= mtan“‘1 X+c (2)
bulunur. (2) esitligini (1) de yerine yazarsak,
ftan"x dx = ﬁtan“‘lx — [tan""?x dx
elde edilir.
Ornek: [ tan®x dx integralini bulunuz.
Cozim: [tan®x dx = %tan“x — [tan3x dx (1)
ftand®x dx = %tanzx — [tanx dx (2)
olur. Burada [ tanx dx i bulalim.
sinx dx
Jtanx dx = [~
integralinde de degisken degistirme uygulamak icin u = cosx segilirse
du = —sinx dx olacagindan,
[tanx dx = — % = —In|u| + ¢ = —In|sinx| (3)

bulunur. (3) esitligini (2) de, (2) esitligini (1) de yazarsak,

ftan®x dx = L iantx — [1tan2x+ lnlsinxl] +c

4 2
= %tan“x —%tanzx —In|sinx| + ¢

elde edilir.

3.16. Teorem: Hern € N ve n > 1 icin,
f dx X 2n-3 f dx

= +
(@24x2)"  (2n-2)a?(a?+x2?)"~1 ° (2n-2)a?’ (a?+x?)n-1

dir.
ispat: Burada | ———~—— integralinind
spat: Burada (a2+x2)n‘1m egralininde,
u= 1 — dv = dx
(a2+x2)
du = 2(L-H);(dx, V=X
(a%+x2)
alinarak kismi integrasyon alinirsa,
f dx X f 2(—-n+1)x?
(a2+x2)n-1  (a24x2)n-1 (a2+x2)n
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2

X a+x%—a
=—+(2n—-2) | ——
X a +x a2
=———+(2n— 2)f dx+(2n—2)f dx
@24+x2)" " x2)" 2)n
X 1
=————4+(2n—-2) | ————dx — 2n—2512
(aZ+X2)n 1 f(az+X2)n 1 ( ) f(a2+X2)n
bulunur. Burada su diizenleme yapilirsa
1 X 1
2n — 2)a? dx = —+(2n—-3) [ —————dx
( = @+2) (@) J (a2+x2)""
f dx _ X N 2n-3 f dx
(a2+x2)" ~ (2n-2)a%(a%+x2)"~1 ' (2n-2)a?”’ (a2+x?)"-1

elde edilir.

. dx
Ornek: f (4_'_— integralini bulunuz.

X2)3

Cozum:

f dx B X P 2:3-3 f dx
(22+4x2)3 ~ (2:3-2)22(22+x2)2  (2:3-2)22 7 (22+x2)2

X 3 dx
=— (1)
16(4+x2) (4+x2)
f dx _ X N 2:2-3 f dx
(22+4x2)2  (2:3-2)22(22+x2) = (2:2-2)227 (22+x?)
X
KON 5/ (4+x2) (2)
[ BN Srctan 2 3
(4+4x2) 2 arctans (3)
bulunur. (3) esitligini (2) de, (2) esitligini (1) de yazarsak,
f dx B X N 3 [ X N 11 . x] N
(22+x2)3  16(4+x2)2 ' 16 8(4+x2) g 2arcanyfTe
= X 3% arctan§ +c
16(4+x2)° 1Z8(4:%) | 2
elde edilir.

3.17. Teorem: b2 —ac < 0,hern € Nven > 1 icin,

f dx
(ax2+bx+c)n
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2ax+b n 2a(2n—3) dx

(n—1)(4ac—b?)(ax+bx+c)" (1—1)(4ac—b")" (ax2+bx+c)” |
dir.

Ispat: b2 —ac < 0,hern € Nve n > 1 igin,

ax? + bx +c=a(x + gX +5)= [(X + zba) * <4a:a_2b2>l

olacagindan

u=x+5 b= 122

dersek
f dx _ if dx
(ax2+bx+c)?  aZ” (u2+k2)n
elde edilir. 3.16. teoreminden,

f dx 1 [ u N 2n-3 f dx ]
(ax2+bx+c)?  al [(2n-2)k2(u2+k2)n-1 * (2n-2)k? 7 (uZ+k2)n-1
bulunur. u'nun ve k'nin degerleri yerine konur ve gerekli islemler yapilirsa,

f dx
(ax2+bx+c)n
2ax+b n 2a(2n—3) dx

(n—1)(4ac—b?) (@ +bx+c)  (n—1)(4ac—b")" (ax2+bx+c)" "
elde edilir.

N dx
Ornek: f m integralini bulunuz.
Cozum:
f dx
(x2-2x+2)2
2-1-x—=2 n 2-1(2-2-3) dx

C2-D@12-2 )(XZ 2x+2)2_1 2-1)(412-2%)" (2—2x42)"

) x—1 f
263—2x+2) ' 2 (x— 1) +1
x—1

1
- - -1
=3 o 2) arctan(x )+c

3.18. Teorem: b2 — ac < 0,hern € Nven > 1 icin,
f Ax+B

——dx
(ax2+bx+c)n
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A (2AB—Ab)(2ax+b)
= 2 n—l + 2 n— +
2a(n—1)(ax*+bx+c) 2a(n—1)(4ac—b )(ax2+bx+c)
4 (n=3)(2aB-Ab) dx
-1
(n—1)(4ac— b) (aX2+bx+c)n
dir.
Ispat:
f Ax+B
(ax?+bx+c)n X
A 2ax+b Ab dx
= [————Fdx +(B—F) [ ———— 5+
23 (ax2+bx+c) ( Za) (ax2+bx+c)
A Ab dx
e (- )
2a(n—1)(ax?+bx+c) (ax“+bx+c)
yazilabilir. 3.17. teoreminden
f Ax+B
(ax2+bx+c)n X
A (2AB—Ab)(2ax+b)
= 2 n_l + 2 n— +
2a(n—1)(ax*+bx+c) 2a(n—1)(4ac—b )(ax2+bx+c)
(2n 3)(2aB— Ab) dx

(n—1)(4ac-b") ~ (ax2+bxt+c)" |
elde edilir.

RASYONEL KESIiRLERE AYIRMA YONTEMI

Bir rasyonel kesirde payin derecesi, paydanin derecesinden kii¢iik olan
ve paydasi carpanlara ayrilabilen bir rasyonel kesrin, 6nceden hangi rasyonel
kesirlerin toplami oldugunu bulunmasi islemine, rasyonel kesirlere ayirma
islemi dendigini Polinom Fonksiyonlart konusunda gormiistiik. Rasyonel
kesirlerin integralini almaya da rasyonel kesirlere ayirma yontemi denir.

.. 2X
Ornek: f 21 dx rasyonel kesirlere ayirma yontemiyle yapiniz.

Coziim: Once verilen rasyonel kesirleri rasyonel kesirlere ayiralim.
2x 2X A B Ax+A+Bx—-B
x2-1  (x-1)(x+1) x-1 T (x—1)(x+1) (1)
bulunur. Polinomlarin esitligi tanimi geregince
2x+0=(A+B)x+(A—B)
yazilabilir. Bu yazilistan
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A+B=2,A-B=0
iki bilinmeyenli denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse A=1veB =1
elde edilir. Elde edilen bu degerleri (1) denkleminde yerine yazarsak,
2X 1 1
2_1 +
x¢-1 x-1 x+1
bulunur. Simdi (6) esitliginin integralini alabiliriz.

(2)

2X dx dx
f o=
x“—1 x—1 Xx+1
=Inlx—1|+In|x+ 1| +c
=In|x*—-1|+c

. X
Ornek: f Z—3v_a dx rasyonel kesirlere ayirma yontemiyle yapiniz.

Coéziim: Once verilen rasyonel kesirleri rasyonel kesirlere ayiralim.
X X

X2—3x—4 (x—4)(x+1)

T x—4 " x+1

_ Ax+A+Bx—4B

T x-DE+H1)

_ (A+B)x+(A—4B) .
= = DHD (1)

yazilabilir. Bu yazilistan
A+B=1,A-4B=0

iki bilinmeyenli denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse A = % ve B =%
elde edilir. Elde edilen bu degerleri (1) denkleminde yerine yazarsak,

X 4 + 1
x2-3x—4  5(x—4) 5(x+1)

X 4 dx 1 dx
L
x2—-3x—4 5Y x—4 5Y x+1

= %lnlx— 4| +%ln|x+ 1| +c

X2—2xX—4

X—(x— D(x+2) dx rasyonel Kkesirlere ayirma yontemiyle

Ornek: f

yapiniz.

Coziim: Once verilen rasyonel kesirleri rasyonel kesirlere ayiralim.
X% —2X—4 A B C

———=—+—+
X(x-1)(x+2) x x—-1 x+2
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_ Ax%2+Ax—2A+Bx2+2Bx+Cx2—Cx

- x(x—1)(x+2)

_ (A+B+0)x2+(A+2B—C)x—2A 1
= X(—1) (x4 2) (1)

yazilabilir. Bu yazilistan
A+B+C=1,A+2B-C=0ve—-2A=4

l¢ bilinmeyenli denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ozilirse A =—2,B =
1veC =2 elde edilir. Elde edilen bu degerleri (1) denkleminde yerine
yazarsak,

x2—2x—4 -2 1 2

x(x-1)(x+2) X + x—1 +x+2
x2—2x—4 -2 1 2
—————dx = ) —d —d —d
fx(x—l)(x+2) X fx X-i_fx—l X+fx+2 .
=—2In|x|+In|x—1|+2In|x+ 2|+ ¢
=Inx?+1Inlx—1|+In(x+2)*+c

2
= Injx— 1] 8420 4

dir.

5x%+3
(2x+1)(x2+4)

Ornek: f dx rasyonel Kkesirlere ayirma yontemiyle

yapinlz.

Coziim: Once verilen rasyonel kesirleri rasyonel kesirlere ayiralim.
5x%+3 A Bx+C
(2x+1)(x2+4)  2x+1 44
_ Ax%+4A+2Bx%+2Cx+Bx+C
D, (2x+1)(x2+4)
_ (A+2B)x%+(B+2C)x+(4A+C)
a (2x+1)(x2+4)
yazilabilir. Bu yazilistan
A+2B=5,B+2C=0ve4A+C=3
li¢ bilinmeyenli denklemi elde edilir. Bu denklem c¢oziilirse A=1,B =
2ve C=—1 elde edilir. Elde edilen bu degerleri (1) denkleminde yerine
yazarsak,

(1)

5x%+3 1 N 2x—1
(2x+1)(x244) 2x+1  x2+44

f 5x%+3 q —f 1 q +f2X_1d
exrD)(x2+4) ) xr1 ¥ x2a
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——ln|2x+1|+f 2+4 —fX2+4dx
=71n|2x+ 1| + In(x? +4)—%arctan%+c

BINOM INTEGRALLERI

3.2. Tanim: a ve b herhangi reel sayilar, p, q ve r rasyonel olmak lizere
[ x" (a+ bxP)q dx
seklindeki integrallere binom integrali denir. Binom integralleri ti¢ farkh
yontemle ¢ozulur.

1. q € Z , OKEK (1 %) % olmak iizere x = tX doniisiimii yardimiyla

integral rasyonel bir fonksiyonun integraline dontsiir.

. dx ) o
Ornek: f m integralini hesaplayiniz.
ozim: | ———=——= ) x + X _de
Co f\/— (1+3;/_)2 f 12 (1 4 x1/3)
olduguna gorer = — 2 ,p = ; ve q = —2 € Z dir. Buna gore OKEK( ; ;) = %

oldugundan x = t® déniisiimii yapmak gereKir.
x = tbise dx = 6t° dt

olacagindan
f dx _ f 6t5 dt
VEK(A+VR)2 e (1+12)2
t dt
=6J 2

(1+t )
6f(t +1)— 1dt

(1+t )
6f(t +1) dt vy dtz :
(1+t ) (1+t2)

dt
=6 -
I 1+t2 6J 2

(14t%)
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dt

= 6arctant—6 |
(1+t%)

2 (1)

dt
bulunur. $imdi bu son integrali hesaplayalim. Ama biz f "y
dt

1+t2
kismi integrasyon metodu uygulanirsa

T integralini

alarak ¢ézmeye calisacagiz. f integralinde u = 1-it2 ve dv = dt secilerek

du = — t > vev =t
(1+t%)
J = +2 [ —0=
2 —
arctant = LZ'*‘ sz
1+t 1+
2
arctant:%.{_zf(t +1) (Zit_zf dt 4
2 2
(1+t%) (1+t%)
arctant=L2+2f dtz—Zf dt ;
t 1+t (1+t2)
t dt
arctant = —— + 2arctant — 2 |
1+t2 O
(1+t%)
2f &t = + arctant — 2c
242 14+t
(1+t%)
(1+t2)2 - 2(1+t2) > arctan ( )

bulunur. t = x'/® ve (2) denklemini (1) de yerine yazarsak,
dx [ t 1 ]
———3—5 = 6arctant — 6 |———T + —arctant| + ¢
f VX (14 3/x)2 2(14t2) 2
e

11 6
= ————=—+5arctanvx+c¢
2 (1+3x) 2 v

elde edilir.

2. Bir binom integralinde q € Z ise t = xP doniistimii yapilirsa
r+1

[xT(a+bxP)ddx = [tP ' (a+bt)ddt
r+1
integrali elde edilir. q € Z, T € Z ise a + bxP = t" degisken degistirmesi ile

integral ¢oziliir.
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3/ 4
Ornek: I 1\7_\/; dx integralini hesaplayiniz.
X

C('jziim'r——1 p—1 veq—lolupﬂ— 2 € Zdir
' 2’ 3 4 p '

1+ xY*=t3isex = (t3 — 1)*
degisken degistirmesi yapilirsa,
I%1+V;
Jx

dx =12 [(t® — t3)du

=Ly 3ty

=2 @+ V07 -3+ V0 +c
bulunur.

3. Binom integrali

o1, q
[xT(@a+bxP)ddx = fup 17} (ﬂ) du

u

r+1 r+1
formunda yazilabilir. T ¢ Z fakat T + q € Z ise q'nun paydasi n olmak

uzere
a+bu

n

u
doniisiimi ile integral bir rasyonel fonksiyonunun integraline doniisiir. Bu

takdirde
ax P+b=t"
dontisiimii ile rasyonel fonksiyon integrali elde edilir.

dx

X2 (1)

Cozim: Verilen integral [x72(1+x%)7%3dx seklinde
yazilabileceginden

Ornek: f integralini hesaplayiniz.

2 r+1
r=—2,p=3veq=—§olupT+q: -1€eZ
oldugundan

1+x3
=t3

X3
degisken degistirmesi yapmak gerekir.
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1 3

& tt—1
x$3=-1D1
x=(t3-1)"1/3

dx = —t?(t3 — 1) *3du
degerleri integralede yerine konuldugunda
—t2(t3-1)"*/3 dt

Joomm=-J
Ky (t3-1)2/3 (tu3 )2/3

t3-1
=—[dt
=—-t+c
[1+x3
= 1+§ +cC
X
bulunur.
COZUMLU ALISTIRMALAR
integrale Giris
1.y =- xlz + 2x — 1 fonksiyonu neyin tiirevidir.

N 1
Coziim:y = f(—X—2+2x—1)dx
= [(=x"2+ 2x— 1) dx

-1 2
X 2x
_1—_1+T_
==+x%—x

X

2.y = x? — 2x fonksiyonunun x = 3 icin 5’e esit olan ilkelinde c integral
sabiti asagidakilerden hangisidir?

3
Coziim: f(x) = [(x% — 2x)dx =X?—X2 +c
3
f(3)=% —324c=5
c=2

3. x < 0 igin [(sinx + |cos x|)dx integralinin sonucu nedir?
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Cozim: x < 0 i¢in |cos x| = — cos x olacagindan
[(sinx + |cosx|) dx = [(sinx — cos x) dx
= —cosx—sinx+c
bulunur.

4.f'(x) = 3x? + 2x ve f(0) = 5 olduguna gore f(—1) in degeri nedir?

Cozim: f(x) = [(Bx®* +2x) dx =x3+x% + ¢
f(1)=03+0%2+c=5isec=5
f(x)=x3+x%+5
f(-)=(-1D3+(-1)2+5=5

5. [xf(x)dx=x*+x3+x? olduguna gore, f(x) fonksiyonunu
bulunuz.

Coziim: [xf(x) dx = x* + x® + x? denkleminde her iki tarafin tiirevini
alirsak,
xf(x) = 4x3 + 3x% + 2x
3 2
f(x) = 4x +3;(X +2x

=4x%? +3x+2

bulunur.

6. Verilen y = f(x) fonksiyonun (1;2) noktasindaki tegeti x ekseni ile
1350 lik a¢1 yapmaktadir. f ''(x) = 6x ise f(x) fonksiyonunu bulunuz.

Cozim: f(1) = 2, egimm =tan135 = —1isef'(1) = —1

[f"(x) dx = [ 6xdx

f'(x) =3x%2+ ¢ isef’'(1) =312+ ¢; = —1 olup ¢; = —4 diir.

[f'(x) dx = [(3x%* — 4) dx

f(x) =x3—4x+cyise f(1) =13 —4-1+c, = 2 olup ¢, = 5 dir. Buna
gore istenen fonksiyon

f(x) =x3—4x+5
olur.

7.f: R — R fonksiyonu her noktada tiirevli ve
f'x)=2x+2, f(1)=4
olduguna gore, f(0) kactir?
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Cozim: [ f'(x) dx = [(2x + 2) dx

f(x) =x*+2x+c ise f(1)=124+2-14+c=4 olup c=1 dir. Buna
gore

f(x) =x*+2x+1

f0)=02+2-0+1=1
olur.

8.f"(x) =6x+2,f'(0) =4, f(0) = —5 olarak verilen f fonksiyonu icin
f (1) degeri kagtir?

Cozum:
f'(x) = [f"(x) dx = [(6x + 2) dx = 3x% + 2x + ¢,
f'(0)=3-02+2-0+c; = 4olupc; = 4 diir.

fx)=[f"X)dx=[(Bx?*+2x+4)dx=x3+x*+4x+C,
f(0) =0*+02+4-0+c, = —5olup c, = =5 diir.

f(x) =x3+x2+4x-5
f(1)=13+12+4-1-5=1

9. Tiirevi f'(x) = 3x? olan f fonksiyonunun x = a, (a > 0) noktasindaki
tegetiy — 12x + 16 = 0 dogrusu olduguna gore, f fonksiyonunu bulunuz.

Cozim: y—12x+16 =0 dogrusunun egimi m =12 dir. Bir
fonksiyonun tiirevi tegetin egimine esit oldugundan,
f'(x) =3x2 =12 isex = +2
a>0isex=2
X=2iciny—12-2+16 =0isey =8
dir. Teget ile egri (2, 8) noktasinda ¢akismaktadir.
f(x) = [f'(x)dx = [3x?dx = x>+ ¢

8=2%+c
c=0
f(x) = x3

10. Reel sayilar kiimesi ilizerinde tanimhi ve tiirevlenebilir bir f

fonksiyonunun ttirevi
, (1, x=<1
f(X)_{ZX, x>1
bigiminde veriliyor. f(1) = 2 olduguna gore, f(3) + f(—2) degeri kactir?
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Coziim: Bu fonksiyon her noktada tiirevli ise, 1 noktasinda da
tiirevlenebilir. O halde 1 noktasinda siireklidir.

. , . X+C1,XS1
fx)=[f (X)dX—{X2+c2,X>1
f(1) = 2 olduguna goére 1 +c¢; =2ve 12+ ¢, =2 isec; =1vec, =1
olur.
x+1, x<1

X2 +1,x>1

f(x) = {

fB)+f(-2)=CG?+1D)+(1+1) =12

Degisken Degistirme Yontemi

11. [ 3(x? — 3x + 1)?(2x — 3) dx integralinin sonucu nedir?

Coztim: Bu integralde degisken degistirme uygulayacagiz.
u = x2 — 3x + 1 secilirse du = (2x — 3) dx
bulunur. Buna gore,

[3(x? =3x+1)?(2x—3) dx = [ 3u? du
=ud+c
=(x*-3x+1)°+c
elde edilir.

12. [ sin* x cos x dx integralinin sonucu nedir?
Coztim: Bu integralde degisken degistirme uygulayacagiz.

u = sin x secilirse du = cos x dx
bulunur. Buna gore

[ sin*xcosxdx = [u*du =%u5 +c =%sin5x+c

elde edilir.
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13. [ f(x) f'(x) dx integralinin sonucu nedir?

Coziim: u = f(x) alinirsa du = f'(x) dx olacagindan
[ F'() dx = fudu=gu? +c=2f2() +c

olur.

14. | sin(cos? x) sin 2x dx integralinin sonucu nedir?
Céziim: u = cos? x alalim. du = 2 cos x (— sinx)dx = — sin 2x dx olur.

[ sin(cos?x) sin2x dx = [ sinudu = — cosu + ¢ = — cos(cos? x) + ¢

2
15. I 9—dx integralinin degeri asagidakilerden hangisidir?
Vx*+5

Céziim: u = x3 + 5 secilim. Tiirevini alirsak du = 3x? dx olur.

2
J.Ld)(:%f% du
43/x*+5 L
=%fu‘1/4du
3y3/4
=232t
=345 +c

¥- -[ [ff(();) = — [ 2 du esitligi veriliyor. f(x) fonksiyonunu nedir?

Coziim: u = f(x) degisken degistirmesini yapalim. du = f'(x) dx
oldugundan,
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1
T 2x+cC

1
() = 73
dir.

17. [arccos’x dx integralinde u = arcsinx doéniisiimii yapilirsa
integralin son hali nasil olur?

Coziim: u = arcsinx ise x =sinu dir. Tirev alinirsa dx = cosu du
bulunur. Buna gore,
[arccos?x dx = [u? cosu du

dir.
1+\/— . . R, W . :
18. f dx integralinde u = v/x déniigiimii yapilirsa integralin son
hali nasil olur7
Coziim: u = v/x doniisiimiinde du = X Xin 20 du = dx
? 2% T 2u'¢

f““_ f1+“ 2udu = [(1 +u) dx

19. f ln_\/_ dx integralinde u = +/x déniisiimii yapilirsa integral nasil
olur?

Coziim: Verilen integralinde u = +/x déniisiimii yapilirsa du=;—j;
olacagindan,

JRE 4x = [InVx dx = 2 [ Inudu
bulunur.

20. [+V1+eX¥dx integralinde u=+1+eX doniisimi yapilirsa
integralin son hali nasil olur?

X

Coziim:u =+v1 +eXisedu = —<__ dx

2v1+eX
> =1+eXiseu? —1=¢€*
2__
du =2 1 dx yanidx = 2u du

2u uz—1
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2
f\/1+exdx=fuu2251d =fu22u_1 du

Kismi integrasyon Yéntemi

21. [gf'x)dx = f(X) — [4x?dx esitliginde kismi integrasyon
uygulayarak f(x) fonk51yonunu bulunuz.

Cozim: u = f(x) ve v = g'(x) alinirsa,

(608G — 80O (9) = () 5 — [ 42x% dx
bulunur. Burada g(x) = % dir.

g0OF () = 42x°

f'(x) = 4x3

fx) =x3+c
olur.

Rasyonel Kesirlere Ayirma

zzf

1ntegra11n1n sonucunu nedir?

Oozum: rasyonel ifadesini rasyonel kesirlere ayiralim.
x%2—1
1 A B Ax+A+Bx—-B

x2-1  x-1 x+1 x2—1

(A+B)x+(A—B)=0-x+1
A+B=0A-B=1

a=lp-_1
elde edilir. Elde ettlglmlz bu degerleri denklemde yerine yazarsak,

1 1 1
x2-1 2(x-1) 2(x+1)

zf—“fx+1
=§ln|x— |—§ln|x+1|+c



olur.
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- _l |x+1| te

23. f% dx integrali asagidakilerden hangisine esittir?

Cozim: Rasyonel kesirlere ayirma yontemini kullanacagiz.
X+1 X+1 A B Ax—-2A+Bx—-5B

X2—7x+10 (x—5)(x—2) x-5 * x-2  (x=5)(x-2)

(A+B)x— (2A+5B)=1-x+1

A+B=1, 2A+5B=-1

esitlikleri géziiliirse A=2, B=1olur

7.
8.

9.

x+1 dx dx
| 210 x2— 5x+10 i =l =
lnIX—5| In|[x— 2|+ ¢
=[] +e
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