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4. BOLUM
BELIRLI INTEGRAL

Bonaventura Francesco Cavalieri
1598, Milano, italya- 30 Kasim 1647, Bologna, italya

Louis Cauchy
17 Eyliil 1826 Jameln, Almanya - 20 Temmuz 1866, Verbania, italya

Bir egrinin bir bolgesinin x ekseni ile arasinda kalan alani bulma ilk
defa Bonaventura Francesco Cavalieri tarafindan ortaya atilmis ve tam ispati
yapamamistir. Belirli integral iizerine ilk calisma tam anlamiyla limit ve siirek-
liligi ilk tanimlayan Fransiz matematikci Louis Cauchy (1789 - 1857) tarafin-
dan yapilmistir ve ispatlamistir. Bugiin ki anlamda belirli integral ve Reamann
anlaminda integrallenebilmeyi Georg Friedrich Bernhard Riemann, Cauchy’nin
ispatini gelistirerek 1854 yilinda yayinlamistir.
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BELIRLI INTEGRAL KAVRAMI

Belirsiz integralde, integralin tiirev alma isleminin tersi olarak islem
yapilmaktadir. Halbuki integral hesabinin bir¢ok uygulamalarinda integrasyon
bir toplama islemi olarak tanimlanir. Bir egrinin fonksiyonun sinirl alan1 he-
saplanirken istenilen alan sonsuz sayida alana béliinerek hesaplanir. Ama bu
islemler integralin uygulamasi kisminda anlatilacaktir. Biz 6ncelikle integralin
uygulamasina temel teskil edecek belirli integalden bahsedecegiz. Belirli in-
tegrali belirsiz integralden ayiran iki 6nemli nokta vardir. Biri, belirli integral-
deki fonksiyonlar sinirhidir, digeri belirsiz integral deki c sabiti yoktur.

4.1. Tanmm: f, [a,b] aralifinda tanimh ve integrallenebilen bir fonksi-
yon X € [a,b] icin F'(x) = f(x) olacak sekilde siirekli bir f : [a, b] = R fonksi-
yonu varsa;

Jfx) dx= FGOI2 = F(b) — @)

seklindedir. Bu yazima belirli integral denir. (Bu yazimin gerceklesmesi Rie-
mann anlaminda integral kisminda izah edilecektir.)

2 312 3 3
drnek: [xdx=2| =2 L _7
Ol“nek.J‘xdx—3 1—3 3 =3

1
) 1 2 1
Ornek: I2x+3dx=22i+3x =4

0

0

5

Ornek: f d(Inx*)dx =Inx?[ =Inel®—In1 =10

e
1
In7

ﬁrnek: IeXdX =e*

In4

In7
— eln7 _ eln4 =3
In4

Ornek: IIZ(SXZ +4x —5) integralini hesaplayiniz.
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2
Cozum: L (3x* +4x—5)=x> +2x* —SX‘j

=(23+2-22-5-2)—(13+2-12=-5-1)
=8

1
Ornek: J‘(er +3x%)dx integralini hesaplayiniz.

Cézim: I(ez" +3x°)dx = (5 e + x3)|

(z
( e21+13) (21 ez-o+03)
1
2

(e? +1)

n/2
Ornek: jsinzxdx integralini hesaplayimiz.
0

n/2 n/2
Cozim: Isinzxdx: J‘ﬂdx
0 0 2
175/2 n/2
- Idx—— J.COSZXdX
2 0 2 0
1 /2 1 . /2
= EXlo —ZSII’IX|0
= %(g— 0) —%(sinn—smO)
i
—z

1
Ornek: I dx integralini hesaplayiniz.
V3/

—arctanx|'
1+x° V373

= arctan 1 — arctan =3
M m

46
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TT

12

Ornek: integralini hesaplayiniz.
I NV4—x 8
Coziim: 12 qx
(4 X)1/2
12
= 2V4 — x|
=4

1

s k-1

Ornek: | ——dk integralini hesaplayiniz.
QVk—l

anum;gj%ide I(J_\}N{;+1)
=jﬂ€“+1ﬁk

10<3 /2 1

~3/2

=z+1

+k

0

w|u1w N

4.1. Teorem (Homojenlik Ozelligi): f, [a,b] araliginda taniml ve in-
tegrallenebilen bir fonksiyon x € [a, b] olsun. Bu takdirde,

Tk-f(x)dX:k-Tf(x)dX

dir.

=k F(b) — k F(a)
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=(k F(x))

:j)‘k-f(x)dx

b
a

4.2. Teorem (Toplanabilme Ozelligi): f, [a,b] aralifinda tanimh ve

integrallenebilen bir fonksiyon x € [a,b] olsun. Bu takdirde,
b

I[f(x) +g(x)]dx = Tf(x)dx + _T g(x)dx

a

dir.

ispat: T[f(x) +g(x)]dx = T(f +g)(x)dx

= (F+G)(x)
= (F+ G)(b) — (F+ G)(a)

= (F(b) — F(@)) + (G(b) - G(a))
= F(x)2 +G(x)]!

b
a

= Tf(x)dx N\ j‘ g(x)dx

bulunur.

4.3. Teorem (integral araligina gére toplanabilme o6zelligine): f,
[a,b] araliginda tanimli ve integrallenebilen bir fonksiyon x € [a,b] olsun.
a < ¢ < b olmak iizere,

.Tf (x)dx = jf (x)dx + _Tf(x)dx
dir. a a C

Ispat: a < ¢ < b oldugundan

b
a

]jlf(x)dx =F(x)

= F(b) — F(c) + F(c) — F(a)
= F(x)[$ +F(x)°

= jf(x)dx + j‘f(x)dx
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bulunur.

4.4. Teorem: f, [a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen bir fonksi-
yonx € [a,b] olsun. Bu takdirde,

jf(x) dx=0

dir.

Ispat: jf(x) dx=F(x)?=F(a) —F(a) =0

4.5. Teorem: f, [a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen bir fonksi-
yon X € [a,b] olsun. Bu takdirde,

Tf (x)dx = —j f(x)dx

dir.

Ispat: Tf(x)dx =F(x)"

= F(b) — F(a)
= —(F(a) —F(b))
= —F(x)

a
b

N —j‘ f(x)dx

4.6. Teorem: h ve g, tanimli oldugu aralikta siirekli ve x’in tiirevlenebi-

len fonksiyonlar1 olmak iizere;
8(x)

K(x)= j f(t)dt

h(x)
ise,
K'(x) = f(g(x)) g'(x) — f(h(x)) h'(x)

bicimindedir.

Ispat: Belirli integralin tanimindan,
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8(x)
K(x)= jf(t)dt =F(x)

h(x)

ii’;i: F(g(x)) — F(h(x))

yazilabilir. Bu takdirde her iki tarafin tlirevini alirsak tiirevde zincir kural ge-

regi,

K'(x) = f(g(x) g'(x) — f(h(x)) h' (%)
elde edilir.

4.1. Sonug:

a) K(x)zj‘f(t)dt ise K'(x) = f(x)

g(x)

b)K(x)= [f(t)dt ise K'(x) = f(g(x))g’ (x)

Ornek: K(x)= I 22x+32‘dt ise K'(x) i bulunuz.

Cozim: 4.6. teoremi geregi f(t) = 2* oldugundan

K'(x) = f(g(x)) g'(x) — f(h(x)) h"(x)

K'(x) = 2X°(2x) — 22%+3(2) = 2x 2¥° — p2x+4
elde edilir.

Ornek: K(x)= [ "(t*+2t +1)dt ise K'(~1) nedir?

Cozim: 4.6. teoremi geregi f(t) = t? + 2t + 1 oldugundan
K'(x) = f(g(x)) 8'(x) — f(h(x)) h'(x)
K'(x)=((Bx)2+2Bx)+1):3—(2%2+2:2+1)-0
K'(x) = 27x% + 18x + 3

K'(=1) = 27(-1)2 + 18(~1) + 3 = 12

Ornek: diJ.:X\/ t> -2t dt ifadesinin esitini bulunuz.
X

Cozim: 4.6. teoremi geregi f(t) = Vt? — 2t oldugundan
diJjX\/tZ—tht =V16x%? —8x-4 —V22—-2-2-0=8V4x? —2x
X

bulunur.
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dt
t*+1
deki tegetinin egimini bulunuz?

bicimindeki f fonksiyonunun grafiginin x =1

Ornek: f(x):fz

v 1 o1 2

(;ozum.f(x)—x4+12x ] O—X4+1

Tegetin egimim = f'(1) = 21 _q
1%+1

sinx

e d
Ornek: — Itzdf X = %igin neye esittir?
Coziim: — _ftzdt = sin? x cos x — cos? x (— sinx)
= sin2 X cos X )" 4l
= sin %cos4 + coz zSing
_ (Y2 2 (d2) 2
—\2 2 2 2
_2
-2

BELIRLi INTEGRALDE DEGiSKEN DEGiSTiRME

4.7. Teorem: u : [a,b] — R siirekli ve tiireve sahip bir fonksiyon ve f ve

u’'nun goriinmesi tizerinde stirekli ise,
u(b)

Tf(u(x))u'(x)dx = j f(t)dt
a u(a)
dir.

Ispat: f'nin belirsiz integrali F olsun. Su halde
F'(x) = f(x)

dir. Ayrica G(x) = F(u(x)) denilirse
G'(x) = F'(u(x)u'(x) = flu(x)u'(x)

bulunur. Buradan
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[fueNu(x)dt = [G'(x)dx = G(b) — G(a) (1)
Ve a a
u(b) u(b)
[f()de = [F(t)dt= F'(u(@)) - F'(u(b)) = G(b) — G(a) (2)
u(a) u(a)
olacaglndan (1) ve (2) den
u(b)
j flu(x))u'(x)dx = j f(t)dt
u(a)
elde edilir.

Ornek: .[ cos%dx integralin sonucunu bulunuz.

0

Cozim: u = % secilirse du = %dx yani 2du = dx olur. Sinirlar ise,

x=01ginu=%=0
. T
X =miginu =5
olur. Buna gore
n/2 T
CcOS— dx 2 | cosudu=2sinu sins —sin0) = 2
J. 2 J. | ( 2 )

elde edlhr.

Ornek: Im—xdx integralin sonucunu bulunuz.
X
1
Cozim: u = In x secilirse du = %dx dir. Sinirlar ise,
x=1licinu=In1=0
x=-eicinu=lne=1
olur. Buna gore

[Mac= fudu=") =31~ 01=3

elde ed111r.
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n/2

Ornek: Isin‘* x.cosx.dx integralin sonucunu bulunuz.
0

Cozim: u = sinx segilirse du = cos x dx dir. Sinirlar ise,
x=0icinu=sin0=20
x=—icinu=sino =1
olur. Buna gore
n/2 1
Jsin‘*x.cos x.dx = Iu‘*du =—| =
0 0

elde edilir.

n/4

Ornek: Itanxdx integralini hesaplayiniz.
0

n/4 n/4

Cozum: Itanxdx = J-
0 o COSX

u = cos x secilirse du = —sinx dx
alinirsa sinirlar,
x =0i¢cinu = cos0 =

A

1
V2

T, .
X = —icinu = cos+ = —
7 i¢inu = cos >

NN

olur. Buna gore
/4 V272

du

Itanxdx=— I —

u

0

=

bulunur.

integralini hesaplayiniz.

Ornek:
'!.Zx J1+Inx
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Coziim:u = 1 + Inx secilirse du = %dx olur. Sinirlar ise,
x=1licinu=1+ln1=14+0=1
x=edicinu=1+Ine3=1+3=4

dir. Buna gore,

© o dx tdt

’!.ZX\/1+1nx :!Zﬁ
=Id(\/¥)
-7

VA -1

1

bulunur.

Ornek: J.O 1(X2ﬂ )dx integrali icin x = sint donilisiimi yapilirsa in-
tegralin son hali ne olur?
Cozim: x = sint alinirsa dx = cost dt olur. Sinirlar ise,
x=0i¢cint =arcsin0 =0
x = lic¢int = arcsin 1 =%
olur. Buna gore,
I:(Xzﬁ)dx = .f:/z(sinz t)V1-sin®t costdt

- Ln/z(sinz t)(cos’ t)dt

"/
- %L 2(Zsintcost)2 dt

/
:lj‘ 2sinZtht
49
dir.
Ornek: J‘ézeigdx integrali i¢in x = —2t donlisimi yapilirsa integralin
son hali ne olur?
Coziim: x = —2t alinirsa dx = —2 dt olur. Sinirlar ise,

Xx=-—-2iset=1
X=6iset= -3
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olur. Buna gore,
I6e_EdX = —2.[_3etdt = Zjletdt
-2 1 -3
elde edilir.

MUTLAK DEGER FONKSiYONUN BELIRLi iNTEGRALI

4.8. Teorem: f, [a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen bir fonksi-
yon x € [a,b] olsun.
_(f(x), ag<x<c
Gl = {—f(x), c<x<b
seklinde tanimlanan mutlak deger fonksiyonun integrali,

[ lfGojdx = [ FGadx - [ f(x)dx

bicimindedir.

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistir.

4
Ornek: I|x —3|dx integralinin sonucunu bulunuz.
1

Cozim: Mutlak deger fonksiyonu 6zel taniml bir parcali fonksiyondur.
Parcali fonksiyonlarin kritik noktalar1 vardir. Bu noktanin 6nce pozitiflik ve
negatiflik durumunu inceleyelim:

X < 3igin |x = 3| = =(x— 3)

X = 3i¢in|x—3| = (x—3)
olur. x = 3 kritik nokta oldugu asikardir. Bu durumu su sekilde yazabiliriz:

j|x—3|dx:f—(x—g)d“j:(x—s)dx

2 4

+ X 3%
2

3

:[—%+9+%—3]+[8—12—%+9]

5
N Xl .
Ornek: Iudx integralinin sonucunu bulunuz.
X
-1
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Cozim: Bu integralin kritik noktasi 0’dir. Buna gore,

J-de = }%dx+§[%dx

-1 -1

=—(0-(-1D)+ (-0
=4
dir.

4.1. Not: Integralin ilkeli olan belirsiz integral konusunda kismi integ-
rasyon, rasyonel kesirlere ayirma yontemi, indirgeme formiilleri gibi yontem-
ler verilmisti, bu yontemlerde belirli integralde degisken degistirme yontemi-
nin metodu uygulanir.

SIGNUM (ISARET) FONKSIYONUN BELIRLi INTEGRALI

4.9. Teorem: f, [a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen bir fonksi-

yonXx € [a,b] olsun.
-1, as<x<c
sgn () = { 1, c<x<b

seklinde tanimlanan mutlak deger fonksiyonun integrali,
['sgnf(x)dx = [~ dx+ [ dx

bicimindedir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir

4
Ornek: IZngn(6—3x)dx integralini hesaplayiniz.
1
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1, x<2
Cozim: sgn (6 —3x) =40, x=2
-1, x>2

4 2 4
Iszgn(6 -3x)dx = IZX- 1dx+ I2x~(—1)dx
1 1 2

=X2‘2—X2‘4

1 2

— (22 _ 12) _ (42 _ 22)
=9

4
Ornek: Jsgn(xz —x—-2)dx integralini hesaplayniz.
-3

Coziim: x? — x — 2 = 0 denkleminin kokleri olan x =
noktalardir.
X =1

2
XE—K—E + [IP - t:} +
1, x< —|1 AX > I2

sgn (x?—x—-2)=4{ 0, x=-1Ax=2
-1, —-1<x<?2

jsgn(x2 —x-2)dx = fl -dx + i(—l)dx +]:1 -dx
-3 -1 2

-3

-1 2 4
=X, X, +¥
-3 -1 2

—1 ve x = 2 kritik

= (-1-(3-2- () +¢-2)

=1

TEK ve CIFT FONKSIYONUNUN BELIRLI INTEGRALI

4.8. Teorem: f: [a,b] — R siirekli ve tiireve sahip bir fonksiyon olmak

uzere,

i) f bir ¢ift fonksiyon ise,

jf(x) dx = ij(x) dx
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ii) f bir tek fonksiyon ise,
[t dx=0
dir.

Ispat: i) f bir cift fonksiyon ise 4.8. teorem geregi f ‘nin integrali olan F
fonksiyonu tek fonksiyondur. Buna gore F(—a) = —F(a) dir.

jf(x) dx =F(x)

' =F(a) - F(~a) = 2F(a) (1)

zif(x) dx = 2F(x)|, = 2F(a) — 2F(0) = 2F(a) (2)
olur. (1) ve (2) esitliginden,
jf(x)dx = ij f(x)dx

elde edilir.

ii) f bir tek fonksiyon ise 4.8. teorem geregi f 'nin integrali olan F fonk-
siyonu cift fonksiyondur. Buna gore F(—a) = F(a) dir.

if (x)dx =F(x)

elde edilir.

" =F(@@)-F@ =0

4
Ornek: Jx5dx integralini bulunuz.
-4

Coziim: f(x) = x° tek fonksiyon oldugundan
4

jxsdx =0
—4

dir.

n/2
Ornek: j cosxdx integralini bulunuz.
-n/2

Cozim: f(x) = cosx ¢ift fonksiyon oldugundan
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n/2 n/2

.[cosxdx =2 Jcosxdx
-n/2 0
. 2
=2sin x|§/

=2 (sing — sin 0)
=2

5 .
Ornek: J-51n43x dx integralini bulunuz.
X
-5
i : 4 : S sin 3x
Cozim: sin 3x tek fonksiyon x* cift fonksiyon oldugundan - tek
fonksiyondur.
5 ..
J-sm43x dx =0
X

-5
PERYODIK FONKSiYONLARIN BELIiRLI INTEGRALI

4.9. Teorem: f: [a,b] = R stirekli ve tiireve sahip bir peryodikfonksi-

yon ve periyod T ise,
b+kT

Tf(x)dx: j f(x)dx, (k€ N)

dir.

b
ispat: [f(x)dx =F(x)]]

= F(b) — F(a)

= F(b + kT) — F(a + kT)
=F(x+kT)

= bT;(X)dx

a+kT

COZUMLU ALISTIRMALAR
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n/2
1. J‘ cos’ xdx integralinin degeri nedir?
0

n/2 n/2
Cozim: Icosz xdx :% I(l +cos2x)dx
0

0

N | =

[n/2 /2
jdx+ jcostdx:I
0

L O

B 1 n/2
/2 .
x| / +—sin2x
2

_[ :

(g — O) — % (sinm — sin O)]

N[EN R, N

/3
2. Itanzxdx integralinin degeri asagidakilerden hangisidir?
0

Cozum:
n/3 n/3
Itanzxdx = I—1+1+tan2xdx
0 0

n/3
=—X+tan X|0

3 [—%+tan%] — [0 +tan 0]

T
=V3-1

1
3. Iesxdx in degeri asagidakilerden hangisidir?
0

1 1]
Coziim: J-es"dx:—eSX
0 5

ec—1
5

=%(e5_e0) =

0

5
4. jxexdx integralinin sonucu nedir?
1
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Cozim: Bu integral icin kismi integral yontemini kullanacagiz. u = x,
dv = e* dx secilirse du = dx, v = e* dir.

[xeXdx = xe* — [eXdx = xe¥* —eX + ¢
bulunur. Bulunan bu integralin sinirlarini yazalim.
5
1

= (5e®>—e®) — (1-el —el) = 4¢°

5
Ixe"dx =xe* —e*
1

Inx
5. f(x)= jetzdt ise f'(e) nin degeri ne olur?
1

g(x)
Cozum: f(x)= ]f(t) dt olsun. Bu takdirde,
h(x)
K'(x) = f(g(x)) g'(x) — f(h(x)) h'(x) (1)

dir. Verilere gore,
g(x) = Inx,h(x) = 1,f(t) = e
olacagindan,

g® =1 1w = 0, f(g(x) = finx) = e’ @)
(2) denklemi (1) denkleminde yerine yazilirsa,
F'(0) = f(Inx) = — f(1) - 0 = e(n0* 2
1oy _ anxz 1l _
f'(e) =e g = 1
elde edilir.

2
6. ﬂZx - 1|dx integralinin degeri asagidakilerden hangisidir?

-1

Cozim: 2x —1 =0isex = %olup

bulunur. Tablodan,

2x—1, x> 1/2
|2x—1|={ X xz1/

—2x+1, x<1/2
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olacagindan,
2 1/2 2
j [2x—1|dx = j (—2x+1)dx + j (—2x+1)dx
-1 -1 1/2
1
=(—x" +X)E1 +(—x* +X)E
2
2 2
= [— 3) + %] + (-2 + (—1)] — [-22 + 2] + [— (3) + %]
3
-2
olur.

2
7. I [X/dx integralinin degeri asagidakilerden hangisidir?

-2

Cozim: Mutlak degerde x = 0 noktasi kritik nokta oldugundan,
# | -0 0 o

_%+

) 22 2 2 2 2
X 0 (=2) 2 0

[#]

bulunur. Su halde,

2 0 2 2
I|x|dx = J.—de + J-xdx £2X8
-2 -2 0 2

-2 0

dir.

8. f03/4[|x + 2|] dx in degeri kagtir?

3/4 [|x2 3/4
Coziim: [ [|x + 2|] dx = 5 +2x

I,

[ 2
G, §‘

4

e

[ial
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9. f(x) in analitik diizlemdeki egrisinin x; = a, x, = b noktalarindaki te-
getlerinin egim agilari sira ile 450 ve 300dir. f"'(x) stirekli bir fonksiyon oldu-

b
guna gore j f(x)f"(x)dx in degeri nedir?

Coztim: “Bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki tiirevi, o noktadaki te-
getinin egimine esittir.” teoremine gore,
V3

f'(x) =tan45 =1,f'(x) = tan30 = =

olarak bulunur. Integralde degisken degistirme uygulamamiz gerekir. Bunun
icin f'(x) = tsegilirse f"'(x) dx = dt olacagindan,

[/ f"(x)dx = [ tdt =§+c =%[f’(x)]2 +c

2
- iy - = 3|2 - () | -

b

W =

_Tf "(x)f"(x)dx = %f’(x)2

a

dir.

T
10. I6 sin’x sin2x dx ifadesinin degeri nedir?
0

Coéziim: Once

T s
J.G sin®x sin2x dx = I"’sin3 X .2sinx cosxdx
0 0

T
= 2_[6 sin* x. cosxdx
0

diizenlemesi yapalim. Burada u =sinx degisken degistirmesi yaparsak
du = cosx dx olur.
Xx=0i¢ginu=sin0=0

=T icinu = sin® = &
X—61(;1nu—51n6—2

n 1

1

U 2 2
J“" sin® x sin 2x dx :2j2u4du :Eu5 1
0 0 5

, 80

1 1 1
11. J-xadx.J.xbdx =J‘xaxbdx olduguna gére ab’nin degeri kactir?
0 0 0
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1 1 1

Cozim: J-XadX.'[deX = jxaxbdx

0 0 0

1 1 1

Xa+1 Xb+1 ~ Xa+b+1 |

a+1|0b+1|0 a+b+1|0
1 1 1

a+1 b+1 a+b+1

(@a+1D)(b+1)=a+b+1
ab=20

12. I(2x+ 5)dx =100 olduguna gore, a’nin degerleri nedir?
1

Cozim: J(2X+5)dx =-12
1

x? +5x%

=12
1

(a2+5a)—(12+5-1)=-12
a’?+5a+6=0
a=2vea=3

n/2

13. I\/1—COSZX dx integralinin degeri nedir?
0

Céziim: cos 2x = 1 — 2 sin? x oldugunu hatirlayalim.

n/2 n/2
I\/1—COSZX dx = J- J1-(1-2sin’x)dx
0 0

n/2

= J. v 2sin? xdx
0

n/2
=2 J-|Sinx|dx , ([O, g] araliginda |sin x| = sinx)
0

=/2(~cos x)|g/ ’
T

=/2(— cos = + cos 0)
- vz
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14. f(x) = olduguna gore j d(f(x)) kactir?

Coziim: Ters fonksiyonu bulmak i¢in f(x) yerine x, X yerine f™'(x) ya-

zillmahdir.
() = =
1

X =

Nes
(%) = —
; s 1 1 1 21
Jat e =10, = 5| =2~ 2= ~ 100
2

X 2

15. f(x):J‘tZi6

0

dt olduguna gore f'(2) degeri kagtir?

Coziim: f(x)—j‘ 2 4
' 0t+6
2
f'(x)=
(x)= +6
222

f'(2) =50 =1

2
16. J.\/ 4—x* dx integralinin sonucu Kagtir?

Cozim: x = 2 sint degisken degistirmesi yapalim.
x = 2sintise V4 —x2 = /4 — (2sint)2 = 21 —sin?t = 2 cos t
dx = 2cost dt
dir. Sinirlar i¢in,
x=0ise0 = 2sintolupt=20

S|

Xx=2ise2 =2sintolupt =
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n/2

j\/ 4—x*dx = I(Zcost)(Zcost)dt

n/2

= J-(4cos2 t)dt
0
n/2

_ J-4(1+c052tjdt
0 2

n/2
j (2+2cos2t)dt
0

=2t +sin2t

0

10
17. di( I (4x° +3X2)dXJ agagidakilerden hangisine esittir?
X 1

Cozim: Belirli bir integralin sonucu sabit bir saydir. Sabit bir sayinin
integrali daima sifirdir.

In3
18. _[ (e** —e*)dx integralinde e* = t doniisiimii yapilarak ¢oziiniiz.
0

Coziim: e* =t ise e*dx = dt olup dx = édt = % dir. Sinirlar ise x = 0
ikent=e? = 1vex =In3ikent = e"3 = 3 diir.

/m3 3 3 3 3

dt 7} t 3
eX—eM)dx=|(t’-t)—=|(t*-1)dt=—-t| =5 -3 =6
!( ) !( - !( Jdt=— >

0

3
19. [IX dXJ = IX4dX integralinin sonucu nedir?
0

0
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a

Cozum: Ux dxj =Jx4dx

0

n/4
20. I(tan”‘ x+tan®x)dx integralinin sonucu nedir?
0

Cozum:

n/4 n/4
I(tan4 X+tan’x)dx = J'tan2 x(1+tan’x)dx

0 0

Degisken degistirmesini uygulanirsa, u = tanx, du = 1 + tan?x dir. Sinirlar

ise,
Xx=0icinu=tan0=0vex =0igcinu=tan0 =0
. . . T
x=0 i¢in u=0 vex = zicinu = tangy = 1

olur.

1 t
d
21. ! {—t( { 3x>+5 dxﬂdt degeri kagtir?

T 1 :
Cozim: !{E £3x2+5dx dt = !(3t2+5)dt:(t3+5t)‘0=6
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T

22. Isinx dx integralinde t = ™ — x doniisiimu yapilirsa integralin son
0

durumu nedir?

Cozim: t=m—x degisken degistirme uygulanirsa, dt= —dx ve
X = Tt — tdir.
t=0icint=n—0=m
t=micint=mt—m=20

]Esinx dx = j‘sin(n—t)(—dt)

= j(sinn cost—cosmsint)dt
0

T

=—jsint dt
0

Integral isaret degistirir.

t
23.t > 0 olduguna gore, J'(x2 —2x)dx integralinin alabilecegi en biiyiik
0

deger kactir?
F adl t3
. 2
ozim: |(x°-2x)dx=—-" = = — t2
o j (x -2)dx == =

0

3
(% — t2> ifadesinin en biiyiik degeri tiirevinin sifira esitleyerek elde edilir.

£ 2’ 2
g—t =t“—=-2t=0

t=0vet=2

t?—-2t=0 ~— | * | -

\/"\_

t = 2 noktasinda maksimuma ulasir.
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2
| 23
Z—x

2
I(XZ —2x)dx = 19
0 3

2 _2__1Y
-3 3 3

0

24. f(5) = 13,f(1) = 1 olmak tizere f fonksiyonu icin
j-x.f’(x)—f(x)
2

1 X

integralinin degeri kactir?

Coziim: (f(;;)) = f(X)'ngl'f(X) oldugunu hatirlayalim.

Pxf(x)-f(x) ¥ f(x) ' el f3) £
[ —!( - jdx— , | =3 -7

10

3

[N U

13 _
3

1 |

x—3, x=2

25.1(x) = {3 2% x<2

2
icin j f(x+1)dx integralinin degeri kactir?
0

i Xx—3, x=2
(Ozlm: f(x)={3_2X x<2

X2 x41>1
f("Jrl)‘{1—2x, x+1<1

j:f(x+1) dx :j(2x—1) dx+j(x—2) dx = x? _X\: +x? _X‘j =2

0

26. f, reel sayilar kiimesi iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon
5

5
[f)dx =10, [xf(x)dx=15
0 0

olduguna gore, f(1) degeri kactir?

5
Cozum: Ixf'(x) dx =15 integralinde kismi istegrasyon yontemini kulla-
0

nalim.
u = xve dv = f'(x) dx alalim du = dx ve v = f(x) dx olur.
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jxf’(x) dx = Xf(X)—jf(X) dx

0 0

15 = xf(x) — 10
f(1) = 25
3n/4
27. jtan" xdx integralinin degeri kagtir?
n/4

Coziim: Indirgeme formiilii

1
Itan" xdx=——tan"'x —J‘tan“‘2 x dx
n-—1

oldugundan

J.tan‘* x dx = %tan3 X —_[tan2 x dx

= %tan3 X —I(l +tan’x—1)dx

1
=_—tan’x—tanx+x-+c

3n/4 3n/4

1
tan*xdx =—tan*x—tanx+x

n/4
1. 33m 3n 3m 1. = T T
=| —tan’—-—-tan—+— || —tan’——tan—+—
4 3 4 4 4
4 T
=3t12

4
28. I 2X—_de integralinin degeri kagtir?

" X —5X+6
e ) 2X—5 A B o )
Cozim: Once — = + denklemini rasyonel kesirlere
X“—5x+6 x—-3 Xx—2
ayiralim.
2X—5 A B _ (A+BIx—(2A+3B)
x2-5x+6 x-3 x-2  (x=3)(x-2)

A+B=2,2A+3B=5
A=B=1
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t 2x-5 1 1
!mdx=!x_3dx+f dx

= ln|x - 3| + ln|x - 2”:

=In1+In2—In2-1In1
=0
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