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5. BOLUM
INTEGRALIN UYGULAMALARI

RIEMANN ANLAMINDA INTEGRALLENEBILME

Georg Friedrich Bernhard Riemann
(17 Eyliil 1826, Hannover Kralligl, 20 Temmuz 1866, Verbania, italya)

5.1. Teorem: f, [a,b] aralifinda stirekli bir fonksiyon olsun. Bu aralikta f
fonksiyonunun x ekseni ile arasinda kalan alam1 R(f,P) ile gosterirsek,

R(f,P)= lim[EJZf(aHkEj
n—oo n k=0

n
seklindedir.

Ispat: [a,b] araliginda herhangi bir f fonksiyonunu goéz oniine alalim. Bu

aralikta f fonksiyonunun x ekseni ile arasinda kalan alani bulmaya ¢alisalim.
y y

fo— —

fla— —

=Y

a G-Do-a ,,ko-a b a  w-a), Geibl-a) b x
n n by] H
Sekil 1 Sekil 2
Once bu f fonksiyonun altinda kalan [a,b] aralifinda bolgeyi n esit parcaya

sekil 1 deki gibi bolelim. Sonra sekil 2 deki gibi bolelim. Bu takdirde [a,b] aralig,
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pz{aﬁb—a 4 2b=a) | 3(b-a) a+(n—1)(b—a)’b}

) L

n n n n
seklinde parcalanabilir. f fonksiyonu [a,b] aralifinda simrh oldugundan [a,b] nin
P par¢alanmasiyla elde edilen

{a,a+b_a_ ) [a+b_a,a+2(b_a)] s {a+—(n_1)(b_a),b}

n | n n n

alt araliklarin her birinde sinirli sekilde tanimlayalim. Burada iki parca arasindaki
fark herhangi bir k icin,

[H k(b—a)‘{a+ (k—l)(b—a)}z b-a

n n n

olarak bulunur. Simdi her bir par¢asinin alanin1 bulmaya ¢alisahm. Once sekil 1'de
tarali bolgenin alany,

Her ke[a,b] i¢in f(a+kﬂj[ﬂj
n n
seklindedir. Biitiin fonksiyonun her pargasina bu durum uygulanirsa,

b-a ¢ b-a
A(f,P)=| — |) fla+k——
{2 e )
bulunur. Buna P pargalanmasina gore f nin alt Darboux toplamm denir. Benzer
sekilde sekil 2’de tarali bolgenin alani,

Her ke[a,b] icin f(a+kﬁjiﬁj
n n

seklindedir. Biitlin fonksiyonun her pargasina bu durum uygulanirsa,

U(f,P) = (?jﬁf{am b;aj
k=0

elde edilir. Buna P parcalanmasina gore f nin iist Darboux toplam denir.

Simdi [a,b] aralifi sonsuz pargaya ayrildigini diistinelim. Bu takdirde
N — oo olup alt Darboux toplam ve iist Darboux toplamlari,

lim A(f,P)=lim U(f,P)

n—oo n—oo
sekline donisir. Bu duruma P pargalanmasina gore f fonksiyonunu Riemann
toplamu denir. Riemann toplami R(f,p) ile gosterirsek,

b-a ¢ b-a
R(f,P)=lim| —— flatk——
)=t 225 e a2
elde edilir.

1. Ornek: f:[0,2] > R, f(x)=x seklinde siirekli bir fonksiyonun x ekseni ile
arasinda kalan alan1 bulunuz.

Cozim: Burada simirlar secilerek a=0 ve b=2 oldugundan,
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a2 fundie) (2)2
n n n n n

dir. Buna gore bu bélgenin alani,

R(f,P)—lm2 _:1 Zk—l 4n(n+1) 21im(n+1):2

neoonk 0 n r1~>oon o ng)wn 2 n—o n

olarak elde edilir.

2. Ornek: f:[0,1]]> R, f(x)=x* seklinde siirekli bir fonksiyonun x ekseni
ile arasinda kalan alani bulunuz.

Cozim: Burada smirlar secilerek a=0 ve b=1 oldugundan,

2
b-a_1 f( +kﬁ):f[5j:(kj
n n n n n

dir. Buna gore bu bolgenin alani,

R(f,P)=lim 12@}

l’1~)00nk0 n

= llm—Z:k2

n~>oon k=0
_ lim% n(n+1)(2n+1)
n—wo 6
. 2n°+3n°+n
=lim—m————
n—o 6n3
_1
3

olarak elde edilir.

3. Ornek: f: { 2}—)]1% f(x)=sinx seklinde siirekli bir fonksiyonun x ek-

seni ile arasinda kalan alanm1 bulunuz.

Cozim: Burada sinirlar segilerek a=0 ve bzg oldugundan,

bra_ 7 kDo K KT
n 2n’ n 2n 2n
dir. Timevarimda ispat edilmistir ki,

+1 .. h
X.sin—x
Jrsing

. X
sin—

) sm(
Zsin kx =
k=0

seklindedir. Buna gore bu boélgenin alany,
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R(f,P) = lim iisin kn
' n—e 2n =5 2n

. (n+1Y w ). nmx
sin — [sin——
K 2 2n 22n

=lim
n—® 2n T
sin—
4n
T . nfn+l) . =«
—-sin sin—
. 2n 4 n 4
=lim
n—o . T
sin—
4n
J2n
= lim—2_Jim| sin " cos— + cos ~sin—— , (n:l secilip, n—oo igin
n—w Sinl n—w 4 4n 4 4n m

4n

V2mm

2
=lim 4 N2 lim(cosl + sinij

m—>0 ., TM 2 n-oo 4n 4n
Sin——
4
m
= lim—*%
m—0 . TN
Sin——
=1

olarak elde edilir.

5. 2. Teorem (integralin temel teoremi): f, [a,b] aralifinda siirekli bir
fonksiyonunu ve her xe(a,b) i¢in F'(x)=f(x) olacak sekilde stirekli bir F:[a,b]—
R fonksiyon olsun. Bu takdirde,

F(b)—F(a)= hm( )Zf{ )

dir.

Ispat: [a,b] araliginin herhangi bir parcalanmas,

P:{a,a+b_a ,a+2(b_a) ,a+3(b—a) 0y (—1)(b-a) ,b}

)y

n n n n

olsun. Diferansiyel hesabin ortalama deger teoremi geregince,

RO ~FOx ) = o, )
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olacak sekilde en az bir s, e(x, —x,_,) noktalar1 vardir. Hipotezde F'(x)=f(x)

k(b—a)

n

F(H k(b—a)j_F(a+ (k—1)(b—a)j:f(a+ k(b—a)J(Ej
n n n n

yazilabilir. Buradan,

o o OB B e 2 )

bulunur. 1. taraf gerekli sadelestirmeler yapilirsa

F(a)—F(b) (b ajzf( L k(b- a)j

ifadesi karsimiza ¢ikar. Burada n — oo alinirsa,

Fa)F(b _hm(b ajzf( | K(b- a)j

bulunur. //

olmas1 goz oniine alirsak ve x, =a+ secilirse,

Diger taraftan bir f , [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyonunu ve her
xe(a,b) i¢cin F'(x)=f(x) olacak sekilde stirekli bir F:[a,b]—> R fonksiyon olmasi

belirsiz integralin tanimina gore f fonksiyonun integralinin F fonksiyonu oldugu-
nu gostermektedir. Yani,

F(x)= j f(x)dx

dir. Ayrica 5.2. teoreme gore, [a,b] smirlarinda F fonksiyonu asikardir Ki,

b
jf(x)dx —F(a)—F(b)
yazﬂabilir Biitiin bu yazima gore,

jf(x)dx F(a)— F(b)—hm(b ajZf(aJer:R(f,P)
n n

k=0

esitligi elde edilir. //
Elde ettigimiz bu esitlige Riemann anlaminda integrallenme adi verilir.

4. Ornek: 1. 6rnekte tammladigimiz, f:[0,2] > R, f(x)=x seklinde siirekli

bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alani integralin temel teoremi ile bu-
lunuz.

2 2 2
o X
Cozim: dex=7
0 0

olarak bulunur ki, bu bize 1. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.

2 2
v,
2 2
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5. Ornek: 2. 6rnekte tammladigimiz, £:[0,1]—> R, f(x)=x? seklinde siirekli

bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alami integralin temel teoremi ile bu-
lunuz.

1 X3 1
Cozim: Ixzdx=— =
0 3, 3 3 3

olarak bulunur ki, bu bize 2. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.

1?01

6. Ornek: 3. 6rnekte tanimladigimiz, f :{O,%}—)R, f(x)=sinx seklinde

siirekli bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alani integralin temel teoremi
ile bulunuz.

n/2
Cozium: J-sinxdx =— Cosx|g/2 = —(cosg - cost =1
0
olarak bulunur ki, bu bize 3. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.

1 - INTEGRAL ILE LIMIT HESAPLARI
Riemann anlaminda integrallenmeden su sonucu ¢ikaririz:
5.1. Sonug: y=f(x) fonksiyonu [a,b] aralifinda stirekli ise

_(b-a) k(b-a)) |
l‘l?o( . jkz_(;f(a+—n J_ j f(x)dx

dir.

Ornek: hm—3(12 +2243% 4.+ nz) limitinin sonucu nedir?
n—oo n

Cozum:

limi(l2 +22 432 +...+n2) = lim%i“k2

n—o G Ly

zghmzi(k)z

n—>o N k=0 n

olur. 5.1. Sonugta a=0, b=1, f(x)=x* alimirsa x:E olacaktir. Buna gore,

n
n 2 1
3lim lZ[Ej = 3.[X2 dx
0

n—o N k=0 n



www.matematikl.com

bulunur.

.. o 1( . .12 .nY,. L. .
Ornek: lim—| sin0+sin—+sin—+... +sin— | limitinin sonucu nedir?
n—wp n n n

. 1 .1 2 . N 1.k
Cozim: lim—| sin0+sin— +sin—+.. +sin— =11m—251n—
n—o N n n n n%oonkzo n

olur. 5.1. Sonu¢ta a=0, b=1, f(x)=sinx alinirsa x:E olacaktir. Buna gore,
n

n 1
limlz:sinE = Isinx dx
0

n—wo N o n
1
= —cosx| o
=—(cos1—-cos0)

=1-cosl
bulunur.

2

1 2 3 n

; N - = .

Ornek: lim—| e? +2e™ +3e" +...+ne" | limitinin sonucu nedir?
n—)oon

Coziim:

1( 1 2 3 n 1 & k
lim—2 e" +2e" +3e" +..+ne" =lim—22k.e“
l’lA)CX)n n%wn k=0

K

1S (k) -

=11m—z — len
n-o =\ n

olur. 5.1. Sonu¢ta a=0, b=1, f(x)=x.e* alimirsa x=E olacaktir. Buna gore,
n
2 ko1
limEZ[EJ.e“ = Ix.ex dx
n—w o n
X 1
—e¥(x— 1)\0

=e'(1-1)-e’(0-1)
=1
bulunur.
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n
.. . T ke .. ... .
Ornek: lim— E cos— limitinin sonucu nedir?
n>o2nis 2n

Cozim: 5.1. Sonucta a=0, b:g, f(x)=cosx alinirsa X:E olacaktir.

2n
Buna gore,
/2
LT kr "
lim— » cos—= J.cosxdx
n—>oo2nk:0
. n/2
—smx|0
LT
=sin——sin0
2
=1
bulunur.

2 - INTEGRAL ILE ALAN HESAPLARI
Riemann anlaminda integrallenmeden su sonucu cikaririz:

5.2. Sonu¢: y=f(x) f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli, x=a , x=b
dogrulari ile sinirlanan ve x ekseni arasinda kalan alan

A:jlf(x)dx

dir. Bu durum,

':Il'.u. .:II,
= =] h x
| —_h"‘a_T_f | ;
] L S
a b
b b
ﬁk=|ﬁ><r:l>< A=—|ﬁ><r::l:><
a La

grafigi ile izah edilir.

Ornek: y=x+3 fonksiyonunun x=-1 ve x=2 dogrularim ile x ekseni
arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim: Once y=x+3 fonksiyonun grafigini cizelim: x=0 ise y=3 ve
y =0 ise x=-3 bulunur. Buna gore dogrunun grafigi:
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JL}J

1FH

3 4 g 2

seklindedir. Buna gore,

2 2

2
A= I(X+3)dX=X—+3X
-1 2

-1

=[%§+3—2J—[£€?i+301ﬂ

=11—1=31bﬂ
2 2

bulunur.

Ornek: y =—(x*+5x+6) fonksiyonun x ekseniyle arasinda kalan alan

bulunuz.

Coziim: Once y=—(x?+5x+6) fonksiyonun grafigini ¢izelim: x=0 ise
y=6 ve y=0 ise x, =-2, x, =—3 bulunur. Buna gore paraboliin grafigi:
‘Ly

seklindedir. Buna gore,
-2
A= I—(Xz +5X+6)dx

-3

3 2
=— X—+5L+6x
3 2

B o E )

-2

3 2

:lbl"2

6
bulunur.
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Ornek: f(x)=x*—4 fonksiyonunu x ekseni ile sinirladigi bolgenin alani-

n1 bulunuz.

Coziim: Once f(x)=x*—4 fonksiyonun grafigini ¢izelim: x=0 ise y=—4
ve y=0 ise x, =-2, x, =2 bulunur. Buna gore paraboliin grafigi:

JLy
/ x

2 T r

4

seklindedir. Buna gore,

bulunur.

Ornek: [0,27;] araliginda y=sinx fonksiyonunun x ekseni ile kapladig

alan1 bulunuz.
Coéziim: Once y=sinx fonksiyonun grafigini ¢izmeyi daha 6nceden gor-
mistiik.

JL.P

x
T w

T 2n
. . T 2n
A= Ismxdx - '[smxdx = cosx|0 + costT
0 I1

Buna gore,
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=— cosx|g + cosx|in
(cosrc—cosO)+ (cosZTc—cos n)
4

elde edilir.
Ornek: y:l fonksiyonun x=1 ve x=e dogrularin ile x ekseni arasin-
X
da kalan alani bulunuz.

Cozim: Bu fonksiyonun grafigini c¢izersek
JLI;P 1

bulunur. Buna gore,
e

A=J£dx=lnx|: =Ine-Inl=1
) X

elde edilir.

Ornek: y=x>-9x fonksiyonunun grafigi, x ekseni ve x=5 dogrusu ile
sinirlanan bélgenin alanim1 bulunuz.

Coziim: x> —-9x=0
X(x*-9)=0
x=0vx=13

ey

/—-:i 4 5

0 4 2|° Y a2

A= [ —9mdx="--92| —0- G3) o3 81
: 4 2| 4 2 4
F xt x| (3" 3 81

A, =[P —9x)dx ="- =97 =| =--9= |-0="2
) T ) 4
5 4 2 4 2 4 2

Ay =[x -9x)dx="--97| = S92 | |3 o3| 236
) 4 2] L4 T2) a4 T2) 4
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A 81+81+256 209b2
4 4 4 2

bulunur.

Ornek: X—2+y——1 elipsin alanim1 bulunuz
a® b’
2
Cozim: X—Z E—Z_l ise y= +—\/a —x? dir.
a

A:4J.E\/a2 —x?
a
0

bulunmalidir. Burada x=asint degisken degistirmesini yaparsak,

dx =acostdt
x=0 icin t=0
X=a icin g=2
2
olur. Buna gére'
Tt/2
J. va? —a’sin’t.a.cost dt
ﬂ:/Z
—4bj Ja*(1-sin*t)cost dt
n/2
=4ab I Vcos? t.cost dt
ﬂ:/2

=4ab Icosz tdt

dt

n/2
:4ab.[ 1+ cos2t

0
n/2

= Zab{t + %sinZt}

0
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=2ab Ewtlsirl(z.E —2ab 0+lsin(2.0)
2 2 2 2
=2ab{£}
2

= mtab br?

olur.

Aciklama: x=f(y) olarak verilen bir f fonksiyon, y=a , y=b dogrularn
ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel bolgenin alani;

"r.i . Y
b b
A A
a x=ty) x=t(y) 8 N
X x
b b
A= [Ty A =-[1)ay

bi¢cimindedir. x=f(y) fonksiyonunun grafigi ve y ekseni ile siirlanan alan bulu-
nurken f(y)=0 denkleminin kokleri (egrinin y eksenini kestigi noktalarin ordi-
natlari) bulunur. Bu sinirlar altinda integral alinir.

Ornek: x=—(y?—2y—8) parabolii, y ekseni, y=—1 ve y=3 dogrular
arasindaki alani bulunuz.

Cozim: Fonksiyon x=f(y) seklinde tanimlandifindan integral y degis-

kenine gore alinacaktir.
i

—

3
) -

1T

x=0ise y*—2y-8=0olup y, =4 ,y,=-2
olur. Bu durumda;

3
A= J.(—y2 +2y +8)dx

-1
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3

3
- Y iy?igy
3
-1
3 133
=¥ i32is2]- —ﬂ+(—1)2 +8(-1)
3 3
= Ebr2
olur.
Ornek: x=y%—y® egrisi ve y ekseniyle sinirlanan bélgenin alamini bulu-
nuz.

Cozum: Fonksiyon x=f(y) biciminde verildiginde integral y degiskenine
gore almacaktir. Simdi egrinin y eksenini kestigi noktalar1 bulalim ve grafigini
cizelim.

y:-y*=0
y'(y-1)=0
y=0Ay=q
4y
‘Ilq“

i

y> y*
3 4
1 1t
"3 4
=ibr2

12

olur.

5.3. Teorem: y=f(x) fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli, x=a, x=b

dogrulari ile sinirlanan bolgenin alani;
b f(b)
[fedx = [ (y)dy
a f(a)

dir.
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Ispat: y=f(x) fonksiyonu x=a, x=b dogrular1 ile sirlanan alany;

b b
[f00dx = [ydx, x=£"(y)

sekline donistiiriliip;

x=a i¢in f'(y)=a ise y=f(a)

x=b i¢in f'(y)=b ise y=£(b)
bulunur. Buna gore,

f(b) f(b) b

jxdy - jf—l (y)dy = jf(x)dx

f(a) f(a) a
elde edilir.

Ornek: y=arcsinx fonksiyonunu x ekseni x=0 ve x=1 dogrulan ara-
sindaki alani ters fonksiyon kullanarak bulunuz.

Cozim:

=

——— -

¥ = arcsing

ESE

1
A= Jarcsinxdx
0

dir. Istenen alani 5.3. teoreme gore hesaplayalim.

y =arcsinx ise f'(y)=x=siny ve dx=cosydy
Siirlar ise x=0 ise y=arcsin0=0

. , T
x=1 ise y=arcsinl=—

dir. Buna gore,
1

n/2
jarcsinxdx = chosydy
0

0

integrali elde edilir. Burada kismi integrasyon uygularsak,
u=y , dv=cosydy

du=dy, v=siny

alinirsa,

jycosydy =ysiny —jsinydy
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=ysiny +cosy
bulunur. O halde,

1

J

0

n/2
arcsinxdx = J.ycosydy
0

. n/2
=ysiny + COSy|O

T . T
—.sin—+co
2

[

=T
2
elde edilir.

SE] —(0sin0+cos0)

3 - iKi EGRi ARASINDA KALAN ALAN

5.4. Teorem: f ve g fon

ksiyonlar1 [a,b] araligl ile x ekseni arasinda kalan

alan,
JL}?

N o)
7©< x
e b ﬂﬂ'

b

A= [[f(x)-glx)dx]
dir. ’

Ispat: [a,b] araliginda f

b
fonksiyonun alan1 A, =If(x)dx

JL.P
E b mf

seklindedir. Yine [a,b] araliginda

b
g fonksiyonun alani A, = '[ g(x)dx
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Jhy
N o)
M
\’_\—/r_/ x
b
n = b

seklindedir. Buna gore istene bolge,
b
A=A, -A, = [[f(x)-g(x)dx]
bi¢gimindedir.
Ornek: y=x?+1 ve y=x+3 fonksiyonlar! arasinda kalan alami bulunuz.

Coziim: Once bu iki fonksiyonun ¢akisma noktalarim bulalim:
x*+1=x+3ise x=-1ve x=2
dir. Simdi fonksiyonlarin grafiklerini cizersek,
Jh.y

_.____
[}
tafp-—=—==—=---2=
-

bulunur. Buna gore;
2 2 XZ X3 2 9
A:J.(X—FS)_(XZ_]‘}lX:I(X+2_X2)dX:—+2X__ :_er
-1 -1 2 3 o 2
elde edilir.

Ornek: y?=4x ve y=2x—4 fonksiyonlar1 arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim: Once bu iki fonksiyonun ¢akisma noktalarim bulahim:
y:Z\/; ve y=2x—-4 ise 2Jx =2x—4 olup x=1 ve x=4
dir. Simdi fonksiyonlarin grafiklerini cizersek,
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‘Ly

"er

- ==

bulunur. Buna gore;
4
A=I(2\/;)—(2x—4) dx
1

1

4
= J(ZXE —2x+4)dx
1

3 4

B 2x2  2x°

=——-——+4x
3/2 2

1

3
| 242 16416 |-[ 2144
3 3

= 2br2
3
4 - INTEGRALLE HACIM HESAPLARI

Bu kisimda, [a,b] araliginda integrallene bilen bir f fonksiyonunun grafi-

ginin x (ya da y) ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan donel cismin
hacmini bulacagz.

5.5. Teorem: Bir f fonksiyonunda [a; b] aralifinda siirekli, x=a , x=b
dogrular1 x ekseni ile sinirlanan diizlemsel bolgenin x ekseni etrafinda 360° don-
diiriiliince olusan cismin hacmi;

b
H= njfz(x)dx
seklindedir.

Ispat:
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by
I_I—IU---.. | _
" ,----F e "f e -
AT S N
| Ll ’r =l BNl
¢ II TI l. 8 | x d__." L Ax L b kS

[a,b] arahiginin bir diizgiin par¢asi P, bu parc¢alara ait bir alt aralik [x; ;,x;]
olsun. t, e[x,_4,x;] i¢in bir kenar1 Ax=x;—x, ; ve diger kenar1 da y=f(t;) olan
dikdortgensel bolgenin x ekseni etrafinda dondiiriildiigiinii diisiinelim. Yarigapr y
ve yuksekligi AX olan ince bir silindir tabaka olusur. Bu silindir tabakanin hacmi

AH =f(t,)]*.Ax = Ty *.Ax
olur.

P pargasi ile elde edilen silindir tabakasmin x ekseni etrafinda doéndiiriil-
mesiyle bulunan biitiin silindir tabakalarin hacimleri toplamy,

szn:AHi =in.y2.AX
i=0 i=0

olur. Buna gore,
b

H= Aljinwgn.yz.Ax = nIyde

a

elde edilir.

Ornek: y=x fonksiyonun x=5 ve y=0 dogrular ile sinirlanan diizlem-

sel bélgeyi x ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulu-
nuz.

Coziim: Once verilen fonksiyonun grafigini cizelim:
T 0)=x

‘FH

elde edilen bu sekle gore,
5

H :nszdx

0
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bulunur.

Ornek: y:1 egrisini x=2, x=5 ve y=0 dogrular ile simrlanan diizlem-
X

sel bolgenin x ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bu-
lunuz.

Cozim:

=
- M

Ornek: y?=8x paraboliinin x=2 dogrusu ile sirlanan birinci bélge-

deki diizlemsel bélgeyi x ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan cismin
hacmini bulunuz.

Cozim:
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Y
':?'d}!'.z - 8x
\
2 X
(2 =)
5
H= nI 8xdx
2
2
2
—gn ]
2
0
=16nbr?

Ornek: x2 +y*=r? ¢emberini x ekseni etrafinda 360° dondiiriilerek olu-

san kiirenin hacmini bulunuz.
y &

=f

Cozlm: Yarigapr r olan bir ¢ember kendi ekseni etrafinda dondiiriiliince
bir kiire elde edilir. 1. bolgeyi x ekseni etrafinda dondiiriip 2 ile ¢carparsak istenen

elde edilir. Buna gore,

H= Zrcj.r2 —x2dx
0

3
=27 er_X_
3

r

0

elde edilir.
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Aciklama: x=f(y) olarak verilen bir f fonksiyon, y=a, y=b dogrularn

ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel bélgenin y ekseni etrafinda 360° doéndiiriil-

mesiyle ile cismin hacmi,
b

H= ch)-f(y)z dy=n j x2.dy

bicimindedir.

2 # =iy

Ornek: y=x? parabolii, y=4 ve y=0 dogrusu ile sinirli bolgenin y ek-

seni etrafinda 360° donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.
vik Y= K2

[+]

[t ST
(| SEE -
r

E

Cozim: Donme y ekseni etrafinda yapildigindan

y=x’ise x=t,/y
olur. Buna gore,
4

=8nbr’
0

4 4 2
H=n[(/y)dy =n[ydy = ny?
0

0

olur.

Ornek: y*=4x egrisi, y=0 ve y=4 dogrusu ile simirl bélgenin y ekseni

etrafinda 360° donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.
[ 1 ¥
Y& =dax

Y= 4

4

=
=¥
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Cozlim: Donme y ekseni etrafinda yapildigindan
2
2_4x ise x=7—
y 4

olur. Buna gore,

47 22 4 4 5
1rf (% | ey o Loy -
0 0

0

olur.

5 - iKi EGRI ARASINDA KALAN HACIM

5.6. Teorem: y=f(x) ve y=g(x) egrileri, x=a, x=b dogrular ile sinir-
lanan diizlemsek bolgenin x ekseni etrafinda 360° dondiiriliince olusan cismin
hacmi;

b

Her xe[a,b] igin f(x)>g(x) olmak lizere H=n I [F2(x) - g% (x)]dx
seklindedir.

v

y=1x)

o ¥= gixl

el ==

Ispat okuyucuya birakilmistir.

Ornek: f(x):\/; ve g(x)=x* fonksiyonlarin simirladifi diizlemsel bol-
genin x ekseni etrafinda 360° dondiiriiliince olusan cismin hacmini bulunuz.

Coziim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarim bulahm. iki fonksiyonun
kesim noktalar1 ¢6ziim noktalarinin oldugu yerdir.

x? =/x

x*=x
x*—x=0
x(x*-1)=0

x=0Ax=1
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olur. Kesim noktalar1 0(0,0) ve A(1,1,) dir. Her xe[0,1] i¢in f(x)>g(x) oldugun-

dan
¥

gix) =2

Mg =vx

-
X

x ekseni etrafinda dondiiriiliince olusan cismin hacmi

H= nj(f) -]

=nI(X—X4)dX

olur.

Ornek: f(x)=2x?, g(x)=—3x>+5 fonksiyonlarin kesistigi diizlemsel bl-
genin x ekseni etrafinda 360° dondiiriiliince olusan cismin hacmini bulunuz.

Coéziim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarii bulalim.
2x*=-3x"+5 ise x==*1
bulunur. Her x e[-1,1] i¢in f(x)>g(x) oldugundan
i T

o |

pry B

I

—

|

gix) = =3x245

1

H=n j [(-3x% +5)° —(2x%)*]dx

1

= TEI(SX4 —-30x> +25)dx

1
=n(x° —10x° +25X)‘ .
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=32nbr?
olur.

Aciklama: x=f(y), x=g(y) olarak verilen bir f fonksiyon, y=a, y=b

dogrular1 ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel boélgenin y ekseni etrafinda 360°
dondiiriilmesiyle ile cismin hacmi,
b
Her xe[a,b] igin f(y)>g(y) olmak lizere H=r[[f*(y)-g*(y)ldy
bigimindedir.
LF

ty)
iy

X

Ornek: 0(0,0), A(3,4) ve B(3,0) noktalarindan olusan ii¢genin
a) x ekseni etrafinda,
b) y ekseni etrafinda,

360° donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.

4
Yk /:,r=-3-;x
dt————- AL3.4)
B (3,0)
0,0} x
¥=3

Cozim: |OA| dogrusunun egimi m:% ve denklemi yzgx olur.

a) x ekseni etrafinda dondtiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

34 Y 16° 16x%]
H:nj.(—x] dx=n—|x%dx=n =16nbr?
0 3 9 0 27

0
olur.

b) y ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,
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olur.

Ornek: y=x? ve y=x dogrular arasinda kalan alanin
a) x ekseni etrafinda,
b) y ekseni etrafinda,

360° donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Coziim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarin1 bulalim.

x? =x

x? =x
x*—x=0
x(x—1)=0
x=0Ax=1

olur. Kesim noktalar1 0(0,0) ve A(1,1) dir. Her x€[0,1] i¢in f(x)>g(x) oldugun-
dan

¥

=Y

(0 ﬂf 1

a) x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

1 3 57"
H=TCJ‘[X2 —(x*)*]dx = {X——X—L =n[§—%:|=1£5nbr3

0 3 5
b) y ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

olur.
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y=x% ise x=*/y

H=RI[(\/§)2—y2]dy=n[y7z—%J

elde edilir.

=T 11 =T
2 4) 6

Ornek: y=1-x" parabolii [-1,0] arahfinda y=0 dogrusu arasinda
kalan bolgenin x =2 etrafinda dénmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

1
0

Cozim:

x=2
y ekseni lizerinde incelersek,

H=n[[(2+1-y)* ~2"]dy =n[[41-y -y -1)]dy

olur. Burada I= I J1-y dy intergalini ¢6zmek icin u=1-y degisken degistir-

mesini uygularsak, du=-dy olacagindan,

Izj,/l—y dy:—J'\/Eduz—ﬁJrc:—E 1—y3+c
3/2 3

bulunur. Buna gore;

2
H:T{—gq/l—y3—y——y}

elde edilir.

6 - INTEGRALLE YAY UZUNLUGUNUN HESAPLANMASI

5.7. Teorem: Bir f fonksiyonunun [a; b] araliginda siirekli ve bu aralikta
kalan yayin uzunlugu

b
z:j,/u(y')zdx

seklindedir.
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Ispat: y=f(x) fonksiyonunun [a; b] arahginda siirekli olsun.

vk
e B y=tn
A oy
x |© .
0 a x %+ A b

AX ¢ok kiiciik oldugundan Yay(AB) yayimin uzunlugu A¢ uzunlugu ile AB dogru
parcasinin uzunlugu yaklasik olarak birbirlerine yakindir. Buna gore,

A= (Ax)? +(Ay)?
2
= 14{&) Ax
AX
yazilabilir. Ax— 0 i¢in limiti alinirsa,

bulunur. Diferensiyel ve integral hesabinin temel teoremi geregince
b
0 :I1/1+(y')2 dx

elde edilir.

Ornek: y=3x+5 fonksiyonun [0; 10] araligindaki uzunlugunu bulunuz.

Cozim: y'=3 olacagindan
10 10
e:j 1+32dx=\/10x‘ -4/10.10
0
0

elde edilir.

2
Ornek: 0<x<2 araliginda y= XZ - Eln X yaymin uzunlugunu bulunuz.
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>
)

—_

—_

+

|
+
N |
NN
<
N

Il
N\
N |

+
S
—

x 1
=—+4+—
2 2X
2 2 2
€=I(§+ijdx=—+—lnx =[1+lln2j (1 1l 1j=§lln2br2
N2 2x)7 a2 U2 4 27 ) 42

3
Ornek: y:%(x2+2)2 denklemiyle verilen egrinin [0;3] arasinda kalan

parcasinin uzunlugu kag birimdir?

1 1
(x2+2)2.2x =x.(x% +2)?

1
3
\/1+ X(X +2)? }

1+x%.(x* +2).dx

Cozum: y'=

le

~
Il

x* +2x% +1.dx

W S — W O — W O — W

(x* +1) dx

= [(x? +1).dx

o'—.w >

bulunur.

2 2
Ornek: x3 +y? =1 egrisinin ¢evre uzunlugunu bulunuz.
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Cozim: Verilen fonksiyonun kapali fonksiyon olduguna dikkat ederek
tlrevini alirsak,
1
_vy3
y' = y

1
X3
olur. Buna gore ¢evre uzunlugy,

(= 4}1/1 +(y')?dx
0

bulunur.

7 - INTEGRALLIN HIZ PROBLEMLERINE UYGULANMASI
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Bir hareketlinin t aninda gittigi yolun uzunlugu S(t) ise
1. Yolun zamana gore tiirevi hiz1 verdiginden, hiz v:? oldugunu
t

2. Hizin zamana gore tiirevi ivmeyi ya da yolun zamana gore ikinci tiirevi

2
ivmeyi verdiginden, ivme a:j—“;:g oldugunu tlirevin uygulamalar1 bélimiin-
t

den biliyoruz. Buna gore,
a :d_v ise adt=dv

dt
olacagindan t aninda;

1. Hizin zamana gore integrali yolu verir S :I;V(X)dx

. t
2. lvmenin zamana gore integrali hiz1 verir v= I a(x)dx
0

Ornek: t zaman, S yol olmak iizere bir hareketlinin hizi

v(t)=sintv2+2cost

olduguna gore, 0<t<m zaman araliginda, t=mn amnda hareketlinin gittigi yolun
uzunlugunu bulunuz.

Cozim: v(t)= &

dt

sintv2+2cost =§
dt

dS =sintv2+2cost.dt
S= J.Onsint\/z +2cost.dt

u=2+2cost alirsak du=-2sint.dt
t=0 icin u=2+2cos0 ise u=4
t=micin u=2+2cosm ise u=0

S= Ionsint\/Z +2cost.dt
=—1_[4\/E.du
2Jo

1 u?? 0

2 3/2

4
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=—%(0—43/2)
_8 br.
3

Ornek: Bir hareketlinin t zamanindaki hizi V(t)=|t—1| dir. 0<t<4 oldu-

guna gore, t=4 aninda hareketlinin gittigi yolun uzunlugunu bulunuz.

-t+1 , 0<t<1

ozim: v(t)=t-1|=
Gontm: v)=fe-1-{ ) v (5

v=§ ise |1—t|=§
dt dt

0<t<1i¢in dS=(-t+1)dt
1<t<4 i¢cin dS=(t—1)dt

S =I04|t —1|dt

- Iol(—t +1)de+ f(t “1)dt

4

8- DIFERENSIYELIN iNTiGRALE UYGULAMASI

Bir birimim zamana tiirevi, birim ile elde edilen verinin ¢arpimini verir.
Elde edilen bu degerlerin integrali, o birimin zamana gore fonksiyonunu verir.

Ornek: Bir askeri kurumda saghik giderleri icin yapilan harcamalarda her
yil bir onceki yila gore % 3 arttig tespit edilmistir. Saghk giderlerini y, zamam x
olarak gosterirsek, saglik giderlerini zamana gore fonksiyonunu elde ediniz. 2019
yilinda o askeri kurumda yillik saglik gideri 100 000 B olduguna gore 2022 yilin-
da bu askeri kurumda kag lira saglik gideri olacaktir.

Cozim: % 3 = 0,03 olmak tizere, saglik gideri y, zaman x oldugundan fonk-
siyonun turevi

dy
—=0,03
dx y
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d_y =0,03dx
y
bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,

j%y - j 0,03dx

Iny=0,03x+c

0,03x ¢
y=e e

elde edilir. Burada o6zel olarak ec = A secilirse,
y:AeO,OBX

fonksiyonu elde edilir. Burada A = 100 000 & dir. Ciinkii 2019 yilinda o askeri ku-

rumda saglik gideri 100 000 @ olmustur. 2022 yili ile 2019 yih arasinda 3 oldu-

gundan x = 3 diir. Su halde 2022 yilinin saghk gideri
y =Ae”** = 10000.e%033 = 109 417

olacagl tahmin edilmektedir.

Ornek: Tiirkiye'nin 2019 yilinda niifusu 82 500 000 oldugu bilinmektedir.
Tirkiye'nin 6nceki yillara gore niifus artis1 yillik % 1 oldugu tespit edilmistir. Bu
ilcemizin niifus artis hiz fonksiyonu ve 2023 yilinda tahmini niifusu elde ediniz.

Cozim: %1 = 0,01 olmak ftizere, niifus y, zaman x oldugundan fonksiyonun

tirevi
dy
—=0,01
dx y
d—y =0,01dx
y

bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,
j dy_ j 0,01dx
y

Iny=0,01x+c

0,01x . c
y=e" e

elde edilir. Burada 6zel olarak ec = A secilirse,
y:AeO,le
fonksiyonu elde edilir. Tiirkiye'nin 2019 yilinda niifusu A = 82 500 000 olduguna
gore, 2019 yili ile 2023 yili arasinda 4 yil oldugundan x = 4 diir. Su halde 2023
yilinin tahmini nifusu
y = Ae”?™ =82 500 000.e%.014 = 85 866 888

olacagl tahmin edilmektedir.

Ornek: 70°C sicakliktaki bir cam kahve bardag 20°C sicakhktaki bir odaya
birakilirsa, zamana bagli olarak kahvenin nasil degistigini veren fonksiyonunu
bulunuz.
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Coziim: Kahve bardag 20°C sicakliga diiseceginden sicakligin degisimini y
ile gosterirsek,

dy
= = (y-20
™ (y—20)

Ay =—dx
y—20
bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,
jd—y = —j dx
y—20
ln|y—20| =—-X+C
y—20=e"e°
elde edilir. Burada 6zel olarak ec = A secilirse,
y=20+Ae”
fonksiyonu elde edilir. Burada zamana gore cismin soguma hizini verir. (Her cis-

min soguma hizi farklidir. Mesela, demirin soguma hizi, cam soguma hiz1 porsele-
nin hiz1 farkh farkhdirlar.)



