5. BOLUM
INTEGRALIN UYGULAMALARI

RIEMANN ANLAMINDA INTEGRALLENEBILME

Georg Friedrich Bernhard Riemann
(17 Eylul 1826, Hannover Kralligi, 20 Temmuz 1866, Verbania, italya)

5.1. Teorem: f, [a; b] araliginda stirekli bir fonksiyon olsun. Bu aralikta
f fonksiyonunun x ekseni ile arasinda kalan alan1 R(f, p) ile gosterirsek,

R(f,P) = lim(E)Zfﬂa 4 kEJ
n—o n k=0 n
seklindedir.

Ispat: [a; b] araliginda herhangi bir f fonksiyonunu goz éniine alalim. Bu

aralikta f fonksiyonunun x ekseni ile arasinda kalan alani1 bulmaya ¢alisalim.
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Once bu f fonksiyonun altinda kalan [a; b] aralifinda bélgeyi n esit par-
caya sekil 1’deki gibi bolelim. Sonra sekil 2’deki gibi bolelim. Bu takdirde [a; b]
araligy,

P = {a a+ b-a ,at+ Z(bn_a),a + S(bn_a), - —(n—l)n(b—a)’b}

seklinde pargalanablhr f fonksiyonu [a; b] aralifinda sinirli oldugundan [a; b]
nin P pargalanma51yla elde edilen

[a a+—] [ +b a,a+2(bn_a)],...,[a+w,b]

alt araliklarin her birinde sinirh sekilde tanimlayalim. Burada iki parg¢a arasin-
daki fark herhangi bir k i¢in,

R

olarak bulunur. Simdi her bir parcasinin alanini bulmaya ¢alisalim. Once sekil
1’de tarali bolgenin alani,

Her k € [a;b] igin f (a + k222) (222)
seklindedir. Bitiin fonksiyonun her par¢asina bu durum uygulanirsa,

- S s

n

bulunur. Buna P parcalanmasina gore f nin alt Darboux toplami denir. Benzer
sekilde sekil 2’de tarali bolgenin alani,

Her k € [a; b] igin f(a + kg) (%)

§eklinded1r Biitiin fonksiyonun her parcasina bu durum uygulanirsa,

i 1)

n
elde edilir. Buna P parcalanmasina gore f nin tist Darboux toplami denir.

Simdi [a; b] aralif1 sonsuz parcaya ayrildigini diisiinelim. Bu takdirde
n — oo olup alt Darboux toplam ve tist Darboux toplamlari,

lim A(f,P)=1im U(f,P)
sekline dontisiir. Bu duruma P parcalanmasina gore f fonksiyonunu Riemann
toplami denir. Riemann toplami R(f, p) ile gosterirsek,

R(f,P)= 1im(ﬂJz f[a + kb;aj
n—w n =0 n

elde edilir.

1. Ornek: f: [0,2] - R, f(x) = x seklinde siirekli bir fonksiyonun x ekse-
ni ile arasinda kalan alani bulunuz.

Cozim: Burada sinirlar secilerek a = 0 ve b = 2 oldugundan,
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P2 = o) () - 2

n n
dir. Buna gore bu bolgenin alani,
R(f,P) = lim 2221( Zk—l 4 n(n+1)_2hmn+1=2
o= n I'l~>00n eo naoon 2 n->© 1

olarak elde edilir.

2. Ornek: f:[0,1] - R, f(x) = x? seklinde siirekli bir fonksiyonun x ek-
seni ile arasinda kalan alani bulunuz.

Cozilim: Burada sinirlar secilerek a = 0 ve b = 1 oldugundan,

b_;a _ % f( +kM) = f(%) = (%)2

dir. Buna gore bu bolgenin alani,

R(f,P)=lilen:(5j

=lim— Zkz

n—oo n k=0
_ lim% n(n+1)(2n+1)

n—-o n 6

. 2 +3n°+n
=lim—————

n—o 6n
_1

3

olarak elde edilir.

3. Ornek: f: [0, %] - R, f(x) = sinx seklinde siirekli bir fonksiyonun x
ekseni ile arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim: Burada sinirlar secgilereka = 0veb = goldugundan,

b-
P (o) () ()

dir. Timevarimda ispat edilmistir ki,

+1] . n
X-sin —x
2

. X
sin —
2

sin(
n

Zsin kx =

k=0
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seklindedir. Buna gore bu boélgenin alani,

R(f,P)=Ilim ZEZsin[HJ

nis 2n

.(n+l)Y m). nmx

sin — |sin——

LT ( 2 j(an 22n
=lim—

Var

. . LT T T . T 1
—1lim—3_Jim| sin = cos— + cos—sin— ,(n=—, n—>w ve m—0)
n—o ,nln%w 4n 4 4n m

4n

V2mm
2 2 T .=
=lim —lim| cos— +sin—

m—0 , 77N n—oo
sin 2 4n 4n
4
m
—lim—4
m—>0 , TN
Sl
=1

olarak elde edilir.

5. 2. Teorem (Integralin temel teoremi): f, [a;b] araliginda siirekli
bir fonksiyonunu ve her x € [a;b] icin F'(x) = f(x) olacak sekilde siirekli bir
F:[a,b] — R fonksiyon olsun. Bu takdirde,

F(b)—F(a) = 1im(ﬂj2f(a+kﬂ]
n—ow n k=0 n
dir.
Ispat: [a; b] arahginin herhangi bir parcalanmas;,
P= {a, a+ b—a’ a+ 2(b—a)’a + 3(b—a)’ w,a+ —(n—l)(b—a),b}
n n n n
olsun. Diferansiyel hesabin ortalama deger teoremi geregince,
dF(s
F00) = Flter) = T (e — 1)
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olacak sekilde en az bir s; € (xx —Xx—,) noktalari1 vardir. Hipotezde

F'(x) = f(x) olmasi goz oniine alirsak ve x, = a + k(bn—a) secilirse,

e A5 o ) M)

n n
yazilabilir. Buradan,

e (e o)

bulunur. 1. taraf gerekli sadelestirmeler yapilirsa

F(a)-F(b) = [b ajzf( L k(b- a)j

ifadesi karsimiza ¢ikar. Burada n — oo alinirsa,

Fa)- (b)—hm(b ajzf( k(b—a)j

n—oo n
bulunur. //

Diger taraftan bir f, [a; b] araliginda siirekli bir fonksiyonunu ve her
X € [a; b] icin F'(x) = f(x) olacak sekilde stirekli bir F:[a,b] - R fonksiyon
olmasi belirsiz integralin tanimina gore f fonksiyonun integralinin F fonksiyo-
nu oldugunu gostermektedir. Yani,

F(x)= j f(x)dx

dir. Ayrica 5.2. teoreme gore, [a; b] sinirlarinda F fonksiyonu asikardir ki,
b
j f(x)dx = F(a) - F(b)

ya21labilir Biitiin bu yazima gore,

j f(x)dx = F(a) = F(b) = hm(b ajZf(a + k(b_a)j —R(f,P)
n n

k=0

esitligi elde edilir. //

Elde ettigimiz bu esitlige Riemann anlaminda integrallenme adi veri-
lir.

4. Ornek: 1. érnekte tanimladigimiz, f:[0,2] = R, f(x) = x seklinde sii-
rekli bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alani integralin temel teoremi
ile bulunuz.

2 2P o2 2
Cozlim: jde:X— 2——0— =2
0 2 2 2

0
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olarak bulunur ki, bu bize 1. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.

5. Ornek: 2. 6rnekte tamimladigimiz, f:[0,1] - R,f(x) = x? seklinde
stirekli bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alani integralin temel teo-
remi ile bulunuz.

1 3t 3 3
Cozum: IXZdX:X— 1——0— 1
0 3 . 3 3 3

olarak bulunur ki, bu bize 2. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.

6. Ornek: 3. 6rnekte tanimladigimiz, f: [O, g] — R, f(x) = sinx seklinde

stirekli bir fonksiyonun x ekseni ile arasinda kalan alani integralin temel teo-
remi ile bulunuz.

Cozum: nJ/.zsm xdx = —cos X| (cosg —COoS 0] =1
olarak bulunur lii, bu bize 3. 6rnekteki sonucun ayni oldugunu gosterir.
1 - INTEGRAL iLE LIMIT HESAPLARI
Riemann anlaminda integrallenmeden su sonucu ¢ikarirz:
5.1. Sonug: y = f(x) fonksiyonu [a; b] araliginda stirekli ise
}}E}O[b a]zf( _k(b- a)J J-f( Jdx

dir.

Ornek: llm—3(12 +22 43 4t nz) limitinin sonucu nedir?
n—oo n

Cozum:

3 kY
lim—(124+22+3%+---+n?)=lim—= ) k* =3lim
n~>oon3( ) n—)oon % n—)wng n

olur.5.1. Sonuctaa = Ove b = 1,f(x) = x? alimirsax = golacaktlr. Buna gore,
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bulunur.

.. o 1( . .12 Lony )
Ornek: lim—| sin0+sin —+sin—+---+sin— | limitinin sonucu nedir?
n—® [ n n n

- 1 .1 2 . N 1Lk
Coziim: lim=| sin0+sin—=+sin=+---+sin— | =lim = sin—
no n n n) men& n

olur. 5.1. Sonugta a = 0ve b = 1,f(x) = sinx alinirsa x = % olacaktir. Buna go-

re,
1S . k¢
lim—Zsin— = jsinx dx
n-w 1 n g
1
=—cos x|0
=—(cos1—cos0)
=1-cosl
bulunur.

Ornek: limi2
n—oo n

1 2 3 n
(e“ +2e™ +3en +-~-+ne“J limitinin sonucu nedir?

Cozum:

1( L 2 3 n 1 & k
lim—| e" +2e” +3e" +---+ne" :lim—ZZk-e“
n~)00n n*)wn k=0

1&(k) &
:hm—z — |-en
namnkzo n

olur. 5.1. Sonucta a=0veb = 1,f(x) = xe* alinirsa x = % olacaktir. Buna go-

re,

n—w k=0 n

n ko1
limlz(kj-e“ =J.x.eX dx
0
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:ex(x—l)‘:
=e'(1-1)-e’(0-1)
-1

bulunur.

.. LT ke .. ... . )
Ornek: llm—Zcos— limitinin sonucu nedir?
n—>© 21 1= 2n

kr

>0 ola-

Cozim: 5.1. Sonucta a=0veb = g,f(x) = cosx alinirsa x =
caktir. Buna gore,

2
LTS kn ™
lim— ) cos—= Icosxdx
n—>© 21 1% 2n 3

. n/2
:slnx|
0
LT,
=sin—-sin0
=1

bulunur.

2 - INTEGRAL iLE ALAN HESAPLARI
Riemann anlaminda integrallenmeden su sonucu ¢ikarirz:

5.2. Sonug: f fonksiyonu [a; b] araliginda siirekli, x = a,x = b dogru-
lari ile sinirlanan ve x ekseni arasinda kalan alan

A =.Tf(x) dx

dir. Bu durum asagidaki grafiklerle izah edilir.
‘:Iu'.u. .:II,

— b
i 7
:
=

b b
ﬁk=|ﬁ><r:l>< A=—|ﬁ><r::l:><

a a



INTEGRALIN UYGULAMALARI 9

Ornek: y = x + 3 fonksiyonunun x = —1 ve x = 2 dogrularini ile x
ekseni arasinda kalan alani bulunuz.

Coziim: Once y = x + 3 fonksiyonun grafigini cizelim: x = 0 ise y = 3

ve y = 0 ise x = —3 bulunur. Buna gore dogrunun grafigi asagidaki sekilde
verilmistir.
JLy
3
x
3 15 =2 "

O halde,
2 2 2
A= I(X+3)dX:—+3X
-1 -1
2 2
_[2 +3—2J—[ﬂ+3( 1)}
2
—11-1 -2y
2
bulunur.

Ornek: y = —(x? + 5x + 6) fonksiyonun x ekseniyle arasinda kalan
alani bulunuz.

Coziim: Once y = —(x? + 5x + 6) fonksiyonun grafigini ¢izelim: x = 0
isey =6vey =0 ise x; = —2,x, = —3 bulunur. Buna goére paraboliin grafigi
asagidaki sekilde verilmistir.

‘Ll;P
-3 -2 x
I:I Ll

O halde,
-2
A=[-(x*+5x+6)dx

-3
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3 2
=— X—+Si+6x
3 2

-2

-3

bulunur.

Ornek: f(x) = x? — 4 fonksiyonunu x ekseni ile sinirladig1 bélgenin
alanini bulunuz.

Coziim: Once f(x) = x? — 4 fonksiyonun grafigini cizelim: x = 0 ise
y = —4vey = 0ise x; = —2,X, = 2 bulunur. Buna gére paraboliin grafigi asa-
gidaki sekilde verilmistir.

E

e
v

-w

O halde,
2
A:—j(x2 —4)dx
-2
2
3
3
-2
3 . 3
:_(2_-4—2}(( 2) —4(—2)}
3
= 2br2
3
bulunur.

Ornek: [0, 2m] aralifinda y = sin x fonksiyonunun x ekseni ile kapla-
dig1 alani bulunuz.
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Coziim: Once y = sinx fonksiyonun grafigini cizmeyi trigonometri
konusunda gormiistiik.
.lh.y

x
T w

T 27

. . T 27

A= J.sm xdx — Ism xdx =—cos X|0 +cos X|n
0 11

Buna gore,

T 2m
=—CO0S X|0 + COoS X|n

(cos TT—COS 0)+ (cos 2m—cos n)
4

elde edilir.

Ornek: y = % fonksiyonun x = 1 ve x = e dogrulari ile x ekseni ara-
sinda kalan alani bulunuz.

Cozim: Bu fonksiyonun grafigini cizersek asagidaki sekilde verilmis-

tir.
JL}J 1
E,i"= —
o
X
Buna gore,
A:jldx =Inx[’ =Ine-In1=1
1 X
elde edilir.

Ornek: y = x3 — 9x fonksiyonunun grafigi, x ekseni ve x = 5 dogrusu
ile sinirlanan bélgenin alanini bulunuz.

Coziim: x3 —9x =0
x(x2=9)=0
x=0Ax=43
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¥

.

/,.a 4 5 X

0 4 2|° 4 2
A, =[x -9x)dx="--9"| =0- (3) o831 ) 81
) 42|, 4 2 ) 4
3 4 2 4 2
A, =[(x"-9x)dx ="--97| = 3 93] 08
) 4 2| (4 2 4
3
A3=’5f(x3—9x)dx:£—9x—2 = i—‘)i —~ z—9z Vi
3 4 2] \ 4 2 4 2 4

A:§+§+@:@brz
4 4 4 2

bulunur.

Ornek: Yaricapi r olan x? + y? = r? gemberinin alanini bulunuz.

NI

Cozim: Birinci bolgenin alanini bulup 4 ile ¢arparak istenen sonucu
buluruz. Buna gore smirlar [0, r] olacaktir.

A:4J.\/r2—x2 dx
0

seklinde olmalidir. Burada x = asint degisken degistirmesini yaparsak
dx = acost dtolur. Sinirlar ise,
x=0icint=0

. L
X=rigint= 5
olur. Buna gore;

n/2

A=4I Vr? —r?sin’t -r-costdt
0

n/2

=4r? J vJ1-sin®t cost dt
0



=4r?

=4r?

N

=2r

[\S}

=2r
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n/2

J. Jcos®t.costdt

2

nj/-cosz tdt

J/- 1+c052t

0
n/2

t+ 1sm Zt}
2

0

E+lsin 2.5 ||-2r? O+lsin(2.0)
22 ("2 2

=2r k:
| 2
=nr? br’
olur.
X2 y2
Ornek — + 75 = 1elipsin alanii bulunuz.
b2
X2 y2 b
Cozim: — +§ = lisey =+ 5\/ — x? dir.
o y
AY
B|b F
A'K?A —al O a X
—a 0 a X >
KE;Tr:// F
-b
A:4JE\/a2 —x°
a
0
bulunmalidir. Burada x=asint degisken degistirmesini
dx = acost dt olur. Sinirlar ise,
x=0i¢cint=20
X =aicint ==

olur. Buna gore;

2

13

yaparsak



14 INTEGRALIN UYGULAMALARI

n/2

4
A _4b J va?—a’sin*t.a.costdt
a 0

n/2

:4bj,/a2(1—sin2t)cost dt
0
n/2

=4abI vJcos®t.cost dt
0

n/2

=4ab _[cosz t dt
0

n/2
=4abj‘#dt
0
n/2

=2ab| t +%sin Zt}

0

=2ab| E+lsin 2.5 ||-2ab O+lsin(2.0)
2 2 2 2

=2ab E}
2

=nabbr?

olur.

Aciklama: x = f(y) olarak verilen bir f fonksiyon, y = avey = b dog-
rular ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel bélgenin alan1 asagidaki sekilde ve-
rilmistir.

Ya Y
b j b
A A
a xetly) x=H(y) g N
M %
b
b e
A= [Ty A =-[1)ay

x = f(y) fonksiyonunun grafigi ve y ekseni ile siirlanan alan bulunurken
f(y) = 0 denkleminin kokleri (egrinin y eksenini kestigi noktalarin ordinatlari)
bulunur. Bu sinirlar altinda integral alinir.
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Ornek: x = —(y? — 2y — 8) paraboli, y ekseni, y = —1vey = 3 dog-
rular arasindaki alani bulunuz.

Coztim: Fonksiyon x = f(y) seklinde tanimlandigindan integral y de-

giskenine gore alinacaktir.
Y

——

3
) -

- /” 3

x=0isey? —2y—8 =0olupy; = 4,y, = —2 olur. Bu durumda;
3

A= I(—y2+2y+8)dx
-1

3 3

=Y iy?+8y
3 1

(3 Y e
_L 3+3 +8.2J ( 3 +(-1)"+8( l)j

:Ebr2
3

olur.

Ornek: x = y? — y® egrisi ve y ekseniyle sinirlanan bolgenin alanini
bulunuz.

Cozim: Fonksiyon x = f(y) biciminde verildiginde integral y degiske-
nine gore alinacaktir. Simdi egrinin y eksenini kestigi noktalar1 bulalim ve gra-
figini cizelim.

y> -y’ =0
y*(1-y)=0
y=0Ay=1

=y

1
A=[(y’-y")dy
0
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y* vl

3 4
3 1
3 4
=ibr2
12

olur.

5.3. Teorem: y = f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli, x = a,
x = b dogrulari ile sinirlanan bélgenin alani;
b f(b)
[fexydx= [£7(y)dy

f(a)
dir.

ispat: y = f(x) fonksiyonu x = a, x = b dogrulart ile sinirlanan alani;
b b
jf(x)dx = jydx x =f1(y)

sekline dontistiiriliip;

x = aicin f~1(y) = aisey = f(a)
x = bicinf~1(y) = bisey = f(b)
bulunur. Buna gore,

f(b) f(b) b

jxdy = Jf’l(y)dy :jf(x)dx

f(a) f(a) a
elde edilir.

Ornek: y = arcsinx fonksiyonunu x ekseni x = 0 ve x = 1 dogrular1
arasindaki alani ters fonksiyon kullanarak bulunuz.

Cozum:
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1
A= Iarcsin xdx
0

dir. Istenen alani 5.3. teoreme gore hesaplayalim.

y = arcsinxise f71(y) = x = siny ve dx = cosy dy
Sinirlar ise

x =0iciny = arcsin0 =0

x=1liginy = arcsinl =
dir. Buna gore,

1 n/2

Iarcsin xdx = jy cosydy
0

0

S|

integrali elde edilir. Burada kismi integrasyon uygularsak,
u = yicin dv = cosydy
du = dy igin v = siny
alinirsa,
J.ycosydy =ysiny—fsinydy =ysiny +cosy
bulunur. O halde,
1 n/2
Iarcsin xdx = Iy cosydy
0

0

. n/2
:y51ny+cosy|0

=| X sin"+cos™ —(0sin0+cos0)
2 2 2

_T
2
elde edilir.

3 - iKi EGRi ARASINDA KALAN ALAN

kalan alan,

J‘ —g(x)dx]

dir. A§ag1daki grafikte temsili sekil verilmistir.

17

5.4. Teorem: f ve g fonksiyonlar: [a, b] aralig1 ile x ekseni arasinda
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ty
) 7©< o)
! A

p s b

b
Ispat: [a,b] araliginda f fonksiyonun alani A, :J.f(x)dx seklindedir.

Asagidaki sekilde temsili sekil verilmistir.

¥
//_\ *
E b g "

b
Yine [a, b] araliginda g fonksiyonun alan1 A, :I g(x)dx seklindedir. Asagidaki

sekilde temsili sekil verilmistir.

Jl.y
o o)
e
\’_\_//[// x
E b v

Buna gore istene bolge,
b
A=A, - A, = [[f()-g(x)dx]

bicimindedir.

Ornek: y = x> +1 ve y = x + 3 fonksiyonlar1 arasinda kalan alan
bulunuz.

Coziim: Once bu iki fonksiyonun ¢akisma noktalarini bulalim:
x2+1=x+3
x=—-1lvex=2
dir. Bu fonksiyonlarin grafigi asagidaki sekilde verilmistir.
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Jh.y

"FH

_..___
[m]
faf—==—=—==——-=

r 2 ‘ ) x* )(32 9 ,
A=|(x+3)-(x"-1)dx=|(x+2—-x)dx=—+2X——| =—=br
Jx+3)-(¢ -1D)ax= ( Jax == 51 =5

-1 -1 -1
elde edilir.

Ornek: y? = 4x ve y = 2x — 4 fonksiyonlar1 arasinda kalan alani bu-
lunuz.

Cozim: Once bu iki fonksiyonun ¢akisma noktalarini bulalim:
y=2vVxvey=2x—4ise2Vx =2x —4olupx=1vex =4
dir. Bu fonksiyonlarin grafigi asagidaki sekilde verilmistir.
.lh.l;p

1FH

i
P

A=i(2\/§)—(2x—4)dx

41
=I(2x2 -2x+4)dx
1

3 4

3/2 2

1

3
_| %42 16416 —(f—1+4
3 3

—gbr2
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4 - INTEGRALLE HACIM HESAPLARI

5.5. Teorem (Kesit Yontemi): Bir ti¢ boyutlu cisimde [a, b] aralig
lizerinde yerlestirilmis ve bu araliktaki herbir x noktasinda x-eksenine dik
olan diizlemde cismin arakesitinin alan1 A(x) ve A(x) arakesiti x'in bir stirekli
fonksiyonu olsun. Bu takdirde cismin hacmi;

b
H= IA(X) dx
seklindedir.

ispat: [a, b] araliginin bir diizgiin parcasi P, bu parcalara ait bir alt aralik
[Xj_1,X;] olsun. Her par¢acigin hacmi A(t;) kesit alani ile t; € [x;_4,X;] i¢in bir
kenar1 Ax = x; — x;_1 yuksekliginin (kalinliginin) ¢arpimina esittir. P parcasi
ile elde edilen cisimlerinin hacimleri toplami,

H;ZH:A(tiMx
i=0

yazilabilir. P ne kadar ince segcilirse, yaklasik o kadar iyi olur. Buna gore,

n

H=A1§EO§A(X1)-AX

elde edilir. Bu toplam integral toplami oldugundan
b
H=[A(x) dx

bulunur.

Ornek: Bir kenar a, yiiksekligi h olan kare piramidin hacmini bulu-
nuz.

Coztim: Piramidi, yandaki sekilde oldugu gibi, x-ekseni lizerinde [o, h]
araligina yerlestirelim. Cismin x-eksenine dik diizlemlerle arakesiti birer ka-
redir. Apsisi x olan noktadaki kesitin (karenin) bir kenari t birim olsun.

yis
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t X 1i a

—=—=1liset=1x

a h h
olacagindan kesitin alani

2
Ax) =t% = a—zx2
h

olur. Buna gore,

2 h

b b _2 3
H:IA(x)dx:j%XZ dXZ%% :%azh br3

elde edilir. //

Bu kisimda, [a,b] aralifinda integrallene bilen bir f fonksiyonunun
grafiginin x (ya da y) ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan dénel
cismin hacmini bulacagiz.

5.6. Teorem (Disk Yontemi): Bir f fonksiyonunda [a, b] araliginda
stirekli, x = a, x = b dogrular x ekseni ile sinirlanan diizlemsel bélgenin x ek-
seni etrafinda 3609 dondiiriiliince olusan cismin hacmi;

b
H= njfz(x)dx
seklindedir.

ispat:

=
T
o
.

[a,b] araliginin bir diizglin pargas1 P, bu parcalara ait bir alt aralik
[Xi_1,Xi] olsun. t; € [X;_1,X;] i¢cin bir kenar1 Ax = x; — X;_; ve diger kenar1 da
y = f(t;) olan dikdortgensel bolgenin x ekseni etrafinda dondirildigini di-
stnelim. Yarigap1 y ve yiiksekligi Ax olan ince bir silindir tabaka olusur. Bu
silindir tabakanin hacmi

AH = [f(t;)]?Ax = my?Ax
olur. (Bkz. yukarida verilen ¢gemberin alan denklemi)

P parcasi ile elde edilen silindir tabakasinin x ekseni etrafinda déndii-
rilmesiyle bulunan biitiin silindir tabakalarin hacimleri toplamy,
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H=ZH:AHi :Zn:n-yz-Ax
i=0 i=0

olur. Buna gore,

n

b
H:Aljri;n-yz -Ax:n'[yzdx

elde edilir.

Ornek: y = x fonksiyonun x = 5 ve y = 0 dogrular ile sinirlanan diiz-
lemsel bolgeyi x ekseni etrafinda 360° dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini
bulunuz.

Cozim: Once verilen fonksiyonun grafigini cizelim.
T f)=x

Verilen bu sekle gore,
5

H= thxzdx

bulunur.

Ornek: y = % egrisini x = 2,x = 5 vey = 0 dogrulari ile siirlanan diiz-

lemsel bolgenin x ekseni etrafinda 3600 dondiirtilmesiyle olusan cismin hac-
mini bulunuz.

Cozum:
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571 Y
Hzn'[[— dx
X
5
:n_[x 2dx
2
:—nx’l‘s
15
=—7—

XZ

1 1
=—T———

(5 2)
_3n br3
10

23

Ornek: y? = 8x paraboliiniin x = 2 dogrusu ile sinirlanan birinci bél-
gedeki diizlemsel bolgeyi x ekseni etrafinda 3600 dondiiriilmesiyle olusan cis-

min hacmini bulunuz.

Cozum:
Yo
2.4
| }1.!2 - 8x
\ -
2 %
(2=4)
5
H= TEIBXdX
2
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Ornek: x? + y? = r? cemberini x ekseni etrafinda 360° déndiiriilerek

olusan kiirenin hacmini bulunuz.
yA

=f

Coztim: Yarigapi r olan bir gember kendi ekseni etrafinda dondtirii-
liince bir kiire elde edilir. 1. bolgeyi x ekseni etrafinda dondiirtip 2 ile ¢arpar-
sak istenen elde edilir. Buna gore,

H=27t'[r2—x2dx

0

3
= ZR(I‘ZX —~ X—J
3
3
= Zn(ra' - r—J
3

_4 nr® br?

r

0

elde edilir.

Aciklama: x = f(y) olarak verilen bir f fonksiyon, y = a,y = b dogru-
lar1 ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel bélgenin y ekseni etrafinda 3609 don-

diiriilmesiyle ile cismin hacmi,
b

H= ch).f(y)z dy == [x* dy

bicimindedir.

2 #=Hiy)
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Ornek: y = x2 parabolii, y = 4,y = 0 dogrusu ile simirh bélgenin y

ekseni etrafinda 3600 donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.
vk Y= X2

[+]

[ie] ST -
(] SEE -

Cozim: Donme y ekseni etrafinda yapildigindan
y =x?isex = +,[y

olur. Buna gore,
4

4 4 2
Hznj(\/ﬁzclyznjydyzny7 —8nbr®
0 0 0
olur.

Ornek: y? = 4x egrisi, y = 0 ve y = 4 dogrusu ile sinirll blgenin y
ekseni etrafinda 3600 donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.
[ 1 ¥
¥2=4x
y=4

4

=
ks

Coziim: Donme y ekseni etrafinda yapildigindan
2

2 = 4xise x=2—
y 4

olur. Buna gore,
4 4

47 2\ 4 5
H=7c'[ y dy=njy—dy=ny— L
I\ 4 1167 " "80| "5

olur.

5 - iKi EGRi ARASINDA KALAN HACIiM
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5.7. Teorem: y = f(x) ve y = g(x) egrileri, x = a,x = b dogrulan ile
sinirlanan diizlemsek bélgenin x ekseni etrafinda 3600 dondiiriiliince olusan
cismin hacmi;

Her x € [a, b] i¢in f(x) = g(x) olmak lizere

H=n[[f*(x)-g*(x)]dx

seklindedir.
v

y=1ix]

S ¥= gixl

=] i a==

ispat okuyucuya birakilmistir.

Ornek: f(x) = vx ve g(x) = x? fonksiyonlarin simrladig1 diizlemsel
bolgenin x ekseni etrafinda 360° dondiiriiliince olusan cismin hacmini bulu-
nuz.

Coziim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarini bulalim. ki fonksiyo-
nun kesim noktalari ¢éziim noktalarinin oldugu yerdir.

x? = /x
x*=x
x*—x=0
x(x3—-1)=0

x=0Ax=1
olur. Kesim noktalar1 0(0, 0) ve A(1,1) dir. Her x € [0, 1] i¢in f(x) > g(x) oldu-

gundan
¥ A

gl =x2

M=z

-
"

x ekseni etrafinda déndiriiliince olusan cismin hacmi
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H=n[[(Vx)* - (x")"] dx

1

=TCJ.(X—X4)dX
0
Y\
=T ———
0
:3_nbr3
10

olur.

Ornek: f(x) = 2x?%,g(x) = —3x? + 5 fonksiyonlarin Kesistigi diizlem-
sel bolgenin x ekseni etrafinda 360° dondtriiliince olusan cismin hacmini bu-
lunuz.

Coziim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarini bulalim.
2x% = —3x? +5isex = +1
bulunur. Her x € [—1, 1] i¢in f(x) = g(x) oldugundan
i

o

1
1
-1-:11\

gix) = =325

—

1

H= nj[(—3x2 +5)° —(2x%)*]dx
B
=7 [(5x* ~30x* +25)dx
-1
=n(x’ —10x° + 25)()E1

=32nbr?
olur.

Ornek: 0 < a < b olsun. Merkezi (0, b) de bulunana a yaricaph bir
cember tarafindan sinirlanan diizlemsel bélgenin x-ekseni etrafinda dondii-
rillmesi ile elde edilen dénel cismin (tor'un) hacmini bulunuz.
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¥

f(x)=b+VYa?2-x2

g(,\'):%:bv a2 w2

X

;a 0 a

Coéziim: Verilen cemberin denklemi x? + (y — b)? = a? dir. Bu esitlik-
ten y cekilirse

fx) =y, =b+mveg(x)=y2 =b—+aZ—x2
bulunur. S6zii edilen bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Buna gore istenen
hacim

H:nj[(b+\/a2—xz)2—(b—Va2—XZ)Z]dx

—a

=n[(b +2bva’ -x* +a’ —x")—(b’ —2bVa’ —x* +a’ —-x) dx
:4an\/a2—x2 dx

a
:8nbj\/a2—x2 dx (x = asint,dx = acost dt)
0
n/2
=8nb_[ va?—a®sin®t acostdt
0
n/2

=8mna’b J.cos2 tdt
0

1+cost

n/2
—8ma’h j dt
0

=2n*a’bbr?

Aciklama: x = f(y), x =g(y) olarak verilen bir f fonksiyon,
y = a,y = b dogrular1 ve y ekseni ile sinirlanan diizlemsel bélgenin y ekseni
etrafinda 3609 dondiiriilmesiyle ile cismin hacmi,
Hery € [a,b] i¢in f(y) = g(y) olmak lizere
b
H=n[[f*(y)-g"(y)ldy

a



INTEGRALIN UYGULAMALARI

bicimindedir.

¥

ty)
iy

:ll!'lr

Ornek: 0(0,0), A(3,4) ve B(3,0) noktalarindan olusan iiggenin
a) x ekseni etrafinda,
b) y ekseni etrafinda,

3609 donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.

olur.

4
¥ /:,r=-§x
t———-—- Al

B (3,0)
{0,0) X
=3

Coziim: |0A| dogrusunun egimi m = gve denklemiy = %x olur.

a) x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

304 Y 162 1653
H:n.[(—xj dx=n— |x’dx=n
3 9 27

0

=16mbr’

0

b) y ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

29
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olur.

Ornek: y = x? paraboliiile y = x dogrusu arasinda kalan alanin
a) x ekseni etrafinda,
b) y ekseni etrafinda,

3600 donmesinden elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Coézim: Once iki fonksiyonun kesim noktalarini bulalim.
2

X“ =X
x2—x=0
x(x—1)=0

x=0Ax=1
olur. Kesim noktalar1 0(0, 0) ve A(1,1) dir. Her x € [0, 1] i¢in f(x) = g(x) oldu-
gundan
U T

=Y

(0 ﬂf 1

a) x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,

H= ch.[x2 —(x*)*]dx = T{X—3—X—T = n[l—l} = in br?

0 3 5 3 5] 15
olur.
b) y ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan cismin hacmi,
y =x%isex = +,fy
1 2 a4\
1 1) =
H=n 2 yrldy = LY | = 2= | =T
'([[(\/;) y]y (2 4 ), 2 4) 6
elde edilir.

Ornek: y = 1 — x? parabolii [—1,0] aralifinda y = 0 dogrusu arasin-
da kalan bolgenin x = 2 etrafinda donmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

Cozum:
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4
1

v

X=2
y ekseni tizerinde incelersek,

H= nj [(2+./1-y)?—2%]dy = nj [41-y -y -1)]d

olur. Burada I:I‘/ —y dy intergalini ¢6zmek icin u = 1 —y degisken degis-

tirmesini uygularsak, du = —dy olacaglndan,
2 3
[=|{y1-ydy=— \/_dU— +c=—4/1-y +c
I Y -[ 3/2 3 Y
bulunur. Buna gore;
2 1
H=n —§,/1—y3—y——y LN
3 2 , 6

elde edilir.

5.8. Teorem (Kabuk Yontemi): y = f(x),y = g(x) ile x =avex=b
dogrular tarafindan sinirlanan boélgenin y-ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile
meydana gelen donel cismin hacmi

H=2n j [x[f(x) - g(x)] dx

a

dir.

ispat: y ekseni ilizerinde [a;b] arahgmin bir parcalanmasi
P = {yo,¥1,¥2, -, V¥n} olsun. Her bir [y;_;,y;] araliginda bir t; secelim. Boyu
If71(t;) — g7 1(t))|, eni Ay; olan dikdértgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle meydana gelen silindirik tabakanin hacmi

= |ny? — my?, |17 () — g7 (1)
Yi—Yi - -
—zn| S 1F71 () — g (8

olur. Istenen H hacmi, yaklasik olarak bu AH; hacimlerinin toplamina esittir.
Buna gore,
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H=2n
=0

Yi—Vi-1

MTmhfl(ti)—gl(tJ\Ayi

olur. Ayrica = t; oldugundan,

Ax—©

H= lim ih”fﬁl(ti) - gil(ti)‘AYi
i=0
elde edilir. f — g integrallenebilir ise
b
H=2n[y[f" (x)-g " ()] dy

olur.

Ornek: y = Inx egrisi y = 1 dogrusu tarafindan smirlanan bélge x-
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen cismin hacmini bulunuz.

Cozum:
ﬁx y
y=Inx

=]

[

y = Inx egrisi x = Y dir.
b 1

H=2nly[e’ ~0]|dy =2r[ye’ dy =2n(y - 1)e’| =2nbr’
a 0

6 - INTEGRALLE YAY UZUNLUGUNUN HESAPLANMASI

5.9. Teorem: Bir f fonksiyonunun [a; b] araliginda tiirevli ve bu ara-
likta kalan yayin uzunlugu

b
0= [{1+(y'Ydx
seklindedir.

ispat: y = f(x) fonksiyonunun [a; b] aralifinda tiirevli ve [a; b] araligi-
nin bir parcalanmasi P = {y,, v4, V>, ..., yn} olsun.
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v
e B y=ix
A [y
x |© -
0 a x x4+ Ax b ;(_

Ax ¢ok Kkiigiik oldugundan AB yayinin uzunlugu A€ uzunlugu ile AB dogru par-
casinin uzunlugu yaklasik olarak birbirlerine yakindir. Buna gore,

Avi\ 2
A = |AB] = V(Ax)? + (Ay)? = |1+ (A—yk) Axy
Xk
yazilabilir. Buna gore,

2
n Ay
2= 1+ k1 Ax
2 (Ax] ‘

k

elde edilir. Ax — 0 i¢in limiti alinirsa,

2
/=1limy’ 1+(iyk] AX,
Xy

n
A
x—0 kel

A
olur. Burada A_Zk — y’ olup diferensiyel ve integral hesabinin temel teoremi
k
geregince
b
0= [{1+(y") dx

elde edilir.

Ornek: y = 3x + 5 fonksiyonun [0; 10] araligindaki uzunlugunu bulu-

nuz.
Cozim: y' = 3 olacagindan
! = dex = \/EXEO =/10.10
elde edilir. O

Ornek: r yaricaph bir cemberin uzunlugunu bulunuz.
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sy
N

Cézim: r yarigapli cemberin denklemi x? + y? = r? oldugundan birinci
boélgenin yay uzunlugu bulunup 4 ile carpilmalidir.
y = ViZ — x2
/ —2x —X

y = =
ZJ r2—x2 r2—x?2

1+ (@) =1+ 2_2 =5
r—x

olacagindan

£=4j 1+(y') dx
0

. X
=4rarcsin —

=4r(arcsin1—arcsin0)
i
=4r(=-0
(570

=2nr br
olarak elde edilir.

\ 2
Ornek: 0 < x < 2araliginday = XT - lnTx yayinin uzunlugunu bulunuz.

o2 1, x 1
Goztim:y' =7 -5 =3~ 73%
; x 132
1+(y)2=\/1+(§—5)
x2 x 1 1
_\/1+Z_2§E+m
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1
4x2

= 1+11n2 - l+lln1 :§+lln2br
2 4 2 4 2

Cozim: Verilen fonksiyonun kapali fonksiyon olduguna dikkat ederek
tirevini alirsak,

Wl

y=

H|

X3
olur. Buna gore ¢evre uzunlugu,

1
£=4j 1+(y')dx
0
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bulunur.

7- DONEL CiSIMLERIN YUZEY ALANLARI

5.10. Teorem: Bir f fonksiyonunun [a; b] aralifinda tiirevli olsun. Bu f
fonksiyonunun x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin ytizeyin ala-
ni,

b
A= 2n_ﬂy| 1+(y')dx
seklindedir.

ispat: y = f(x) fonksiyonunun [a; b] araliginda tiirevli ve [a; b] araligi-
nin bir parcalanmasi P = {y,, y4,y>, ..., yn} olsun.

v

y=f)

[Xi_1, X;] araligina karsilik gelen egri parcasinin dondiiriilmesiyle olusan yiize-
yin alan1 yaklasik olarak

AA; = Tf(xi-1) + fx) IV (ki — Xi—1)? + (F(xi) — f(xi-1))?

Ay z
= mlfC0) + Gl [1+(3) o,
k

olur. Diferansiyel hesabin ortalama deger teoreminden [x;_;, X;] araliginda

f(xi) — f(xi-1) = F () (x5 — Xi—1)
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olacak sekilde bir t; noktasi vardir. Ayrica Ax; ¢ok kiictik secildiginde x;_4 ve x;
noktalar1 da t; noktalarina yaklasir. f siirekli oldugundan f(x;_;) ve f(x;) da
f(ty) degerine yaklasir. Dolayisiyla

Ayk 2
AAi = ZTIflf(tl)l 1+ (A_) AXk
Xk

= 2mlf(t))] /1 + (£(t)” Axy

yazilabilir. Tiim ytlizey alani, bu pargalarinin toplaminin Ax = 0 i¢in limiti esit
olacagindan

A=lim > 2nff(t Y1 +E(t )] Ax,
i
olur. Sagdaki toplam bir Riemann toplami oldugundan

A=2n[[fCN1+(F(x)) dx

a

A=2njl|f(x)|w/1+(y')2 dx

bulunur.

Ornek: r yaricaplh bir kiirenin yiizey alanini bulunuz.
y A

Coziim: y = Vr2 — x? yar1 ¢emberinin x-ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle r yarigaplh bir kiire olusur.
—X

y' =

2 _x2
olacagindan

X 2 2
1+(y)?=1+ =1t =02

r2_x2

dir. Buna gore, kiire yiizeyinin alani
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A=2n|Vr*—x* ———dx =2nr | dx = 4nr? br2
[y

r
Vr? —x? et

olur.

Ornek: Denklemi y =x3,0 <x <1 olan egrinin x-ekseni etrafinda

dondirilmesiyle olusan yilizeyin alanini bulunuz.

J y=i0

Céziim: y' = 3x? oldugundan

b
A= ZnIy 1+(y') dx

1
IZEIX3\/1+9X4 dx
0
yazilabilir. Burada t = 1 + 9x* degisken degistirmesi yapilirsa dt = 36x3dx ve
sinirlar x = Oicint = 1 ve x = licint = 10 olacagindan alan;

1% T2,
A=2n— [Jede=—-Z¢
364 18 3

o
=—(10*-1) br?
, 18

olarak bulunur.

Ornek: Denklemi x = ﬁ,O <y <2 olan egrinin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini bulunuz.

Cozim: x' = ZL\/V oldugundan
1+(x)? =1+ =211

4y 4y
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olur. Buna gore

AZZTCTX\/1+(X')2 dy
~2n[Jy L

+4y
dy
2Jy

2

=n|1+4yd
[Vi+4y dy
0

yazilabilir. Burada t = 1 + 4y degisken degistirmesi yapilirsa dt = 4dy ve si-
nirlary = Oigcint = 1vey = 2 icin t = 9 olacagindan alan;

9 2 9
A:EJ\/Edt:E-—t”2
4 43

_T27-1)=Srbr
4 2
olur.

Ornek: x? + (y — 1)2 = 1 ¢emberinin y = —1 dogrusu etrafinda dén-
diiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini bulunuz.
A Y e
Ul Y

i

= y ==
Cozim: Cemberin iist ve alt yarilarinin denklemleri sirasiyla
y=1+Vl—-x?vey=1—-v1—x?
dir. Bu ¢ember pargalarinin y = —1 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle mey-
dana gelen donel yiizeylerin alanlar toplamidir.

1 2 1 2
A=2nj1+d1—x2+QJ1+1X 2dx+2nj1—#1—x2+qJ1+1X _ dx
A | —X et —X

1
=27 [[2+1-x* +2-41-%° 11'2dx
—X
-1
1

=2nJZ+Jl—x2+2—V1—X2 L

2
b 1-x

=8 (1 d
= n'[l—xz X




40 INTEGRALIN UYGULAMALARI

1

=8n arcsinx
-1
=8’

8 - INTEGRALLIN HIZ PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Bir hareketlinin t aninda gittigi yolun uzunlugu S(t) ise
1. Yolun zamana gore tiirevi hiz1 verdiginden, hiz v= % oldugunu

2. Hizin zamana gore tiirevi ivmeyi ya da yolun zamana gore ikinci tii-
.. . .. . dv d*S o . )
revi ivmeyi verdiginden, ivme a T oldugunu tiirevin uygulamalari
t
boéliimiinden biliyoruz. Buna gore,
a :d_v ise adt=dv
dt

olacagindan t aninda;

1. Hizin zamana gore integrali yolu verir S =J:v(x)dx

- 0 e . " " t
2. lvmenin zamana gore integrali h1z1 verir v= I a(x)dx
0

Ornek: t zaman, S yol olmak tizere bir hareketlinin hizi

v(t)=sintv/2+2cost

olduguna gore, 0<t<n zaman aralifinda, t=n= aninda hareketlinin gittigi yo-
lun uzunlugunu bulunuz.

. A ds
ozum: v(t)=—
¢ (t) it

sintv2+2cost :E
dt

dS =sintv2+2cost.dt
S= Lnsint\/Z +2cost.dt

u=2+2cost alirsak du=-2sint.dt
t=0 i¢cin u=2+2cos0 ise u=4
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t=m i¢in u=2+2cosm ise u=0

Szijﬂntvz+2costdt
=—1J.4\/E.du
2Jo

1 u? 0

2312,

1 3/2
—_—(0-4

3( )

:§ br.
3

Ornek: Bir hareketlinin t zamanmindaki hiz1 v(t)=[t—1| dir. 0<t<4 ol-

duguna gore, t =4 aninda hareketlinin gittigi yolun uzunlugunu bulunuz.

-t+1 , 0<t<1
t-1 , 1<t<4

v:ﬁ ise |1—t|=§
dt

Coziim: v(t)=|t—1|= {

0<t<1 icin dS=(~t+1)dt
1<t<4 icin dS=(t-1)dt

S= jo4|t —1|dt

- j:(—t +1)de+ f(t “1)dt

4

9- DIFERENSIYELIN INTIGRALE UYGULAMASI

Bir birimim zamana tiirevi, birim ile elde edilen verinin ¢carpimini verir.
Elde edilen bu degerlerin integrali, o birimin zamana gore fonksiyonunu verir.

Ornek: Bir askeri kurumda saghk giderleri i¢cin yapilan harcamalarda
her y1l bir 6nceki yila gore % 3 arttig1 tespit edilmistir. Saghk giderlerini y, za-
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mani X olarak gosterirsek, saglik giderlerini zamana gore fonksiyonunu elde
ediniz. 2019 yilinda o askeri kurumda yillik saglik gideri 100 000 & olduguna
gore 2022 yilinda bu askeri kurumda kag lira saglik gideri olacaktur.

Coztim: % 3 = 0,03 olmak tizere, saghk gideri y, zaman x oldugundan
fonksiyonun tiirevi

dy

—=0,03
dx y

d_y =0,03dx
y

bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,
j dy _ jo,osdx
y

Iny=0,03x+c

0,03x .c
y=e e

elde edilir. Burada 6zel olarak ec = A segilirse,
y = Ae0,03x

fonksiyonu elde edilir. Burada A = 100 000 % dir. Clinkii 2019 yilinda o askeri

kurumda saglik gideri 100 000 £ olmustur. 2022 yili ile 2019 y1li arasinda 3

oldugundan x = 3 diir. Su halde 2022 yilinin saghk gideri

y=Ae®”* =10000.e0033 =109 417 &
olacag tahmin edilmektedir.

Ornek: Tiirkiye’nin 2019 yilinda niifusu 82 500 000 oldugu bilinmek-
tedir. Tiirkiye’nin onceki yillara gore ntfus artisi yillik % 1 oldugu tespit edil-
mistir. Bu ilgemizin niifus artis hiz fonksiyonu ve 2023 yilinda tahmini niifusu
elde ediniz.

Cozim: %1 = 0,01 olmak tizere, niifus y, zaman x oldugundan fonksiyo-
nun tirevi

dy
—=0,01
dx y
d_y =0,01dx
y

bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,
jd—y - j 0,01dx
y

Iny =0,01x+c
y= e0,01xec

elde edilir. Burada 6zel olarak ec = A segilirse,
0,01x

y =Ae
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fonksiyonu elde edilir. Tiirkiye’nin 2019 yilinda niifusu A = 82 500 000 oldu-
guna gore, 2019 yili ile 2023 y1l1 arasinda 4 y1l oldugundan x = 4 diir. Su halde
2023 y1linin tahmini niifusu

y = Ae®™ =82 500 000.e%014 = 85 866 888

olacag tahmin edilmektedir.

Ornek: 70°C sicakliktaki bir cam kahve bardagi 20°C sicakliktaki bir
odaya birakilirsa, zamana bagh olarak kahvenin nasil degistigini veren fonksi-
yonunu bulunuz.

Coztum: Kahve bardag 20°C sicakliga diiseceginden sicakligin degisimi-
niy ile gosterirsek,

dy
2 = _(y-20
= (y —20)

_dy
y—20
bulunur. Her iki tarafin integralini alirsak,

d
y——};():_J.dX

Injy —20|=—x+c
y—20=e"e°
elde edilir. Burada 6zel olarak ec = A segcilirse,
y=20+Ae "
fonksiyonu elde edilir. Burada zamana gore cismin soguma hizini verir. (Her

cismin soguma hiz1 farklhidir. Mesela, demirin soguma hizi, cam soguma hizi
porselenin hizi farkh farkhidirlar.)

COZUMLU ALISTIRMALAR

Alan

1.y = x3-x egrisi ile x-ekseninin sinirladig1 alan degeri nedir?

Cozum:
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0 1

A= I(X3 —x)dx —j(x3 —x)dx
4 2), 4 2
1

=— br?
2

1

0

. . T - P
2. y = sin 2x fonksiyonu x=2 dogrusu ve x-ekseni ile sinirlanan alan

kag birim karedir?

Coztim: Verilen fonksiyonun grafigi
Vi

seklindedir. Buna gore,
n/2

1 n/2
J-sin 2xdx = ——cos2x
0 2

1 1
=——(cosn—cos0)=—=(-1-1)=1
0 5! )=—5( )
elde edilir.

3.y = x?,y = |x| fonksiyonlari arasinda kalan alan nedir?

Coztim: Mutlak deger fonksiyonu ve parabol ¢izme islemleri kullanarak
asagidaki sekli cizilebilir.

1 5
y=x’
¥ =[x|

0(0,0) 1 X

Buna gore,
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v (2 Y _J(1F 1) (0 o] 1
A_zjo(x—x)dx_z(z ]0 ZHZ 3] (2 3]} 3

3
4. y = |x?> — 1| fonksiyonu ile x = 0,y = 0,x = 2 dogrularinin sinirla-
dig1 bolgenin alanini bulunuz.

elde edilir.

4y
y=‘x2 —l|

L Bol

Céziim: x? — 1 = 0 ise x = 1 olduguna gore isaret incelemesi yaparsak,

X |-o -1 1 ®
x2-1 + % - + +
0<x<1ligin|x?-1]=—-x*+1

1<x<2igin|x?2—1|=x2-1
grafigi cizilir. dir. Su halde,

A=[ (- +1)dx+j(x2 ~1)dx

2

55

5. Reel sayilar kiimesi iizerinde tanimly, artan ve siirekli bir f fonksiyon
asagidaki sekildeki veriliyor.
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v

Buna gore, J‘OZ f(x)dx integralinin degerinin araligin1 bulunuz?

Coziim: Egrinin altinda kalan alanlar A ve B olsun. Buna gore
[[fG)dx=A+B olur.
2<A<3ve3<B<4

5<A+B<7
2
5< jo f(x)dx <7
< . . : 1 : 1
6. Asagidaki sekilde verilen y =1 — =z fonksiyonunun x = — 5, X = 2

dogrular: arasinda kalan boélgenin alani nedir?

Cozum:
+ 172 -1 -1/2
fa-x?ydx+ [a-x7?)dx =(x+x-1)\72+(><+><-1)L1 =1

-2 -1

7.a > 0 olmak iizere y = x> + ax fonksiyonu x-ekseni ve x = 2 dogrusu
ile sinirl alan 12 birim kare olduguna gore a’nin degeri nedir?

[ xt x|
Cozum: J-(X3+aX)dX=Z+7 =4+2a=12 isea=4
0

0
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8. y = Inx fonksiyonu, x-ekseni ve x = m, (m > 1) ile sinirh bélgenin

alani 2Zm + 1 birim olduguna gore m’'nin degeri nedir?
ymp In x

/Fz
/1n;'

Cozum: Ilnxdx=2m+1
1
Xlnx—x|'1n=2m+1
(mlnm—-m)—-(1ln1—-1)=2m+1
(miInm—-—m)+1=2m+1
mlnm—m = 2m
mlnm = 3m
Inm=3
m = e3

9. Denklemi y = x? ve y? = 8x olan egrinin sinirladigi bélgenin alan
kac birim karedir?

Coziim: y = x? ve y = v/8x olarak incelenecektir. Bu iki fonksiyonun
kesisme noktasi
V8x
8x
8

2
4
3

XKoo XX

=2
dir. Buna gore asagidaki sekil cizilir.

|
\
\
\
'l
\
‘-

N = « - « -

\
j(\/&—xz)dx =i(2x/le/2 —x*)dx
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312

3/2
N

3/2 3|,
MZWZ 2_3
3 3
:§br2

olarak elde edilir.

10.

Sekilde y=e*, y=4e™ fonksiyonlarinin grafikleri ve y-ekseniyle siirl olan ta-
rali boélgenin alani kag birim karedir?

A)1 B)2 C)3 D)/n2 E)/n3

Cozum: Bu iki fonksiyonun kesisim noktalar1 bulalim.
e =4e"
e =4
e’ =2
x=In2
Kesisme noktasi (In2,2) dir. Buna gore taral bolgenin alani,

In2

I(4 —e*)dx=—4e* —¢e*

In2

4_efln2 an) ( 4e70 )

=(-
[4 J(41)
=1
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2
11. I(\/ 4—-x* —x)dx integrali hangi araliktaki bolgenin alanini verir?
0

2

7 7
Cozim: j(\/4—x2 —x)dx = I V4-x*dx - J.xdx
0 0 0

Bu integral y = V4 — x2 alinirsa x? + y2 = 4 ¢emberi ile y = x dogrula-
rin sinirladigi alandir.
Y
X +y =4 y =X

A o

2

12. | (V25-x* —x)dx integrali hangi araliktaki bélgenin alanini verir?

S

Coziim: {Oi} araliginda y=+25-x* yani x*+y”=5° cember yaymin

J2

altindaki alaninin y =x dogrusu altindaki alandan farkini ifade etmektedir.
N
5

> A

Y X

<o
&
)__]| -

Donel Cismin Hacmi
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13. y =sinx,y = 1,x = 0 tarafindan sinirlanan kapali bolgenin y = 1

dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.
Ay
' A

:\':1 7 R

0 X i3

Cozlim: y = sinx fonksiyonun dénme ekseni olan y = 1 dogrusuna
olan uzaklig
|AB| = 1 —sinx
oldugundan
n/2

H=n I(l—sinx)zdx
0

n/2
=7 J(l—Zsinx+sin2X)dx
0
n/2

=7 j (1—Zsinx+%(1—c052x))dx
0

n/2 3 . 1
=TCI ——2sinx——cos2x |dx
o L2 2
n/2

=7 §x+2cosx—lsin2x
2 4

0

zinz —2mbr3
4

14. Smurlari [0, 2] araliginday = 2 — xve y = 6 — 3x dogrular1 arasinda
kalan donel cismin hacmi ka¢ birim kiiptiir?

Coztum: Verilere gore sekil asagidaki sekildeki gibidir.
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H:nJ(Z—%) dy—n!(Z—y)zdy

0
6 4 y 2 2
= n£[4—§y+(§j jdy —7:'[(4—4y+y2)dy

0

= 871—8—7E
3
_ 167 br?
3
15.
JL}:. F‘=Ex
// x
=10 ¥=a iy
y = e* fonksiyonu ile x = —10,x = 1 vey = 0 dogrulari ile sinirli bolgenin x-

ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmi g(eZa —e ™) br3

olduguna gore, a’'nin degeri kactir?
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a
:E(eZa —e ™)

f 1
ozim: H=7 |(e*)*dx = .= .e*
o IC8) <" =3

-10
g(eZa _efzo):g(ew _e®)

a=5

Yay Uzunlugu

3
16. y =%(X2 +2)? denklemiyle verilen egrinin [0;3] arasinda kalan par-

casinin uzunlugu kag birimdir?

1 1
(x* +2)%.2x = x.(x* + 2)?

N W

. o1
ozZum: =—.
C y'=3

(= \/1+{x.(x2 +2);} dx

3
0
3
J‘\/1+X2.(X2 +2).dx
0
f
0

Vx'+2x% +1.dx

3
j (x? +1)2.dx
0
3
= [(x*+1).dx

0

3
X3
—+x

3 0
=12 br
bulunur.

Donel Cismin Yiuzey Alani

17.9y? = x(3 — x)? egrisinin ilmegi x-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor.
Meydana gelen yiizeyin alanini bulunuz.
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,,,,,,,,,

Cozim: Ilmegin iist parcasinin denklemi
y=3Vx(3-1,0<x<3

dir. Ayrica
2 2
' 1 3—x1” _ [x+1
1+(y)2=1+[§(—\/x)+—2 = —[—2 =
oldugundan

b
A=2nIy 1+(y') dx

2Jx

3
=EI(3+2X—X2)dX
30

2
=Tl 3x+2x2 -2
3 3

=37 br?

3
ZZRI%\/;(3—X)X+1 dx
0

3

0

bulunur.

18. Denklemi —§+ g = 1 olan dogru ve koordinat eksenleriyle sinirh

bolgenin x-ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olusan koninin yilizey alani

V10

5 " birim karedir. Buna gore, a'nin degeri nedir?
iy ¢ X,y : a o .
Cozim: — 3+3= lisey = 3 (x + 3) dogrusu i¢in
x=0iciny =a
y =0i¢inx = -3
olur.
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¥ n —i+ =1
3

w |~

A

7
B / (
! G
/E\ !

__f"/m\

v

~2

\"'.

N

Ty = fi G 45

-

oldugundan Dénel cismin yiizey alani,

b
AzZnIy 1+(y') dx

0 _2 [.2
:nja—(x+3)2aT+1dx

2 2 0
_ava o Va+1nj(x+3)2 dx
27 3
_a’va'+1 n(X+3)Z |0

27 3|,

a®va*+1 \/En

81 9

bulunur. a = 3 elde edilir.
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