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7. BOLUM
KUTUPSAL KOORDINATLAR

KUTUPSAL KOORDINAT KAVRAMI

Kartezyen koordinat sisteminde verilen bir sayinin eksenlere uzakligina o
noktanin koordinatlar1 diyorduk. Bu noktalarin kutba (orijine) olan uzakliginin x
ekseni ile yaptig1 agiya kutupsal koordinatlar olarak adlandiracagiz.

Kutupsal koordinat sistemi, matematik, fizik, mihendislik, denizcilik, robot
teknolojisi gibi bir¢cok alanda kullanilir. Bu sistem, iki nokta arasindaki iliskinin
act ve uzaklik ile daha kolay ifade edilebildigi durumlar icin 6zellikle kullanighdir.
Kartezyen koordinat sisteminde, boyle bir iliski ancak trigonometrik formiiller ile
bulunabilir. Kutupsal denklemler, ¢ogu egri tipi icin en kolay, bazilar i¢in ise
yegane tanimlama yo6ntemidir.

Antik Yunan uygarliginda a¢1 ve yaricap kavramlarinin kullanildigi bilin-
mektedir. (MO 190 - 120), her ag¢i i¢in kiris uzunluklarim veren bir Kiris fonksi-
yonlar1 tablosu olusturmustur ve yildizlarin konumlarini belirlemek icin kutupsal
koordinatlar kullandifina iliskin kaynaklar bulunmaktadir. "Spiraller Uzerine"
(On Spirals) adli eserinde Arsimet, {inlii spiralini yarigapin agiya bagh oldugu bir
fonksiyon olarak tanimlar. Bununla beraber, Yunan ¢alismalari, koordinat siste-
mini tam olarak tanimlayamamaistir.

Kutupsal koordinatlar1 resmi bir koordinat sisteminin parcasi olarak ilk
olarak kimin tanimladigina iliskin farkli s6ylemler vardir. Konunun tarihcesi, Har-
vard profesori Julian Lowell Coolidge'in "Kutupsal Koordinatlarin Kaynag" (Ori-
gin of Polar Coordinates) adl kitabinda anlatilmistir. Gregoire de Saint-Vincent ve
Bonaventura Cavalieri yaklasik ayni zamanda birbirinden bagimsiz olarak kav-
ramlar1 olusturmaya baslamistir. Saint-Vincent, calismalarimi 1625 yilinda yazmis
ve 1647 yilinda yayimlamisken, Cavalieri de 1635 yilinda kendi calismalarinin ilk
baskisini yapip, 1653 yilinda elden gecirilmis bir siirlimiinii yayinlamistir. Bir Ar-
simet spirali icindeki alanla ilgili bir problemin ¢6ziimiinde kutupsal koordinat
sisteminden ilk yararlanan Cavalieri olmustur. Daha sonra Blaise Pascal, parabo-
lik yaylarin uzunlugunu hesaplamak i¢in kutupsal koordinatlar1 kullanmistir.

1671 yilinda yazilmis ve 1736 yilinda basilmis olan Method of Fluxions ca-
lismasiyla Isaac Newton, kutupsal koordinatlara bir diizlemdeki herhangi bir nok-
tanin yerini saptama yontemi olarak bakan ilk kisi olmustur. Newton, kutupsal
koordinatlar ve diger dokuz koordinat sistemi arasindaki doniistimleri incelemis-
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tir. Acta eruditorum (1691) adh calismasinda Jacob Bermoulli, sirasiyla kutup ve
kutupsal eksen olarak adlandirdigi bir nokta ve o noktanin iizerinde yer aldig1 ek-
senden olusan bir sistem kullanmistir. Bu sistemde koordinatlar, kutba gore uzak-
lik ve kutup eksenine gore ac1 ile belirtilmistir. Bernoulli'nin ¢alismasi, bu koordi-
natlarla tanimlanmis egrilerin egim yaricaplarini hesaplamaya kadar ilerlemistir.

Gregorio Fontana'ya atfedilmis olan kutupsal koordinatlar terimi, 17. yiiz-
yil Italyan yazarlan tarafindan kullanilmistir. Terimin Ingilizce yayinlarda ilk yer
alis;, George Peacock'in Sylvetre Frangois Lacroix'ya ait "Diferansiyel ve Integral
Hesaplamalar" (Differential and Integral Calculus) adhi kitabimi ¢evirmesi ile 1816
yilinda olmustur. Alexis Clairaut ve Leonhard Euler, kutupsal koordinat kavrami-
nin ¢ boyuta uyarlanmasinda rol oynamislardir. (Marie Antoinette)

7.1. Tanim: (0,0) Baslangi¢ noktasi lizerinde |OP|=r dogru parcasi ve po-

zitif yonde (x eksenine saatin ters yoniinde) 0 kadar a¢1 yapan noktalarin kiimesi-
ne (geometrik yerine) kutupsal koordinatlar denir.

Kartezyen koordinat sistemindeki P(a,b) noktasi kutupsal koordinatlarda
P(r,0)=P(r,0+2kn), (ke Z)
bicimindedir.
dh‘}]

L P(3,6)=P(r,6)

-

=]

Burada dikkat edilirse,
sinOZE, cosG:3 ve 'canG:E
r r a
oldugu goziikiir.

Ornek: Kartezyen koordinatlardaki P(2,2) noktasim kutupsal koordinat
sistemine ceviriniz.

Cozim:

-
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r nin deferi Pisagor teoreminden r=+2%+2%=2yJ2 dir. OPA ii¢geninde
sin6=72, cosezg oldugundan 6=45° :% dir. Buna gore
P(2,2)= P(Z\/E gj

bulunur.

Ornek: Kartezyen koordinatlardaki P(l,\/g) noktasim kutupsal koordinat
sistemine ceviriniz.

Cozum:

b
-

B P(l,ﬁ}=P[2,%]

X
b
L4

&
r nin degeri pisagor teoreminden r=+v1° +\/§2 =2 dir. OPA licgeninde sinezg,

cos6 =% olacagindan 6=60° :g dir. Su halde P(l,\/g) = P(Z,%J bulunur.

Ornek: Kutupsal koordinatlardaki P(Z,Z?nj noktasini kartezyen koordinat

sistemine ceviriniz.

Coztm: Kutupsal koordinatlardaki P(Z\/E :%J noktasimin kartezyen koor-

dinatta karsiligit P(a,b) olsun.

) Ty
Pl 242, —
227
——————— b
|
: \9
| .
I
a O

%:1350 oldugundan PAO iicgeninde

a 2

, cos(180—6)=—=—7

N | 55

sin(180-0) =

b
242
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olacag@indan a=-2, b=2 dir. $u halde P(Z\/E '%Tnj =P(-2,2) bulunur.

Not: Goriilecegi gibi P(a,b) noktasinin kutupsal koordinati P(r,0) ise ke Z
icin P(r,0+2kn) de P(a,b) noktasinin kutupsal koordinatidir.

'}. -~
g
\ _
O X

P(r8)
Pi(r.8+2kn)

7.1. Uyar1: Burada r>0 icin bu tanmimlar yapildi ise de negatif r sayilar
icinde bir P noktasimin kutupsal koordinati tamimlanabilir. Ornegin r>0 olmak

lizere bir P noktasinin kutupsal koordinati P(r,0) ise yonlendirilmis |OP| dogru

parg¢asinin tersi yonde r birim gidilirse R(-r,0) de O noktasina gore P noktasinin
simetrigi olan R noktasiin kutupsal koordinati olur. R(-r,0) noktasimin diger bir
kutupsal koordinati da R(r,0+m) dir.

pir8)

m+4d \9

//0 x

R(—r,0)=(r8+m

7.1. Teorem: Kartezyen koordinatta P(x,y) noktasinin kutupsal koordina-
t1 P(r,0) ise bu noktalar arasinda
x=rcosO ve y=rsin0
iliskisi vardir.

Ispat: Verilen bilgiler dogrultusunda su grafik cizilebilir.
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Y

y=rsinf -——————

.

0 x=rcosf8 -~

Bu sekle gore
x=rcosf ve y=rsin0
iliskisi olusur.

Mesela, yukaridaki bir 6rnekte Kartezyen koordinatlardaki P(l,\/g) nokta-

sinin kutupsal koordinatta P(Z,gj oldugunu bulmustuk. Buna gore,

1 :2cosE ve \/§:25inE
3 3
dir.

Ornek: Kutupsal koordinatlar olarak verilen

s
a) P(— 3, Ej

s
o

noktalarina karsilik gelen kartezyen koordinat noktalarini bulunuz.
Coziim: a) r=-3 ve 0 =g dir. Buna gore
x=rcosH =—3cos§ =0
y=rsinf= —3sing =-3

olur. O halde P(—3,§] nin Kartezyen koordinati P(0,—3) diir.

b) r=2 ve 9=—g dir. Buna gore

x=rcos(9=2cos(—gj=x/§
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y=rsin6=251n(—gj=_1

olur. O halde P[Z,—gj nin Kartezyen koordinati P[\/g,—l) dir. //

x#0 olmak iizere tand= yada arctan? =0 esitliklerini kullanarak 6 y1
X X

bulurken dikkatli olmaliy1z. Ornegin P(1,1) ve P(~1,—1) noktalar1 i¢in bu esitlikler
kullanilirsa

1 T -1 T
arctan| — |== ve arctan| — |=—
1) 4 -1) 4

olur. Fakat P(1,1) ve P(—1,—1) noktalar icin gerek 0 degerleri sirasiyla ng ve

0= S—Tt dir.
4

Yh

[ ]
&k

N

=V

(=1,-1)

Ornek: Kartezyen koordinattaki P(3,4) noktasimmn kutupsal koordinatta
arctanjant yontemiyle bulunuz.

Cozum: i) 3 ve 4 koordinat sisteminde I. bdlgede
ii) r=v3*+4* =5
iii) 6= arctang =37°
oldugundan

P(3,4)=P(5,37")
bulunur.

7.1. Uyart: Her ne kadar r >0 i¢in bu tamimlar yapildi ise de negatif r sayi-
lar icinde bir P noktasimin kutupsal koordinati tanimlanabilir. Ornegin r>0 ol-
mak iizere bir P noktasinin kutupsal koordinati (1, 6 ) ise OP 1sininin tersi yonde r
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birim gidilirse (-r, © ) de O noktasina gore P noktasinin simetrigi olan nokta ku-
tupsal koordinati olur.

KUTUPSAL KOORDINATLARDA FONKSIYONLAR

Kartezyen koordinat sisteminde verilen bir fonksiyon
x=rcosO ve y=rsin0

denklemleri ile kutupsal koordinatlara ¢evrilir. Burada,
x*+y” =r” cos’ 0+r’sin® O=r*(cos” 0 +sin” @) =r’
oldugunu gormek gerekir.

Ornek: Asagida verilen kutupsal koordinatlardaki denklemleri Kartezyen
koordinatlarda ifade edelim.

a) r=10 b) r=2cosOtan6

c) tan6=5 d) rcot6=4
e) r=1-sin6

Cozim: a) r=10 ise x*+y*=r?=10*=100

b) r=3cos6 tan6

Vx% +y? =3cos0 sin®

cosO

Jx*+y® =3sin0
Jx2+y? -37
r

d) rcot6=4
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x* +y? =4
X

2

X2 +y2 =16y—2
X

x* +y?x* —16y* =0

e) r=1-sin6

VX2 +y? -1-Y

KUTUPSAL KOORDINATLARDA EGRI CiziMi

Kartezyen koordinatlarda y=f(x) seklinde tanimlanan bir fonksiyon kar-

tezyen koordinat sisteminde x=rcos6, y=rsin0 oldugundan r=f(0) fonksiyonu
elde edilir.

Kutupsal koordinatlarda verilen bir r=f(6) fonksiyonun grafigi kutupsal
koordinatlarda cizilirken genellikle asagidaki yol izlenir.

i) Fonksiyon periyodik ise periyodu belirlenir.

ii) r=f(n+0) ise fonksiyonun grafigi orijine gore simetriktir.

iii) Fonksiyon f(0)=f(-0) ise fonksiyonun grafigi x-eksenine gore simet-
riktir.

iv) Fonksiyon f(0)=f(n—0) ise fonksiyonun grafigi y -eksenine gore simet-
riktir.

v) Baz1 6 degerleri icin (6,f(0)) noktalar1 bulunur fonksiyonun bazi 6zellik-
leri kullanilarak grafik tamamlanur.

Dogrusal Fonksiyonun Kutupsal Koordinatlardaki Denklemi

7.2. Teorem: Kartezyen koordinatta ax+by+c=0 (a,b,ceR) olan dogru-
sal fonksiyonun denklemi, kutupsal koordinata
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1:Acos(%LBsinG ,(reR)
r

seklindedir.

Ispat: c#0 olmak lizere x=rcos6 ve y=rsin0 doniisiimii yapilirsa,
ax+by+c=0
arcos0+brsinB+c=0
r(acos0+bsinB)=—c

1=—3c056—Esin6, (A=-2, Bz—E)
r c c C c
1 .

—=Acos0+Bsin0

r

bulunur.

c=0 ise bu durum denklemde tanimsizlik yapacagindan kutuptan gecen
dogruyu gostermez. //

Ozel Durumlar;

1. A=0 ise l:Bsine olup dogru x eksenine paraleldir.
r

2. B=0ise lecose olup dogru x eksenine diktir.
r

Ornek: e:% {in grafigini ¢iziniz.
Coziim: 6:% sabit fonksiyon oldugundan kutupsal koordinatlarda bu bir

dogru belirtir. Bu dogru ilizerindeki noktalarin kutupsal koordinatlar1 r €Z olmak

lizere (r, gj seklindedir.
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Cemberin Kutupsal Koordinatlardaki Denklemi

7.3. Teorem: Kartezyen koordinatta X%+ y2 +Dx+Ey+F=0 (D,E,FeR)
olan cemberin denklemi, kutupsal koordinata
r? +r(DcosO+Esin0)+F=0, (reR)
seklindedir.

Ispat: x=rcos0 ve y=rsin® déniisimii yapilirsa,
x*+y?+Dx+Ey +F=0
(rcos0)? +(rsin0)? +D(rcos0)+E(rsin0)+F=0
r? +r(DcosO+Esin®)+F=0
dir. //

Ozel Durumlar;

1. F=0 ise r=—Dcos6—Esin® olup merkezi 0(0,0) gecen ¢ember denkle-
mini verir.

2. Merkezi 0(0,0) noktasindan gecen yarigapl R olan bir ¢emberin kartez-

yen koordinattaki denklemi x*+y?=R? ise kutupsal koordinatti r=+R dir.

Ornek: Yarigapt R=3 olan r(6)=3 ¢cember denkleminin grafigi
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any
N

-3 3

seklindedir.

3. Merkezi x ekseni tizerinde, yarigcap: R olan ve bir noktast 0(0,0) nokta-

sindan gecen cemberin kartezyen koordinattaki denklemi (x—R)*+y*=R? ise ku-
tupsal koordinati

r=2Rcos6
dir.
Ornek: Yaricapt R=3 olan r=6cos0 ¢ember denkleminin grafigi
O(UAO)U@' ’
seklindedir.

4. Merkezi y ekseni tizerinde, yarigapr R olan ve bir noktas1 0(0,0) nokta-

sindan gecen gemberin kartezyen koordinattaki denklemi x*+(y—R)*=R? ise ku-

tupsal koordinati
r=2Rsin0
dir.

Ornek: Yaricapt R=3 olan r=6sin0 ¢ember denkleminin grafigi
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.
v

6

‘PH

0(0.,0)
seklindedir.

Ornek: acR olmak lizere r=2a fonksiyonunun grafigini ciziniz.

Coziim: Her 0 i¢in |r|=|2a| oldugundan bu egri yarigap 2Ja| olan cemberdir.
Y

2lal

>

Koniklerin Kutupsal Koordinatlardaki Denklemi

7.4. Teorem: Kartezyen koordinatta Ax”+Bxy+Cy”+Dx+Ey+F=0 (AB,C,
D,E, FeR) olan koniklerin denklemi, kutupsal koordinata

r’(Acos” 0+Bcosfsin0+Csin® 0)+r(Dcos0+Esin0)+F=0 , (reR)
seklindedir.

Ispat: x=rcos® ve y =rsin0 déniisimii yapilirsa,
Ax* +Bxy +Cy* +Dx+Ey +F=0
Ar? cos® 0+ Brcos0.rsin0+Cr?sin” 0+ Drcos® + Ersin0+F =0

r’(Acos® 0+Bcos0sin0+Csin’ 0)+r(Dcos0+Esin0)+F=0
dir. //

Ozel Durumlar;
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1. B=D=E=0 ve F=AC ise denklem elipstir.

2. B=D=E=0 ve F=-AC ise denklem hiperboldiir.

OZEL EGRILERIN KUTUPSAL KOORDINATLARI

Kutupsal koordinatlarda o6zel egriler mevcuttur. Bunlar1 bazilarinin ¢izi-
mini ve bazilarinin da kendisini gosterelim.

Kardioid Egrisi: a>0 olmak iizere r=a(1-cos0) kardiod egrisinin grafi-

gini ¢iziniz.

Coziim: Bu fonksiyon periyodik ve periyodu 27 dir. 0€[0,n] i¢cin
a(1—cosB)=a(1—cos(—0))
f(6)=£(-6)
oldugundan egri x-eksenine gore simetriktir.
—1<cosf<1
—1<-cos6<1
0<1-cos6<2
0<a(l-cos0)<2a
olur. 1-cos6=0 oldugundan fonksiyon 0 da minimum m noktasinda maksimum
degerini alir. Buna gore m noktasinda
r=a(l—cosn)=a(l1-(-1))=2a
dir. [0, ] araliginda bazi degerleri bulalim.

s T T 2n 3 5n
00 — — — | — — — i
6 3 2 3 4 6
ri|o 1—£ a a 3_a a£+1 aﬁ+1 2a
2 2 2 2 2




14 www.matematikl.com

Lemniskat Kurdelesi (Bernoulli, Fagnano, Euler): a>0 olmak iizere
r? =a®cos20 Lemniskat kurdelisinin grafigini ciziniz.

Cozim: Bu fonksiyon periyodik ve periyodu T dir. 6 €[-x, ] igin
avJcos0 = a\/cos(—e)
f(6)=£(-0)

oldugundan egri x-eksenine gore simetriktir.
—-1<cos20<1

—a®<a’cos20<a’

0<a+cos20<a

olur. cos20=0 oldugundan fonksiyon 0 ve g noktasinda maksimum, % nokta-

sinda minimum degerini alir. [0,7/2] aralifinda baz1 degerleri bulalim.
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Giil (Rodonea) Egrisi:

Dom Luigi Guido Grandi _
01 Ekim 1671, Cremona, Italya-04 Temmuz 1742, Pisa, Italya
(Bu egriye Giil Egrisine diyen sahis)

r=acosk0O denklemin giil egrisi ad1 verilir.

Bu denklemde kosintis yerine siniis de yazilabilir, ortaya ¢ikacak egri
kosiniis egrisinin m/2k radyan kadar dondiiriilmis bir kopyasi olacaktir. Bu-
nun sebebi de siniis ve kosintis arasindaki su iliskidir:

sink0 = cos(k@ - gj

Gul egrisi ayni zamanda, orijinden c¢ikan ve sabit agisal hizla donmekte
olan bir dogrunun iizerinde sinlis/kosiniis dalgasi seklinde ileri geri hareket
eden bir noktanin izleyecegi egridir.

Denklemdeki a degeri giiliin seklini degil, bir biitlin olarak bliytikligiini
(vani yapraklarin uzunlugunu) etkiler.

Eger k tek sayi ise, giil seklinin tamamen cizilmesi i¢cin 8'nin T uzunlu-
gunda bir interval boyunca ilerlemesi yeterlidir ve ortaya ¢ikacak
giil k yaprakl olacaktir. Yok eger k cift say1 ise, seklin tamamen cizilmesi i¢in
0'nin 2w uzunlugunda bir intervalde ilerlemesi gerekir ve ortaya cikacak giil
2k yaprakli olacaktir. Burada ilging bir nokta sudur: Herhangi tek sayinin iki
kat1 kadar (2, 6, 10, 14, 18, vs.) yapragi olan bir giil ¢izilemez.

Elbette k bir tamsay1 olmak zorunda degildir, rasyonel ya da irrayonel
de olabilir. Eger k bir rasyonel sayi ise, ortaya ¢ikan egri kapal ve sonlu uzun-

lukta olacaktir. kirrasyonel ise, egri kapal olmayacak ve uzunlugu sonsuz ola-
caktir.



16

www.matematikl.com

Sekiz Yaprakl Giil
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Bazi rasyonel k degerlerine karsilik gelen giiller (k=n/d)

Simdi teknolojide ve anatomide kullanilan bazi 6zel egrileri verelim.

1. Gerono Kurdelesi (Gerono, Bernoulli, Fagrani, Euler):

r? =a%cos20soc*0

2. Yireksi Egrisi (Castillion, La Hire):

r=2a(1+cos9)
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4. Paskal Salyangozu (Diirer, Pascal, Roberval, Mersenne):

r=a+2acos0
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. 2
5. Diocles Sarmasigi (Diocles): r= M
cos0
F 9 _}',
0 x‘
D r
6. Spiral Egrisi: r=0
dly
/—\ .
D r

7. Es-Acisal Sarmal (Descartes, Torricelli):

r= a.eecotb

19



20 www.matematikl.com

a
r=—
0
.-"'-’-.--. -
ll. II/ -_:'u\'l
—
9. Salyangozsu Spirali
a.sin®
r=
0
.-"f-- -

10. Kanca Spirali (Cotes):

2

a

rr="_
0
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y

0

\

3acosOsin0

13. Descartes Yapragi: r=

r

cos’0+sin0

2. Tek Yaprak:

r=—bcos0®+4acos0Osin® 0

15. Dort Yaprakh Yonca:

r=4cos20
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.
16. Cift Yaprak:
r=4acos0sin’0
_,-'-'- . -l"
..-'; i
J ,
i.'_:
~
4 N\
\
\ /

17. Ug¢ Yaprak:

r=acos(4sin’0-1)

23
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18. Bes Yaprak (Grandi):
r=asinko
[r”‘ﬁ!
— |I f -
M -\-\-H"'H-. I|I ' _.-'"H-FF .
S . x"‘*-..\__ | [ . —
=S S
_/;f \ .
y
J N,
// ;". """-. ™,
/) v\
f / . '~\
L’ J

19. Yedi yapak

r=cost+cos4t
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20. Kelebek Egrisi:

r= sin26+%sin66

21. Kappa Egrisi (Gutschoven, Newton, Bernoulli):

r=acotO

22. WATT Egrisi (Watt, Sylvester, Kempe, Carley):

2
r? =b? —[asin@i\/c2 —a? C059:|

25
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23. Siniisoidal Spirali (Mc Laurin):

p=-2, hiperbol
p=-1, dogru
=-1/2, bol
r’ =aP cotpb= P / ?ara _0
p=1/2, yireksi

p=1, daire

p=2, Bernolli Kurdelesi

/,f" 1 x\\\
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A -1] J
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KUTUPSAL KOORDINATLARIN TUREVI

Kutupsal koordinatlarda x=rcos0 ve y =rsin0 doniisiimler yapildigindan,
x=f(0)cosO ve y=f(0)sin0
parametrik denklemin tilirevi alinir.
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Ornek: r=cos20 fonksiyonunun Kkartezyen koordinatlardaki parametrik
denklemini yazarak

a) Tirevini bulunuz.

b) g noktasinda tegetin egimini bulunuz.

Coziim: a) Bu fonksiyonun kartezyen koordinatlardaki parametrik denk-
lemi
X =0s20c0s0 ve y=cos20sin0

oldugundan,

%:—25in28cose—sin6c0529:—%(3sin36+sin6)

% =—25in20sin06+ cosBcos20 = %(3c0539 —cos0)

olur. Boylece,

dy 1[3‘>c0539 —cos0)

dy do _ 2 _ cos0—3cos30
dx dx —1(35in36+sin6) 3sin360+sin6
do 2

elde edilir.

b) % noktasinda tegetin egimi;

V3

T e
cos——3cos3— —-3.0
dy] "6 6_ 2 B3

dXe=§ 3sin3 " +sin 3.1+1 7
6 6 2

olur.
KUTUPSAL KOORDINATLARIN INTEGRALI

7.5. Teorem: Kutupsal koordinatlarda r=f(0) fonksiyonu 6=a ve 0=b
dogrular1 tarafindan sinirlanan diizlemsel bélgenin A alanin;

1 b
_ 2
A= > ! f“(6)do
dir.

Ispat:



28 www.matematikl.com

ypa 0=D

0=[a,b] i¢in f(0)>0 ve f bu aralikta siirekli olsun. 6=a ve 6=b dogrularinin

olusturdugu aciy1
a=0,<6,<---<0,_,<0,=b

seklinde parcalayalim.
M, =sup{f(6):0<[6,_,,0,1}
m, =inf{f(0):0<[0,_,,0,1}

olsun. M, ve m, yaricaplh daire dilimlerinin alanlar1 sirasi ile %MﬁAek ve
1, <
EmkAek oldugundan,

n 1 ) n 1 2
—mAf, <A< ) —M; A0
;2 kY kzzllz kAYk
yazilabilir. f siirekli oldugundan integrallenebilirdir. Dolayisiyla alt ve iist Rie-
mann-Darbouks toplamlarinin ||p||—>0 limitleri,

o1, N B
A= lim E —m;A0O, = lim E —M:AO
o2 T ooz T

1b
_ 12
A_Z_!f (0)d0

olur.

Ornek: r=a(1+cosf) kardioid egrisinin siirladigi bolgenin alamm bulu-

nuz.

Cozim:
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Y &

v

(D a 2a

-a

Tarali bolgenin alani istenen bélgenin alaninin yarisidir. Buna gore;
b
o 1lre
A—Z.E;[f (0)dO

Y

= aZJ.(l +2c0s0+cos®0)do

0
= 512'|.(1+2c059+cos2 0)do
0

T

=a2j(1+2cose+

0

1+c;)526j 6

s

=a2[9+25in6+g+ sze}

—a?|[ ra2sinm+ T+ SM2T (04 25in0+ 04 S0
2 4 2 4

0

= ETcaz br2
2

olur.

Ornek: r=sin30 ii¢c yaprakl giiliin alanin1 bulunuz.
VA V4 /

;) 0=3

/

A
| IQZO

I | - |
X 1 s 0=(0,0) 1 X
/
/
/
s/ 14

29
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/3
Coziim: 3A =3% jsin2 30d0

do

Enj/-gl—cos66
21 2

n/3

= 3 J.(l —co0s60)do
4 0

_ 3{9 B sin69} 3

4 2 0
_E E_Sil’lZTE 3 O_sinZ.O
43 2 2
T pr2

7.6. Teorem: Kutupsal koordinatlarda r=f(0) ve r=g(0) fonksiyonlari-

nin 6=a ve 6=D0 dogrular1 arasinda kalan diizlemsel bélgenin A alanini;
b
A=% [IF*0)-g* (@20
dir. a
Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

Ornek: r, =2 ve 1, =1+cos@ egrileri arasinda kalan alan1 bulunuz.
y y

Coziim: A =2%ﬂf2(e)— g?(0)}0
0
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= ]E[ZZ —(1+cos0)? ]de

0

= ﬂé}—(l +2c0s0+ cos® 6)](16

IF Zmea(li%fﬁike
![_"_2 [cozzej}de

_20-2sin0-| S120
2 4

(=]

7.7. Teorem: Kutupsal koordinatlarda r=f(6) fonksiyonu 6=a ve 0=b
dogrular1 tarafindan sinirlanan diizlemsel bélgenin uzunlugu;

0= [VIFO)F +[f(O)* do

dir.
Ispat:
v
Ar,
AL .
T, AGY
I k s
ﬂ.ek % rk 1
\
\6,.
"'| ek 'I k-1 «

0=[a,b] i¢cin f(0)>0 ve f bu aralikta siirekli olsun. 6=a ve 0=b dogrularinin
olusturdugu aciy1

a=06,<0,<---<0, _,<6_ =b
seklinde parcalayalim. Yarigcapi r olan bir ¢emberin cevresinin uzunlugu 2nr oldu-
gundan A6, acili ¢cemberin yay uzunlugu r,.A6, olur. Buna gore f nin 6, ve 0, ,
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arasinda kalan egri parcasimin  uzunlugu A/, mn yaklagik degeri

Al = \/ (Ar, )* +(r,..A0, )* dir. Bu durumda

A, = (Aek)zl(—igk] +(rk)2}
k
_ Ay
= 70, [(A@J +(rk)]

olur. Buna gore

(= Z (Aﬂ (1)

olur. Buradan

2 b
= [ Ar
(= lim —E |+ () A8, = [IF'(0)]* +[£()] dO
Jm, (AOJ (n)” A0, !J[ (O)F +[f(0)]
olur.
Ornek: r=1+cos0 kardioid egrisinin yay uzunlugunu bulunuz.

Coziim: Kardioid x-eksenine gore simetrik oldugundan once r egrisinin,
0=0 ve O=m dogrular1 arasinda kalan kisminin yay uzunlugunu bulalim.
f(0)=1+cos0 i¢cin f'(0)=—sind
dir. Trigonometride indirgeme formiillerinden,

1+c056=2coszg

yazilabileceginden,

_ ji\/(—sine)z +(1+cos0)* do

=I\/sin2 0+1+2cosO+cos’0do
=I\/2+2cose do
0

=ﬁI\/1+c056d6

0

TE 26
=\/§'H2cos —do

o 2
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=2jc059d6
2
0
=4sin—
0
= (AlsinE — 4sin0}
2
=4
/=8 br

bulunur.
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