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9. BOLUM
FONKSIYON DIZILERI ve
FONKSIYON SERILERI

FONKSIiYON DiZiLERi

9.1. Tanim: Tanim kiimesi biri pozitif dogal sayilar digeri reel sayilar-
dan olusan iki degiskenli fonksiyonlara fonksiyon dizileri veya degisken terim-
li diziler denir. AcR,

fh:NxA—> R
(n,x) = f(n,x)=f,(x)

seklinde gosterilir. (f,(x))={f,(x),f,(x),f;(x)..} seklindeki kiimedir. Burada
lim £, (x)=f(x)
dir.

Ornek: Genel terimi f, (x)= olan bir fonksiyon dizidir. Bu dizi,

1+nx

X X X
1+x 142x " 14+nx
terimlerinden olusur. Bu dizinin limiti,

X -0

f(x)=lim
n-» 1 +nx

seklindedir.

NOKTASAL YAKINSAKLIK

9.2. Tanim: Bir (f,) dizisinde Ve>0 ve her bir xeA i¢in In_ sayisi
vardir oyle ki, Vn>n,_, i¢in |fn(X)—f(X)|<8 ise Ac R lizerinde f fonksiyonuna

noktasal yakinsaktir denir. (Secilen n_, hem x’e hem de ¢'na bagh olacaktir.)

ex’
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Ornek: Genel terimi f (x)= ! ~ olan fonksiyon dizisi f(x)=0 a nokta-

sal yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim: |f, (x)—f(x)| <&

-0

<Eg

(nx)’

<&

(nx)”

olur. Her £€>0 icin n,, N secilebilir. Bu durum her ¢ ve x i¢in gegerlidir,
XVeE

o0zel olarak

s:L ve x=1 alinirsa nSX:L:Lzlo
100 xWe [1
100

bulunur. Bu su anlama gelir. ilk 10 terim & komsulugun disinda diger terimleri

komsulugun igindedir. Buna gore, lim( 1)2 =0 dir. Su halde 0’a noktasal ya-
n—-o [ X

kinsaktir.

2.Yol: Her xeRig¢in

limf (x)=1lim ! > =0=f(x)
n—m n—m (HX)

oldugundan 0’a noktasal yakinsaktir.

Ornek: Genel terimi f,(x)= ile tanimh fonksiyon dizisinin I = [0;

1+nx
1] arahg tzerinde f (x) = 0 ile tanimh fonksiyona noktasal yakinsak oldugunu
gosteriniz.

Cozim: Her £€>0 ve her xe(0,1] i¢in

£ (x)—f =| X _ol__X
f,00-f0x) |1+ nx 0 Tenx ©

olup
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X

<g
1+nx

X<&+nxe
X—&E<NXe

§:E<n,x¢0
Xe
elde edilir. Dolayisiyla, her xe(0,1] i¢in nsng secilirse, her £>0 ve her
Xe

n>n_ i¢in |fn(X)—f(X)|<8 gerceklesir. x = 0 i¢in ise (fa (0)) = (0,0, ..., 0, ...)

olup her ¢>0 ve her neNicin

fn(O)—f(0)| <e gerceklestiginden, [0, 1] lizerinde
(fn) fonksiyon dizisi, f (x) = 0 seklinde tanimh fonksiyona noktasal yakinsaktir.

2.Yol: Her xeRic¢in
X

limf, (x)=1im
n—»0 n—->» ] 4+ nx
oldugundan 0’a noktasal yakinsaktir.

~0=f(x)

Ornek: f :[-1,0]> R, f (x)=x" seklinde tanimlanan (fa) fonksiyon dizi-
si noktasal yakinsak midir?

Cozim. Her x€(0,1] igin limx" =0 dir.

x=-1 i¢in (f,(-1))=((-1)") olup bu dizisi noktasal yakinsak degildir.

9.1. Uyart: Noktasal yakinsak bir fonksiyon dizisi siirekli iken siireksiz
bir fonksiyona, siireksiz iken siirekli bir fonksiyona yakinsayabilir.

Ornek: A=[0,1] lizerinde genel terimi f (x)=x" olan (f,) fonksiyon
dizisinin streklilik durumlarini inceleyiniz.

Cozum: f (x)=x" fonksiyon dizisi xe[0,1] araliginda siirekli oldugu
asikardir.

) 0, x#1
f(x)=1limf (x)= 1

oldugundan yakinsanan f fonksiyonu stirekli degildir.

, x=1

DUZGUN YAKINSAKLIK
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9.3. Tanim: Bir (f,) dizisinde V¢>0 ve her bir xeA i¢in 3In, sayis
vardir yle ki, vn>n, igin |f,(x)-f(x)|<e ise AcR iizerinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir denir. (Secilen n_ sayisi sadece €'na bagh olacaktir.)

Ornek: Genel terimi f (x)=x" ve xe[o,ﬂ arahginda olan fonksiyon

dizisi f(x)=0 a diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

L1 1
=X <|—| =—
2) 20

<¢ dir. Gergekten;

XI]

Cozim: |f,(x)—f(x)|=

X“—O‘=

Buna gore

1
——0
2n

1
—<&

n

1<2n
€

ln1<ln2n
€

Inl1-lne<nln2
_Ine
In2

olur. Her £>0 i¢in n, :—in—; secilebilir. Bu durum her ¢ icin gecerlidir.
n

cosnx
n3

Ornek: f (x)= ile tanimh fonksiyon dizisi, R lzerinde diizgiin

yakinsak midir?

Cozim: Her ¢>0 ve xeR olsun.
|COSHX| 1
If,(0—f(x)| = = <=

3 - .3
olup gerekli dliizenlemeler yapildiginda

cosnx

0 <g

n3 n n

n=>

w
&=

1
bulunur. nng secilirse her €>0 ve xeR icin r n>n, oldugunda
€

|fn (x)—f(x)| <e¢ gerceklesir. O halde R lizerinde diizglin yakinsaktir.
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9.1. Teorem: (f ) ve (f) fonksiyonlari [a, b] araliginda stirekli olsunlar.
(f,) dizisinin f fonksiyonuna duzgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart
c,= ma>§)|fn (X)—f(x)|
esitligini saglayan (c,) dizinin sifir dizisi olmasidir. Yani;
lim max|fn(x)—f(x)| =0

n—wa<x<b

ise (f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Ispat: (f,) dizisi (f) fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. Her n igin

|fn —f| fonksiyonlari [a, b] araliginda siirekli oldugundan maksimum degeri bu

aralikta bir xn noktasinda alir. |f, —f| fonksiyonu x1 de, |f,—f| fonksiyonu x2 de,

... v.b. maksimum degerini alir. Su halde;

Co = £ (%)~ £(x,)
dir. Diizglin yakinsaklik tanimindan biliyoruz ki, V>0 ve her bir xeA icin
Jn, sayis1 vardir 6yle ki, vn>n_ i¢in |fn(X)—f(X)|<8 kalir. Buna gore Vn>n,
icin

¢ =|fy (%)~ £(x,)
olur. Simdi (c,) dizisinin sifir dizisi oldugunu gosterelim.

(c,) sifir dizisi olsun. Sifir dizisinin tanimindan, Ve>0 i¢in 3n, sayisi
vardir oOyle ki, vn>n, i¢in ¢, =r£1a>§|fn(x)—f(x)| oldugundan Vvn>n, ve
V x €[a, b] i¢in,

0<|f, (x,)—f(x,) <c, <e

kalir ki, bu bize (f,) dizisi (f) ye diizglin yakinsak oldugunu gosterir.

2
Ornek: f, : N x [-1, 1] - R, fn(x)z(x—lj ile tanimh fonksiyon dizisi
n
diizglin yakinsak midir?

2
Cozum: xe[-1,1] i¢in limf (x)= lim[x - lj =x*=f(x) dir.
n—»o0 n

n—oo
xe[-1,1] olmak iizere |x|<1

2
x—l —x°
n

£,00-f()| =
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<Zlx+ L
l,12

2.1
“n n?
2 1
0<11mmax|f (x)- f(X)|< +—2:0

n—oo —1<x<1

lim max|f (x)— f(x)|

n—oo —1<x<1

2
dir. [(x—lj J dizisi (x*) ye diizglin yakinsaktir.
n

Ornek: f: Nx R—> R, f (x)= 4x+i2 fonksiyon dizisi R tizerinde diizgiin
n

yakinsak midir?
Cozum. Her xeRi¢in

n—o0!

hm f(x)= llm(4x + i] 4x =f(x)
n

olup R iizerinde fn noktasal yakinsaktir. 9.1. Teorem geregince,

max|fn(x)—f(x)| =max 4x+%—4x _iz
xeR xeR n n
olup
5
lim—-=0
n—oo nz

oldugundan R lizerinde yakinsama diizgiindiir.

9.1. Sonug: 3¢>0 ve (f,) dizisinin bir (f, ) alt dizisi ile terimleri A ki-
mesinden alinan bir (x,) dizisi vardir ki 6yle ki

>¢€

ise (f,) dizisi bir A tizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir.

Ornek: Genel terimi fn(x)zE olan dizisi R lizerinde diizgiin yakinsak
n

midir?

Cozim: Her xeR icin

lim f, (x) = lim > =0 =f(x)
n—o n—w N
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olup (f,) dizisi noktasal yakinsaktir. nk = k ve xx = k olsun. g:% secilirse,

f,, (x)=f,(x) olup 9.1. Sonug geregi

fnk(k)—0‘=‘5—0‘=1>%

£, (i) —£(x,) =
oldugundan yakinsama diizgiin degildir.

9.2. Uyarr: i) (f,) fonksiyon dizisi (f) ye diizgiin yakinsak ise ayni za-
manda noktasal yakinsaktir.

ii) A kiimesi sonlu elemanl ise noktasal yakinsaklik ile diizgiin yakin-
saklik denktir.

9.2. Teorem: (f ) fonksiyon dizisi A kiimesi tizerinde strekli ve dlizglin
yakinsak ise f fonksiyonu A {lizerinde stireklidir.

Ispat: (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan
Ve>0 igcin In_ sayist vardir 6yle ki, Vvn>n_ ve her xeA icin
00~ fC0] <
olur. x, e Aolsun. f, fonksiyonu x, dastrekli oldugundan dyle bir >0 sayisi

vardir ki |X—X0| <0 sartini saglayan her xeA icin

S
£, (-1, (xo)] <5
olur.

()~ £(x0) = F(x) — £, () + £, ()£, (%) + 1y, (%)~ £(%0)
[F0) = £xo)| <[F )~ £, () +[fr, ()= £, (x0)| +

bulunur. Bu f nin x, da stirekli oldugunu gosterir. x, keyfi secildiginden f, A
lizerinde streklidir. //

g€ &€ &
£ (x0)—f(x)<=+—+—=¢
 (50) —H0x0)| < S+

Bu teoremin tersi dogru degildir.

Ornek: Genel terimi f, (x)=x—x" olan (f,) dizisi [0, 1) arah@inda siirek-
li ve diizgiin yakinsak iken f de siireklidir.

Ispat: (f,) dizisi [0, 1) araliginda siirekli oldugu agiktir.

x€[0,1) i¢in limmax

n—oo 0<z<1

Buna gore f(x)=x stireklidir.

x—x" —x‘ =0 oldugundan duzgiin yakinsaktir.
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2,2
nx
2

Ornek: f (x)= esitligi ile tanimlanan (fn) dizisi, R lzerinde diiz-

n’x*+1
gln yakinsak midir?

Cozim:
0, x=0

gi;gofn(x)=f(x)={1 o

olup, R iizerinde (f,) dizisi, f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Ancak f fonk-

siyonu x = 0 noktasinda siireksizdir. Buna gore 9.2. Teorem geregince diizgiin
yakinsak degildir.

9.4. Tanim: (f ), A lzerinde taniml fonksiyonlarm bir dizisi olsun.
Eger her £>0 sayisina karsilik, her mn>0 ve her xeA icin |f,(x)-f,(x)|<e

olacak bi¢cimde bir n_ >0 sayis1 varsa (f,), A tizerinde bir diizgiin Cauchy dizi-
sidir denir.

9.3. Teorem: (f ) fonksiyon dizisinin, A kiimesi tlizerinde diizgiin Ca-
uchy dizisi olmasi i¢in (f ) dizisinin, A kiimesi lzerinde duzgiin yakinsak ol-
masidir. Bu teoremin tersi dogru degildir.

Bu teoremin ispati dizi bolimiindeki dizi kavrami i¢in yapilan adimlar
fonksiyon dizileri icinde gecerli oldugundan, ispati okuyucuya birakilmistir.

9.4. Teorem: (f ) dizisi, [ araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
ve her bir fy, I iizerinde siirekli olsun. Bu taktirde;

F.(x)= ](.fn(t)dt

esitligi ile tanimlanan (F,) dizisi

F(x)= jff(t)dt

seklinde tanimh F fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Ispat: (f,) dizisi f ye diizgiin yakinsak oldugundan f siirekli ve dolayisiy-
la integrallenebilirdir. I araligimnin boyu L olsun. (f,), f fonksiyonuna diizgiin
yakinsak oldugundan, her €>0 i¢cin 3In, sayisi vardir oyle ki, Vn>n, ve her

tel icin

e
IF, (t)—f(t)| <
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olur. Aynin ve her xel i¢in

|F, (x)-F(x)|=

](.fn(t)dt —Tf(t)dt

:J'|fn(t)—f(t)|dt <§|X—c| <g

bulunur. $u halde (F,) dizisi F fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

In(1+n°*x?)
nZ

Ornek: F (x)= seklinde tanimlanan (F,) dizisinin 1=[0,1]

aralig1 iizerinden diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

2nx

Cozim: F(x)=——=—=f,(x) denilirse (f)) dizisi f=0 fonksiyonuna
+n'x

diizgiin yakinsaktir. Ciinki
C, —max|f (x)- f(x)|

0<x<1
2n(1+n’x*)-2nx(2n’x) B
(1+n3x?)

fi(x)=

X=n—3/2

limf (n3/2)= lim—— =0

n—oo ,\/—
2nx

olur. Su halde (F,) dizisi F(x)= I > =0 fonksiyonuna diizgilin yakinsaktir.

9.5. Tanim: Her n ve her xeA icin |fn(x)|£M olacak sekilde bir M sayis1
varsa (F,) dizisi A lizerinde diizglin sinirhdir denir.

Ornek: f (x)= ile tanimh fonksiyon dizisi, R de diizglin sinirh

1+n°x
midir?

Cozlim: Her xeRve her n igin

0=

1+n%x

I’lX2

1+ n%x?

<n
1,12

1
n
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<1
olup her xeR ve her n icin [f,(x)<1 olacak bicimde M = 1 oldugundan (f,)

diizglin simirhdir.
FONKSIYON DiZiSiNiN INTEGRALIN DUZGUN YAKINSAKLIGI

f :[a,b]—> Rile tanimh her bir (f ) Riemann integrallenebilir olsun. Ay-
rica [a, b] aralifinda (f,) noktasal yakinsak olsun. Bu durumda;

1) f integrallenebilir mi?
2) f integrallenebilir oldugunda

b b
lim I f (x)dx = j f(x) dx
yazilabilir mi?

Simdi bu kisimda bu soruya cevap aranacak ve yukaridaki esitligin ne
zaman gerceklestigi incelenecektir.

9.5. Teorem: (f ), [a, b] araligl lizerinde reel degerli ve sinirli fonksi-
yon dizisi olsun. f fonksiyonu [a, b] lizerinde integrallenebilen fonksiyon ve
(f,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu [a, b] lizerinde in-
tegrallenebilirdir ve

b b
lim j f (x)dx = j f(x) dx
dir.

Ispat: £>0 olsun. (f,) dizisi [a, b] iizerinde fye diizgiin yakinsak oldu-
gundan oyle bir n, dogal sayis1 vardir ki, her n>n, ve her xe[a,b] i¢in
€
f —f(x) < 1
.00~ 3 (1

olur. f, ~integrallenebilir oldugundan, [a, b] araliginin éyle bir P parcalanmasi

vardir ki pargalanma igin,
U(t,, ,P)-ACf, ,P) <§
olur. (1) esitsizliginden yararlanarak her xe[a,b] i¢cin
f(x)<f, +
x)=<f, 3(b—a)
yazilabilir. Buna gore M, =sup{f(x):x, ; <x<x,}, M =sup{f, ,;(x):X,_; <x<x,}

olmak tzere
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U(f,P)=D M, Ax,

k=1

< M' AX
Z( 3(b-a )j ‘

n

:ZM' Ax, + o )ZAXk

k=1

=U(f,, ,P)+§
olur. Benzer sekilde;
A(f,P)>A(f,, ,P)—%
oldugu gosterilebilir. Boylece
U(E,P) - A(f,P)=U(F,P) - U(F,, ,P)+ UCE, ,P)— A(f, ,P)+A(f, ,P)-AC(f, p)<§+§+§ —¢
olur, ki bu da fnin Rieman anlaminda integrallenebilme sartidir. Simdi

b b
lim j f (x)dx = j f(x) dx

oldugunu gosterelim. (f,), f'ye diizglin yakinsak oldugundan 6yle bir n, dogal
sayis1 vardir ki, her n>n, ve her xe[a,b] i¢in

e
f (x)-f(x)<——
00~ < -
olur. Su halde

b b
j f (x)dx— j f(x) dx

b
< j £, ()~ £(x)|dx < &

b
€
) :!: dx=¢
olur ki bu bize
b b
lim I f (x)dx= j f(x) dx 2)
oldugunu gosterir. //
Burada f=1limf oldugundan (2) esitligi
b b
lim jfn(x) dx = j lim £, (x) dx

seklinde de yazilabilir. Bu durum dizi diizgiin yakinsak oldugunda, limit alma
ile integral alma islemlerinin sirasi degistirilebilecegini gosterir.

Ornek: f,:[0,1] >R, f, (x)=x° - X dizisi diizgiin yakinsak midir ve
n
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}llrgj.fn (x)dx = h‘i’i‘o f (x)dx
esitligi gerceklenir mi? 0 0
Cozum: Her xe[0,1] i¢in
lim

(XZ —Ej =x*=f(x)
n—>o n

olup, [0; 1] aralig: tizerinde (f,) dizisi, f(x)=x ile tanimli fonksiyona noktasal

yakinsaktir.
4 _1

=max —=—
x01ln n

X
Xy

n

C, = max
x€[0,1]

olup n— o i¢in limit alinirsa

limc, =0
elde edilir. Buna gore (f,) dizgin yakinsaktir. O halde, her bir fy, [0; 1] arah-

ginda integrallenebilirdir. Gergekten;

1 1
lim j f (x)dx = lim [XZ —fj dx ==
nooe nooe n 3

olup ayrica
1 1

jlim f (x)dx =lim [x* dx ==

0 n—o n—o0 0 3

oldugu da elde edilir.

Ornek: [0, 2] aralig1 iizerinde

n’x , OSXSl

n

f.(x)= —n2x+2n,1£x£E
n n

0 ) ESXSZ

n
seklinde tanimlanan (f,) dizisinin her bir terimi bir siirekli fonksiyondur. Bu-

na gore integrallenebilirdir. x=0 i¢in f (0)=0 ve x=0 icin f (x)—>0 oldugun-

dan (f,) dizisi f=0 fonksiyonuna noktasal yakinsaktir.
2 1/n 2/n 2 1 1
limJ.fn(x)dx:lim J.nzxdx+ J.nzxdx+ 0dx |==+=+0=1
n—o0o 0 n—o0 0 1/n 2/n 2 2

oldugundan
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2 2 2 2
1=11mjfn(x) dx;tjf(x) dx:jlimfn(x) dx =jo dx=0
0 0 0 0

dir. Su halde limit fonksiyonu integrallenebilen bir fonksiyon dahi olsa limit
islemi ile integral alma isleminin sirasi degistirilemez.

FONKSIYON DiZiSiNiN TUREViININ DUZGUN YAKINSAKLIGI

Bundan onceki kisimlarda streklilik ve integrallenbilmenin diizgiin
yakinsaklik altinda korundugunu goérdiik. Ama bu durum tiirev icin gecerli
degildir. Yani, x, noktasinin bir € komsulugu lizerinde taniml, reel degerlj, x,

noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlarin (f, ) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak ise de

(limf, Y (x,) =limf; (x,)
olmamaktadir. Simdi tiirev hangi sartlar altinda bu gergeklestigini gosteren bir
teorem verelim.

9.6. Teorem: (f, ), [a, b] aralig: lizerinde reel degerli ve stirekli tiireve
sahip olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsak ve (f]) tiirev dizisi bir
f' fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise [a, b] araliginda

limf! (x)= (ljm f (X))
dir.

Ispat: 9.2. Teorem geregince f’ lizerinde siireklidir. ce[a,b] olmak iize-
re her bir n dogal sayisi i¢in

Tf;(t)dt=fn(x)—fn(c)
yazilabilir. 9.3.CTeoremden
ff’(t)dt=f}ggof;(t) dt=;i;goff;(x)=Ilgg[fn(x)—fn(c)] (1)
bulunu;. (f)) dizicsi ffonksiyonun; noktasal yakinsak oldugundan, (1) esitligi
Tf’(t) dt = f(x)—f(c)
seklinde yazflabilir. Integral hesabin temel teoreminden biliyoruz ki

f(x)= jf’(t) dt seklinde tanimlanan f fonksiyonu tiirevlidir.
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Ornek: [0; 1] aralig: lizerinde fn(x):x— seklinde tanimlanan fonksiyon
n
dizisi icin,
a) ({im fn)(x)zlim f'(x) esitligi gerceklesir mi?

b) (f’) tiirev dizisi diizgiin yakinsak midir?

Coziim: a) Oncelikle (limf, (x)) degerini hesaplayalm. Her x<[0,1] icin

n

limf,(x) = lim > =0 =f(x)
n—oo n—oo n

olup, [0; 1] araliginda f, —0 olup noktasal yakinsaktir. O halde f (x) = 0 sabit
fonksiyondur. Yani
(limf, (x))"=f(x)=0
bulunur. Diger yandan
f(x)=x"" , xe[0,1]
olacagindan
1imf;(x)=1imxn1={0 » Osx<d
n>o n 1, x=1
olarak elde edilir. Dolayisiyla x€[0,1) icin (a) sikkindaki esitlik gerceklesir.
Ancak x=1 icin gerceklesmez. Ciinkii
0=(limf, ) (1) lim f(1)=1

olarak bulunur.

b) f (x)=x"" tiirev dizisi diizgiin yakinsak degildir. Ciinki

0, 0<x<1
1imf1;(x)=1imx"1:{ X<

n—oo n—oo

k=1 =f(x)

olup [0; 1] araliginda f, —f olup noktasal yakinsaktir. Ancak bu f fonksiyonu
x=1 noktasinda siireksiz oldugundan yakinsama diizgiin yakinsak degildir.

9.6. Tanim: (f ) bir A kiimesi lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. Ve>0 igin en az n_eN dyle ki Ym,n>n, ve VxeA igin [f,(x)—f(x) <&
ise (f,) fonksiyon dizisi diizgiin Cauchy dizisidir.

Burada dikkat edecek olursak n, sayis1 sadece € sayisina baghdir.

9.7. Teorem: (f ) bir A kiimesi lizerinde tanimh fonksiyonlarin bir di-
zisi olsun. (f,), A lizerinde diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart (f,)
, A liizerinde diizgiin Cauchy dizisidir.
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Ispat: (f,) dizisi A tizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun.
g¢>0 verildiginde oyle bir n _eN bulunur ki vn>n, ve VxeA ic¢in

|fn(x)—f(x)|<§ olur. Eger m,n>n, segilirse xeA i¢in

Ifm(x)—fn(x)|=|fm(x)—f(x)+f(x)—fn(x)|slfm(x)—f(x)|+|f,,(x)—f(xJ|<§+§=s

olur. Bu da (f,) dizisinin diizgiin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tersine (f ) bir dizgin Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde reel terimli
(f,(x)) bir Cauchy dizisidir. R deki her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan

(f (x)) dizisi bir f(x) sayisina yakinsar. Dolayisiyla A tlizerinde f(x)=limf, (x)
esitligi yardimiyla bir f fonksiyonu tanimlanmig olur. ¢>0 ic¢in (f,) dizgin
Cauchy dizisi oldugundan 6yle bir n, e N bulunur ki vm,n>n, ve VxeA icin
If.(x)—f,(x)|<& olur. Bdylece VxeA ve Ym>n, igin

|f,(x)—f(x)| = lim|f, (x)—f, (x)| <&
olur. Bu (f,) dizisinin f fonksiyonuna A tlizerinde diizgiin yakinsak oldugunu
gosterir.

FONKSIiYON SERILERi ve DUZGUN YAKINSAKLIGI

9.7. Tanim: AcR, f : Nx A—R fonksiyon dizisi (f, ) olsun, ka se-

k=1
0
risine fonksiyon serisi denir. s, =f,,f,,.,f, ile tanimh (s,) dizisine ka serisi-

k=1
nin A lzerinde kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,) dizisi A lizerinde diiz-

giin yakinsak ise ka serisi A lizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

k=1
= © k1 1
Ornek: Z ile tanimlanan fonksiyon serisi Az{O,E} uizerinde
k=1 +7X
diizglin yakinsak midir?
n _ Jk+1
Cozim: Verilen serinin kismi toplamlar dizisi sn(x)zz diizgiin
k=1 ~

yakinsak olup olmadigini inceleyelim.
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n

1-x* 1-%° 1—x"1
= + .t
1-x 1-x 1-x
_ n+1]

1
=— n—x2(1+x+x2+...+x“‘1]
1-x

1 2 1_Xn
= n—x-.
1-x 1-x

f : Nx [a,b] >R ile tanimli her bir (f ) Riemann integrallenebilir olsun. Ayri-

1-

a [a; b] araliginda f, —f olup her xe{o, ﬂ icin

lims (x)—th{n— 2 17X }

n—»0 n—o]l—x 1—-x

XZ
= [limn— lim(l—x“)}
n—w 1—Xno»

1-x
=00

oldugundan (s,) kismi toplamlar dizisi noktasal yakinsak degildir. O halde

21;)( de noktasal yakinsak olamaz. Noktasal yakinsak degilse, diizgiin
k=1 + X

yakinsak da degildir.

X
2k+1

Ornek: i

k=1

serisi [0; 1] tizerinde diizgiin yakinsak midir?

0

Cozim: z serisinin kismi toplamlar dizisi yazilirsa
o2
n

k
X

Sn(X) > 2k+1

k=1
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X X !
:4_2)({1—(5) } xe[0,1]

olup, her x e[0,1] i¢in

k
llms L(x)= hmz k+1 n_m4 XZX T 7x =5(x)

bulunur. O halde s(x) dizisi, s(x)= 2 ile tanimh fonksiyona noktasal ya-

kinsaktir. Simdi diizgiin yakinsakligini gosterelim.
X |4 (% ! X

4-2x 2 4-2x

x (x)

=ma —

xe[O# 4-2x (2}
Xn+1

=maxy ———
xe[O,l]{ (2 _X)2n+1 }

~ 1 n+1

2

1 n+1
llmc (x)—llm(zj =0

n—o0

C (X max
( ) x€[0,1]

oldugundan yakinsama duzgtindiir. (s,) kismi toplamlar dizisi, [0; 1] lizerinde
X x"
s(x)=
(x)=7"

serisi de ayni s fonksiyonuna, [0; 1] lizerinde diizglin yakinsaktir.

ile tanimli fonksiyona diizgiin yakinsak olur. Buna gore szﬂ

9.8. Teorem (Diizgiin Yakinsaklik Prensibi): ka , bir A kiimesi tize-

rinde tanmimh fonksiyonlarin bir serisi olsun. ka serisi A Uzerinde diizgiin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve >0 i¢cin 3n, € N oyle ki Vxe A ve

her n>m2n, icin
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<&

Zn:fk (x)

k=m+1

dir.

Ispat: ka serisinin kismi toplamlar dizisi (s, ) olsun. ka serisinin
diizgiin yakinsak olmas i¢cin gerek ve yeter sart (s ) dizisinin dizgiin yakin-
sak ve dolayisiyla diizglin Cauchy olmasidir. Buna gore;

ka , A uzerinde diizgiin yakinsaktir Ve>0 icin dn_e N oyle ki her
m,n=>n, ve VxeA icin

s, (x)—s,(x) <&
dir. n>m i¢in

<€

i f (%)

k=m+1

5, (x)=5,,(x)| =

oldugundan ispat tamamlanir.//

Yukaridaki esitlikte n— oo yapilirsa su sonug elde edilir.

9.2. Sonug: ka , A lizerinde fonksiyonlarin bir serisi olsun. ka serisi
A uzerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ve>0 i¢cin n, e N

oyleki VxeA ve her n>n_ icin
ka(x)

k=m+1

dir. Bagka bir degisle, (K_) kalan terim dizisi diizgiin sifir dizisidir.//

<&

Simdi degisken terimli seriler i¢in yakinsaklik testleri verelim.

9.9. Teorem (Weierstrass Testi): an , A lizerinde taniml fonksiyon-
larin bir serisi olsun. Her xe€ A igin |fn(x)|<an ve Zan<oo (vakinsak) ise

an serisi A lizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: an(x) serisinin kalan kismi K (x), Zan serisinin kalan kismi

R, olsun.

o0

< SIE)< Ya, =R,

k=n+1 k=n+1

SF(x)

k=n+1

K, (x) <
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dir. Zan yakinsak oldugundan bu serinin kalan kismi sifira gider. O halde

K (x) diizgin olarak sifira gider. Su halde an serisi A lizerinde diizgiin ya-
kinsaktir.

Ispat: ZX—Z serisi [-1,1] aralig uizerinde diizgiin yakinsaktir. Clinku
n=1

D <
—-1<x<1 i©in, | —
n

S% olup Ziz yakinsak oldugundan ZX—Z serisi diizgiin

n=1 n=1

yakinsaktir.

n=1

Ornek: Z(n +1)x" serisi {—% ﬂ araliginda diizgiin yakinsak midir?

Cozim: Verilen fonksiyon serisinin kismi toplamlar dizisi
s,(x)=Y (k+1)x"
k=1
oldugundan bu sorunun ¢6ziimi buradan bulmak zordur. Ama Weierstrass

. 11, .
testi uygulanirsa her x e >3 icin

f,00) =[n+ 17 < =,
o - n+1 U : , :
yazilabilir. Burada Zz—n yakinsakligini inceleyelim. D’alambert Oran testi
n=1
geregince
n+2
lim 2o = im 2" _jim[ 22 ) 2|y, D*E 1y
n—w an noo nN+1 n—o 2n+ n+1 nA»m>2(r1+_1) 2
2]’1

00

n+1
oldugundan Zz—n yakinsaktir. Bu durumda Weierstrass testi geregi
n=1

00

11
Z(n +1)x" serisi {—E, E} araliginda diizgiin yakinsaktir.

n=1

00 n

Ornek: zx—'e’“x serisi [0, 1] arahiginda diizgiin yakinsak midir?

n=1
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Cozim: Her x €[0,1] i¢in

1
<—=a
n!

f,(x) =

n

n
X_ efnx
n!

yazilabilir. Burada Zl' yakinsakligini inceleyelim. D’alambert Oran testi ge-

n=1 1
regince
1
! !
lim Anit =lim (n+1)! =lim - :limL:0<1
n—o an n—w 1 n—o (n + 1) l n—w 1) 4 1
n!

y - 1 : : e X
oldugundan Z—' yakinsaktir. Bu durumda Weierstrass testi geregi Z—'e
n=1 n: n=1

serisi [0,1] araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ornek: Zw: —x

n=1

serisi [-1,1] arahginda duzgin yakinsak midir?

Cozum: Her xe[-1,1] icin

V1-x"

3n

Sg—nzan

f,(x)|=

. > 1 - . 1 : :
yazilabilir. Burada Z—n serisi geometrik seridir. Geometrik serilerde

n=1
1 =1
r:§ <1 oldugundan » — yakinsaktir. Bu durumda Weierstrass testi geregi
n=1
> === serisi [-1,1] araliginda diizgiin yakinsaktr.
n=1
b - Sinnx
Ornek: zm serisi R iizerinde diizgiin yakinsak midir?
n=1 VN +X

Cozum: Her xeRigin

£ (x)|: sin nx | 1 1

< <~ =a
?{/n4+x4| Int+xt int "
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yazilabilir. Burada Z— serisi harmonik seridir. Harmonik seride o = g >1

=

oldugundan yakinsaktir. Bu durumda Weierstrass testi geregi

X

- sinnx
Z— serisi R araliginda diizgiin yakinsaktir.
1 vn* +x*

9.10. Teorem: an , [, b] Uizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ve

ce[a,b] olmak iizere limf (x)=c, olsun. Buna gore

lim ka (x)= Z(lim f.(x))
X—C ey o X
dir.

Ispat: an diizglin yakinsak oldugundan, 9.7. teoremden her €>0 i¢in
dn, € N oyle ki Vxe[a,b] ve her n>m>n,_i¢in

Zf (X)—| o (X)) o(X) 4+ £ [X)|<g

k=m+1

olur. Bu sonlu toplamda x— c i¢in limit alinirsa n>n_ icin

|Coni (K] + Cpp (X) o €, ()| <&
bulunur ki bu ch serisinin yakinsak oldugunu gosterir. ch serisinin kismi
toplamlar dizisi (t,), kalan terimi Rn olsun. ch =t diyelim. an(x) serisinin
toplami f(x), kismi toplamlar dizisi (s (x)) ve kalan terimi K_(x) ise

f(x)=s,(x)+K, (x) ve t=t (x)+R, (x)
yazilabilir. Bu esitlikleri taraf tarafa cikarirsak,

() —t] =[5, () +K, (x)~t, =R, | <[5, () - t,[ +[K,(x) R,

olur. an diizglin yakinsak, ch yakinsak oldugundan her €¢>0 i¢in 3n_e N

oyle ki Vxe[a,b] ve her n>m=>n_ i¢in

€ €
<—ve <=
3 3

olur. Buna gore n icin

lims, (x)=lim Y f,(x)= > (lim £, (x))= ¢, =t,
X—>C X—C 1 ) X—C sy
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oldugundan 6yle bir >0 bulunur ki |X—c|<8 sartinl saglayan her xe[a,b]

icin |s_(x)-t, <§ olur. Demek ki |X—c|<6 sartini saglayan her xe[a,b] i¢in
f(x)—t|<e

bulunur. Bu
limf(x)=t

X—>C

olacagini gosterir. f(x) ve t'nin degerleri yerine yazilirsa
lim Zf (x)= Z(lim f.(x))
x—>¢ 1= g X

bulunur.

© _ 2n
Ornek: Her x<[0,1] igin lim le—n" limitini bulunuz.
X—> —0

) _2n
Céziim: Once 212—:( serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsakli-
n=0
gin1 inceleyelim. Her x [0, 1] i¢in

N

1-x
Zn

f,()|=

|
yazilabilir. Burada Z—n serisi geometrik seridir. Geometrik serilerde
n=1

0

1 1
r= > <1 oldugundan ) — yakinsaktr. Bu durumda Weierstrass testi geregi

n=1
Z 12_nx serisi [0,1] aralginda diizgliin yakinsaktir. $imdi limitini bulalim.

n=1

Her n igin

_ N1-x" 1
lim =—
x—0 2" 2"
limiti mevcuttur. O halde 9.10. teorem geregi limit ve toplam yer degistirebilir.
o ) ) [ -
x50 &= 2" = x50 2"

=0
_v1

n=0 Zn
geometrik serisi elde edilir. Bu seri
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S 2 fim— 22

n
—r 2 n—»0 1-+

sonucunu verir.

limitini bulunuz.

Ornek: Her xe 0,1] icin lim
(0,16 HO;n(nJrl)

CoS nx
Céziim: Once Z

—n(n+1)
g1 inceleyelim. Her x <[0,1] 1(;ir1

serisinin [0,1] arahginda diizgiin yakinsakli-

cos nx | 1
<—=a,
n(n+1)| n“+n n’

0

1
yazilabilir. Burada Z_z serisi harmonik seridir. Harmonik serilerde ae=2>1

n=1 Il

9 - 1 . . o
oldugundan Z—z yakinsaktir. Bu durumda Weierstrass testi geregi
n:ln

o0

z C(OS ml( serisi [0,1] arahiginda duzgiin yakinsaktir. Simdi limitini bulalim.
= n(n+

9.10. teorem geregi limit ve toplam yer degistirebilir.

Z, COSnx COS nNX
lim
x>0 HZ(; n(n+1) Z;‘ n(n +1)

nZ; n(n +1)
serisi elde edilir Bu seri

i ZG_?) lim—- =1

rl0n(n+1) n—>°0k n>en+1

sonucunu verir.

ABEL ve DIRICTLET TESTI

9.11. Teorem (Abel Testi): an, A tlizerinde taniml fonksiyonlarin

herhangi bir serisi ve (g ) de negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
Eger A lzerinde;
i) an serisi diizgiin yakinsaktir,
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ii) (g,) azalan ve diizgiin smirl,

ise angn serisi A uizerinde duzgiin yakinsaktir.

Ispat: £€>0 olsun. (i) den 3n, e N dyle ki VxecA ve her n>m>n_igin

= €
f(x)<—
P
olur. Diger taraftan F, = ka ve M= {[Fm 1 S . Fn|} olsun. Abel formiiliinden
k=m
n n-1
szgk =Fg,+ ZFk(gk ~ 1)
k=m k=m+1
bulunur. Boylece,
1 n-1 n-1
D fg | <Fg.+ Y |R(g — 8. ) <Mg,+ D M(g, —g...)=Mg,
k=m k=m k=m
elde edilir. Burada,
n n 8
> £, (08, () <8, (). max Y £, () <M.~ =z
k=m m<k<n om M

olur. 9.7. teoremden angn serisinin A uzerinde diizglin yakinsak oldugu or-
taya cikar.

Ornek: c<(0,1) olmak iizere ZM serisi, [0, c] araliginda diiz-

n=1

gin yakinsak midir?

n

Cozim: fn(x)=x— ve g (x)=1+x" olarak alinsin.
n

N < X" . N -
i) an(x)=2— serisi [0, c] lizerinde diizglin yakinsaktir. Gergekten,
n=1 n=1 n
her x€[0, c] i¢in
x"| x" c"
fn(X)|= —|=—=—"=4,
n
ve
Cn+1
. a . . c™n . cn
lim L =lim (ntl) =lim————=lim——=c<1
now g n—w i n—w Cn(n + 1) n—>on4+1
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n

. < o C L N
olup, oran testinden » a, =) — serisi yakinsaktir. Dolayisiyla, [0, c] iizerin-

n=1 n=1

S x(1+x" o . .
de Zg serisi Weierstrass testinden diizgiin yakinsaktir.
n

n=1
ii) Her x€[0,c] i¢in g (x)=1+x">0 olup, her n i¢in (g ) dizisi negatif
olmayan fonksiyonlarin bir dizisidir. Her x €[0,c] i¢in

8. (x)=1+x">1+x"" =g ()
oldugundan (g_) azalandir. Her x<[0,c] ve her ne N i¢in

gn(x)|:‘1+xrl <1+c"<2

oldugundan (g, ) diizgin smnirhdir.

O halde Abel testi geregince ZM serisi [0, c] lizerinde diizgiin
n=1 n

yakinsaktir.

o0
" cosnx . . N .
Ornek: E ;—X" serisi (0, 1) lizerinde diizglin yakinsak midir?
= n
n=1

Cozim: f (x)= COS?X ve g (x)=x" olarak alinsin.
n

COSSHX serisi (0, 1) tizerinde diizgiin yakinsaktir. Gerg¢ek-

) SEE=Y :

ten, her xe€(0,1) i¢in

cosnx| 1
f.(x)=—=—<==a,
n n
g.(x)=x">0

> 1 . - y . .
harmonik serisi yakinsak oldugundan, Weierstrass testi gere-

— COS NX . . .. . L
serisi (0, 1) lizerinde diizglin yakinsaktir.

ii) Her x€(0,1) i¢in g, (x)=x">0 olup, her n i¢cin (g, ), negatif olma-
yan bir fonksiyonlarin dizisidir. Her x €[0,c] i¢in

g, (x)=x">x"" =g, (x)
oldugundan (g, ) azalandir. Her x€[0,1] ve her ne N i¢in
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XH

g,(x)=[x"|<1
oldugundan (g_) diizgin smnirhdir.

COS NX - . o
-—X" serisi (0, 1) tizerinde dizgiin

O halde Abel testi geregince Z
n=1

yakinsaktir.

© (_ 1)+l N
Ornek: 2(1—|x| serisi [-1,1] arahg iizerinde diizgiin yakinsaktr.
n=1 n

Giinkii her xe[-1,1] i¢in (jx|") negatif olmayan sayilarin bir azalan dizisi ve

o (_ 10+l
Z( ! serisi x’e bagh olmadigindan diizgiin yakinsaktir. Abel testi gere-
n=1 n

gince verilen seri diizgiin yakinsaktir.

9.12. Teorem (Dirichlet Testi): an , A lzerinde taniml fonksiyonla-

rin herhangi bir serisi ve (g, ) de negatif olmayan fonksiyonlarn bir dizisi ol-
sun. Eger A lzerinde;

i) an serisi diizgiin yakinsaktir,
ii) (g,) azalan ve g=0 fonksiyonuna diizgiin smirly,

ise angn serisi A lizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: (i) den her xe A ve her neN i¢in

Zr_ll f (%)

olacak sekilde bir M e R i¢in vardir. € >0 verilmis olsun. (ii) den 3n_ € N dyle

<M

ki VxeA ve her n>n_i¢in

€
f (x)<—
2(%) M
olur. Boylece VxeA ve n>mz2n,_icin
n n-1
2 £ (g, (x) <g,(x).max > f,
k=m ~ 7 |k=m
n-1
< gn(x).max{ PR AR }
m<k<n el o
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e
<(M+M).—=¢
( )ZM

bulunur. 9.7. teoremden, angn serisi A lizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ornek: ZM serisinin [0,1) aralifinda diizgiin yakinsak oldugunu
Slog(n+1)

gosterimiz.

Coziim: f (x)=x"(1-x), g,(x)= 1 olsun.
log(n+1)

i) an (x)= ZXH (1—x) serisinin kismi toplamlar dizisini bulalim.

n=1 n=1

5,(x)= Y x*(1-x)

=x(1-x)+x*(1-x)+.. +x"(1-x)
=x(1-x)[1+X+..+x""]
(1-x")
(1-x)
=x(1-x")
olup her x€[0,1) ve her neNi¢in
s, ()| =[x"(1-x)|<1

oldugundan (s, ) duzgin smirhdir.

=x(1-x)

ii) (g,) dizisi, her n icin negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisidir.
Her x€[0,1) i¢in
1 S 1
log(n+1) log(n+2)
oldugundan (g, ) azalan fonksiyondur. Ayrica

g.(x)= =8na(X)

1
limg(n+1)=lim———=0=g(x
limg(n+1) M log(n+ 1) 8(x)

oldugundan (g,) dizisi, g=0 fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. (g ), x'ten
bagimsiz oldugundan diizgiin yakinsamadir.

O halde, Dirichlet testi geregince verilen seri [0, 1) lizerinde diizgiin ya-
kinsaktir.
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FONKSIYON SERILERININ SUREKLILIK, INTEGRAL VE TUREV ILi§-
KIiLERI

9.13. Teorem: ka , bir A kiimesi iizerinde siirekli fonksiyonlarin bir

serisi olsun. Bu seri A tlizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f fonk-
siyonu A lizerinde stireklidir.

Ispat: s_ =f, +f,+..+f ve x_e€A olsun. f, fonksiyonlar: siirekli oldu-
gundan s_ fonksiyonlar: da x, da stureklidir. (s, ) ffonksiyonuna diizgiin ya-
kinsak oldugundan 9.2. teorem geregince f fonksiyonu x, da streklidir. x,
keyfi oldugundan f, A iizerinde siireklidir.

9.14. Teorem: an, [a, b] lizerinde sinirly, reel degerli ve integrallene-

bilir fonksiyonlar1 bir serisi olsun. an serisi diizgiin yakinsak ise

j (ka(x)}gﬁfk(x) dXJ

dir.

Ispat: D f, (x)=>_f,(x)+K,(x) oldugundan,

k=1 k=1
yazilabilir. Sonlu sayidaki toplamin integrali integrallerin toplami oldugundan

T(ifk(X)j = anifk(x) dx + TKn(X)dX

olur. (K,) sifira diizgiin yakinsayan bir dizi oldugundan Ve>0 i¢in 3n,e N

oyle ki Vxe[a,b] ve her n>n, icin Kn(x)|< b8 olur. Buna goére ayni n ve
—-a
x'ler i¢in
b b € b €
K (x)dx| < | K, (x)dx| < —— |dx=——(b—a)=¢
! (%) £| (X)X b_a£ ——(b-2)

bulunur. Bu durumda

n—o0

b
lim K, (x)dx =0

dir. Buna gore yukaridaki esitlikte n—> oo i¢in limit alinirsa

j(ifk(x)}iﬁfk(x)dXJ

2 \ k=1 k=1\a
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bulunur.

o 2

. X : . :

Ornek: Zj(l —dx integralinin sonucu nedir?
+X

n=1 1

6ziim: Oncelikle 3
¢ 2texy

serisini diizgiin yakinsakligini inceleyelim.

S.(x)= Z(1+)

1 1 1
=X| —+ ot ——
1+x  (1+x) (1+x)"
x [, 1 1
= 1+ + o+ —
1+x| 1+x (1+x)"
1_ 1
_ X (1+x)"
1+x| 4_ 1
1+x

1
(1+x)"

m{l— ! }z
n—oo ) ool (14x)"

olup (s, ) dizisi, Sn(X)— 1 ile tanimh fonksiyona noktasal yakinsaktir.

ve

llms L(x)=

hm c,(x)=limmax|1—

n—o xe[1,2]
olup Z

ZI(1+x) _IZ(1+X) dXZ!dXZXﬁ:l

n=1 1 1 n=1

1‘1 max L —limi=0

(1 + X) n—o xe[1,2] (1 + X) n—w Q1

y dx serisi diizgiin yakinsaktir. 9.14. teorem geregi,

bulunur.

9.15. Teorem: an, (a, b) lizerinde tiirevlenebilen fonksiyonlarin bir
serisi olsun. an serisi bir f fonksiyonuna noktasal yakinsak ve Z:fr’1 serisi bir

g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise an serisi dlizgiin yakinsaktir ve
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[Zf (x)j Z (£:()

dir.

Ispat: s, =f, +f, +..+f, olsun. (s,) dizisi 9.5. teoremin geregi,

Qim S, (x)) =lims/ (x)

dir. Diger taraftan
lims, (x)=) _f (x) ve lims](x)=> f;(x)
n—oo k=1 n—oo k=1

oldugundan
[Zf (x)j Z(f' (x)

bulunur.

n+1

. o X' X s y . : L
Ornek: Z(—— 1) serisinin [0,1] arahginda terim terime tiirevi
n n+

var midir?

e &% x™ o .
Coziim: Oncelikle Z(—— serisini diizgiin yakinsakligini incele-

—\n n+1
yelim.
k+1
s (x
()= Z(k k+1j
XZ XZ X3 Xn Xn+1
= X—— |+ ——— |+ t| ——
2 2 3 n n+1
Xn+1
=X—
n+1
ve

n+1 n+

n n n+1 n+1
. . X X . X
hmsn(x):hmz —_— =lim| x— =X
n—»0 ot =i n n—>00) 1

olup (s,) dizisi, s (x)=x ile tanimh fonksiyona noktasal yakinsaktir.

n+l n+1

. X 1
=lim max =lim =0
n—>oxef0,1ln4+1 n>en4+1

hm c,(x)=limmax

n—o x€[0,1]

X —

n+1
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0 n n+1
olup Z[X—— X J serisi diizgiin yakinsaktir. Buna gére

!

2-r) o

dir. Simdi 9.15. teoremdeki esitligin ikinci yanini inceleyelim.

n n+1
f.(x)=—-
n

bulunur. Buradan

o0

DT -x)=(1-x)+(x-x) .+ (X" -x")=1-X"

n=1

X

olup f/(x)=x""—-x"

olup
2 1, 0<x<1

lim ) (x" ' —x")=lim(1-x")= 2
im >°( )=lim(1-x") {0, 1 V)
bulunur. Sonug olarak (1) ve (2) esit olmadigindan seri bu aralikta terim teri-
me tiirevlenemez.
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