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10. BOLUM
KUVVET SERILERI

(TAYLOR ve MACLAURIN SERILERI)

KUVVET SERISi KAVRAMI

10.1. Tanim:

o0
ch(x—a)“ =c,+¢,(x—a)+c,(x—a) +..+c (x—a)" +..
n=0
seklindeki serilere x=a civarinda kuvvet serisi denir. Burada merkez a ve katsayilar
Cy,Cy,Cy, s €y . SAbItlerdir. Eger x=0 ise;
o0
"=y +CX+C,XE HutC X"+
C, X" =Cy+C X+CX +..+C X" +..
n=0
x =0 civarinda kuvvet serisi denir.

0 N 2 n
.. X 1 x .. . -
Ornek: » —=—+—+—+..+—+.. serisi x=0 civarinda kuvvet serisi-
~n o 1 2 3l
dir.
00 Xl’l
Ornek: Z—n serisi her x € R — {0} i¢cin yakinsak veya iraksakligini incele-
n=0 n
yiniz.

Cozlim: Oran testini uygulayalim.

|X| k k 1
=lim——| ——| =0.e =0<1
noon+1\k+1

Xn+1 1,ln
(n+1)"" x

n—

y X
oldugundan Z—n serisi yakinsaktir.
n=0

Ornek: Zn“x" serisi her x € R— {0} icin yakinsak veya iraksakligini ince-
n=0
leyiniz.

Cozlim: Oran testini uygulayalim.
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(n + 1)n+1 Xn+1
k

k
lim = lim|x|(n + 1)[%} =

n—o0!

n"x

0
oldugundan Zn“x“ serisi 1raksaktir.

n=0

10.1. Teorem (Karsilastirma Testi): ZCH(x—a)“ serisi x1 de yakinsak ve

n=0

0

x2 de, |X2 —a| <|X1 —a| esitsizligini saglayan bir say1 ise ch(x—a)“ serisi x, de yakin-
n=0

saktir.

Ispat: x, #a dir. Clinkii x, =a ise |X2—a|<0 olur ki bu miimkiin degildir.
|x2 —a| <|x1 —a| oldugundan
_x.—a|

r_
|X1 _a|

sayist 1'den Kkiigiik bir pozitif sayisidir. ch(x—a)“ yakinsak oldugundan

n=0

limc,(x—a)"=0 dir. Yakinsak her dizi sinmirli oldugundan (Cn (x —a)“) sinirhidir.

sup)

c,(x, —a)“‘ =B olsun. Bu takdirde her bir k € Ni¢in

k
k |X2 —a| Kk
=|cn||x2 —a| = |cn|— <Br

Cy (XZ - a)n K
[x, 2|

olur. r < 1 i¢in Z:B.rk =B.Z:rk yakinsak oldugundan, karsilastirma testi geregince
ZCH(X2 —a)" yakinsaktir. //

Bu teoreminden sunu cikarilir.

Eger [x,—a|<[x, -4 ve ZCn(x—a)“ serisi x» de 1raksak ise x; noktasinda

da raksaktir.

10.2. Tanim: ch(x—a)“ kuvvet serisinin |x—a|<R icin yakinsak oldugu

en biiyiik pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi, seriyi yakinsak
yapan x noktalarinin olusturdugu araliga da yakinsaklik aralig1 denir.

Yakinsaklik yaricapi oran testi ve Hadamard testiyle bulunur.
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Jacques Hadamard
(08 Aralik 1865, Versay, Fransa - 17 Ekim 1963, Paris, Fransa)

10.2. Teorem (Hadamard Testi): ch(x—a)n kuvvet serisi icin

lim '\1/@ =L olsun.

n—oo

i) |X - a|.L <1 ise seri yakinsaktir.

Burada L#0 ise R=% dir, L=0 ise R=+0o dir.
ii) |X —a|.L >1 ise seri iraksaktir.

T . . n P . . . _ n . i
Ispat: ch (x—a)" kuvvet serisi verilmis olsun. Illl_r)?o “,/|cn|(x a)" <1 ise seri
ler konusundaki kok testi geregince verilen seri yakinsaktir. Halbuki

Aiigon, I|Cn|(x—a)" = L.|x—a|

dir. O halde L.|x—a| <1 ise ch(x—a)n serisi yakinsaktir.

L0 ise L.|X—a| <1 i¢in yakinsak, L.|X—a| >1 iginraksak olup R =% dir,

L=0 ise L.|X—a| <1 esitsizligi her x i¢in saglanacagindan seri her x icin ya-
kinsak olur. Bu durumda yakinsaklik yarigapt R =+ dir.

Cn+1

Cl’l

10.1. Ag¢iklama: Oran testi ile kok testinde lim

n—o0!

=L oldugunda

lim Va =L olacagindan, L#0 i¢in

n—o
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yazilabilir.

Cn+1

10.2. Agciklama: Eger [

J veya (“,/cn) dizilerinin limiti var ve limiti s1-
n

firdan farkl ise

1
R= veya R=—

lim Cn+1 rlll_I};lOn Cn

n—wl C,
olur.

Ornek: ZX— serisinin yakinsaklik yaricapini ve yakinsaklik araligini bulu-
n=1 n

nuz.

Cozlim: Oran testini uygulayalim.

1
1Cn+1 on+1
lim|2= =lim—==1
n—o C n—oo
n _
n
1

oldugundan R = 1= 1 dir. O halde bu seri |X| <1 yakinsaktir. Yani —1<x<1 dir. Simdi

verilen serinin x=-1 ve x=1 i¢in yakinsak olup olmadigini inceleyelim.

=0

n

x=-1 yazilirsa Z serisi olur ki bu bize Leibnitz kriteri geregince
n=1

yakinsaktir. O halde —1 de yakinsaklik araligina aittir.
o 1
x=1 yazilirsa Z— serisi olur ki bu bize iraksak harmonik seri oldugunu

n=1

gosterir. O halde yakinsak aralig1 [-1,1) araligidir.

(x-1)"
n!

Ornek: z serisinin yakinsaklik araligini bulunuz.
n=0

Cozlim: Oran testini uygulayalim.
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1
!
lim| ot — i (0D gy !
n—oo C no 1 noon+1
n!
1
oldugundan R=————=00 dir. O halde verilen serinin yakinsaklik aralig
lim
n—»n+1

(—o0, +0) dur. Yani verilen seri her x noktasinda yakinsaktir.

Ornek: Z (x -anl) serisinin yakinsaklik araligini bulunuz.
n=0

Cozlim: Oran testini uygulayalim.

1
lim |2 | = Jjm 22 = 1
n—n| €, n—w i 2
21’1

1

oldugundan R= 1—/2 =2 dir. O halde bu seri |X + 1| <2 yakinsaktir. Yani —3<x<1 dir.
Simdi verilen serinin x=-3 ve x=1 i¢in yakinsak olup olmadigini inceleyelim.

x=-3 yazilirsa Z(_B,Z;HDZZ(—I)“ serisi 1raksaktir. O halde -3 de ya-

n=0 n=0

kinsaklik araligina dahil degildir.

x=1 yazilirsa Zi—n =1+1+1+.. serisi olur ki bu bize raksak oldugunu

n=0

gosterir. O halde (-3,1) yai<1nsak araligidir.

© _2n

Ornek: Z );n serisinin yakinsaklik araligini bulunuz.
n=0

Cozlim: Verilen

0 XZn XZ X4 X6
— =t —t—+..
=2 2 4 8

dir. Bu durumda

I o 1 .
Serisinin katsayllarl I¢in C,, =— 1S€ C, =
2n 2n n

S 1 1
ll_rﬂo\/a_}g?o V202 o

211/2
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oldugundan R =% =+/2 dir. O halde verilen seri (—\/E A2 ) araliginda yakinsaktir.
1/+2
Simdi verilen serinin x=-/2 ve x= V2 icin yakinsak olup olmadigini inceleyelim.

© 2n
x=—2 yazilirsa Z (_\g) =1+1+1+.. serisi iraksaktir. O halde —/2 de
n=0
yakinsaklik araligina dahil degildir.

2n

x=12 yazilirsa Z\/Z_Ln =1+1+1+... serisi raksaktir. O halde (—\/5 2 )
n=0
yakinsak araligidir.

10.3. Teorem: Yakinsaklik araliginin kiimesi
[={xeR: ch (x—a)" yakinsak}
olmak tizere I kimesi R reel sayilar kiimesi ya da [a-R,a+R], (a—R,a+R),
[a—R,a+R), (a—R,a+R] araliklarindan biridir.

Ispat: Eger 1#R ise, sup{|x1—a|:xlel}=R dir. Eger x,e(a—R,a+R) ise

|x2 —a| <R dir. Buna gore I da, [x, —a|<|x1 —a| olacak sekilde bir x; vardir. 10.1. teo-

remden ch(xz—a)" yakinsak ve x, €I olur. Bu
n=0

(a—R,a+R)clI (1)
oldugunu gosterir.

x, €l olsun. |x1 —a| <R olacak sekilde bir R segelim. Bu takdirde
X, €[a—R,a+R] olur. Bu
Ic[a=R,a+R] (2)
oldugunu gosterir. (1) ve (2) den
(a—R,a+R)clc[a—-R,a+R]

oldugundan, I aralig
[2—R,a+R], (a—R,a+R), [a—R,a+R), (a—R,a+R]

araliklarindan biridir.

KUVVET SERILERININ, DUZGUN YAKINSAKLIGI, TUREV ve INTEGRALI

Bir kuvvet serisi, yakinsaklik araliginda

f(x)= icn(x—a)“
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n=0

seklinde bir f fonksiyonu tanmimlanir. Bu fonksiyon (ch(x—a)"j polinom dizisinin

limiti oldugundan polinomlarin sahibi bir¢ok 6zellige sahiptir. Bu 6zelliklerin varlig,
serinin diizglin yakinsak olmasinin sonucudur. Simdi serinin diizgiin yakinsakligini
veren teoremi verelim. Sonra da tiirev ve integral teoremlerini verelim.

3.4. Teorem: Yakinsaklik yaricap: R olan ch(x—a)“ serisi, (a—R,a+R)
n=0
tarafindan kapsanan kapali aralik tizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: [c,d]c(a—R,a+R) olsun. ch (x—a)" serisi ¢ ve d noktalarinda
yakinsaktir. Buna gore;
c,(d-a)"

, |c—a|£|d—a|

K=

Ch (C - a)n

, |e—a|=|d-al

icin sz yakinsaktir. Ayrica her x €[c,d] i¢in

c,(x—a)"| <M,

oldugundan, Weierstrass testinden, ch[x—a)n diizgiin yakinsaktir. //

Kuvvet serisinin yakinsak oldugu araliginda tanimlana fonksiyon, diizgiin
yakinsak oldugundan bu seriler diizgiin yakinsak 6zelliklerini saglar.

10.5. Teorem: ch(x—a)n serisinin yakinsaklik yarigapt R ve
n=0
xe(a—R,a+R)i¢in

f(x)= icn(x—a]“

olsun. f fonksiyonu integrallenebilirdir ve [c,d]—(a—R,a+R) i¢in

A/ o w  (d
J{ch (X—a)“de = ZCHU(X—a)“ dx]

c \n=0 c

olur.

Ispat: ch(x—a)" serisinin her bir terimi siirekli bir fonksiyon ve seri her

n=0
bir [c,d]c(a—R,a+R) araliginda diizgiin yakinsak oldugundan “Fonksiyon Dizileri
ve Serileri” béliimiindeki “Bir A kiimesi iizerinde f fonksiyonu diizgiin yakinsak ise f

fonksiyonu A kiimesi lizerinde siireklidir” teoremi gereginden f fonksiyonunu her
X, €(@a—R,a+R) noktasinda streklidir. Stirekli her fonksiyon integrallenebilir oldu-
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gundan f fonksiyonu integrallenebilirdir. Buna gore “Fonksiyon Dizileri ve Serileri”
boliimiindeki ilgili teoremden;

d/ o w (d
I[ch (X—a)anX = ZCHU(X_a)n de

c \n=0 c

yazilabilir.

1/27 & S

v 1

Ornek: E x" |dx = E —— esitligini gosteriniz.
'([( j 2 TEme

n=0

1/2/ o w 1/2
Cozlim I [ZXanX=Z '[X“dx
0 \n=0 n=0 o
" 1/2
B Xn+1
—=n+1 o

“ 1
_Z:(; (n+1)2“”J

10.6. Teorem: Herhangi bir (c,) dizisi ve a sayisl i¢in ch(x—a)" serisi

n=0

0
ve terimleri bu serinin terimlerinin tiirevlerinden olusan Z:n.cn(x—a)“’1 serisinin
n=0

yakinsaklik yarigapi aynidir.

Ispat: ch(x—a)“ serisinin yakinsaklik yaricapi R; ve Z:ncn(x—a)“’1 se-

n=0 n=0

risinin yakinsaklik yaricapi R; olsun. Eger |X1 —a| <R, ise Z:ncn(x—a)“’1 mutlak ya-
n=0
kinsaktir.

S (% -a)" =(x, ~a) ¢, (x; )
n=0 n=0

ve

Ch (Xl - a)n—l

< ‘ncn (x,— a)“_l‘
oldugundan ch (x—a)" serisi de mutlak yakinsaktir. chn (x—a)"" serisini yakin-

sak yapan her x: noktasi ch (x—a)" serisi de yakinsak yaptigindan R, <R, dir.
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ch (x—a)" serisi yakinsak olsun. |x2 —a| <|X1 —a| esitsizligini saglayan her

bir i¢in
cn(xz—a)nfl|:k|x2—a|n 1
c,(x,—a)" |X1—a| |X1—a|
X, —a
olur. |=2—|=r aliirsa
X, —a
n.c,(x,—-a)"" 1
c,(x,—a)" %, —a

bulunur. 0<r<1 igin

limn.r"™ =0

olacagindan nr".———

sinirhidir. Su halde
[x, —a|

<M.

Inc, (x, —a)" | <Mlc, (x, —a)"
olacak sekilde bir M sayisi vardir. Dolayisiyla Z:cn(xl—a)“_1 serisi yakinsak oldu-

gundan Z:Cn(x2 —a)""! yakinsaktir. ch(x2 —a)" serisinin yakinsak oldugu agiktir.

ch(x—a)“ serisinin yakinsak oldugu her x. noktasinda Z:ncn(x1 —a)"!
yakinsak oldugundan R, <R, dir. R, =R, dir.

10.1. Uyarn: Yukaridaki iki serinin yakinsaklik yarigaplaridir. Yakinsaklik
araliklar1 ayni olmayabilir.

© n o _n-1
N X X S
Ornek: E — ve E serilerinin yakinsaklik yaricaplarini ve yakinsak-
n n
n=1 n=1

lik araliklarini bulunuz.

Coziim: Oran testi uygulanarak

1
lim|2L = lim (n+1)° =lim il 5=1
n—x| C, n—»w i n—w (l’l+1)

n

oldugundan Rlz%zl dir. O halde bu seri |X|<1 yakinsaktir. Yani —1<x<1 dir.

Simdi verilen serinin x=-1 ve x=1 ig¢in ilk seri yakinsak oldugundan bu serinin ya-
kinsaklik arahg 1, =[-1,1] araligidr.
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0 n-1
Ikinci seri i¢in, R, = % =1 ve —1<x<1 dir. x=-1 i¢in Z& yakinsak,
n=1 n

x=1 i¢in Zl raksaktir. O halde bu serinin yakinsaklik arahg 1, =[-1,1) arahgdir.
n=1 n

R,=R,=1olup [, #I, dir.

Simdi kuvvet serilerinin terim terim tilirevlenebildigini gosteren teoremi
verelim.

10.7. Teorem: ch(x—a)“ serisinin yakinsaklik yarigcapt R ve her
xe(a—R,a+R)i¢in

=3 c,(x-a)"
n=0

olsun. f fonksiyonu (a—R,a+R) araliginda tiirevlenebilirdir ve

f'(x)= Z:ncn(x—a)“’1
n=0
dir.

Ispat: ch(x—a)“ ve Z:ncn(x—a)“_1 serisinin yakinsaklik yari¢capi R ol-
dugundan, (a—R,a+R) aralig1 tarafindan kapsanan her bir kapal aralikta her iki seri
de diizglin yakinsaktir. Ayrica ch(x—a)“ serisinin her bir terimi tiirevlenebilen bir

fonksiyon olup bu seri (a—R,a+R) araliginin her bir noktasinda yakinsaktir. Boylece
(a—R,a+R) araligmin her bir alt aralig1 tizerinde “Fonksiyon Dizileri ve Fonksiyon

Serileri” konusundaki;

[ifn(X)J -3t )

esitligi saglanir. Buna gore;

f'(x) :(icn(x—a)“] = i[cn(x—a)n] = i:ncn(x—a)n’1
n=0

n=0 n=0

elde edilir.

TERIM TERIM TUREVLENEBILME ve INTEGRALLENEBILME

ch (x—a)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi R ve her xe(a—R,a+R)
n=0
icin
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f(x)= icn(x -a)"

olsun.

i) f fonksiyonu (a—R,a+R) araliginda tiirevlenebilirdir ve

f'(x) :(icn(x—a)"] = i[cn(x—a)“I = i“ncn(x—a)“_1
n=0 n=0 n=0

dir. Ayrica
ch (x—a)" ve chn (x—a)"*
n=0 n=0

serilerinin yakinsaklik yaricaplar1 aynidir.

ii) f fonksiyonu (a—R,a+R) araliginda integrallenebilirdir ve

jf(t)dt ZC I(t a)"dt = Zc (X a)m

dir.

TAYLOR ve MACLAURIN SERILERI

Brook Taylor
18 Agustos 1685, Middlesex, Bir. Krallik - 29 Aralik 1731, Londra, Birlesik Krallik

10.8. Teorem: Ac R, f:A— R, a'y1 bir i¢ nokta olarak igeren bir aralikta

her mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. f(x)= ZCn (x—a)" icin,
n=0

f(x)=f(a)+f'(a) (X—a)+%(x—a 2 +%(X—a)3 +
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SxEon

esitligi mevcuttur. Bu e§1t11ge x =a'da Taylor serisi veya Taylor agilimi denir.

Ispat: f(x)’in, yakinsaklik yarigap: pozitif olan bir
f(x)=) c,(x—a)"
n=0

=c,+¢,(x—a)+cy(x—a)’ +..+c, (x—a)" +..
kuvvet serisinin toplami oldugunu varsayarsak, son soruya hemen cevap verebili-
riz. | yakinsaklik aralifinda art arda terim-terime tiirev alarak,
f'(x)=c, +2c,(x—a)+3cs(x—a)* +..+nc, (x—a)" ' +
f'(x)=1.2.c, +2.3.c(x—a) +3.4.c,(x—a) +..
f"(x)=1.2.3.c; +2.3.4.c,(x—a)+3.4.5.c;(x—a)* +..

elde edilir. Burada n. Tiirev, her n i¢in,

f™M(x)=nlc, +(n+1)!c, ,(x-a)+..
carpanini iceren terimlerin bir toplamu ile verilir. Bu denklemlerin hepsi x = a’da
saglandigindan,

f'(@)=c,

f'(a)=1.2.c,

f"(a)=1.2.3.c,

f™(a)=nlc,
bulunur. Buradan
. f(“)(a)
n!
elde edilir. Bu degerlerini kuvvet serisinde yerine yazilirsa,
f(x)=c, +¢,(x—a)+c,(x—a)* +..+c, (x—a)" +..

n

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ ()( )+...+&('X)(X—a)“+...
n!

olur.

Ornek: 33 iin degerini Taylor yontemiyle bulunuz.

Coziim: f(x)=3/x icin x=3, a=1 secilirse x—a=2 dir.
1
f(x)=x3 ise f(1)=1
2

1 - 1
f'(x)==x 3ise f'(1)==
(x) 3 1) 3
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5

12 - 2
f"(x)=—=—=x 3ise f"(1)=—
(x) 33 €Y 5

5

10 -3 10

f"(x)=—x 3ise f"(1)=—

(x) 7 1) 7
50 -5 50
fP(x)=—""x 3ise fP(1)=—"2=
(x) a1 (1) a1

bulunur. Elde edilen bu degerleri Taylor serisinde yerine yazarsak,

2 3 3
f(3)=1+1.2+ _2 2—+E.2—+ 50 2 —+..=1,4
3 9)20 27 3l 81 )4

yazilir.

Ornek: +/7 'in degerini Taylor yontemiyle bulunuz.

Cozim: f(x)zx/; icin x=7 ve a=4 segilirse x—a=3 dir.
1
f(x)=x? ise f(4)=2
1 - 1
f'(x)==x %isef'(4)==
(x)=3 (=7

3

1 111
f'(x)=——x 2isef"(4)=———=-—
= =15 52
5
3 31 3
f"(x =g 2isef"(4)=2—=—"1
&) (=532 256
(0= 10 2 ise fpgy= 15 L __ 15
16 16128 2048

bulunur. Elde edilen bu degerleri Taylor serisinde yerine yazarsak

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ ()( a)’ + f'(a )(X a)’ +.

2 3 4
GRIRLIEA N RTE A NE A
2\ 32) 31256 4! 2048
yazilir.

Ornek: f(x)= 1 fonksiyonunun a =2 noktasindaki Taylor serisini bulunuz.
X

Cozum: f(2),f'(2), f"(2),.. katsayilarini bulmamiz gerekir. Tilirevlerden

f(x)=x"ise f(2)=2" =%
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. 1
f(x)=-x?ise f(2)=—27"= %
L. Q) s 1
"(x)=2x" Sl Sl R s
f'(x)=2Ix"" ise o 2 >3
f"(x)=-3Ix"* ise 2) _ S

(n)
£9(x) = (~1)" nlx ™ ise @) gyppen D" 1
n!

2n+1

bulunur. Taylor serisi

f(x)=f(2)+f(2).(x —2)+f”(2)( -2P+ f(n)( )( x—2)" +
:1_(X—2)+(X—2) bot(e1 )2(X 2)"
2 22 2! 2nt

bicimindedir.

Colin Maclaurin
Subat 1698, Kilmodan, Bir. Krallik - 14 Haziran 1746, Edinburgh, Birlesik Krallik

10.3. Tanim: Ac R, f: A— R, a’y1 bir i¢ nokta olarak iceren bir aralikta her
mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun.

Zc(x )" —Z (a)( ay"

esitligine x=a da Taylor serisi veya Taylor acilimi denir. Eger Taylor serisinde 6zel
olarak a=0 alinirsa,

(n)

00

f(x)=f(0)+F(0)x +——2 ”( )y ;
n:
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» » cn)
ZCan — Zf (0) "

n!
n=0 n=0
elde edilir. Bu yazima Maclaurin serisi ve Maclaurin agilimi adi verilir. Bazi kitaplarda
Taylor polinomu seklinde isimlendirilmektedir.

Ornek: |X| <1 i¢in f(x) =1L fonksiyonunu Maclaurin serisine uygulayimniz.
—X

Cozum: f(x)= %

f(x)=(1-x) " ise f(0)=(1-0)"=1
f(x)=—(1-x)?(-1) ise f(0)=1°=1

f"(O)

f'(x)=-2(1-x)>(-1) ise —=17=1

f’”(O)

f"(x)=—3(1-x)*(-1) ise —==1"*=1

(n)
f(x)=-n!(1-x) "H(-1) ise 710 EO) =1 =1
n:
bulunur. Maclaurin serisi

1
1—=1+x+x2+x3+...+x“+...
—X

=2
n=1
bicimindedir.

Ornek: Her x i¢in f(x)=e* fonksiyona Maclaurin serisine uygulaymiz.

Coziim: f(x)=e*, f(x)=e*, f'(x)=¢€%, ..., fM(x)=¢", ...
oldugundan

f(0)=e’=1, f'(0)=e’ =1, f"(0)=€’=1, ..., f{M(0)=e"=1, ...
bulunur. Maclaurin a¢ilimina uygulanirsa

. X2 X3 n 0 Xn
e =1+X+—+—+—+..= Yy —
2! n! o n!

n=

elde edilir.
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| | | x
-0.5 0 0.5 1.0

ex fonksiyonunun terimlerinin grafikleri

0

. n s I 1 s
Ornek: Z—k serisinin toplamini |X|<1 icin ZX“ =1— serisini kullanarak

n=0 n=0 —X
bulunuz.
Cozim: ZX =— serisi terim terim tiirevi alinirsa,
—-X
> onx
n=1 (1 X)

bulunur. Her taraf x ile ¢arpilirsa,

00

n X
nx = PR
n=1 (1 _X)

olur. Burada 6zel olarak x yerine % aliirsa

elde edilir.
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3 XS X7 XZ X4 6

Ornek: sinx:x—X—+———+... ve cosx=1-—+"——-"—+.. serileri kul-
31 5 7 2 41 6l

lanarak tan x serisini bulunuz.

X x X
. sinx % 31 5 71
Cozum: tanx= = R
cosx . x° x° x'
2 4 6
Polinom boélmesi yapilirsa
EETE T S PR
3 O 7 2 4 dl
3 5 7 1 _
TETET xoil 0
; 3 15 315
x' 4w 6%
3 s
[ BN W ]
olur. Buna gore;
X 2x° 17%’
tanx=x——+—-—
3 15 315
elde edilir.
XZ y2
10.9. Teorem: —2+b—:1 denklemi ile verilen elipste, a>b olmak lzere
a

elipsin ¢evre uzunlugu;
0 _ 2 2n
C=2mal1- 1.35..(2n-1)) »p
—\  2.4.6..2n 2n-1

b2
dir. Burada p=,/1-— dir.
a

a\:—/a

Ispat: Elips denkleminde x=acost ve y=bsint, 0<t<2m déniisiimii

yapalim.
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dx=-asintdt ve dy =bcost dt
dir. Integralde yay uzunlugu bulunmasi geregi,
b
C= 4j 1+(y')? dx

ﬂ:/Z

4J‘ Jdx® +dy? dx

n/2

4_[ Jdx? +dy?

TC/Z

:4I \/azsin2t+b2coszt dt

n/2

=4 J. Ja*(1—cos?t)+b*cos’ t dt

‘n:/2
—4I Ja? —(a®> —b*)cos’ t dt

/ b2

'[\/ [1——}05 tdt

0

n/2 b2
—4aI 1-p°cos’tdt, p= 1_a_2 (1)

0
olur. Ayrica Maclaurin serisinde

(1+x)" =1+kx+k(k2'_1)x2 +k(k_13)'(k_2)x3+..., ~1<x<1

oldugunu biliyoruz. Burada k :% alinirsa,

© (- n+1 _
w/1+x_:1+§ +Z( 1)""'135.(2n-3) ,
n=2

2"n!
bulunur. Burada x=—p*cos”t almirsa

2 2 1 2
J1-p?cos?t=1-P C(Z)S ¢ z 3:5-(2n-3) p*" cos®" t (2)

- 2'n!

yazilabilir. 0< p2 cos®t <1 olmak iizere (2) esitligi (1) de yazilirsa

n/2 2 2
C=4aj 1_P~cos t <$13.5.(2n-3) o™ cos? t |dt
2 - 2"n!

0

n/2 271/2
—4{ Idt—— Icos tdt— ZM 2n J.coszntdtJ (3)

n
n=2 2'n! 0

olur. Burada yine Maclaurin serisinden

18
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n/2

Icoszntdt—lié 2n-1lm _135.(2n=1)m 1953 . @
0 246" 2 2 2"n! 2’
yazilabilir. (4) eslthg (3) de yazilirsa
1= 1.3.5.(2n-3)2n-1)p" ) =
G- -2 (L7)_ 3 (35-Cn-3)en-1)p') x
22) & (2"n!)*(2n-1) 2

Ms

1.3.5..(2n-1) 2 pzn

2.4.6..2n -1
=2ma 1_5: 1.3.5..(2n-1) 2 pzn
i\ 2.4.6..2n -1

2 2 2 4 2 ¢ 2 g
Comal 1 (1) 00 _(13Yp' (135 (1357Yp’
2) 1 24) 3 246) 5 2468) 7

1Y
=2mal1—-| =
> P

7
no

2 2

Ornek: X—+YT:1 elipsinin ¢evre uzunlugunu bulunuz.

Coziim: a®*=8,b*=4

0Ll el

2

2 2 2 4 2 6
I C B G R (0 I R (- (R
2)\2 8)\2)3 (24)\2) 5
— 427 13 5 .

716 1024 4096
=16,589705221%r

TUREV YOLUYLA TAYLOR ve MACLAURIN SERILERININ BULUNMASI

Bilinen Taylor ve Maclaurin serisini kullanarak, baska bir fonksiyonu tii-
revi alinarak Taylor ve Maclaurin serisi bulunabilir.
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Ornek: Siniis fonksiyonunun Maclaurin serisinin tiirevini kullanarak ko-

siiniis fonksiyonunu bulunuz.

Cozum: sinx:x—§+%—%+... esitliginin her iki tarafinin da tiirevini
alalim.
COSX=|X——+———
3 5 7
3 57
XX x
2 4 e
Ornek: —— =1+x+x*+x’ +..+x" +.. esitligini kullanarak — i bu-
1-x (1-x)
lunuz.
- 1 2 .3 n - g i ,
Cozum: =1+x+Xx"+X" +..+X" +.. esitliginin her iki tarafinin da tiire-

1-x
vini alirsak,
1

1) =(1+x+x2 +x3 4o +x" +)
—X

=14+2x+3x% +. +nx" L+ ..
bulunur.
KUVVET SERILERIN LIMIiTE ve INTEGRALE UYGULAMASI

Kuvvet serileri Taylor ve Maclaurin serileri yardimlariyla belirli integrale
uygulanmak suretiyle sonuglar elde edilir.

Ornek: J. 1 ! —dx integralini Maclaurin serisi yardimlariyla bulunuz.
+X

in Maclaurin serisi 1—-x*+x* —x®+.. oldugunu biliyoruz.

o 1
Ozim:
¢ 1+x2

J‘1+1X2 dx =J.(1—x2 +x*—x® +.)dx

3 XS X7

arctanx=X——+—-—-—+
3 5 7
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1
Ornek: Ie‘xzdx integralini Maclaurin serisi yardimlariyla bulunuz.
0

Coztm: ex fonksiyonunun Maclaurin serisi,
. 2 3 Xn
e =1+x+—+—..+—+
2! n!
oldugunu biliyoruz. Buna gore;

243 2yn
e_xz=1+(_xz)+( x) L)
3! n!
21—X2+§ ( %™
2! 3! n!

olur. Her iki tarafin integrali alinirsa;

1 1 4 6 n_2n
J‘e_x dx:j(l—xz +X——X—+ ( D'x ..jdx
2 3

0 0 n!
3 X % (—1)"+i g2t !
=X 4
3 25 3.7 n2n+1) |,
L, 1t 1
3 2'5 3.7

elde edilir.

1 .
s sinx | . . . .
Ornek: I dx integralini Maclaurin serisi yardimlariyla bulunuz.
X

Coztum: Siniis x fonksiyonunun Maclaurin serisi,
X3 5 7

. X X
sinx=x——+——-"—+
3t 5 7
oldugunu biliyoruz. Buna gore;
« x> x° X N
. -t +... 2 4 6
sinx X° X' X
- - R/ DS S S S
X X 31 5 7
olur. Her iki tarafin integrali alinirsa;

2 4

6
[t [ 152
3 5 7

X3 X5 X7
=Xt t..
[ 3.3 5.5 7.7 ]0

11 1

313 5.5 717

bulunur.
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1
Ornek: I sinx”dx integralini Maclaurin serisi yardimlariyla bulunuz
0

Coziim: Siniis x fonksiyonunun Maclaurin serisi
, x? x5 x’
sinx=x—-—

3! 5' 7!
oldugunu biliyoruz. Buna gore;
6 10 14
sinXZ:XZ—X— x X
3 5 7
olur. Her iki tarafin integrali alinirsa;

51 7

X3 X7 Xll X15 1

(?_ﬁ 5111 7.15 JO
111

+
317 5' 11 7115
bulunur.

Ornek: lirré SX_q oldugunu Maclaurin serisi yardimlariyla bulunuz
X—> X

Cozlim: Siniis x fonksiyonunun Maclaurin serisinden
X3 5 7

. x> X
sinx=x—-—+—-—+
3 5 7
(XX X
sinx_" 35 77 ¥ xt x°
X X 3 5 7
olur. Buna gore;
2 4 6
limsmx—l' -2 2 X =1
x>0 x x>0 31 5 7
dir.

BAZI ONEMLi MACLAURIN SERILERI

Rasyonel Polinomlarin Maclaurin Serileri

%:z X <1
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(1 x) _an , K<1

n=0

X()(4-1) 22111 |X|<:1

(1 X) n=0
4. XU(ILH;FX ) Zon |X|<1

5.[ dx] 1+x:Z(; |X|<1
a(1+x)_§:Gj , X<t

n=0
Trigonometrik Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

2n+1

7. sinx = Z( )( K , (Hernigin)
2n
8. cosx = Z( 1)" , (Hernigin)
n=0 (2 )
x> 2x° 17x"  62x°
9. tanx=X+—+—+ + +. X|<n
3 15 315 2835
10. cotx_l—i—X +2X T x|<E
X 3 45 945 2
2
11. secx=1+x—+si+61X
2 24 720

1 x 7x° 31x°
12. cscx=—+—4+—+
X 6 360 15120

Ters Trigonometrik Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

I](2k 1)

k=1 X
13.sin 'x=x+= ; " ,|x|<1
H(Zk)
14. cos’1x=g—sin’1x, <1
0 2n+1
15. nZ:(;(—l)“mzarctanx, |X|<1

<1

4T B
16. cot 1X:E—tan 1y,
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H(Zk 1)

17. sec’lng____z k=1 .

18. csc'x =g—sec_1 X, |x| >1

Hiperbolik Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

0 X2n+1
19. sinhx = , (Her nicin
;(Zn +1)! ( ¢in)
20. coshx Z x™ , (Her nigin)
n= 0(2
3 5 7 9
21. tanhx =x—— +Zl+17X 6 +os [x]<=
3 15 315 2835 2
5
22. cothx—l+§—x—+zi+..., |X|<TE
X 3 45 945
2 4 6
23. sechx=1—x—+si—61X - |X| —
2 24 720 2

4 6
25. cschx—l—§+7i— 31x

+o, [x|<m
x 6 360 15120

Ters Hiperbolik Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

n

[ Jeex- 1)

26. sinh™ X——Z( ke = |X|<1
n 1 H(Zk)
k=1
B H(Zk 1)
27. cosh™ X——Z[ 1) k= . 1n ) |x|>1
n 1 H(Zk) nx
L 0 X2n—1 !
. Tx= 1
28. tanh™ x EZH— |X|<
_ = 1
29. coth 1X:Z_;m, |X|>1

Exponential (Ustel) Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

24
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30.¢e Z— (Her n igin)

n:O
31, o> = S (xIna)"
n=0 n!
2 4 5
32. e =14x+ -2 X
2 8 15
2 4 6
33. e —g[ 12 X X L
2 6 720

34. ™ ¥ =14 x+—+ "+ 4.

35. e* sinx:Z , (Her n i¢in)

36. e* cosx:Z , (Her n i¢in)

Logaritmik Fonksiyonlarin Maclaurin Serileri

1)"
37.Inx= E 1“”(X , 0<x<2
1) n

n=1

S n-1 Xn
. = E - — 1
38. In(1+x) (-1 o |X|<

39. In(1-x)=Y=, |x<1
n

40. In =i;‘ , <1

41.}1“(1_0&:—2& Ix|<1
—n

0 n=0
© n+1
42. lnxxz(l—x)—z%, 0<x<1
“~ n(n
2 4
43. ln|smx|—1n|x|—z—%—ﬁ—..., O<x<m
2 4 6 8
44, ln|cosx|=—x——x——x——&—..., |X|SE
2 12 45 2520 2
<2 6
45, ln|tanx|—ln|x| +7i+62X +.., O<x<m

3 90 2835

25
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KALAN TERIMLI TAYLOR FORMULU

10.4. Tammm: a noktasi civarinda f(x) ile T, [f(x)] birbirlerine ¢ok yakin de-
gerler olsun. f(x)-T,[f(x)]=K,(x) ifadesine kalan terim, fark veya hata miktar1 de-
nir. Buna gore,

n ¢(k)
f(x)= Z%(x —a)" +K, (x)

k!
yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formiilii adi verilir.

10.10. Teorem: f fonksiyonu a noktasini igeren bir aralikta n+1 -inci mer-
tebeden siirekli tiirevlere sahip olsun. Bu araliktaki her xicin Taylor formiilii

Kn(x)=ﬂ(x—t)“f(“*”(t)dt (1)

olmak lzere,

100=3 @ a1k, (x)

= kK
olur.
[spat: Ispat1 tiimevarim ile yapacagiz. n=1 i¢in
f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+K,(x)
olur. Simdi

K, (x)= }E(x—a)f"(t) dt
oldugunu {C;('jsterecegiz.a
K, (x)=f(x)-f(a)-f'(a)(x—a)

=Tf’(t) dt—f’(a)}s dt
= T[f'(t)— f'(a)]dt

olur. u=f'(t)—f'(a), v=t—x alinirsa son integral J.u dv seklini alir. Kismi integ-

rasyon formiiliinden

Kl(x):](-u dv
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=uv, —j’(t—x)f"(t)dt

= j (t—x)f"(t) dt
olur kibu (1) esitliginin n =1 icin dogru oldugunu gosterir.

n = kicin dogru olsun. Kalan terim tanimindan
Ky 0=, 00— @ g
ke S (k1)
olacag aciktir. Su halde

1 T n n+ f(n+1) a T n
Kia()=— j (x—a)"tBD(t)dt —% j (x—a)"dt

1 t n n+ n+
- Jo-a) [t () - £ @) e

olur. u=f"V(t)-f™Y(a), dv=(t-x)"dt alimp kismi integrasyon formiilii uygu-
lanirsa, t=a icin u=0 ve t=x icin v=0 olacagindan,
K ()= [udv
n!

a
X

J'(X_t)n+1f(n+2)(t) dt

a

Kk+1 (X) = (1’1 N 1)'

olur kibu ispat1 tamamlar.

TAYLOR ORTALAMA TEOREMI

10.5. Tammm: Her f™(x), [a, b] de siirekli ve (a, b) de tiirevlenebilirse,
- f9() K
f(x)=) ——(x—a) +K (x
() kz o (x-a) +K, ()
K, (x) kalany
f(n+1)(c)(b_a)n+1

Kn(x)= (n+1)!

, a<c<b (D

ve /veya

" (c)(b—c)"(b—a) ,

K, (x)= .

a<c<b (2)

olacak bigimde yazilabilir. Bu yazima Taylor ortalama teoremi denir ve (1) esitli-
gine Lagrenge bicimi, (2) esitligine Cauchy bicimi adi verilir.



www.matematikl.com 28

3
Ornek: sin57° nin degerini Taylor serisini iki defa acilim yaprak %[1—755)

den daha az hata yapilarak bulunuz.

Coziim: Taylor agilimu iki defa agilim yapilarak;

2 3
; i X—a) cosa X—a) cosc
smx=sma+(x—a)cosa—( ) _( )

2! 3!
bulunur. x=57° =Sﬁ ve a=45° :4—5ﬁ=E alinirsa,
180 4
L
180 180 15

olur. Burada sin45=cos45=§ oldugunu hatirlarsak,
1 ' 1
sin57 =sin45+—-cos45—| — | =cos45—| - | =cosc
15 15) 2! 15) 3!

=t

2 15 2
olup hata miktari;
T 31 1( = ¥
—| — | =cosc|<—| —
15) 3! 31\ 15

den az kalir.

B x\2 (EJ%%H%

UNIVERSITEYE GIRIS SINAVI SORULARI

2 3 n
1. Asagidakilerden hangisi 1+ 2 +—+—+---+— toplamina esittir?
o2 3 n!
A)e B)e? C)2re D)e- i lzk E) e? - i lzk
k=n+1 k! k=n+1 k!

Coztum: Taylor serisine gore exlistel fonksiyonu,

n 0 Xk 0 Xk
e =1l+—+—+—+.+—+ —=) —
2 3 n! k;1 k kZ; k!
seklindedir. Ozel olarak x = 2 secilirse,
2 3 n o0
JENTE IS N G
12 3 n 4K

elde edilir. Su halde,



dir.

www.matematikl.com 29

2 3 n 0
1+2:2,2 42 el >, EPS
2 3 n! k!
k=n+1
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