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11. BOLUM
GENELLESTIRILMIS INTEGRAL

GENELLESTIRiSMiS INTEGRAL KAVRAMI

b
11.1. Tamm: Izjf(x)dx integralinde a veya b den biri oo veya f, [a,b]

araliginda stireksiz veya sinirsiz ise I integraline genellestirismis (has olmayan)
integral denir. Bu tiir integraller limit olarak hesaplanir.

11.2. Tanim: Eger integralin limiti sonlu (reel say1) ise bu integrale yakin-
sak, limiti sonsuz ise bu integrale iraksak integral denir.

Genellestirismis Integraller iki ayri grupta incelenir.

Birinci Tip Genellestirilmis integraller (Simirlar1 Sonsuz Olan Integ-
raller)

a) Ust sinur sonsuz ise,

Tf(x) dx = bl_ifPoo T f(x)dx

b) Alt sinir sonsuz ise,

jl f(x)dx = al_i)mwjl f(x)dx

c) Alt ve list sinir sonsuz ise,
+00 b
f(x)dx = lim f(x)dx
_J;)( ) [a,b)—)[—oo,+oo)£ ( )
veya
© c b
j f(x)dx = lim j f(x)dx+1im j f(x)dx, ceR

seklinde olacaktir.

+00

" d
Ornek: Ia_/)(z integralini bulunuz.
X
4
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olup integral yakinsaktir.

.. T dx
Ornek: | — integralini bulunuz.
1%

T dx -T dx
Cozim: | —= = lim |—
1 /X b—>+oo1 ,X
b

= lim 2'\/X

b—+0

= lim 2\/_ 2]

b—)+oo
=400

olup integral 1raksaktir.

— integralini bulunuz.

Ornek: J- -,

v dx

Coziim: j lim I >
1+x° " @ b)o{o) 1+x

. b
= lim arctan x|a

(a,b)—>(—o0,+x)

= lim (arctanb-—arctana)
(a,b)—(—o0,+x)

=7
olup integral yakinsaktir.
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Ornek: I& dx integralini bulunuz.

—00

© 0 b
Cozim: |+vxdx=lim |vVx dx+lim |vx dx
b
—0 a 0

a—>-©

0 b

2x3/? 2x3/2
= lim +lim
a——w b—w 0
=+00
olup integral 1raksaktir.
11.1. Uyar: Bir jf(x)dx integralini
© k
j f(x)dx=lim j f(x)dx
—o —k
biciminde yazmak hatalidir. Mesela;
° o x|
IXdthm xdx=1lim—| =0
i k%oo_k k—ow 2 _
olur Ki, bu bir hatadir. Ciinkij;
© 0 b XZ 0 X2 b
Ix dx=lim | xdx+lim | xdx= lim —| +lim—| =+o0
- a—>7wa b—)ooo a—>-© 2 b—w 2 0
olmalidir.

1. Genelleme: t bir sabit say1 olmak tlizere

T t>0, yakinsak
Ie dx= _
! t<0, iraksak
dir.
2. Genelleme: p bir sabit say1 ve a >0 olmak iizere
tdx |p>1, yakinsak
° xP " |p<1, iraksak
dir.

ikinci Tip Genellestirilmis integraller (Simirlar icerisinde Siireksiz
integraller)
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b
If (x)dx integralinde;

a) f,fonksiyonu x=a da stireksiz, (a,b] araliginda stirekli ise,

b b
jf(x)dx = lim I f(x)dx
. t—0* o

b) f, fonksiyonu x=b da siireksiz, [a,b) aralifinda stirekli ise,

b b-t
jf(x)dx= lim jf(x)dx
. t—0" .

c) a<c<b olmak tzere, f fonksiyonu [a,b] araliginin x=c noktasi disinda
tlim noktalarmda surekli ise,

jf(x)dx - llm[ j f(x)dx + j f(x) de

c+t

d) f fonksiyonu x=a, x=bnoktalarinda siireksiz (a,b) araliginda siirekli
ise,

b b-t
jf(x)dx= lim jf(x)dx
t—>0" i
seklinde olacaktir.

2
Ornek: Im—xdx integralini bulunuz.
X
0

2
1
Coziim: 0 noktasinda siireksiz oldugundan I X 4x = I—dx yazilabi-
X

0

taO+
lir. Buna gore,
J.ln—xdx integralinde u=Inx alinirsa du:% olacagindan

X
2

Inx u 1 2
—d du=—+c=—(Inx)" +c
j X = Iu u 5 2( x)
bulunur. O halde

J~lnx =—11m(lnx) ‘

—Liim [(In2)* —(Int)*]
2 t—>0*
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=—00
olup integral 1raksaktir.

> integralini bulunuz.

~ lim 1 1
t>0"\ 5—=5+1 5—0

olup integral 1raksaktir.

1
Ornek: I integralini bulunuz.

dx
oV 1- X2
Cozim: x=1 noktasinda stireksiz oldugundan

1
J- dx lim J‘ dx
0 1—x2 0" 0 J1-x%x2

= lim arcsmx|
t—0"

= lim (arcsin(1—-t)—arcsin0)
t—0"

olup integral yakinsaktir.

3
Ornek: I 2;( dx integralini bulunuz.
X —
0

Coziim: x=1 noktasinda siireksizdir. Buna gore,

j’- 2xdx _ lim T 2xdx +j- 2xdx
O(Xz 1)2/3 _t_>0+ (X 1)2/3 (X2_1)2/3

1+t
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~lim ([3()(2 EE :_t +e -1y jtj
= lim (3a-ty -1 |- o> - 12 [+ [p32 - 102 |- [pea + o2 -13))

=0+3+6-0
=9
olup integral yakinsaktir.

x% dx

Va—x?

Cozim: x=+2 noktalarinda stireksizdir. Buna gore,

2
Ornek: I integralini bulunuz.
-2

2 2-t
x? dx . x? dx
= lim
! —
) 4—X2 0 2+t 4—X2
x%dx

yazilabilir. Burada I integrali x=2sint dontsimii yapilarsak,

Va—x?
x% dx 3 X X 3
J‘m —2arc51n5—5 4-xX"+c

bulunur. Oyleyse,

© x%dx
I

Va—x?

= lim 2:;11‘csin§—E 4—x*
2 2

t—0"

2-t

-2+t

2

t—0"

o5

=2n
elde edilir.

= lim [[Zarcsinz—;t—% 4—(2—t)2}

—{Zarcsin_zgt - _2+tw/4—(—2+t)2}

|

b
11. Genelleme: j =

dx p<1, yakinsak
(b—x)P

p=>1, iraksak

a

Ugiincii Tip Genellestirilmis integraller (Hem Sinirlar1 Sonsuz Olan
Hem de Sinirlar igerisinde Siireksiz integraller)

11.3. Tanmim: Bir genellestirilmis integral hem birinci tip hem de ikinci tip
integral ise yani fonksiyon hem sinirsiz aralik iizerinde hem de bu araligin en az



www.matematikl.com 7

bir noktast komsulugunda siirsiz ise bu integrale {li¢linci tip genellestirilmis in-
tegral denir.

Ornek: J'% integrali iiciincli tip genellestirilmis integraldir. Ciinkii hem
X

sinirlar1 sonsuz hem de x =0 noktasinda siireksizdir. //

Uclincii tip genellestirilmis integraller, birinci ve ikinci cesit genellestiril-
mis integrallerin toplami seklinde yazilabildiginden bunlarin yakinsaklhigl icin
ikisinin de yakinsak olmasi gerekir. Bunlarla ilgili gama ve beta fonksiyonlar: veri-
lecektir. O konuya miiracaat edilirse, bu durum goriilecektir.

SERILER iCiN INTEGRAL TESTi

Seriler konusunda bazi yakinsaklik testleri anlatilmisti. Burada yeni bir
test olarak integral testi verilecektir.

11.1. Teorem (Serilerde integral Testi): (a,) pozitif ve monoton azalan
bir dizi, f de [1,+00) aralifinda her x i¢in siirekli, pozitif ve azalan bir fonksiyonu

olmak olsun. a, =f(n) oldugunu varsayalim. Bu durumda, Zan serisi ve J.f(x) dx
n=1 1
integralinin ikisi de ya yakinsak ya da iraksar. (Burada n = 1 olmak zorunda degil-

dir. Ama verilen seriler n = 1’e ¢evrilebileceginden herhangi bir dogal say1 olabi-
lir.)

ispat: f 'nin, her n icin a, =f(n) olmak tizere, monoton azalan bir fonksi-

yon olsun.
v v

v = flx) = flx)
ap y=/ a ¥y =fx)

-_'-:L_____
ay |

X |a,,|
0 1 2 3 n n-+1 0 1 2 3 n—1 n

X

Verilen sol taraftaki seklin alanlarn a,,a,,a;,.,a, olan dikdortgenlerin, birlikte,

x=1'den x=n’e kadar f egrisinin altinda kalan alandan daha fazla alan kapladig
goturur. Buna gore,

If(x)dx£a1+32+a3+...+an (D
1
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dir. Sag taraftaki seklin alanlar1 a,,a,,a;,.,a, olan dikdortgenlerin, birlikte, x=1

'’den x=n’e kadar f egrisinin altinda kalan alandan daha az alan kapladig1 gotiiriir.
Buna gore,

a,+a,+a;+..+a, < j f(x)dx (2)
1
(1) ve (2) den

J-f(x)dx =a,+a,+a;+..+a,
1
bulunur. Bu esitsizlikler her nicin gecerlidir ve n— o iken de gecerlidir.

If(x) dx integrali sonlu ise sag taraftaki esitsizlik Zan ‘nin sonlu oldugu-
1 n=1

n e
nu gosterir. If(x) dx integrali sonsuz ise sol taraftaki esitsizlik Zan ‘nin sonsuz
1 n=1
oldugunu gosterir. Su halde seri ve integralin ikisi de ya sonludur ya da sonsuz-
dur.

= - 1 L . . 9 .
Ornek: Z T 1 serisi integral testine gore yakinsak oldugunu gdsteriniz.
n=1 n +

Cozim: f(x)= fonksiyonu x>1 icin pozitif, siirekli ve monoton aza-

X2 +1
landir.
0 t
J. 5 dx=1lim 5 dx
1 X" +1 tooe X7 +1
t
= lim[arctanxl
t—ox 1

= lim[arctant —arctan 1]

t—oo
T T
2 4
T
4

" . . . T o
tiir. Buna gore bu seri yakinsaktir. Ama serinin toplaminin 7 olup olmadigini

bilmeyiz.
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00
- 2 - - - - . - - -
Ornek: Zne‘n serisinin karakterini inceleyiniz.

n=1

Cozim: n>1 igin f(x)zxe‘XZ fonksiyonunun monotonlugunu inceleyelim.

f'(x)= e —2x% ™ =e (1-2x*)<0

dir. O zaman bu seriye integral testi uygulanabilir.

lim t ()<e”‘2 }ix =lim— 1 e™

t—o0 1 towo P

0
2
oldugundan Zne‘“ serisi yakinsaktir.

n=1

o0
Ornek: Z— Harmonik serisini karakterize ediniz.
n=1

Coziim: f(x)=— fonksiyonu x>1 icin pozitif, siirekli ve monoton azalan-
X

dir.
o0 t
jldx tim [ L dx
1 X t—w 8 X
t
= lim[logxl
t—w 1

= Eim[logt —logl]

=40
tiir. Buna gore bu seri 1raksaktir.

o0
.. 1 C e
Ornek: Z—p serisi icin;
n:ln

i) p > 1 ise yakinsayacagini
ii) p < 1ise wraksayacagini gosteriniz.
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Cozim: p > 1 ise, f(x):—p, x'in pozitif, siirekli ve monoton azalan bir
X
fonksiyonudur.

o 1 t
.[—dx=lim x Pdx
1 Xp t—o0 1

1
oldugundan, integral testine gore seri yakinsaktir. Ama serinin toplaminin 1
p_
olup olmadigini bilmeyiz.

ii)p<1lise, 1-p>0 dir.

jidx= 1 lim(t'? -1)=o0
lxp 1—pt—>oo

olur. integral testine gore seri raksaktir.

BIRINCI TiP GENELLESTIRILMiS INTEGRALLER iCIN YAKINSAKLIK
TESTLERI

11.2. Teorem (Karsilastirma Testi): f ve g pozitif tamimh fonksiyonlar,
her xicin f(x)<g(x) olsun.

a) I g(x) dx yakinsak ise If(x) dx de yakinsaktir.
b) J.f(x) dx 1raksak ise I g(x)dx de raksaktir.

ispat: a) jg(x) dx yakinsak oldugundan Ve>0 igin 3t dyle ki Vt,>t, >t

icin
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Tf(x) dx<t_fg(x) dx<e

t t

olur ki J. f(x) dx nin yakinsak oldugunu gosterir.

a

(b) sikki da benzer sekilde ispatlanir.

Ornek: J.e’xzdx Euler-Poisson integralinin yakinsaklik durumunu incele-
1

yiniz.

K F t 1 1) 1
Cozim: Ie‘de:lim e *dx=lime™| =lim| ——— ==
1 t—>00 1 t—>00 1 too| @ et e

olup yakinsaktir. Ayrica x>1 igin x*>x<-x’<-x<>e ™ <e™ olacagindan
J‘e’xdx integrali yakinsak olduguna gore J.e’xzdx yakinsaktir.
1 1

x+1
-—dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

Ornek: T -
1

0 t
Cozim: % =lim % =limIn X|; = lim(lnx —In 1): o0

1 X t—o0 3 X t—o0 t—0
x+1 1 1 1 Tdx Tx+1
olup 1raksaktir. Ayrica s—=—+—>— ve |— 1raksak oldugundan I —dx
X X xX° X X X

1 1
integrali de raksaktir. //

11.3. Teorem (Oran Testi): f ve g pozitif tanimhi fonksiyonlar olsun. Eger

f(x)=0 ve g(x)=0 i¢in limﬂzA ise

X—>00 g(x)
i) A#0 veya A= ise ff(x) dx ve I g(x)dx integralleri ayni1 karakterde-
dir.

ii) A=0 ise Ig(x) dx yakinsak ise, o zaman J.f(x) dx yakinsaktir.
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iii) A= ise I g(x) dx raksak ise, o zaman If(x) dx 1raksaktir.

Ispat: i) lim%:A olsun. Bu takdirde herhangi bir £>0 verildiginde
X—>0 g X

),

®) <g¢ saglayacak sekilde n bulunur. Boylece x>n icin,
g X &€ €

x>n iken

A—8<@<A+8
g(x)

(A-e)g(x)<f(x)<(A+e)g(x)
b b b
(A—&)[g(x) < [f()<(A+8)[8(x)
olur. A—&>0 se¢mek genelligi bozmayacagindan karsilastirma testi geregince,
b

Eger I g(x)dx yakinsak ise E}im f(x)dx vardir ve dolaylslylajf(x)dxde

© b )
yakinsaktir. Eger I g(x)dx 1raksak ise l1)imJ'f(x) dx=o dur ve dolaylslylajf (x)dx
de raksaktir.
ii veiii benzer sekilde gosterilir.

T x dx

1 4x*+8x% +1

Ornek: integralinin karakterini bulunuz.

0

d
Cozum: f—? integrali yakinsak oldugu asikardir.

X
4 2 4

im0 i 4x* 485 41 ) - X . _1

o0 g(x)  xow i x>0 4x*+8x°+1 4
3
X

oldugundan | —— integrali de yakinsaktir.
& I 4x* +8x% +1 & y /!

1

Karsilastirma testinde g(x)=1 alinirsa su test elde edilir.

11.1. Sonug¢ (Cauchy Testi):



www.matematikl.com 13

(ty,tz)>(0,)

© ty
If(x) dx yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim If(x) dx=0 dir.
a &y

sinx

dx integralini inceleyelim.

Ornek: T ,
0

Coztim: Kismi integralle,
t . t
¢sinx cost, cost, [(cosx
I dx= - - I -—dx
X t, t, ;X

ty
olacagindan

ty

. ty
J‘ SInx

+jg

2 2
<Z4Z

4L 4

1 1
< 4=
tl t2

dx

X 5

t

olur. t1 ve tz yeteri kadar biiyiik alinirsa 3+3 yeteri kadar kigiik kalacaktir.
tl t2

o0 .

Buna gore her €>0 dan kii¢lik birakilabilir. Bu da J-smx
0

dx integralinin yakinsak

oldugunu gosterir. //

Karsilastirma testinde g(x) =ip alinirsa su test elde edilir.
X

11.2. Sonug: (Ozel Karsilagtirma Testi): x>a icin f pozitif tanimh bir
fonksiyon olsun. Yeteri kadar biiylik x degerleri icin;

i) f(x)Slp ve p>1 ise If(x) dx yakinsaktir.
X
.. A 7
ii) f(x)z—p ve p<1 ise J.f(x) dx 1raksaktir.
X

Ornek: J.ZL integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

1 X +Inx
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IA

! 1 dir T% integra-
x*+Inx x> %’

1

Cozim: x>1 i¢cin x*+Inx>x* oldugundan

ZL yakinsaktir. //
X

li yakinsak olduguna gore .[
1 X" +In

Karsilastirma testinde g(x):lp alinirsa su test elde edilir.
X

11.3. Sonug¢ (Karsilastirma Testinin Limit Formu): Pozitif tanmimh bir f
fonksiyonu icin
limxP.f(x)=A

X—0

olsun.

i) A >0 ve p>1 ise jf(x) dx yakinsaktir.

ii) A>0ve p<1 ise If(x) dx 1raksaktir.

dx

X +1

integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.

Ornek: T
0

3
dx =limx*/* < —lim | —

Cozium: J. 3
oV +1 VP41 o ix+1

olup p=3/2 ve A=1 oldugundan verilen integral yakinsaktir.

=1

o0

Ornek: I e dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
1

ol ® T 2 —x2 . X2 . 2X . 1
Cozim: Ix e dx=lim—-=lim —=lim—-=0
0 X—>00 eX X—00 erx X—00 eX

olup p=2>1 ve A=0 oldugundan verilen integral yakinsaktir.

0
Ornek: IX"_le_XdXintegralinin karakterini inceleyiniz.
1
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X—>00

o0
Cozim: I e ¥dx=limx*.x"".e™* =0
0

olup A=0 ve p=2 oldugundan verilen integral yakinsaktir.

Ornek: n>0 ve meRigin le —dx integralinin karakterini inceleyiniz.
+X
1
X:X_lzl.lvelglsl
1+x"  x" 1+x " x"" 1+x" 2 1+x"

oldugundan
1 1 x™ 1
< < <

n-m

2 x"™ 1+x" x
yazilabilir. Buna gére n—m>1ise integral yakinsak, n—m<1 ise integral irak-
saktir.

11.4. Teorem (Dizi Testi): J.f(x) dx integralinin yakinsak olmasi icin ge-

rek ve yeter sart her neN icin t >a ve limt, =+oo o6zelligini saglayan her bir

n—oo

tn
(t,) dizisi icin ( I f(x) dx} dizisinin yakinsak olmasidir. (Bu dizinin limiti verilen

integralin degeridir.)
© t
Ispat: J.f(x) dx birinci tip genellestirilmis integrali F(t)zjf(x) dx integra-

linin t—oo icin limiti ve bir fonksiyonunun limiti dizilerin limiti yardimiyla ta-
nimlanabildiginden, verilen integralin yakinsakligini1 gosterir.

Ornek: I 1ntegralln1n degerini nedir?
wl(x

Cozim: Verilen integralin degeri, (t,)=(n)>2 igin,

11m —11 ;—1 zliml—;zl
n—)oo (X _ n—o 5)3 n—»o (nz _5)3

olur ki, bu verilen 1ntegra11n yaklnsak ve integralinin 1 oldugunu gosterir.
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11.5. Teorem (Seri Testi): If(x) dx integralinin yakinsak olmasi i¢in ge-

rek ve yeter sart her neNicin t >a ve =limt, =+oo oOzelligini saglayan her bir

n—o

0 tl"l
(t,) dizisi i¢in Z[ '[f(x) dx] dizisinin yakinsak olmasidir.

n=1 tnfl

tﬂ o0 t“
t, =a secildiginde (J.f[x) dx} dizisi Z{ jf(x) dx} serisinin kismi toplam-
a n=1 [

lar dizisi oldugundan 11.2. teoreme doniisiir. Bu ise ispatin asikar oldugunu gos-
terir.

dx
1+x

Ornek: I integralinin 1raksak oldugunu seri testi yonetimiyle yapiniz.
1

n

= d
Cozim: ZJ. 1+Xx

serisi icin

n:ln_1
0 n dX - ) .
;njl 1+x ;lnh JrX”n,l = ;ln(1+ n)

olup 1raksaktir. Bu yiizden Ildx integrali de iraksaktir.

1+X

11.2. Uyarn: (t,) dizisi yukaridaki her iki teste de keyfi secilen bir dizidir.

Ozel secilen baz1 diziler i¢in serinin yakinsak olmasi integralin yakinsak olmasini
gerektirmez. Integralin yakinsak olmasi igin yukaridaki sarti saglayan her bir (t,)

0
dizisi i¢in serinin yakinsak olmasi gerekir. Mesela _[ sinx dx iinceleyelim.
0

o t
Isin x dx=1lim | sinx dx =lim(—cos X)|t =lim(1—cost)
o t—>0 0 5o

t—oo
yazilabilir. Burada cost €[-1, 1] oldugundan J sinx dx 1raksaktir. Ama
0
0 2nm
z j sinx dx

n=1\ 2(n-1)n

serisi yakinsaktir. Ciinkii serinin her bir terimi sifirdir.
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11.6. Teorem (Abel Testi): f, [a,+o0) araliginda siirekli ve ayni aralik lize-
rinde siirekli tiireve sahip bir fonksiyon olsun. Eger;

F(x)= Tf(x) dx

fonksiyonu [a,+o0) araliginda simirh ve g'de limg(x)=0 sartim saglayan monoton

azalan bir fonksiyon ise
[ g(x)dx
integrali yakinsaktir.

[spat: Vt, >t, >t i¢cin kismi integrasyon uygulanirsa

[ 16 gx)dx=F(t,) g(t,)-F(t,) g(t,) - [ f(x) g (x)dx

olur. g fonksiyonu monoton azalan oldugundan g’(x)<O0 dir. Integral hesabin ge-
nellestirilmis ortalama deger teoremi uygulanirsa

[ 1) 8'(x)dx=F(c) [g(t,) - (t,)]

olacak sekilde bir ce(t,,t,) vardir. Buna gore

If (x) g(x)dx=F(t,) g(t,)-F(t,) g(t,)-F(c) [g(t;)—-g(t,)]
olur. F(c;) siurh oldugundan, t,,t, —oo i¢in

ff(x) g(x)dx—0

t
bulunur ki bu da J.f(x) g(x)dx integralinin yakinsak oldugunu gosterir.
T sinx

Ornek: o >0 igin J.

s

dx intergalinin yakinsakligini inceleyiniz.

n

Cozim: f(x)=sinx, g(x)= ia denirse
X

Jsint dt

T

[FGa) =

=|cosm—cosx| <2
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olur. f fonksiyonu smirhdir. g(x):% alinirsa monoton azalan ve lim%zo ol-
X X—o ¥

dugundan Abel testi geregince verilen integral yakinsaktir.

Ornek: Optik biliminde kullanilan ve Fresnel Integrali adi verilen

I sin(x*)dx
0
integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim: x* =t alimrsa

K 1¢sint

[sin(x*)dx = 2[ St

0 0

elde edilir. Onceki érnek bu integral yakinsak oldugu gosterir. Buna gére verilen

integral yakinsaktir.
11.3. Uyarm: J. f(x)dx sekildeki bir integralin yakinsakligini incelerken

x=-t degisken degistirmesi yapilir. jf(—t) dt integrali elde edilir. Bunun yakin-

sakligl bundan o6nceki tiim kriterler yardimiyla incelenir.

0
Ornek: J.X3exdx integralinin yakinsakligini inceleyiniz.

—0

Coziim: x=-t alinirsa

0 o0

J.x3exdx = —J.t3e_tdt
0

ve
&
limt*.t’%e " =lim—=0
t—0 t—o0 e

olacagindan verilen integral yakinsaktir.

integralinin yakinsakligini inceleyiniz.

N ® dx
Ornek: I "
c 1l+e

1

Coziim: x=-t alinirsa



www.matematikl.com 19

¢ d _teld
_J;01+)((ex__j1+e _I1+e Ll—>n°}>£1e+et koo

olacagindan verilen integral iraksaktir.

IKINCI TIP GENELLESTIRILMiS INTEGRALLER ICIN YAKINSAKLIK
TESTLERI

Ikinci cesit genellestirilmis integraller icin verilen testlerin ispatlari, birin-
ci cesit genellestirilmis integraller icin verilen ispatina benzer oldugundan burada
tekrar ispat yapilmayacaktir.

11.7. Teorem (Karsilastirma Testi): Pozitif f fonksiyonunun siireksiz
oldugu tek nokta b ve her xe[a,b) i¢in f(x)<g(x) olsun.

b b
a) I g(x)dx yakinsak ise jf(x) dx de yakinsaktir.

b b
b) jf(x) dx 1raksak ise Ig(x) dx de raksaktir.

: J-ln(x+ )

(x_2) dx integralinin karakterini inceleyiniz.
X_

1

2

Cozim: Benzer ornek cozildigiinden I >
X_
1

> dx integrali iraksak oldugu

okuyucuya birakilmistir. x €[1,2] icin x+2>e <> In(x+2)>1 oldugundan
In(x+2) 1
>
(x-2)  (x-2)

2

1
dir. J dx integrali raksak oldugundan verilen integral de iraksaktir.
- (x=2)°

Not: Siireksiz noktanin a veya (a, b) araligindaki bir xo noktasi olmasi ha-
linde benzer test verilebilir.

Ornek: I integralinin karakterini inceleyiniz.

\/_
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3
Cozim: Benzer ornek c¢oziilduglinden I

dx
1vx—1

integrali yakinsak oldugu

okuyucuya birakilmistir. x e(1,3] i¢in

L-l>x-1adt-1>Vx-1< 1 < 1
I8 -1 Wx-1

3 3
dx dx
ve yakinsak integralinin yakinsaktir.
‘!. x—1 '!. N X3 -1
t dx
Ornek: integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
!VX—Z

Coziim: Integralin siireksiz noktasi x =2 noktasidir.
4 2 4
d d d
e Bl By
1 Vx -2 1 Vx -2 5 Vx -2
olacagindan esitlinden sagindaki her iki integralde yakinsaktir. Clinkii p=1/2
dir.

11.4. Sonug (Ozel Karsilastirma Testi): (a, b] lizerinde tanimli, negatif
olmayan, integrallenebilen fve gfonksiyonlar: i¢in tek siireksiz nokta a ve

lim _f(x) =A
s’ g(x)
olsun.

b b
i) A>0 ise If(x) dx ile I g(x)dx ayni karakterdedir.

b b
ii) A=0 ise I g(x)dx yakinsak ise If(x) dx de yakinsaktir.

b b
iii) A <0 ise Ig(x) dx 1raksak se J.f(x) dx ayni iraksaktir.

n/2
Ornek j integralinin karakterini bulunuz.
0

smx

n/2

n/2
Cozum: I J. 7 yani p= 1/2 oldugundan yakinsaktir.
0
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1

. sinx

\/; = lim =1
x—0" x—0" X

vsinx

Su halde iki integralinde karakteri aymdir.

Not: Siireksiz noktanin fonksiyonun iist sinir1 da olsa benzer test ifade
edilebilir.

T

.. dx . . o

Ornek: I— integralinin karakterini bulunuz.
v 1+cosx

X . dx . b
:llmj :hmln|n—x|| ——0
— bo>nd T—X bon 0

iraksaktir ve

1
. : T—X . -
lim 1+€OSX _ Jim =lim ——=+o
w1 o' 1+C0SX  xont” —sinx
T—X

Su halde iki integralinde karakteri aymidir.

11.5. Sonug¢ (Karsilasirma Testi Limit Formu): (a, b] aralifindan pozi-
tif tanimli, integrallenebilen bir fonksiyon ve

lim(x—a)’.f(x)=A
olsun.

b
i) A>0 ve p<1 ise J.f(x) dx yakinsaktir.

b
ii) A#0 ve p>1 ise '[f(x) dx 1raksaktir.

Ornek: I \/— integralinin karakterini bulunuz.

Coziim: lim(x— 1)3/5 —11 /(X 1)° \/3(){71
x—1" x—1" X _1 x—>1*

3
ve p :E <1 oldugundan verilen integral yakinsaktir.
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arcsinx

Ornek: I dx integralinin karakterini bulunuz.

Coziim: Verilen integral x =1 noktasindan stireksizdir.

dx

tarcsinx tarcsinx tarcsinx
I dx= j dx+I

1-x
yazilirsa sagdaki iki integralin de siireksiz noktasi x=1 dir. Bu iki integral yakin-
sak ise verilen integal yakinsak olacaktir.
1 arcsinx

0 1-x —-X

lim(1-x) —arcsinl="=

x—1"
ve p=1 oldugundan 1k1 integral 1raksaktir. Dolayisiyla verilen integral iraksaktir.
11.8. Teorem (Oran Testi): f ve g negatif olmayan fonksiyonlar olsun.

Eger a<x<b i¢in f(x)>0, g(x)>0 ve lim (( ))
X—)COgX

A ise

b b
i) A#0 veya A#oo ise If(x) dx ve .[ g(x)dx integralleri ayni karakterde-
dir.

b b
ii) A=0 ise I g(x)dx yakinsak ise, o zaman J.f(x) dx yakinsaktir.

b b
iii) A=oo ise Ig(x) dx 1raksak ise, o zaman If(x) dx 1raksaktir.

INTEGRALDE MUTLAK VE SARTLI YAKINSAKLIK
b b b
11.4. Tanim: If(x) dx yakinsak iken J |f(x)| dx yakinsak ise I f(x)dx mut-

b b b
lak yakinsak, .[f(x) dx yakinsak iken j|f(x)| dx 1raksak ise '[f(x) dx sarth yakinsak

denir.

Ornek: J S 4y birinci tip genellestirilmis integralinin mutlak yakinsak-
X

ligin1 arastiriniz.
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Tsi = [ T |sinx
Cozim: '[ SIX 4% yakinsak oldugu yukarida gosterildi. Z{ I —|dx
0 X (n-1)=n X

n=1

serisi de yakinsaktir. Ayrica,

l]Z[|sinx| dx{z— ve Z_:

(n-1)=n n-1 T

nm

sinx 1
I —| dx>—
X nw

(n-1)=n

oldugundan i( T

n=1\ (n-1)x

smx| | |
dx | wraksak ve dolayisiyla I dx 1raksaktir. Buna
X

gore Ismx dx mutlak yakinsaktir.
X
0

11.9. Teorem: Mutlak yakinsak her integral yakinsaktir. (Hem birinci tip,

hem ikinci tip ve hem de Uglincii tip genellestirilmis integral icin gecerlidir. Biz
sadece birinci tip integraller icin ispatlayacagiz.)

Ispat: '[|f(x)| dx yakinsak olsun. Ve >0 igin 3t dyle ki Vt, >t, >t i¢in

ty
[|fea) dx<e
t

kalir. O halde,

ty
< [Ifeofdx<s

t

Tf(x) dx

t

olur ki bu bize j|f(x)| dx yakinsak oldugunu gosterir.

g TCOSX | . . . -
Ornek: j -—dx integralini karakterize ediniz.
X

X <l olur. T
1

1
XZ

Coziim: x>1 oldugundan > dx integrali yakinsak ol-

X 2

X

dx de yakinsaktir. 11.9. teorem geregi ICOS;X dx integrali de
X

1

dugundan J.COEX
1
yakinsaktir.

GENELLESTIRILMi$ INTEGRALLERIN DUZGUN YAKINSAKLIGI
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11.5. Tammm: (f (x)) bir fonksiyon dizisi olmak tzere ¢(n):Ifn(x) dx
seklindeki diziye genellestirilmis integrallerin fonksiyon dizisi denir.

11.6. Tammm: Eger her £>0 icin, €’a bagh fakat n’ye bagh olmayan u>n,
ve ne[n,,n,] deki her ni¢in

o(n) —'Tfn(x) dx‘ <eg

ifadesi saglayacak gekilde bir n_ sayis1 bulunabilirse (I)(n):J.fn(x) dx integraline

[n,,n,] arah@nda dizgin yakinsaktir denir. Bu bir seri i¢in n_ terimden sonraki
kalanin mutlak degerine benzer olan

¢(n)—jfn(x) dx Tfn(x)dx

olduguna dikkat etmek gerekir.

Ornek: n>0 icin ¢(n)= J.ne’nx dx in diizgiin yakinsakligin1 inceleyiniz.

a

u

1 —J-ne’“X d><4 < ¢ ifadesi saglanacak
0

Cozum: Her €>0 icin tim u>n_ i¢gin

sekilde €'nma bagimh fakat n'ya bagimh olmayan bir n_ bulanabilirsek 0<n, <n

de 1’e diizglin yakinsaktir.
1.1 J .

u>—In—=n_ i¢in

n, e

1- _[ ne ™ dx

0
oldugundan verilen integral dizgiin yakinsaktir. //

=‘1—(1—e‘“x) —e "<e M <g

Diizgiin yakinsakligin yukaridaki tanimi ve 6zellikleri birinci tip genellesti-
rilmis integraller icin erilmistir. Benzer sonuclar ikinci ve tgiincii tip genellesti-
rilmis integraller icin de yapilir.

Simdi genellestirilmis integrallerin diizgiin yakinsakligl icin 6zel testler
verelim.
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11.10. Teorem (Weierstrass M Testi): ne[n,,n,], x>n i¢in,
) [f,(x)]<M(x)

ii) IM(X) dx yakinsak

olacak sekilde bir M(x)>0 fonksiyonu bulabilirsek, o zaman jfn(x) dx integrali

diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

o0 o0

Ornek: |cosr1x|_ 1 dx K k oldugundan,
rne |X2+1|<X2+1 Ve‘!‘ > yakinsak oldugundan ‘([

x“+1
reel n degerleri icin diizgiin ve mutlak yakinsaktir.

cosnx

x*+1

dx tim

Ornek: n>0 icin ¢(n)= J.ne’nx dx in diizgiin yakinsakligin1 inceleyiniz.

a

Cozim: 0<n, <nigin limx’ne™ =0 oldugundan, yeterince biiyik x> X,

icin ‘e’“x <i2 secilirse, M(x)zi2 alarak ve J-d—z( nin yakinsak olduguna dikkat
X X X

ederek, verilen integral 0<n, <n de 1'e diizgiin yakinsaktir.

Not: integralde oldugu gibi bir integral mutlak yakinsak olmadan diizgiin
yakinsak olabilir ve tersi de gecerlidir.

11.11. Teorem (Dirichlet Testi): n<[n,,n,], u>a igin,
i) x—oo iken sifira yaklasan pozitif monoton azalan bir fonksiyon g(x)
olsun.

i)

]Lfn (x)dx

<P ise Tfn (x) g(x)dx

integrali diizgiin yakinsaktir.

11.12. Teorem: (f,(x)) fonksiyonu ne[n,,n,], x>n icin ¢p(n)= j f (x)dx

icin dlizgiin yakinsak ise, o zaman ¢(n) de stireklidir.
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ispat: R (u)= j f (x)dx olmak iizere ¢(n)= j f (x)dx+R_(u) olsun. O za-
man ¢(n+h)=J'f(mh)(x) dx+R,,p(u) ve dolayisiyla

o(n+h)—¢(n)= I [fnem )= £, (] dx+ Ry (W) =R, (1)

boylece

u

[o(n+h)—¢(m)|< |

a

foneny () = £, ()] dx+ Ry ()] R, () (1)

olur. Integral ne[n,,n,] de diizgin yakinsak oldugundan, her £>0 igin, u>n,
olacak sekilde n’den bagimsiz n, bulabiliriz.

Ry <2 [Ry(w)] < 2)

f (x) surekli oldugundan, her e’nakarsilik

u

J

saglanacak o >0 sekilde bulabiliriz.
(1) de (2) ve (3) U kullanarak |h|<8 icin |¢(n+h)—¢(n)|<s oldugunu goriiriiz.
Demek ki ¢(n) streklidir. //

E ey ()£, (X) dx<§ (3)

Bu teoremde ozel olarak n,e[n,,n,]| aralifinda herhangi bir nokta ise,
lim ¢(n) = lim j f (x)dx = j lim f, (x) dx

ifadesi yazilabilir. Eger n, araligin u¢ noktalarindan biri ise, sag ve sol tarafl li-
mitleri kullaniriz.

11.13. Teorem (integralde Siramin Degisimi): (f (x)) fonksiyonu

ne[n,,n,|, x>n i¢in sirekli ve jfn (x)dx icin diizglin yakinsak ise,

a

T‘b(n) dn= nfﬁfn(X) dx} dn= T{Tfn(x) dn} dx

n; La a |n

ifadesi elde ederiz.
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11.13. Teorem (integralde Siramin Degisimi): (f (x)) fonksiyonu

o0

neln,,n,], x>n icin sirekli, n'ye gore siirekli kismi tiireve sahipse ve I - dx
n

a

de diizglin yakinsak ise, a, n'ye bagimli olmadig1 zaman

do _ J' of dx
da ¢ on
saglanir. Eger a, n'ye bagimli ise bu sonug¢ degistirilebilir.
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