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2. BOLUM
DETERMINANTLAR

DETERMINANT KAVRAMI

2.1. Tanim: Sonlu bir M kiimesinin biitiin f permiitasyon fonksiyonla-

rinin kiimesi S, ile gosterelim.
1-1 Orten

S, ={f|l f:M——M
olsun. Bir A, kare matrisinde

n!
k+1
detA= Z(_l) g (114, 227 Af (n)n

k=1

detA=> (1) ]a;
k=1 /=1

ifadesine A matrisinin determinanti denir. A matrisinin determinanti det A

nxn
d;p gy Ay
Ay Ayt Ay, 3} .
veya ) ile gosterilir.
anl an2 e ann

d;; QA . )
2.1. Teorem: A={ } matrisinin determinanti

dyp Ay
a,, a
11 12
detA= =a,,.d,, —a,,-3;,
a21 a22

seklindedir.

Ispat: 2.1. tanima gore, M = {1, 2} kiimesini alalim. Bu kiimenin permii-
tasyon fonksiyonlari,

_(1 2 _(1 2
fy = (1 2)' f = (2 1)
seklindedir. Buna gore f,(1) = 1,f,(2) = 2,f,(1) = 2,{,(2) = 1 oldugundan,

2
K+l
detA=Z(—1) ' af, (1195, (2)2

k=1

=ar (17 Af(2)2 T A1 7 Af,(2)2
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=dqq "dyy; — Ay " aAgy
olur.

v 1 2

Ornek: 14 determinantinin sonucu nedir?

Cozi 12 1.4-2(-1)=6

0zum: =1.4-2(-1)=
-1 4

N 1996 1997

Ornek: determinantinin sonucu nedir?
1994 1995

o 1996 1997

Cozim: =1996.1995-1997.1994
1994 1995

burada 1994 = a segilirse islemimiz,
(a+2)(a+1)—(a+3)ra=a*+2a+a+2—a*—3a=2
bulunur.

Ornek:

=0 ise x in degeri nedir?
x+1

Coziim: 6x—5(x+1) =0

6x —5x—5=0
x=5
.. cosX —sinXx o .
Ornek: A= ] matrisinin determinantin1 bulunuz.
—sinx cosX

coOsSX -—sinx

Coziim: detA= = cos’~sin®x = cos 2x

—sinX cosXx

xy+y? x°—xy
2 2

Ornek:
(x+y)* x*-y

determinantini bulunuz.
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xy+y? x°—xy
(x+y)* x*-y*
= Xy +yHE*—y?) — (x* —xy)(x+y)?
=yE+E-YE+y) —xExZ-y)E+y)?
= (x+y)*(yx—y* —x*+xy)
=—-(x+y)’x-y)?

Cozim:

d;; dpp Agz
2.2. Teorem: A=|a,, a,, a,, | matrisinin determinanti
d3; Az Az

det A = a;; (35,833 — a3p833) — a15 (@133 —A318p3) + a13(az183, — A313p;)
bicimindedir.

ispat: 2.1. tanima gore, M = {1, 2, 3} kiimesini alalim. Bu kiimenin per-
miitasyon fonksiyonlari

g G g Gy )
f4_(2 1 3) fs:(s 2 1)’ fﬁ_(?, 1 2)

seklindedir. Buna gore,

f,(1)=1,f2)=2,£,3)=3,f,(1) = 1,£,(2) = 3,f,(3) = 2,
f,(1) =2,£5(2) =3,£;(3) = 1,£,(1) = 2,{,(2) = 1,f,(3) = 3,
f (1) =3, f <(2) =2, f (3)=1,f,(1)=3,f,(2)=1,f,(3) =2
oldugundan
detA= Z(_l)k+lafk 1A 2245, (3)3

= A (1)13f, (2)2f,(3)3 ~ A£,(1)131,(2)285,(3)3 T g, (1)136,(2)28f,(3)3

—af, (1)13f,(2)29f,(3)3 ~ Af,(1)1f,(2)23f,(3)3 T A1, (1)13f,(2)29f,(3)3
= ap1@y,d33 — a1733,3y3 T a5;33,33 — Ay1aa33 — 313,353 T A313,3)3
olarak bulunur.//

Bu denklem

a22 aZS

detA=a,,

a3, dz; dz; Az

bicimin de yazilabilir. Bu yazim determinanti bulmak icin daha kolay olacagin-
dan ikinci yazimi tercih edecegiz.
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4 2 6
Ornek: A={3 -1 7| matrisin determinantini bulunuz.
5 0 1
Cozum:
detA=4((-1)-1-0-7)—2(3-1-5-7)+6(3-0—-5-(—1))=84
ya da
4 2 6
-1 7 3 7 3 -1
3 -1 7|=4 -2 +6 =84
0 1 51 5 0
5 0 1
dir.

ALT DETERMINANT (MINOR)

2.2, Tanim: Bir A = [aij] y ,(i,j € N) bir kare matrisi verilsin. A matri-
nxn

sinin i-inci satir ve j-inci siitunu silindikten sonra elde edilen yeni matrisin
determinantina a;;elemaninin alt determinanti veya min6ri denir.

1 3 -1
Ornek: A=|2 0 4 | matrisinde a,, iin alt determinantin1 bulunuz.
5 -2 1

Cozim: az3 lin alt determinantini bulmak i¢in matrisin 2. satir1 ve 3.
stitunu kapatilmasi gerekir. Buna gore,

3
=-17

e =

olarak bulunur.

ES CARPAN (KOFAKTOR)

2.3. Tanim: Bir A = [ai]-] y ,(i,j € N) bir kare matrisi verilsin. A matri-
nxn

sinin a;; elemanina ait alt determinantin (—1)' isaretiyle carpimina ay; ele-
manin es ¢arpani (kofaktorii veya isaretli min6rii) denir. Yani es ¢arpan,
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seklindedir.
1 3 -1
Ornek: A=(2 0 4 | matrisinde biitiin a1z elemanina ait alt de-
5 -2 1

terminant ve es carpanini bulunuz.

Coziim: A matrisinin 1. satir 2. siitununu silerek alt matrisini su sekilde
buluruz.

2
detA,=|. |=-18

5

Simdi de kofaktoriinii elde edelim:
Ap =(-1)M*(-18)=18

dir.
2.1. Not: Es carpan (kofaktér) tanimina gore,
. a;; 4, A { . -
i) A= matrisin isaretleri
A1 Ay |y, -+
d;p Az Agg + -+
ii) A=|a,, a,, a,,| matrisinisaretleri |- + -
d3p Az A3z 5, + -+
djp Ay A3 Ay + - + -
a d d - 4+ - +
21 22 23 24 P s .
iii) A= matrisin isaretleri
d3; d3 dzz Ay + - + -
Ay Ay Az Ay |y, -+ -+
seklindedir.

DETERMINANTIN GENEL COZUMU (LAPLACE YONTEMI)

2.1. teorem ve 2.2. teoremden 3 X 3 veya daha fazla kare matrislerin
determinantlarinin ¢6zmek icin bir genelleme su sekilde yapilir.
5
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Bir determinant herhangi bir satira veya herhangi bir stituna gore aca-
biliriz. 3 X 3 boyutundaki determinant 2.2. teoremde 1. satira gore bulmustuk.
Ama istenen satira ya da siituna gore yapilirsa degisen bir sey olmaz.

a11 a12 a13
A=la, a, ay
d3; d3; dg3
matrisinde 1. satira gore acilimi yazalim. Alt determinant ve es carpanlara go-
re

detA= (_1)1+1a11|A11| + (_1)1+za12|A12| + (_1)1+3313|A13|

w1 (22 A3 w2 A2 Q23 13 [@21 Az
=(-1)"ay +(-1)"a,, +(=1)"ay;

32 33 31 33
bulunur. Benzer sekilde diger satir ya da stitunlar yapilr.

31 32

2.3. Teorem: A = [ai]-] bir kare matrisin determinantinin i. satira
nxn

gore agilimi:
detA=a,A,+a,A,+.+a,A, = Z:aikAik
k=1
dir.
Ispat: Bu teoremin ispatini tiimevarim metoduyla yapacagiz.

P(2) icin n = 2 olacagindan

2
detA= ZaikAik =a,A; +apA ), =a,3,,-a,3,
k=1

bulunup P(2) icin dogrudur.

P(m) icin dogru olsun, yani detA:Z:aikAik olsun. P(m + 1) i¢in
k=1
m+1
detA= Z‘aikAik determinanti asikardir. Oyleyse P(m + 1) i¢cin de dogrudur.

k=1
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5 -1 2
Ornek: 4 3 0] determinantini 2. satira gore aginiz.
1 -2 3
5 -1
- -1 2 5 2 4 3
Cozim: |4 3 0(=—4 +3 -0 =35
1 -2 -2 3 1 3 1 -2

Ornek: 4 X 4 boyutundaki matrisin determinanti 1. satira gore,
all a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34—
Apr Ay Az Ay,
matrisin agilimi;
detA=a;;Ay; +aAp HaggAg +agAy,

bicimindedir.
1 2 5
N -1 3 1 8 .. .
Ornek: A= s 0 Y matrisin determinantini bulunuz.
3 0 0 O

Cozim: A matrisini 4. satira gore acalim.

2 45 1 45 1 2 5 1 2 4
detA=-3|3 1 8[+0/-1 1 8|-0-1 3 8|+0-1 3 1
-2 0 1 4 0 1 4 -2 1 4 -2 0
- |4 5| |2 5] |2 4
-2 -0 +1

1 8 38 31

= —3[—2(32-5) + (2 - 12)]
= 192

w
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2.2. Not: 4 X 4 veya daha fazla boyuttaki matrisin determinantlarini
bulurken, sifir1 ¢ok olan satir veya siituna gore agmak islemleri kolaylastira-
caktir.

2.4. Teorem: A = [aij] y bir kare matrisin determinantinin i-inci sati-
nxn
ra gore agilimy;
detA= E a, A,

k=1
iken j-inci satira gore yazilirsa

2 A =0
k=1
dir. (i-inci satira gore yazilan kofaktor, j-inci satira gore agilirsa, sonug 0 olur.)
Ispat: Bu teoremin ispatini timevarim metoduyla yapacagz.
P(2) icin n = 2 olacagindan
2
zajkAik =a,,A;; +2,,A, =a,@,, —a,3,, =0
k=1
bulunup P(2) icin dogrudur.
P(m) icin dogru olsun, yani Z:ajkAik =0 olsun. P(m+ 1) icin
k=1

m+1

Z:ajkAik =0 determinanti agikardir. Oyleyse P(m + 1) i¢cin de dogrudur.
k=1

-2 1 -1
Ornek: A=| 3 t 2 | matrisi igin a,;A;; + a,,A;, =10 ise t de-
5 -2 4

geri kactir?

Cozim: 2.4. teoremden a,;A;; +a,,A;, +a,3A;; =0 olacagindan

a,3A3;; = —10 bulunur. Buna gore
-2 1
2 =-10
3 t
t=1
dir.
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SARRUS YONTEMIi

Pierre Frederic Sarrus
10 Mart 1798, Saint-Affrique, Fransa - 20 Kasim 1861, Saint-Affrique, Fransa

Bu yontem sadece 3 X 3 boyutundaki matrislerin determinanti i¢in ge-
cerlidir. Bu yontem asagida goruldigi gibi ilk iki satir determinantinin altina
tekrar yazilir veya ilk iki siitun determinantinin yanina tekrar yazilir. Oklarin
ucuna yazilan isaretler dikkate alinarak toplanir.

dy; dpp Agg
2.5. Teorem: a,, a,, a,| determinantinda;

a31 a32 a33

i) Ik iki satir matrisin sagina aynen yazihp pozitif isaretler toplanip,
negatif isaretler cikarilarak

d3. &z LA
far, ez B
- 31" Ay |t
= @y 81y #3534
= dy dxp dAx4

= (ajy8ya33 +aya3,a53 +a318,,8y3 — (A318,a53 + ;733,353 +a,18,,833)
bulunur,

ii) ilk iki siitun determinantin yanina aynen yazilip pozitif isaretler to p-
lanip, negatif isaretler ¢ikarilarak,
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311\312}(313 dy; A3
By i Rz dg) A
/ Y
flap  Baz  Baz| 83 A

= (ajyaza33 +aya3,a53 + a318,,8y3 — (A318,353 + ;733,353 +a,18,5833)

bulunur,

Ispat: 2.2. teoremde
det A =a,; (833 —a3,853) — A1 (851833 — A318,3) + a43(ay a3, — A318y;)
oldugunu biliyoruz. Buna goére
= aj1@y,az3 — A113353y3 —A13ya33 T A1pa313y3 T 133,33, TA133313y)
= (@178833 + ;83,853 + 831815853) — (231855813 + @5183,853 +35;35,333)

bulunur.

Ornek:

Cozim:

Ornek:

Cozum:

N X

-1
4 | determinantinin degeri nedir?
1
-15 2
0 3 =(15+56+0)—(-21-40+0)=132
117 -2

1

0|=15 ise x in degeri nedir?
3

112 x

0-1 2=15

3|1 4

(124+40—-4)—(2+0—-3x) =15
x=3

DETERMINATI BLOK MATRISLER YONTEMIYLE COZUMU

10
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2.6. Teorem: Kosegen bloklar1 A;,A,,A;,---,A, olan bir ust (alt) ti¢-
gensel blok matris M olsun. Bu takdirde;
detM = detA; - detA, - detA;---detA,
dir.

. A C
[spat: Burada n = 2 i¢in, yani MZ{O B} seklinde bir karesel blok mat-

ris i¢in yapilacaktir. Genelleme tlimevarim yontemiyle gosterilmesi okuyucuya
birakilmistir.
det M =det A-detB—det0-detC=detA-detB

dir.
4 1 8 3 2]
2 36 7 5
Ornek: M=|0 0 2 1 4| matrisinin determinatini blok matrisler
0 03 -10
0 05 2 1]

yOontemiyle bulunuz.

0 0 1
- 4 1 8 3 2
Cozim: Alz{z 3},A2:{6 7 5},03= 0 0f,A,= -1 6
0 0 2 1

olacagindan

M= A A
0, A,

olup iist ticgensel matris olur. Buna gore,
detM = det A, - detA,

2 1 4
4 1
2‘ 3 -1 0

3

5 2 1
=10-39
=390

elde edilir.

11
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2.3. Not: Blok matrisler yontemi {ist veya alt blok matris olmadiginda

A B
daima dogru degildir. Yani A,B, C, D karesel matrisler olmak tizere M ={C D}
olsun. O zaman det M = det A-det D — det B - det C ifadesi genellikle yanhstir.

DETERMINANTIN OZELLIKLERI

2.6. Teorem: Bir determinantin bir satirdaki veya bir siitundaki ele-
manlari O ise, o determinantin degeri O olur.

Ispat: A = [ai]-] matrisin i-inci satira gore determinanti:
nxn

n
detA= Z:aikAik
k=1
dir. i-inci satir 0 ise,

detA:io.Aik =0

k=1
olur.
4 1 20 4 1 214 1
Omek: |5 3 8=5 3 8/5 3
0O 0 0 0 0 00 O
=(4-3-0+1-8-0+2-5-0)—(2-3-0+4-8-0+1-5-0)
=0

2.7. Teorem: Bir determinantin bir satir1 ile ¢arpilmasi demek, her-
hangi bir satirin veya siitunun o sayi ile carpilmasi demektir.

Ispat: A = [ai]-] matrisin i-inci satira gére determinant:
nxn
n

detA =ZaikAik
k=1
olsun. c € R i¢in,

c.detA= (:Z:aikAik

k=1

n
= anikAik
oy

dir. O halde i-inci satir c ile carpimudir.
12
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6 4 -2 |6 4 -2
Ornek: 45 10 0|=[20 40 0] (2.satira gore yazilr)
3 7 2 3 7 2

Ornek: 3 x 3 matrisin determinantinin 1. satir1 ¢ € R ile ¢arpilirsa,
4y g, Ay €y €Ay, Cagg
Clazr Ay dp3=|dy  dyp Ay
a31 a32 a33 a31 a32 a33

olur.

5 -1 2x°
Ornek: x?y = v/7 olduguna gore |3 0 x* | determinantinin so-
2y -3y 4xy

nucu nedir?

Cozlim: 3. satirda y, 3. siitunda x2 oldugundan,

5 -1 2x° 5 -1 2
3 0 x* |=x*y3 0 1
2y -3y 4x’y 2 -3 4

olur. Burada,
5 -1 2 5 -1 25 -1
30 1=3 0 1 3 0 =7
2 -3 4 2 -3 4 2 -3

oldugundan,
5 -1 2x°
3 0 X |=7V7
2y -3y 4x%y
bulunur.

2.1. Sonug: A, , matrisinde, bir determinantin her satir1ile c € R ¢ar-
pilmasi demek, o determinanti c” ile carpmaktir.
detcA = c"det A

13
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dir.

. 35
Ornek: Az[z 4} ise |A| ve |5A| determinantlarin bulunuz.

- 35
Goziim: |A|:‘ ‘:3-4—2-5:2
2 4
|5A|:‘15 25‘:15-20—10-25:50
10 20

|5A] =50 = 52- 2 = 52|A|

2.8. Teorem: Bir determinantin iki satir1 ve slitunu yer degistirirse,
determinantin isaretleri degisir.

Ispat: Determinantin tanimindan i-inci ve (i+1)-inci satirlar1 sirasiyla
(D™ agayi8g22  Amn + (DA (186,202 Ary (yn
olsunlar. Burada i-inci ve (i+1) -inci satirlar1 yer degistirirse,
(_1)[(_1)1+1af1+1(1)1afi+1(2)2 8 (mn T (_1)lafi(1)1afi(2)2 afi(n)n]
olur.

N 5 -1 3
Ornek: 3 ve e ‘ determinantlarini bulunuz.
szim: | > 2|=5.3 2.(-1)=17 13 =(-1)2-5.3=-17
Cozum._13—. . = Ve5 2" . 3=
5 2 B -1 3
-1 3| |5 2

Ornek: 3 X 3 matrisin determinantinin 1. ve 2. satir1 yer degisirse
dyp A A3 dyp dypy dy3
dy1 Ay A= —|dy; dgp Ay
a31 a32 a33 a31 a32 a33

olur.

14
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2.9. Teorem: A matrisinin iki satirdaki veya siitundaki terimler esit ise
determinantin degeri sifirdir.

Ispat: A matrisinin determinantinin i-inci ve j-inci satirlarinin terimleri
esit ve A matrisinin determinanti det A olsun. i-inci ve j-inci satirlar1 yer degis-
tirilirse 2.8. Teoremden —detA olur. i-inci ve j-inci satirlarinin terimlerinin
determinantlari esit olacagindan

det A = —detA
detA=0
olur.

32 m n+p
Ornek: 3a n m+p| determinantini bulunuz.

32 p m+n

Cozim: Determinantta 1. siitunda 3a ¢arpani oldugundan

33 m n+p 1 m n+p
323 n m+p=3a1l n m+p
32 p m+n 1 p m+n

bulunur. 2. siitunu 3. stituna eklenirse,
1 m m+n+p
331 n m+n+p
1 p m+n+p
elde edilir. 3. situnda m+n+p carpani ortak oldugundan,

1 m 1
3a(m+n+p)l n 1/=0
1 p 1

olur. (1. ve 3. siitun esit oldugundan determinantin degeri 0 dir.)

2.2. Sonug: A matrisinin iki satirdaki veya stitundaki terimler orantil
ise determinantin degeri sifirdir.

15
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4 2 -1
Ornek: |8 4 -2 determinantinin degeri nedir?
51 0

Cozim: Determinantin 1. satirinin 2 kat1 2. satirdir.

4 2 -14 2
8 4 -28 4=(0-20-8)—(-20-8+0)=0
51 0|5 1

Ornek: 3 x 3 matrisin determinantinin 2. satir, 1. satirin k kati ise,
all a12 a13
ka,, ka,, ka;;|=0

olur.

2.10. Teorem: A, matrisinin ise determinantin ayni numaral satir-
lar1 ve sutunlar1 yer degistirirse, determinantin degeri degismez. Yani,
det A = det AT dir.

Ispat: A, ., bir matris ise

n!
k+1
detA= Z(_l) afk(1)1'afk[2)2'"afk(n)n

k=1
= Z(_l)kﬂank(n Az, (2)Qnf, (n)
k=1
=detA”
dir.
2.11. Teorem: A ve B matrisleri i¢cin
det(A-B)=detA-detB
dir.

Ispat: Bu teoremin dogrulugunu 3 X 3 boyutundaki matrislerin deter-
minanti icin gosterelim. Teorem n X n boyutundaki matrislerin determinanti
icin genellestirilir.

16
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A:{an a12} ve B:{bn b1z}
a;; ady b,, by,
olsun. Bu takdirde

AB = {311b11 +ab,,  a;by, +312b22}
a, by, +ay,b,, ayb,+ayb,,

dir. Buna gore

det(AB)= a,;,b,, +a;b,, a; b, +a;by,
ay by, +ay,b,, a, by, +ayb,,
a,;by, a,;by, a;,b,, a,b,,
a,b,;; +ayb,, a,b,,+ayb,,| |a,b;;+a,b,, a,b;,+a,b,,
_a11b11 a; by, @by ayb,| @b,y apby,| @b, agb,,
ay by, a,biy| ja,b,y  ay,by,| jaybyy  ay,biy| jagb,  ay,by,
—a a b, b, ta .a b, b, ta.a b,; b, RN b,; b,
=d;dy 11922 129421 129422
b, by, b,, b, b, by, b,, b,
%f_/ %f_/
0 det B —det B 0
= (anazz _312321) detB
=detAdetB
olur. //

A ve B matrislerinin determinantlari i-inci satira (slituna) gore sirasiyla

n n
detA= Z:aikAik ve detB= Z:bikBik
k=1 k=1
icin 2.3. teoreme gore A.B matrisinin determinanti

det(A-B)= Z{ZanbikAiiBjk]

k=1\_j=1
olur.

N 5 4 8 6
Ornek: Az[l 3} ve Bz{z 7} matrislerinde det A-B = det A+ detB

yi gercekleyiniz.
L. 5 4|8 6| |48 58
Cozim: A-B= . =
1 3|12 7| |14 27

17
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48 58
detA-B= =48-27-14-58=484
14 27
5
1
oldugundan 11 - 44 = 484 olup det A:- B =det A- det B dir.

4 8
=5.3-1-4=11 ve
3 2

6
‘:8-7—2-6:44
7

2.4. Sonug: A bir matris ve m € N ise
det A™ = (detA)™
dir.

. 5 4
Ornek: A= L 2} ise det A ve det A? yi bulunur.

5 4
Cozim: detA:‘1 2‘:5-2—1-4:6

, [5 4[5 4] [29 28
A: . =

1 2|1 2| |7 8
28

29
detA’ = =29-8-28-7=36

oldugundan 6% = 36 olup det A*> = (det A)? dir.

2.12. Teorem: Bir A matrisinde herhangi bir satirdaki veya siitundaki
her eleman iki elemanin toplami bigiminde yazilabiliyorsa determinant ayni
siradan iki determinantin toplami biciminde yazilabilir.

Ispat: Bir A matrisinde i-inci satir a;, = X;; + yij, (1 < i,k < n) olacak
sekilde tanimlansin. Bu takdirde,

detA= Z:aikAik
k=1
= Z(Xik +¥u Ay
=1

n n
= inkAik + ZYikAik
k=1 k1

elde edilir.

18
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Ornek: 3 x 3 matrisin 1. satir1 iki saymin toplami biciminde yazilirsa,
X11+tY1r XY XtV X X2 Xl (Y Yoo Yis

Ay Ay, dyz3  [T|@yp Ay Ayt Ay Ay

RN d3; d33 d3; d3y dz3 |d3; dzp  dsg

biciminde olur.

9 4 8| 544 341 6+2/ |5 3 6/ |4 1 2
Ormek: |5 0 1|=| 5 0 1|=/5 0 1/+/5 0 1
-1 7 3 -1 7 3 -1 7 3 -1 7 3
N 1907 1908
Ornek: determinantini bulunuz.
1910 1909
o 1907 1908 1907 1908
Cozum: =
1910 1909| [(1907+3 1908+1
_1907 1908+1907 1908
11907 1908 | 3 1
=0+1907-0+1907-1—-3-1908

= —3817

2.13. Teorem: Bir A matrisinde bir satirdaki veya stitundaki tiim ele-
manlar1 k € R — {0} ile carpilir ve baska satira (stituna) karsilikli olarak ekle-
nirse determinantin degeri degismez.

Ispat: Bir A matrisinde i-inci satir verilsin, j-inci terimin ¢ kati i-inci kat
toplanirsa 2.4. teoremden,

n
detA= ZaikAik
k=1
n
= Z(aik +Ca A
k=1
n n
= zaikAik + CzajkAik
k=1 k=1

19
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=Y a, A, +c0
k=1
=detA

elde edilir.

Ornek: 3 x 3 matrisin determinantinda 3. satirin ¢ kat1 1. satir ile top-

lanirsa,
d;; Ay Az [@ptCAz A +CAz Az t+Cag
dp1 Ay Ayl = a2 a2 dz3
d3; dz dg; a3 a3 ds3
elde edilir.
4 3 -1
Ornek: 2 3 0| determinantin degerini bulunuz.
1 0 2
Cozlim: 1. satirin 2 kat1 3. satira ilave edilirse,
4 3 -1 4 3 -1 4 3 -1
2 3 0|=| 2 3 0 =2 3 0

1 0 2| 1+24 0+23 2+2(-1) 9 6 O

olur. Bu determinant 1. satira gore agilirsa,

30 2 0 2 3
( (" =25
6 0 9 0 9 6
bulunur.
1 1 1
Ornek: A=|x* y* 7’| matrisinin determinantin1 bulunuz.
xt oyt 2t

Cozum: 1. stitun 2. ve 3. siitundan ¢ikarilirsa,
1 1-1 1-1
A= x y—-x Z—X
2 yz R S

olur. 1. satira gére determinant agilirsa,
20
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y—-X Z—X
VXt 2%
=(y-xE-x)-z-0)F*-x%)

= -0E=-9E+x)-Z-9)F-9)F+x)
=-0E=-xE+x-y—X)
=-0z=-9z-y)

detA=1(-1)""

bulunur.

a b c
Ornek: A=|a?> b’ c¢?| matrisinin determinantini bulunuz.
a® b

Cozim: 1. stitunda a, 2. stitunda b, 3. stitunda c ¢arpanlar1 oldugundan,

1 1 1
detA=abdga b ¢
a’ b*
bulunur. Elde edilen determinantta 1. siitun 2. ve 3. slitundan ¢ikarilirsa,
1 0 1
detA=abga b-a c—a
a’ b*-a* c¢*-a°

olur. 1. satira gore determinant ag¢ilirsa,
b-a c-a

b2 —a? —3a°

= abc[(b— a)(c? — a?) — (c —a)(b? —a?)]

= abc(b—a)(c—a)(c+a—b—a)

= abc(b—a)(c—a)(c—Db)

detA=abd-1)""

bulunur.

2.14. Teorem: Bir A = [ai]-] y alt ya da ust licgen matrisi ise,
nxn
detA =a;; "a,, ~*a,,
dir.

Ispat: A bir iist liggen matris olsun.

21
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djp Ay A3ttt Ay
0 Ay, Az vt Ay
A= 0 0 ag - ay,
0 0 0 a,
Ay, Ay ay,

d a
33 3
detA=a,, !
0 O a,,

dsz;z s,

a,,d,,
0 a

=dqq "dytApp

olur.
2.15. Teorem: A = [ai]-] . kare matrislerinde,
nxn
L1
detA " = ot A
dir.

Ispat: 2.11. Teorem geregi,
detA-B = detA-detB
oldugundan B = A~ segilirse,
detA-A"! = detA-detA™?!

1 =detA-detA?

1

-1 _
det A™" = det A

bulunur.

2.4. Not: 1. A= [aij]nxn kare matrislerinin carpmaya gore tersinin ol-

masl icin det A # 0 olmaldir.

22
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2.A= [ai]-] y kare matrislerinde det A = 0 ise A matrisi tekil (singii-
nxn

ler) matris olur. Eger det A # 0 ise A matrisi regiiler matris olur.

3

. -9
Ornek: Az{ ) } matrisi veriliyor. c¢-1, + A matrisini stungiler

olmasi i¢in c'nin degerleri ne olmalidir?

- 10 3 -9
Cozium: cl,+A=c. +
0 1| |-4 3
c 0 3 -9
= +
0 c| |-4 3
_|e+3 -9
| -4 c+3
olur. Burada det(c - I, + A) = 0 olmasi i¢in,
det(c-1, +A)=(c+3)*-36=0
c=9vec= -3
olmaldir.
DETERMINANTLA UCGENIN ALANININ BULUNMASI

2.16. Teorem: Kose koordinatlar1 A(x,,y,),B(X,,y,),C(x3 ¥3) olan
ABC li¢geninin alani,

1 X,y 1
A(ABC)= > X, y, 1
X3 Y3

bicimindedir.

Ispat: A(x4,¥,),B(X,,¥,), C(X3,¥3) ti¢c nokta olmak iizere ABC iicgeninin
alanini,

23
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E_'l 3 o, x
A C
(xq) {x3) (x2)

1
A(ABC) = 2 1%, (V2 —¥3) + %, (¥3 — ¥1) + X3 (y1 — Vo)l
oldugu Analitik Geometri derslerinde Dogrunun Analitigi konusunda gosteril-
di.

of

X, y; 1
X, ¥V, U=x,(y,~y35)+x,(y;-y)+%:(y, ~V,)
X; Y3 1

oldugundan istenen elde edilir.
Ornek: Késeleri A(2, 4),B(—1, 3),C(5, 0) olan ABC ii¢geninin alani
ka¢ birim karedir?

Cozim: Burada x;, =2, y, =4,x,=-1,y, =3, X3 =5,y; =0 oldu-
gundan,

2 41
A(ABC):%—l 31
5 01
15, 2
=5 br
elde edilir.
EK MATRIS
2.20. Tanmm: A, ,, bir kare matrisi olmak tizere A'nin her a;; elemanlari

yine o elemanlarin kofaktorleri (es ¢arpanlari) konularak bulunan matrisin
transpozuna A nin ek matrisi denir. Ek A ile gosterilir.

24
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d;; Ay Ay,
A= Ay Ay ot Ay ise
nl an2 ann nxn
T
A11 A12 Aln A11 A21 An1
EKA = A.21 A'zz A.Zn _ A'12 A.zz A.Zn
Anl AnZ T Ann Aln A2n Ann
2 -1 0
Ornek: A=|3 4 5| matrisinin ek matrisini bulunuz.
2 1 3
C.. - A ( 1)1+14 5 7 A ( 1)1+23 5 1
0zum: =(- = =(- =
11 1 3 12 2 3
23 4 4=1 0
A :(_1)1 ’ 2 1‘ =-5 A, :(_1)2 ' 1 3‘ =
L2 0 L2 -1
Ay :(_1)2 ’ 2 3‘:6 Ay :(_1)2 ’ 2 1 ‘:_4
a1 4 L2 0
As :(_1)3 ' 4 5‘:_5 A, :(_1)3 ’ 3 5‘ =-10
2 -1
A..=(-1)? =11
33 ( ) 3 4 ‘
T T
A, A, A, 7 1 -5 3 -5
EkA=|A,, A, A,;| =3 6 -4 1 6 -10
A, A, A -5 10 11 -5 -4 11
N 2
Ornek: Az[ } matrisinin ek matrisini bulunuz.
Coziim: (Bu ¢oziimde | | semboliinii kullanacagiz. Bu sembol determi-

nant1 gosteriyor. Mutlak deger ile karisirmamak gerekir.)

25
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A, =(CDM3]=3 A, = (D=1 =1
A, = (D1 =-1 A, =(-1)?*?]2| =2

T T
ElA = A, A, _ 3 1 _ 3 -1
A, A, -1 2 1 2
2.5. Not: 2 X 2 matrisin ek matrisini bulmak icin kisaca su formiilii kul-

lanabiliriz.
a b d -b
ise EKA=
c d -Cc a

BIR MATRISIN CARPMAYA GORE TERSININ DETERMINANTLA YO-
LUYLA BULUNMASI

A

Bir matrisin ¢carpmaya gore tersini Echelon (Eshelon) yoluyla bulunma-
sin1 matrisler konusunda gormiistiik. Simdi de determinantla bulunmasini
gosterecegiz.

2.17. Teorem: A, kare matris ve det A # 0 olan matrisinin tersi,

11
A __detAEkA

seklindedir.

Ispat: 2.3. teoremde A matrisinin determinanti i-inci satira (siituna) go-
re acilimi

detA= ZaikAik
k=1
ve 2.4. teoremde j-inci satira gore yazilirsa,
ZajkAik =0
k=1

oldugunu biliyoruz.

d;p Ay Ay A11 A21 Anl
A-EK A= Ay Ay o Ay [[Ap Ay A,
anl anZ ot ann Aln A2n e Ann

26
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detA 0 0
| 0 detA --- 0
0 0 detA
0
0 0
=detA| . .
00 - 1
=detA-I,

yani, det A- I, = A- Ek A olur. Elde edilen bu esitligin iki tarafi A~* ile carpilir-
sa
A7l -detA-1,=A1-A-EkA
detA-(A1-1)=(A1-A)-EkA
detA-A"'=1,-FEkA

Al=-L gxa

~ det A
bulunur.
2 -1 0
Ornek: A=|3 4 5| matrisinin tersini bulunuz.
2 1 3

Coziim: Bu matrisin determinantini bulalim.
2 -1 0/2 -1

detA=[3 4 5|3 4 =(24-10+0)—-(0+10-9)=13
2 1 3/2 1

Ek matris 6rneginde bu matrisin ekini bulmustuk. Buna gore,

7 3 -5
A’lzi 1 6 -10
13
-5 -4 11
elde edilir.
a e . oAl 1 d -b ;
2.3. Sonug: A= matrisinin tersi A~ = seklin-
c d ad—-bc|-c a

dedir.
27
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N 8 4
Ornek: A=[1 2} matrisinin tersini bulunuz.

Coziim: A" = 1 2 1 _1 2 1
' 82-14|-1 8| 12/-1 8

. 4 7 5 -3
Ornek: A= ve B= matrisleri veriliyor. A-C = B esit-
1 2 10 8

ligini saglayan C matrisini bulunuz.

4 7
Cozim: detAz‘1 2‘=1¢0 olmak tiizere,

A-C=B
A'(A-C)=A"'B
(A"1A)-C=A"'B

C=A"'B
olacagindan

-1 _ 1

A _—detAEkA

A-lzl 2 -7

11-1 4

C 2 =715 —3_—60 -62

“|-1 4]|/10 8| |35 35
elde edilir.

2
ligini saglayan X matrisini bulunuz.

. 51 35
Ornek: A= 3 ve B= 1 9 matrisleri veriliyor. A" X+ B = 1, esit-

51 35
Cozim: detA:‘3 2‘:77&0 ve detAz‘1 2‘217&0 olmak iizere,

AT'X-B =1,
A(A'X-B) =A-1,
(A-AHX-B=A
28
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X-B=A
X-B-B1=A-B!
X=A-B!
olacagindan,
B'= 1 EkB
detB

Al S

BiR MATRISIN RANKI

elde edilir.

29

nxn Kare matrisinin determinanti sifirdan farkl olan ve

2.21. Tanim: A
boyutu en biiyiik olan matrisin tiiriine A matrisinin ranki denir ve rank A ile
gosterilir.
4 1 2
Ornek: A= 5 0 1| matrisinin rankini bulunuz.
-1 7 3
4 1 24 1
Cozim: detA=|5 0 115 O
-1 7 3-1 7

=(0—-1+70)— (047 +15)

=49 %0

dir. Bu matris 3 X 3 boyutunda oldugundan ranki rank A = 3 diir.

4 1 2

Ormek: A=| 1 3 2 | matrisinin rankmi bulunuz.

-2 -6 -4

29
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4 1 214 1
Cozim: detA=|{1 3 2|1 3
-2 -6 —-4-2 -6
=(—48—-4—-12)—(—12—-48—-4)
=0
oldugundan bu matrisin ranki rank A< 3 diur. Simdi 2 X 2 boyutundaki alt
matrislerin herhangi birinin sifirdan farkh olup olmadigina bakalim. Burada 3.

4 1 4 1
satir ve 3. siitunu atalim. A, =L 3} alalim. detA, =‘1 3‘zll;tO oldugun-

dan bu matrisin ranki rank A = 2 dir.

2 -1 4 0
Ornek: A=|5 1 0 3| matrisinin rankini bulunuz.
1 4 -2 8

Cozlim: A, matrisi 3 X 4 boyutunda oldugundan rank A < 3 olur. A mat-
risinin alt kare matrislerinden en biiytigli 3 X 3 boyutundan matrislerdir. Bun-
lardan birinin determinanti sifirdan farkl olup olmadigina bakalim. Eger boyle
sifir olmayan determinant bulamazsak 2 X 2 boyutundaki alt matrislere baka-
caglz.

2 -1 4
Burada 4. siitunu atarak olusan A;=|5 1 0 | matrisini inceleye-
1 4 -2
lim.
2 -1 4
detA,=|5 1 0|=2#0
1 4 -2

dir. Bu matris 3 X 4 boyutunda oldugundan ranki rank A = 3 diir.

11 0
Ornek: A={3 ¢ 4 | matrisinin hangi c degeri icin ranki 3 olamaz?
50 -1

Cozim: det A = 0 ise rank A < 3 olur.
30
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11 02 1
detA=3 ¢ 4|3 c
5 0 -15 0

= (—c+20+0)— (040 +3)
0

ise c = 23 olur.

COZUMLU ALISTIRMALAR
4 5 2
1 1 2 3
0 k 6
determinanti -2’ye esit olmasi icin k'nin degeri asagidakilerden hangisi olma-
hdir?
A)1 B) 2 Q3 D) 4 E)5
Cevap: Sarrus yontemini uygularsak,
4 5 24 5
1 2 31 2=-2
0 k 60 k
(48+0+2k)—(0+ 12k + 30) = -2
48+ 2k—12k—-30= -2
k=2
bulunur.

Cevap: B

sinl5 cos15||-sin15 cos15
determinantinin ¢arpimi asagidakilerden hangisine esittir?

cos15 sin15|| sin15 coslS‘

1 1 V3 V3
A)— B) — C)— D) — E)1
)7 ), )7, ) )
cos15 sinl5
Cevap: | . :c05215—sin215:c0530=ﬁ ve
sin15 cosl 2
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sin15 cos15
—sin15 cos15
olduguna gore,
cos15 sinl5

=sin15-cos15—(—sin15-cos 15)=2sin 15c0515:sin30=%

sin15 coslS‘_lx/g \/5

sin15 cos15|-sin15 cos1s 2 2 4
elde edilir.
Cevap: C
-5 2 3
3. |1 -4 3|=0 denkleminde x’in degeri nedir?
1 2 x
A)-3 B)-2 C) -1 D)1 E)2
-5 2 3|-5 2
Cozim: |1 -4 3|1 -4=0
1 2 x|1 2
(20x+6+6)—(—12-30+2x) =0
20x+12+42-2x=0
18x = —54
x=-3
Cevap: A

4 1
4, A={3 2} olmak tizere det(A —Al,) = 0 esitligini saglayan A deger-
leri asagidakilerden hangisidir?
A)0  B)2 C) 3 D) 4 E) 5
Cozum:
4 1 1 0] [4-2 1
A-Al= -\ =
3 2 0 1 3 2-A
dir. det(A-AI) = 0 olduguna gore,

4-1 1
3 2-A
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4-MN2-1)-3=0
A2 —61L+5=0
A=1,A=5
bulunur.
Cevap: E

4 7
5. A:{1 2} , B:E ﬂ olmak tlizere, AX = B esitligini saglaniyorsa X
matrisinin elemanlariin en biytgi nedir?

A)3 B)4 (€6 D)7 E)8

Coziim: AX=BiseX=A"11-B
4 77 4 7
A= ise detA= =1
1 2 1 2

ato 1 2 7] [2 -7
4.2-71|-1 4| |-1 4

X- A‘l-B=L21 ﬂ'ﬁ ;H_ss E 2}

olur.
Cevap: D
3856 3857 ) : .
. determinantinin degeri nedir?
3854 3855
A) (3854)2 B)3856 (C)3857 D)4 E)2
Coziim: 3854 = x olsun.
3856 3857 |x+2 x+3
= =(x+2)(x+1)—-x(x+3)=2
3854 3855 x x+1
Cevap:E

1
7. A matrisinin tersi A™ :{0 } olmak iizere,
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A =
X 4
olduguna gore, x’in degeri kactir?

A)1 B) 2 Q)3 D) 4 E)5

Coziim: A—(A")" = 1 1 3] [1 3
oztim: A=(A") " 1-1-(-3)-0{0 1| |0 1

s

1 2 1 2 ) .
8. A= , B= matrisleri
4 3 0 k

det(A +B) =det A+ detB
esitligini sagliyor. Buna gore, m kactir?

A)10 B)8 (€6 D)5 E)4

- 1 2 12
Cozim: A= , B=
4 3 0 k

1 2

=1.3-4-3=-9
4 3

detA:‘

1 2
detB= =1.-k-0-2=k
0 k

1 2|1 2 2 4
A+B= + =
L 3} {0 k} L 3+ k}

2 4
det(A+B)= =2-(3+k)—-4-4
4 3+k

k=6+2k—-16
k=10

34

Cevap:D

Cevap: A
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3 5 3 4
9. 'Azxz =
1 2 1 2

esitligini saglayan A2.2 matrisinin determinanti kagtir?

A)-1 B)-2 (0 D)1 E)2

35 -
Cozim: Bz[ } ve C:[ 2 4} olsun.
1 2 1 5

B-A=Cise A=B"1C

Bl 1 EKB— 1 2 —5: 2 =5
detB 3-2-1.5|-1 3 -1 3

AR P b

detA= =—
0 -
Cevap: B
log,3 log.2 . o
. determinantinin degeri kactir?
log,25 log,8
A)-1 B)0O C1 D)2 E)3
- log,3 log;2
Cozim: =log,3-log,8—log,25-log. 2
log,25 log,8
_log3 log8 log25 log2
“log2 log3 log2 loghs
= log,2% —logs52
= 3log,2 — 2log:5
=1
Cevap: C
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