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6. BÖLÜM 
LİNEER ÇARPIM ve İZDÜŞÜM 

 
 
 
 
 VEKTÖRLERİN İÇ ÇARPIMI (SKALER ÇARPIM) 
 
 Buraya kadar anlatılan konularda vektörlerin kümesinde işlemlerinde 
sonuç olarak yine bir vektör elde ediyorduk. Burada ilk önce iç çarpımla (ska-
ler çarpımla) reel sayıya eşlemeye çalışacağız. Daha sonra iki vektörün dış 
çarpımı (vektörel çarpımı) ile bu iki çarpımın karışımı olan karma çarpımdan 
bahsedeceğiz. Fonksiyonel Analiz derslerinde iç çarpım konusunda farklı bilgi 
verilecektir. 
 
 

 6.1. Tanım:  ⃗⃗                ⃗⃗               vektörleri verilsin, 
            

          ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗                   
biçiminde tanımlanan fonksiyonuna iç çarpım veya skaler çarpım işlemi denir. 

Bu çarpıma iç çarpım adı da verilir.  ⃗⃗   ⃗⃗  veya   ⃗⃗   ⃗⃗   sembolleri ile de göste-
rilir. 
 
 

 Örnek:  ⃗⃗         ⃗⃗          ise  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörlerinin iç çarpımını 
bulunuz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗                         
 
 

 Örnek:  ⃗⃗               ,  ⃗⃗                 vektörlerinin iç çarpımı 
nedir? 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗                           
                            

               
 
 
       

 
 

Örnek:                                 noktaları veriliyor. Bu nok-

taların oluşturduğu   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗
 iç çarpımının değeri nedir? 
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 Çözüm:   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗                     

      ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗   ⃗                        
 

   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                 
 
 
 Örnek: 

 
Şekilde ABC ikizkenar dik üçgeni verilmiştir. ‖  ‖  ‖  ‖   

 
birim ve 

‖  ‖    birimdir.   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ iç çarpımının değeri nedir? 
 
 Çözüm:  

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

     ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

                 √                      √          

           √  
 

√ 
       √  

 
√ 

  

      
 
 

 Örnek:  ⃗⃗               ,  ⃗⃗             ve  ⃗⃗   ⃗⃗    ise x nedir? 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗     
                               
                          
                       ⏟      
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 Örnek:  ⃗⃗             ⃗⃗             ve  ⃗⃗   ⃗⃗     ise a’nın de-
ğeri nedir? 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗     
                        
        
 
 

 Örnek:  ⃗⃗         ⃗⃗         ise  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörlerinin iç çarpımını bu-
lunuz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗                        // 
 

 Bu örnekte görüldüğü gibi  ⃗⃗    ve  ⃗⃗    olmasına rağmen sonuç 0’dır.  
 
 

Örnek:      , derecesi n veya n’den küçük olan polinomların uzayında 
iç çarpım;                 için 

  

1

0

dx)x(q)x(p)x(q),x(p  

biçiminde tanımlanır. Burada       de                        vek-
törlerinin iç çarpımlarını hesaplayınız. 
 
 Çözüm:  

  

1

0

2 dx)1x3()5xx2()x(q),x(p  

             

1

0

23 dx)5x16x5x6(  

            

1

0

234

x5
2

x
16

3

x
5

4

x
6   

            
6

97
  

 
 

Örnek:                                olmak üzere; 

  
 
















n

1i

n

1j
ijijbaBA  



www.matematik1.com                                                       4 
 

biçiminde      vektör uzayında iç çarpım tanımlanır. 


















31

02
B,

43

21
A  

matrislerinin iç çarpımlarını hesaplayınız. 
 

 Çözüm:  
 
















n

1i

n

1j
ijijbaBA  

      



n

1i
2i2i1i1i )baba(  

                                   
                    
       

 
 
 6.1. Sonuç:      vektör uzayında          için iç çarpım 
                 
dir. Gerçekten     çarpımında köşegen üzerindeki elemanların toplamı oldu-
ğundan 

  )AB(izbabaBA t
n

1i

n

1j

t
ijij

n

1i

n

1j
ijij 


























   

  

 

bulunur. 
 
 
 6.2. Sonuç: V bir iç çarpım uzayı,  ⃗    olsun.  ⃗  vektörünün uzunluğu 

  ‖ ⃗⃗ ‖  √  ⃗⃗   ⃗⃗   

biçiminde tanımlanan bir sayıdır. 
 
 

 Örnek:    de   ⃗⃗          vektörünün uzunluğunu hesaplayınız. 
 

 ‖ ⃗⃗ ‖  √                  √            √      
 
 
 Örnek:       deki          vektörünün uzunluğunu hesaplayınız. 
 
 Çözüm: 

 ‖ ⃗⃗ ‖  √              

          

1

0

2dx)2x(  
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          

1

0

2 dx)4x4x(  

         

1

0

23

x4
2

x
4

3

x
  

         br
3

19
  

 
 

 6.1. Teorem (Simetri Özelliği): Her  ⃗⃗   ⃗⃗    

 ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   
dir. Bu teoreme vektörlerin iç çarpımında simetri özelliği denir. 
 

 İspat:  ⃗⃗                ⃗⃗               vektörleri verilsin, 

  ⃗⃗   ⃗⃗                                     ⃗⃗   ⃗⃗  
dir. 
 
 
 6.2. Teorem (İki Lineerlik Özelliği): 

   i)   Her  ⃗⃗   ⃗⃗   ,     için    ⃗⃗   ⃗⃗      ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗    ⃗⃗    

    ii)  Her  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗    için   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗   ⃗    

    iii) Her  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗    için  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗   
dir. Bu teoreme vektörlerin iç çarpımında iki lineer özelliği denir. 
 

 İspat: i) Her  ⃗⃗   ⃗⃗   ,  ⃗⃗                ⃗⃗              ,     veril-
sin, 

    ⃗⃗   ⃗⃗                                
                             
                                  

         ⃗⃗   ⃗⃗   
 
 

ii) Her  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗   ,  ⃗⃗                ⃗⃗                ⃗  
             olsun. 

   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗                                           
                                               
                                            
                                                  
                                                              

              ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗   ⃗   
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 iii özelliği ii özelliğine benzer şekilde yapılır. 
 
 

 6.3. Teorem:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörler ve         bir skaler olmak üzere skaler 
çarpıma ait eşitlikleri aşağıdaki şekilde yazabiliriz. 

i)       ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗    ⃗⃗   

ii)         ⃗⃗     ⃗⃗     ⃗⃗   

iii)    ⃗⃗   ⃗⃗      ⃗⃗    ⃗⃗   

iv)       ⃗⃗          ⃗⃗   
 
 Bu teoremin ispatı okuyucuya bırakılmıştır. 
 
 

 6.4. Teorem (Pozitif Tanımlılık Özelliği): Her  ⃗⃗     için 

   i)     ⃗⃗   ⃗⃗     

    ii)    ⃗⃗   ⃗⃗       ⃗⃗    
 

 İspat: Her  ⃗⃗   ,  ⃗⃗               ise, 
 

 i)  ⃗⃗   ⃗⃗                      

      
    

      
  

      
 
 

 ii)  ⃗⃗   ⃗⃗    
        

    
      

    
        

      
        

    
                       

        ⃗⃗                          ⃗  // 
 
 
 İç çarpımın simetri, iki lineerlilik ve pozitif tanımlılık aksiyomlarını 
verdikten sonra iç çarpımın diğer teoremlerini verelim. 
 
 

 6.5. Teorem: Her  ⃗⃗    için 

 i)     ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖
 
  

ii)   ⃗⃗      

iii)  ⃗⃗     ⃗⃗  
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dir. 
 

 İspat: i) Her  ⃗⃗    için 

 ⃗⃗   ⃗⃗    
    

      
  ‖ ⃗⃗ ‖

 
  

dir. 
 
 (ii) ve (iii) benzer şekilde gösterilir. 
 
 

 Örnek:  ⃗⃗        vektörünün uzunluğunu (normunu) iç çarpım yön-
temiyle bulunuz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗           ise ‖ ⃗⃗ ‖    

 
 

 Örnek:   ⃗⃗   ⃗⃗       √   , ‖ ⃗⃗ ‖    birim ve  ⃗⃗   ⃗⃗     olduğuna göre 

‖ ⃗⃗ ‖ normunu bulunuz. 

 
 Çözüm:  

   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗        √          (1) 
 

   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗     (iki lineer özelliği) 

            ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗    (iki lineer özelliği) 

           ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
   (simetri özelliği) 

                  ‖ ⃗⃗ ‖
 
    (2) 

bulunur. (1) ve (2) eşitliğinden 

             ‖ ⃗⃗ ‖
 
 

  ‖ ⃗⃗ ‖    

elde edilir. 
 
 

 Örnek: ‖ ⃗⃗ ‖    birim, ‖ ‖    birim ve  ⃗⃗   ⃗⃗         ise  ⃗⃗   ⃗⃗  ifade-

sinin değerini bulunuz. 
 

 Çözüm:   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗   ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
 olduğunu yukarıdaki 

örnekte gösterildi. Buna göre, 

         ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗        ⃗⃗   ⃗⃗         (1) 

         ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗                                  (2) 
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dir. (1) ve (2) eşitliğinden 

         ⃗⃗   ⃗⃗     

  ⃗⃗   ⃗⃗    
bulunur. 
 
 

 Örnek:  ⃗⃗   ⃗⃗   ,  ⃗⃗   ⃗⃗        , ‖ ⃗⃗ ‖    birim olduğuna göre ‖ ⃗⃗ ‖ 
normunu bulunuz. 
 
 Çözüm:  

  ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗                       (1) 
 

   ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗     (iki lineer özelliği) 

            ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗    (iki lineer özelliği) 

           ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
   (simetri özelliği) (2) 

bulunur. (1) ve (2) eşitliğinden, 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
           

 ‖ ⃗⃗ ‖  √  br 

elde edilir. 
 
 

İki vektörün skaler çarpımının geometrik bir anlamı da vardır. Bunu 
açıklamadan önce iki vektör arasındaki açıyı tanımlayalım. 
 
 
 İKİ VEKTÖR ARASINDAKİ AÇI 
 

6.2. Tanım:  ⃗⃗      ⃗⃗  gibi iki vektörü   ⃗⃗ ⃗⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ yönlendirilmiş doğru par-

çaları ile gösterelim.  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri arasındaki açı ile   ⃗⃗ ⃗⃗⃗       ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ doğru parça-
ları arasındaki         açısı anlaşılacaktır. 

 
 

6.3. Sonuç: Eğer iki vektör arasındaki açı  ise 
 

1)     veya      radyan ise bu iki vektör birbirine paraleldir. 

2)   
 
  

 ise vektörler birbirine diktir. 
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Şimdi de skaler çarpımın geometrik anlamını verelim. 
 
 

 6.6. Teorem:  ⃗⃗   ⃗⃗    ve bu iki vektör arasındaki açı   olsun. Bu iki 
vektör arasındaki açı, 

      
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖

 

 

dir. 

 
 

İspat: BAO


 üçgenine kosinüs teoremini uygulayarak, 

 ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
 

 ‖  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ‖
 
 ‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

 
  ‖  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ‖‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖         (1) 

yazılır. Burada   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗ ,   ⃗⃗ ⃗⃗⃗   ⃗⃗ ,   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗  olduğu dikkate alınırsa, 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖       

elde edilir. Skaler çarpının özelliklerinden dolayı, 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗   

         ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  

        ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
     (2) 

(1) ve (2) eşitliklerinden 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖       

  ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖       

       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖  ⃗⃗⃗ ‖

 

 

eşitliği elde edilir. // 
 

Sıfırdan farklı  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  gibi iki vektör arasındaki açı, skaler çarpımdan el-
de edilen eşitlikten 

        
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖

 

 

ifadesi ile verilebilir. Bu eşitliği uzayda vektörlerin bileşenleri cinsinden 
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√  
    

    
 √  

    
    

 

 

 

olarak yazılabilir. 
 
 

Örnek:  ⃗⃗                ⃗⃗          vektörleri arasındaki açıyı bu-
lunuz? 
 
 Çözüm:  

          
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

                 

√       
 
     

 √        
 

               
   

 
 
 

 

 

          
 
 

        

 
 

 Örnek:  ⃗⃗         ⃗⃗         vektörleri arasındaki açının kosünüsünü 
bulunuz. 
 
 Çözüm:  

       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

                 

√     √     
 

       

 √ 
 

  √ 
  

 

 

          
  √ 
  

        

 
 

 Örnek: AOB üçgeninde ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖    ‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖   
 

ve           dir. 

    
 
 

 ve       
 √  
  

 ise ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖ nedir? 

 
 Çözüm:  

 

      
 √  
  

 ise       
  
  

 dür. 

 

  ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖       

  ⃗⃗   ⃗⃗      
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 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
    ⃗⃗   ⃗⃗  

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

         
  
 

 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖     

 
 

 Örnek:      vektör uzayındaki 




















32

01
B,

10

21
A  vektörleri 

arasındaki açıyı bulunuz. 
 
 Çözüm: 6.1. Sonuçta               olduğundan 

































30

81

30

21

10

21
ABt  ise                 

































12

65

12

01

10

21
AA t  ise               































132

21

30

21

32

01
BBt  ise                 

       
       

              
 

  
√  √  

 
  

 √  
 

bulunur. 
 
 
 

 
Karl Hermann Amandus Schwarz 

25 Ocak 1843, Jerzmanowa, Polonya-30 Kasım 1921, Berlin, Almanya 
 

6.7. Teorem (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği):  ⃗⃗      ⃗⃗  iki vektör olsun. 
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| ⃗⃗   ⃗⃗ |  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖  

dir. 
 

 İspat: İki vektör arasındaki açı       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
 olduğunu biliyoruz. 

|     |     ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗    dir. 

  |
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖
|    

 

  | ⃗⃗   ⃗⃗ |  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖ 

olur. 
 
 

6.8. Teorem: 

a) ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖ (Üçgen Eşitsizliği) 

 b) ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖ 

 c) ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  |‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖| 
 
 İspat: a) 

 

 
‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  √  ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗  

 

 
‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖

 
   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗   ‖ ⃗⃗ ‖

 
   ⃗⃗  ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 

 
Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden 

 
‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖

 
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖

 

 

 
‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖

 
 (‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖)

 

 

 
‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖

 bulunur. 
 

 b) ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    
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               ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  

               ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  

                ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗   

              ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 
 

 

        ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖ 

 

 c) ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗   

               ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  

              ‖ ⃗⃗ ‖
 
   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖

 
  (Schwarz eşitsizliğinden) 

              ‖ ⃗⃗ ‖
 
  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖

 
 

              (‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖)
 
 

 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  |‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖| 

 
 

6.4. Sonuç: Üçgen ve Cauchy-Schwarz eşitsizliklerinde eşitlik durumu 
aşağıdaki hallerde gerçeklenir: 

i) ‖ ⃗   ⃗ ‖  ‖ ⃗ ‖  ‖ ⃗ ‖ için gerek ve yeter şart        ⃗    ⃗ , 
ii) |  ⃗   ⃗  |  ‖ ⃗ ‖  ‖ ⃗ ‖ için gerek ve yeter şart        ⃗    ⃗ . 

 
 

VEKTÖRLERDE İZDÜŞÜM 
 

6.3. Tanım:  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  iki vektör, ‖ ⃗⃗ ‖        
 
ifadesine ‖ ⃗⃗ ‖ nün  ⃗⃗  vektö-

rü üzerine dik izdüşümü denir. Bu aynı zamanda  ⃗⃗  nün  ⃗⃗  üzerindeki izdüşüm 
vektörünün bileşenine (Cebirsel ölçüsüne) denktir.  
 

 
 

İki vektör arasındaki açının kosinüsü teoreminden aşağıdaki sonuç çı-
karılır. 
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 6.5. Sonuç: i)  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörleri aynı doğrultuda ve aynı yönlü ise     
ve         olacağından, 

   ⃗⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖ 

dir. 
 

 ii)  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörleri aynı doğrultuda ve ters yönlü ise       ve 
           olacağından, 

   ⃗⃗   ⃗⃗   ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖ 

dir. 
 

 iii)  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörleri birbirlerine dik   ⃗⃗   ⃗⃗   ise      ve          
olacağından, 

   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  
dir. 
 

 iv)  ⃗⃗   ⃗⃗    ise  ⃗⃗   ⃗⃗  ya da  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  vektörlerinden en az biri  ⃗  dır. 
 
 
 Örnek: ABC dik üçgendir. 

 
       ve         olduğuna göre   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ifadesinin değerini bulunuz. 
 
 Çözüm:           olduğuna göre 

    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖       

dir. Şekle göre       
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
 olduğundan 

   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖       ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖   
‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

‖  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
 ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

 
 

bulunur. O halde, 

 ‖ ⃗⃗ ‖  √                
 
br 

olduğundan 

   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
 

       

dir. 
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 Örnek:  ⃗⃗     ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗  ⃗,  ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗         ⃗⃗  ⃗  vektörleri dik olduğuna 
göre m’nin değeri nedir? 
 

 Çözüm: iii özelliği gereği  ⃗⃗   ⃗⃗  ise  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  olduğuna göre, 
                   
           
      
bulunur. 
 
 

 Örnek:    de  ⃗         ,  ⃗          ve          vektörleri veriliyor 

        ve     ⃗     ⃗      ise  ⃗   ⃗  skaler çarpımının değeri ne olur? 
 

 Çözüm:  ⃗                 ve   ⃗            ve     ⃗     ⃗      
ise skaler çarpım sıfır olmalıdır. O halde 
     ⃗     ⃗        
                        
                         
                          
                    
                

  ⃗   ⃗     
 
 
 6.9. Teorem:  

i)  ⃗⃗  vektörünün  ⃗⃗  üzerine izdüşüm vektörü;      ⃗⃗  ⃗⃗  (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
)  ⃗⃗  dir. 

 ii)  ⃗⃗  vektörünün  ⃗⃗  üzerine skaler bileşeni; ‖ ⃗⃗ ‖      
   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
  ⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 dir. 

 

İspat: i)  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  arasındaki  açısı dar açı ise      ⃗⃗  ⃗⃗  nun uzunluğu 

‖ ‖      ve yönü 
 ⃗⃗ 

‖ ⃗⃗ ‖
 dir.  açısı geniş açı ise      ⃗⃗  ⃗⃗  nun uzunluğu yönü 

 ‖ ⃗ ‖     
 
 ve yönü  

 ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
 dır. Her iki durumda 

       ⃗⃗  ⃗⃗   ‖ ⃗⃗ ‖      
 ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
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    (
‖ ⃗⃗⃗ ‖ ‖ ⃗⃗⃗ ‖

‖ ⃗⃗⃗ ‖
     )

 ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

    (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
)

 ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

    (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )  ⃗⃗  

    

 
    
 (ii) benzer şekilde gösterilir. 
 
 

Örnek:  ⃗⃗            ⃗  nin  ⃗⃗           ⃗  üzerine izdüşüm vektörü-

nü ve  ⃗⃗  nın  ⃗⃗  yönündeki skaler bileşenini bulunuz. 
 

Çözüm:  ⃗⃗  nun  ⃗⃗  üzerine izdüşüm vektörü:  

       ⃗⃗  ⃗⃗   (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
 )  ⃗⃗  

     

       
 
     

           ⃗    
 
 
   

 
 
   

 
 
 ⃗ 

 

 

 

  ⃗⃗  nın  ⃗⃗  üzerine skaler bileşeni:  

 ‖ ⃗⃗ ‖       ⃗⃗ 
 ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
            ⃗  (

 
 
   

 
 
   

 
 
 ⃗ )      

 
 

  
 
 

 

 
 

Örnek:  ⃗⃗           ⃗  nin  ⃗⃗          ⃗  üzerine izdüşüm vektörünü 
ve  ⃗  nun  ⃗  yönündeki skaler bileşenini bulunuz. 
 

Çözüm:  ⃗⃗  nın  ⃗⃗  üzerine izdüşüm vektörü:  

     ⃗⃗  ⃗⃗  (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )  ⃗⃗  

     

 
 
      

         ⃗   
 
  

   
 
  

   
 
  

 ⃗ 
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  ⃗⃗  nın  ⃗⃗  üzerine skaler bileşeni:  

   ‖ ⃗⃗ ‖       ⃗⃗ 
 ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
           ⃗  (

 
√ 

   
 

√ 
   

 
√ 

 ⃗ )  
 

√ 
 

 
√ 

 
 

√ 
 

 
√ 

 

 
 

 6.10. Teorem:  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  iki vektör olsun.  ⃗⃗  ye paralel vektör      ⃗⃗  ⃗⃗  ve  ⃗⃗  

ye dik vektör  ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗⃗  dir.  

 
 İspat:      ⃗⃗  ⃗⃗  vektörü  ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗⃗  vektörüne dik olması için skaler (iç) 

çarpım sıfır olmalıdır. 
 

       ⃗⃗  ⃗⃗     ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗⃗   (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )  ⃗⃗ ( ⃗⃗  (

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 ) ⃗⃗ ) 

          (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )   ⃗⃗  ⃗⃗   (

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )   ⃗⃗  ⃗⃗   

          
  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
  

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 ‖ ⃗⃗ ‖

 
 

            
 
 

Örnek:  ⃗⃗            ⃗  ve  ⃗⃗           ⃗  verilsin.  ⃗⃗  vektörü üzerin-
den izdüşümü ve bu izdüşüme dik (ortogonal) vektörü bulunuz. 
 

Çözüm:  ⃗⃗  nın  ⃗⃗  üzerine izdüşüm vektörü:  

     ⃗⃗  ⃗⃗  (
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 )  ⃗⃗  

     

       
 
   

          ⃗   
 
 

   
 
 
   

 
 
 ⃗ 

 

 

 

 ⃗⃗  vektörüne dik vektörü: 
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          ⃗⃗  ⃗⃗     ⃗⃗       ⃗⃗  ⃗⃗              ⃗   (
 
 
   

 
 
   

 
 
 ⃗ )  

  
 

   
  
 

   
 
 
 ⃗  

 
 

DIŞ ÇARPIM (VEKTÖREL ÇARPIM) 
 

6.4. Tanım:    de  ⃗⃗                 ⃗⃗             gibi iki vektör ol-
sun. 
            

          ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗  

321

321

bbb

aaa

kji


 

olarak tanımlanan yeni bir vektöre dış çarpım (vektörel çarpım) denir. Bu vek-
törel çarpıma bazen çapraz çarpım ya da dış çarpımda olarak adlandırılmıştır. 
 
 

Örnek:  ⃗⃗              ⃗⃗           ise  ⃗⃗   ⃗⃗  i bulunuz 
 

Çözüm: k5ji7

121

312

kji

BA









  

 
 

 6.11. Teorem:  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  vektörler ve     bir skaler olmak üzere vektörel 
çarpım için aşağıdaki eşitlikler vardır; 

 i)      ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗⃗  ,    (Ters değişme özelliği) 

ii)     ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗ , (Birleşme Özelliği yoktur) 

iii)    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗  ,   (Dağılma özelliği) 

 iv)      ⃗⃗   ⃗⃗      ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗    

v)        ⃗⃗       ⃗⃗          ⃗⃗   ⃗⃗    

vi)     ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  

vii)   ⃗   ⃗⃗   ⃗ 0A0

  

 
 İspat:  

i)  ⃗⃗                 ⃗⃗              

     )AB(

aaa

bbb

kji

bbb

aaa

kji

BA

321

321

321

321






  
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 Benzer şekilde diğer şıklar da gösterilir. // 
 
 

 6.12. Teorem:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörler olmak üzere iç çarpım (Skaler çarpı-
mın) için aşağıdaki eşitlikler vardır; 

     i)   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗                                               

     ii)     ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗  
dir.  
 
 Bu teoremin ispatı okuyucuya bırakılmıştır. // 
 

Bu teorem gösteriyor ki  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörü hem  ⃗⃗ , hem de  ⃗⃗  vektörüne dik-
tir. 

 
Vektörel çarpımın geometrik anlamı 

 
 

6.6. Sonuç:  ⃗⃗   ⃗⃗  iki vektörün vektörel çarpımı,  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörlerinin 

her ikisine de dik ve  ⃗⃗  dan  ⃗⃗  ye doğru çevrilmekte olan bir vidanın ilerleme 

yönünde olan yeni bir vektördür.  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörü ise,  ⃗⃗  den  ⃗⃗  ya doğru çevril-

mekte olan bir vidanın ilerleme yönünde yani  ⃗⃗   ⃗⃗  nin zıt yönünde olan bir 
vektördür. 
 
 

Örnek:  ⃗⃗           ⃗  ve  ⃗⃗             ⃗  vektörlerini göz önüne 

alalım. Hem  ⃗⃗  ya hem de  ⃗⃗  vektörlerine dik olan bir vektör bulunuz. 
 
 

Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörü hem  ⃗⃗  ya hem de  ⃗⃗  ye dik olan vektördür. 

  k8j11i2

542

321

kji

BA









  
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Örnek:  ⃗⃗          ⃗  ve  ⃗⃗          vektörlerine dik olan birim vektör-
leri bulunuz? 
 

Çözüm: k2j2i2

022

121

kji

BA









  

vektörü hem  ⃗⃗ , hem de  ⃗⃗  vektörüne diktir. 

   
⃗⃗⃗⃗   

 ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
 

           ⃗⃗ 

√    
 
      

 
√ 
 

         ⃗   

vektörü hem  ⃗⃗ , hem de  ⃗⃗  ye dik birim vektördür. Bu özelliği sağlayan ikinci bir 

   
⃗⃗⃗⃗   birim vektörü vardır. 

   
⃗⃗⃗⃗    

√ 
 

         ⃗   
√ 
 

        ⃗   

olur. 
 
 

Örnek:   ⃗⃗           ⃗  ve  ⃗⃗          ⃗  vektörlerin her ikisine birden 
dik olan bir birim vektör bulunuz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörlerinin her ikisine birden dik olan vektör;  ⃗⃗   ⃗⃗  
vektörüdür. Bu vektörü birim vektör haline getirmek için, 

 ⃗⃗   ⃗⃗ 

‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 

ifadesini oluşturmak gerekir. 

     k5j7i

112

321

kji

BA









  

     ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  √             √  

 

    
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
  

 

 √ 
   

 

 √ 
   

 

 √ 
   

 
 

 6.7. Sonuç:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri verilsin.  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörünün paralel olması 

için  ⃗⃗   ⃗⃗    olmalıdır. 
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Örnek: Aşağıdaki her bir  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörünün paralel olduklarını göste-
riniz. 
 

a)  ⃗⃗           ⃗  ve  ⃗⃗            ⃗  

b)  ⃗⃗            ⃗  ve  ⃗⃗           ⃗  
 

 Çözüm: İki vektörün paralel olması için  ⃗⃗   ⃗⃗    olmalıdır. 

 a) 0k)1212(j)44(i)66(

312

936

kji

BA 









 

 

 b) 0k)66(j)1818(i)99(

312

936

kji

BA 









 

 
 

6.13. Teorem:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektör olmak üzere  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörünün büyüklüğü  

‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖       

biçimindedir. 
 

İspat:  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörünün büyüklüğünü bulalım. Bunun için önce, 

‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
‖ ⃗⃗ ‖

 
   ⃗⃗   ⃗⃗     

eşitliğini göstermek yetecektir. 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

            
             

             
  

ve 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
‖ ⃗⃗ ‖

 
   ⃗⃗   ⃗⃗     

     
    

    
      

    
    

                   
  

bu iki ifade açıldığında ikinci taraflar birbirine eşit olduğundan birinci taraflar 
da eşit olur. O halde 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
‖ ⃗⃗ ‖

 
   ⃗⃗   ⃗⃗    

dir. Aralarındaki açı  olan  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörlerinin skaler çarpım özelliğinden 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖
 

 ‖ ⃗⃗ ‖
 
‖ ⃗⃗ ‖

 
          ‖ ⃗⃗ ‖

 
‖ ⃗⃗ ‖

 
      

bulunur. Buradan 

 ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖        
elde edilir. 
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 6.14. Teorem:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri verilsin.  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörünün oluşturdu-

ğu paralelkenarın alanı ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖       dir. 

 

İspat: 6.13. teoremde  ⃗⃗   ⃗⃗  vektörünün büyüklüğü  

‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖      
 
 

olarak bulunmuştur. O halde 

 
 Paralelkenarın Alanı = Taban . Yükseklik 

  ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗ ‖      
 
 

dir. 
 
 

Örnek:                                köşe noktalar verilen para-
lelkenarın alanını vektörel çarpımı kullanarak, hesaplayınız. 
 
 Çözüm:  

  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                 

  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                   

       k3j6i2

433

223

kji

BA









  

 

     ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  √                 

 

           ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖        

 
 

 6.8. Sonuç:  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri verilsin.  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörünün oluşturduğu 

üçgenin alanı        
‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ‖

 
 dir. 
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Örnek: Vektörel çarpımı kullanarak,                             kö-
şe noktalar verilen üçgenlerin alanını hesaplayınız. 
 
 Çözüm:  

 
  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                 

  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                

 kj8i4

012

423

kji

BA









  

 

     ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖  √                 

 

           
‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ‖

 
 

 
 
     

 
 

 6.15. Teorem:  ⃗⃗               ⃗  ve  ⃗⃗               ⃗  vektörleri 

verilsin.  ⃗⃗   ⃗⃗  varsa  

              ⃗   ⃗    

                 ⃗  

     ⃗     ⃗         

  ⃗           ⃗      
olur. 
 
 İspat:  

k)xyyx(j)zxxz(i)yzzy(

zyx

zyx

kji

BA 212121212121

222

111






  (1) 

 
 Ayrıca; 

  ⃗⃗   ⃗⃗                ⃗                 ⃗   

                                          ⃗                         

            ⃗       ⃗          ⃗          ⃗   ⃗  
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                                        ⃗   ⃗            ⃗       ⃗        

                                   ⃗       ⃗                (2)   
olur. Burada (1) ve (2) birbirine eşit olması için 

              ⃗   ⃗    

                 ⃗  

     ⃗     ⃗         

  ⃗           ⃗      
olması gerekir. 
 
 

 6.16. Teorem:  ⃗⃗               ⃗  ve  ⃗⃗               ⃗  vektörleri 
verilsin. Bu iki vektör bir noktada kesişiyor ise diğer uçları arasındaki uzaklık 

 

    
‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ‖

‖  ⃗⃗⃗ ‖
 

dir. 
 

 İspat: 6.14. teorem gereği ‖ ⃗⃗   ⃗⃗ ‖ bu iki vektör arasındaki paralelkena-

rın alanını verir. ‖ ⃗⃗ ‖,  ⃗⃗  vektörünün uzunluğu olduğundan, d doğrusunun 

uzunluğu 

    
    

       
 

‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ‖

‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

olur. // 
 

 Bu teorem Analitik geometri derslerinde   ‖ ⃗⃗ ‖      olarak verilmiş-
tir. 
 
 

 Örnek:  ⃗⃗         ⃗  ve  ⃗⃗          ⃗  vektörlerinin uçları arasındaki 
uzaklığı bulunuz. 
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 Çözüm: k2j5i

211

520

kji

BA









  

    
‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ ‖

‖  ⃗⃗⃗ ‖
 

√    
 
   

√        
 √     

 
 

KARMA ÇARPIM (ÇAPRAZ ÇARPIM) 
 

6.5. Tanım:    de  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  gibi üç vektör verilmiş olsun.  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗   çar-
pımına bu üç vektörün karma çarpımı (çapraz çarpım) denir. Bir karma çar-
pım içinde hem skaler hem de vektörel çarpım bulunmaktadır. 
 
 

Örnek: Aşağıda verilen vektörlerin karma çarpımını bulunuz. 
 

a)  ⃗⃗           ⃗⃗            ⃗          

b)  ⃗⃗            ⃗⃗           ⃗            
 
 Çözüm:  

a) 3

211

041

312

)CB.(A 


 

b) 38

412

021

251

)CB.(A 








 

 
 

Örnek:  ⃗⃗           ⃗  ,  ⃗⃗            ⃗  ve  ⃗⃗           ⃗  olmak 

üzere  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗   yi hesaplayınız. 
 

 Çözüm: 1

331

421

312

)CB.(A 





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6.9. Sonuç: Skaler (iç) ve vektörel (dış) çarpımın bilinen özellikleri göz 
önünde tutulursa, karma çarpım için aşağıdaki eşitlikler yazılabilecektir. 

 ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗    ⃗⃗    ⃗   ⃗⃗    ⃗    ⃗⃗   ⃗⃗   

    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗⃗    ⃗   ⃗⃗   
dir.  
 
 

6.10. Sonuç: Karma çarpımın koordinatlar cinsinden ifadesi: 
 

  ⃗⃗              ⃗⃗                 ⃗             ise    

  

321

321

321

ccc

bbb

aaa

)CB.(A 


 

determinant değerine eşit olur. Yani sonuç skalerdir. 
 
 

 6.17. Teorem:  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  vektörlerini olsun. Bu üç vektörün oluşturduğu 
yüzeylerin hacmi; 

     ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗    
dir. 
 
 İspat:  

 
 ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  vektörlerinin birbirlerine göre durumları göz önüne alındığında 

görülüyor ki bu üç vektörün karma çarpımının mutlak değeri vektörler üzeri-
ne kurulmuş olan paralel yüzün hacmine eşittir. Bunun geometrik anlamını 

yukarıdaki şekilde görüldüğü gibi tabanı  ⃗⃗  ve  ⃗  vektörleri üzerine kurulan bir 

paralelkenar olduğundan   ‖ ⃗⃗    ⃗ ‖ ve yüksekliği   ‖ ⃗⃗ ‖       bu da  ⃗⃗  

nün  ⃗⃗    ⃗  üzerindeki izdüşümüdür. O halde paralel yüzün hacmi 

        ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗    
dır. 
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Yukarıdaki şekilde görülen  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗      dır. Aksi halde  ⃗⃗   ⃗  ters 

yönde ise bu takdirde  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     dır. 
 
 

Örnek:  ⃗⃗            ⃗⃗               ⃗          vektörleri üzerine 
kurulan paralel yüzün hacmi nedir? 
 

Çözüm: 

  3br28

211

041

212

)CB.(AV 






 

dur. 
 
 

Örnek:                                           bir paralel yüzün 
dört köşesi olsun. Bu paralel yüzün hacmini bulunuz. 
 

Çözüm:  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗  olsun. O halde paralel yüzün hacmi 

 3br120

042

033

532

33)2(242

33)2(142

32)2(146

)CB.(AV 


















 

dır. 
 
 

6.1. Not:  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  gibi üç vektörün aynı düzlemde olması için gerek ve ye-

ter şart bu üç vektörün karma çarpımının sıfır olmasıdır. Yani  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     
dır. 
 

Örnek:  ⃗⃗           ⃗⃗              ⃗          vektörlerinin aynı düz-
lemde olduğunu gösteriniz? 
 

Çözüm: 

  0

123

246

530

)CB.(A 


 

O halde  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  vektörleri aynı düzlemdedir. 
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Örnek:  ⃗⃗            ⃗⃗              ⃗          vektörlerinin aynı 
düzlemde olması için k’ne olmalıdır. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  nin aynı düzlemde olması için   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     olmalıdır. 

 0

032

k21

311

)CB.(A 






 

           
     
 
 
 ÇÖZÜMLÜ ALIŞTIRMALAR 
 

1.  ⃗⃗           ve  ⃗⃗           ise ‖ ⃗⃗ ‖ nin  ⃗⃗  üzerine dik izdüşümü-

nün ve ‖ ⃗⃗ ‖ nin  ⃗⃗  üzerine dik bileşenlerini bulunuz? 

 
 Çözüm: 

 ‖ ⃗⃗ ‖  √            √   ve ‖ ⃗⃗ ‖  √            √   

  ⃗⃗   ⃗⃗                       

 ‖ ⃗⃗ ‖      
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖
  

 
√  

 

 

 ‖ ⃗⃗ ‖      
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖  ⃗⃗⃗ ‖
  

 
√  

 

 

olarak bulunur. 
 
 

2. Aşağıda verilen  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri için ‖ ⃗⃗ ‖ nin  ⃗⃗  üzerindeki dik izdü-

şümünün boyunu ile  ⃗⃗      ⃗⃗  vektörleri arasındaki açının kosinüsünü bulunuz. 
  

a)  ⃗⃗            ⃗ ,  ⃗⃗             ⃗  

b)  ⃗⃗           ⃗ ,  ⃗⃗           ⃗  
 

 Çözüm: ‖ ⃗⃗ ‖ nin  ⃗⃗  üzerindeki dik izdüşümü ‖ ⃗⃗ ‖      dür. 
 

 a)‖ ⃗⃗ ‖  √            √  , ‖ ⃗⃗ ‖  √               √   

  ⃗⃗   ⃗⃗                         

       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
 

 
  

 

 ve       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
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b) ‖ ⃗⃗ ‖  √            √  , ‖ ⃗⃗ ‖  √            √   

  ⃗⃗   ⃗⃗                       

       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
  

 
  

 

 ve       
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗ 

‖ ⃗⃗⃗ ‖‖ ⃗⃗⃗ ‖
  

 
  

 

 

 
 

3.  ⃗⃗         ,  ⃗⃗           ve  ⃗            vektörlerinin birbirle-
rine dik (ortogonal) olduklarını gösteriniz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗     ⃗   ⃗⃗    olmalıdır. 

  ⃗⃗   ⃗⃗                               

  ⃗⃗   ⃗                                 

  ⃗⃗   ⃗⃗                                
 
 

4.  ⃗⃗           ⃗ ,  ⃗⃗            ⃗  vektörlerini göz önüne alarak 

 ⃗⃗    ⃗⃗  vektörü 

i)   ⃗⃗  vektörüne, 

ii)  ⃗⃗  vektörüne dik olacak şekilde t sabitini, bulunuz. 
 

 Çözüm: i)  ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗     olmalıdır. 
                                
                             
                                  

    
  
  

 

 
 

 ii)  ⃗⃗   ⃗⃗    ⃗⃗     olmalıdır. 
                                
                             
                                      

    
  
  

 

 
 

5.  ⃗⃗            ⃗ ,  ⃗⃗            ⃗  vektörlerini göz önüne alarak 

  ⃗⃗   ⃗⃗ vektörü 

i)    ⃗⃗  vektörüne, 
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ii)   ⃗⃗  vektörüne  
dik olacak şekilde k sabitini bulunuz. 
 

 Çözüm: i)  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗     olmalıdır. 
                                
                             
                     

   
  
  

 

 
 

ii)  ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗      olmalıdır. 
                                
                             
                    

   
  
  

 

 
 

6.  ⃗⃗           ,  ⃗⃗           ve  ⃗           vektörlerini göz 

önüne alalım.   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗  vektörü hem  ⃗⃗  ya hem de  ⃗⃗  ye dik olacak biçimde k 
ve   sabitlerini bulunuz. 
 
 Çözüm:  

   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗                                
                                          
 

    i)  ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     olmalıdır. 
                                        
                                 
                    (1) 
 

 ii)  ⃗⃗    ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     olmalıdır. 
                                     
                                    
                    (2) 
(1) ve (2) den          olur. 
 
 

7. Uzunluğu 2 birim ve yönü       olan düzlemsel  ⃗⃗  vektörünün bile 
şenlerini bulunuz. (x-ekseni ile yaptığı açı 30° ). 
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 Çözüm: ‖ ⃗⃗ ‖      ,       

       
  

‖ ⃗⃗⃗ ‖
          

  
 

   
√ 
 

 
  
 

      √  

       
  

‖ ⃗⃗⃗ ‖
          

  
 

   
 
 

 
  
 

        

 

  ⃗⃗   √      
 
 

8.                                         bir paralel yüzün dört kö-
şesi olduğuna göre bu paralel yüzün hacmini bulunuz, 
 

 Çözüm:  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗  

 3br18

232

011

031

022131

002332

002534

)CB.(AV 














 

 
 

9.  ⃗⃗           ⃗ ,  ⃗⃗          ve  ⃗⃗            ⃗  vektörlerinin aynı 
düzlemde olduğunu gösteriniz. 
 

 Çözüm:  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  nin aynı düzlemde olması için   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗     olmalıdır. 

 0

134

047

221

)CB.(A 








 

olduğundan  ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗  vektörleri aynı düzlemdedir. 
 
 

10. 








2

8
ve 









k

4
 ikililerine eşlenen vektörlerin birbirine dik olması için 

x’in değeri nedir? 
 

Çözüm: 











2

8
x


ve 








x

4
y


 için  ⃗          ve  ⃗          şeklinde yazı-

lır. İki vektörün birbirine dik olması için  ⃗   ⃗    olmalıdır. 
  ⃗   ⃗    
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olur. 
 
 

11.  ⃗  √       vektörünün x ekseni ile yaptığı açı kaç derecedir? 
 

Çözüm: Verilen vektörün Kartezyen koordinat düzleminde 

 

şeklindedir. Bu şekle göre   √ √        ,       
 
 

,       
√ 
 

 olduğu-

na göre       dir. 
 
 

12.  3 uzayında herhangi bir  ⃗           ⃗                     vek-

törleri ile;           ve  ⃗    ⃗      olacak şekilde veriliyor. Buna göre 

  ⃗   ⃗   skaler (iç) çarpımının değeri nedir? 
 

Çözüm:  ⃗    ⃗      

     ⃗    ⃗         

     ⃗   ⃗     ⃗        

     ⃗   ⃗     ⃗      

     ⃗   ⃗                     

     ⃗   ⃗            

     ⃗   ⃗            

     ⃗   ⃗       

     ⃗   ⃗     
 
 

13. 
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Verilen şekilde ABC, bir eşkenar üçgendir. |  |    |  |    |  |   

 
oldu-

ğuna göre,    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ skaler çarpımının sonucu nedir? 
 

Çözüm:  

   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

   ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖       ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖        

       
 
 

     
 
 

 

      
 
 

14.  ⃗⃗           ⃗⃗          vektörlerinin toplamlarıyla farkları birbi-

rine dikse arasındaki  ⃗⃗       ⃗⃗  bağıntısı nasıl olur?  
 
 Çözüm: Toplamları ve farkları dik ise iç çarpımları 0’dır. 

  ⃗⃗   ⃗⃗               ,  ⃗⃗   ⃗⃗                

   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   
                               
                                 

  
    

    
    

     
   

    
    

    
   

 ‖ ⃗⃗ ‖  ‖ ⃗⃗ ‖  
 
 

15.  ⃗⃗        vektörünün     doğrusu üzerindeki izdüşümünün 
uzunluğu kaç birimdir? 
 
 Çözüm:     doğrusu üzerinde herhangi bir doğru alalım. Mesela (1, 1) 

vektörünü alalım.  ⃗⃗        nün (1, 1) vektörü üzerindeki izdüşüm uzunluğu, 

  
 ⃗⃗   ⃗⃗ 

‖ ⃗⃗ ‖
 

             

‖     ‖
 

       

√      
 

√ 
 

bulunur. 
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16. Bir küpün bir kenarı 1 br’dir.  

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ kaçtır? 
 

 Çözüm: Pisagor teoreminden   ⃗⃗⃗⃗  ⃗  √          ⃗⃗⃗⃗  ⃗  √     dir.  

 
    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖         

      √  √   
√ 
√ 

 

           
olur. 
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