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| 6. BOLUM
LINEER CARPIM ve iZDUSUM

VEKTORLERIN iC CARPIMI (SKALER CARPIM)

Buraya kadar anlatilan konularda vektorlerin kiimesinde islemlerinde
sonug olarak yine bir vektor elde ediyorduk. Burada ilk dnce i¢ carpimla (ska-
ler carpimla) reel sayiya eslemeye calisacagiz. Daha sonra iki vektorin dis
carpmmu (vektorel ¢arpimi) ile bu iki carpimin karisimi olan karma ¢arpimdan
bahsedecegiz. Fonksiyonel Analiz derslerinde i¢ carpim konusunda farkl bilgi
verilecektir.

6.1. Tanim: A = (ag,ay, ..., an),§ = (by,b,, ..., b,) vektorleri verilsin,
():VxV->R
(AB)>A-B=a,b, +a,b, +--+a,b,
biciminde tanimlanan fonksiyonuna i¢ carpim veya skaler ¢carpim islemi denir.

Bu carpima i¢ carpim adi da verilir. A - B veya < A, B > sembolleriile de goste-
rilir.

Ornek: A = (4,3),B=(—2,5) ise A ve B vektdrlerinin i¢ carpimini
bulunuz.

Coziim: A-B =a,b, +a,b,=4-(-2)+3:-5=7

Ornek: A = (cos a,sin «), B = (sin a,2cos ) vektdrlerinin i¢ ¢carpm
nedir?

. . by = - -
Cozim: A-B = cosa-sina+ sina- 2cos a
= 3sin a* cos a

_ 3.
—Esm2a

Ornek: A(4,3),B(—1,6),C(—3,4),D(1,—5) noktalar1 veriliyor. Bu nok-
talarm olusturdugu AB - CD i¢ carpimmin degeri nedir?
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—_—

Cozim: AB =B —A
D-C

(-1—4,6 —3) = (-5,3)
1-(3),-5-49)=4-9)

I’ol’l

AB-CD = (-5,3)(4,—-9) = (=5) -4 + 3 - (=9) = —47

Ornek:

Sekilde ABC ikizkenar dik ti¢cgeni verilmistir. [|AE|| = ||DC|| =2 birim ve
|EB|| = 3 birimdir. DE - DB i¢ carpimimin degeri nedir?

Cozim:
DE - DB
= (DA+ AE)(DC+ CB)

=DA-DC+DA-CB+AE-DC+AE-CB

=3-2-c0s180+3-5v2-cos45+2-2-cos 0+ 2-5+v2- cos 45
1 1

=6-(—1)+15V2-—=4+4-04+10v2-—=

=19

—

Ornek: A = (log,x,cot a), B=(2,3tan a) ve A+ B = 1 ise x nedir?

Cozim: A-B=1
(logsx,cota) - (2,3tana) =1
2log;x + 3cotatana=1
2log;x+ 3cotatana=1
1

2log,x = -2
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Ornek: A = 10e, + 12e,,B = (a+2)e, — e, ve A+ B = 18 ise a’nin de-
geri nedir?

Cozim: A- B = 18
10-(a+2)+12-(-1)=18
a=1

Ornek: A = (6,7),B = (=7,6) ise A ve B vektorlerinin i¢ carpimini bu-
lunuz.

Goziim: A-B=a,b, +a,b,=6-(=7)+6:7=0//

Bu 6rnekte goriildiigii gibi A # 0 ve B # 0 olmasmna ragmen sonug 0’dr.

Ornek: P, (R), derecesi n veya n’den kiiciik olan polinomlarin uzayinda
i¢c carpim; p(x),q(x) € P,(R) i¢in

<p(x),q(x)>=[ p(x)-q(x) dx

biciminde tanimlanir. Burada P,(R) de p(x) = 2x* +x+ 5,q(x) = 3x + 1 vek-
torlerinin i¢ carpimlarini hesaplayiniz.

Cozum:

<p(x),q(x)>= j(ZXZ +x+5)-(3x+1)dx

(6x® +5x* +16x+5)dx

ct—

4 3 2 1

62 155 116X 45x
4 3 2

0

Ornek: A,B € M, A = (3;))yxn, B = (bjj)nxn 0lmak tizere;

<A-B>= Zn:(zn:aijbij}
j=1

i=1
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bigiminde M

nxn

" : 1 2 2 0
vektor uzayinda i¢ ¢arpim tanimlanir. A:{3 },B:{ }

matrislerinin i¢ carpimlarini hesaplayiniz.

Cozim: <A-B >=Zn:(zn:aijbi]]

i=1 \_j=1

=Z(ai1bi1 +ai2bi2)
i=1
= a;;by; +a;,by; +ay,by; +ay,b,,
=1242-04+3-1+4-3
=17

6.1. Sonug¢: M, ., vektdr uzayinda A,B € M, ,, icin i¢ garpim
< A,B>=iz(ABY)
dir. Gergekten AB' carpiminda késegen tizerindeki elemanlarin toplami oldu-
gundan

<A-B>= Zn:(iaiibij] = i(zn:aijbiti] =iz(AB')

i=1 i=1\_j=1

bulunur.
6.2. Sonug: V bir i¢ carpim uzayi, X € V olsun. X vektoriniin uzunlugu

18] = (< Ba>

biciminde tanimlanan bir sayidir.

Ornek: R” de A = (2,1,3) vektoriiniin uzunlugunu hesaplayiniz.

IZ] =< @2 13),(21,3) >=v2-2+1-1+3-3=+12br

Ornek: P,(R) deki p(x) = x + 2 vektoriiniin uzunlugunu hesaplayniz.

Cozum:
|&]| = /< x+2),(x+2) >

= j.(x +2)°dx
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1
= J.(XZ +4x+4)dx
0

3 2 1
X 4%
3 2

0

=£br
3

6.1. Teorem (Simetri Ozelligi): Her A, B € V
A-B=EB-A
dir. Bu teoreme vektorlerin i¢c carpiminda simetri 6zelligi denir.

ispat: A = (a,a,, ...,a,),B = (by,b,, ...,b,) vektorleri verilsin,
K —

=a,b, +a,b, +--+a,b, =b,a, + b,a, ++-+ba, =B-A

6.2. Teorem (iki Lineerlik Ozelligi):
i) HerABeV, ke Ricink(A-B) = (kA -B) = (A-kB)
ii) Her A,B,C € Vigin (A+B)-C= (A-C) + (B-©)
iii) Her A,B,C € Vigin A- (B+C) = (A-B) + (A- ©)
dir. Bu teoreme vektorlerin i¢c carpiminda iki lineer 6zelligi denir.

ispat: i) Her A,B€ V, A = (aj,a,, ..,a,),B = (by,b,, ...,b,), k € R veril-
k(Kﬁ) = Kk[(ay,a,, ...,ay) - (by,by, ..., by)]
=k(a1-b1+a2-b2+--+a b,)
=(k-a;-b;+k-a,-b, +---+k-a,b,)

ii) Her ABCev, A= (a;,ay, ...,an),§ =(
(cq, €y, ey €py) Olsun.

(A+B)-C= [(aj,ay,..,a,) + (by,by, ., by) ] (cq,Cy, e, )

= (a, +by,a, +b,,...,a, +b,) (cq,Cy, .0, Cp)

= (a;+by)c; +(a; +by)e; +--+(a, + by)e,

= (a,c; +a,c, +--+a,c,) + (byc; +byc, + -+ b))
= (ay,ay, ...,a,)(C4,Cy, oy €y) + (by, by, .., by ) (Cq,Cp, ey )
=@A-0)+ (B0

b,,b,,...,b,),C =
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iii 6zelligi ii 6zelligine benzer sekilde yapilir.

6.3. Teorem: A ve B vektorler ve k ve £ bir skaler olmak tizere skaler
carpima ait esitlikleri asagidaki sekilde yazabiliriz.

i) k(A+B)=KkA+KkB

i) (k+£)-A=k-A++¢-A

iii) k(A-B) = (kA) - B

iv)k-(£-A) =(k-£)-A

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

6.4. Teorem (Pozitif Tammmhlik Ozelligi): Her A € V i¢in
) A-A>0
i) AAXA=0=A=0

ispat: Her A € V, A = (a,,a,, ...,a,) ise,

)A-A=a,-a, +a,-a, +-+a,-a,
=a‘+aZ+--+a3
>0

ii)A-A=0
aj+as+--+az=0
a?=0AaZ=0A..Aa2=0
a, =0Aa,=0A..ANa, =0
A =(a,a,..,a,) =(00,..0)=0//

Ic carpmin simetri, iki lineerlilik ve pozitif tanimhhk aksiyomlarini
verdikten sonra i¢ carpimin diger teoremlerini verelim.

6.5. Teorem: Her A € V icin
. —_ - —_ 2

D A-A= ||

i) A-0=0

ii)A-1=A4A

|

>
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dir.
ispat: i) Her A € V icin
xN.A 2 2 2 NG
A-A=aj+as+ +a;= ||A||

dir.

(ii) ve (iii) benzer sekilde gosterilir.

Ornek: A = (4,3) vektoriiniin uzunlugunu (normunu) i¢c ¢arpim yén-
temiyle bulunuz.
Coziim: A-A = 4% + 32 = 25 ise ||A]| =5

Ornek: (A + B) = (0,4v2), ||&]| = 3 birim ve A+ B = 11 olduguna gore
||§|| normunu bulunuz.

Cozum:
(A+B):(A+B)=0%+ (4V5)?=80 (1)
(A+B)-(A+B)=(A+B)-A+(A+B)-B (ikilineer ozelligi)

=A-A+B-A+A-B+B-B (ikilineer 6zelligi)

—_ 2 e d—d =4 2
= ||&]|" + 2A-B + |[B|| (simetri 6zelligi)
— 2
=32+2-11+ B (2)

bulunur. (1) ve (2) esitliginden
80 =32+2-11+ [B|
IB]| =7

elde edilir.

Ornek: ||K|| = 4 birim, ||B|| = 6 birim ve A + B = (—2,8) ise A B ifade-
sinin degerini bulunuz.

Cozim: A+B) - (A+B) = ||K||2 +2A-B+ ||_B)||2 oldugunu yukaridaki
ornekte gosterildi. Buna gore,
(A+B)- (A+B) =42+ 2A-B + 62 (1)
(A+B)- (A+B) = (-2,8):(-2,8) =(-2)- (-2)+8-8=68 (2)



www.matematikl.com

dir. (1) ve (2) esitliginden
68 = 42+ 2A- B + 62
A-B=38
bulunur.
Ornek: A-B =2, A— B =(-1,5), |[B|| = 5 birim olduguna gére |A|
normunu bulunuz.

Cozum:

(A—-B)-(A-B)=(-1,5)-(-1,5) =26 (1)

(A—-B)-(A-B)=(A-B)-A—(A—-B)-B (ikilineer ozelligi)
=A-A—-B-A—-A-B+B-B (ikilineer ozelligi)
=& = 2&-B+|[B]" (simetri 6zelligi) (2)

bulunur. (1) ve (2) esitliginden,
IZ]" —=2-2+5% =26

]l = v br

elde edilir.

iki vektoriin skaler carpmmimin geometrik bir anlami da vardir. Bunu
aciklamadan 6nce iki vektor arasindaki a¢iy1 tanimlayalim.

IKI VEKTOR ARASINDAKI ACI

6.2. Tanim: A ve B gibi iki vektorii OA ve OB yonlendirilmis dogru par-
calar1 ile gosterelim A ve B vektorleri arasindaki ac1 ile OA ve OB dogru parc¢a-

lar1 arasindaki (0 < 0 < m) acis1 anlasilacaktir
,-'ﬁB

) B
G:”Hﬁ____ > A

6.3. Sonugc: Eger iki vektor arasindaki ac1 0 ise
1) 6 = 0 veya 0 = 1 radyan ise bu iki vektor birbirine paraleldir

2)6 = T ise vektdrler birbirine diktir.
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Simdi de skaler ¢arpimin geometrik anlamini verelim.

6.6. Teorem: A B € V ve bu iki vektor arasindaki ac1 0 olsun. Bu iki
vektor arasindaki agi,

cos O = AB
IA]|B]
dir.
12 3
1 e
A—-E
| /0 E
£
L

Ispat: OgB licgenine kosiniis teoremini uygulayarak,
— 2 —2 ———n 2 — =
[BA]" = [[oA][" + [|oB]|" — 2[|oA][|OB]| cos 6 &)
yazilir. Burada BA=A—-B0A =A OB =B oldugu dikkate alinirsa,
— —n2 2 —n2 11 =
IA— B[ = [[A]|" +[[B]|" — 2[|&]||[B]| cos &
elde edilir. Skaler ¢arpinin 6zelliklerinden dolay,
— —2 — — — —.
IA-B|" = (- B)(A-B)
=A-A-A-B-B-A+B-B
-2 S = =12
= |[A] —2A-B + B (2)
(1) ve (2) esitliklerinden
—2 - = —2 — 2 —2 1=
IA]]" —2A-B +|[B]|" = [|A]|" +[[B]|" - 2[|&]|[B]| cos &
A-B = ||&]|||B]| cos @
A'B
A1
esitligi elde edilir. //

cos a =

Sifirdan farkl A ve B gibi iki vektor arasindaki aci, skaler carpimdan el-
de edilen esitlikten
A'B
C0S 0 = ————
IAlIB

ifadesi ile verilebilir. Bu esitligi uzayda vektorlerin bilesenleri cinsinden
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cos 0 = a;by+asb,+azbg
a2 +-a2 a2 b2 +b2+b3
olarak yazilabilir.

Ornek: A = (2,—1,—2) ve B= (1,2,2) vektorleri arasindaki aciy1 bu-
lunuz?

Cozum:
AB (2,—-1,—2)+(1,2,2) 2:1+(—1)2+(=2)2 _8
c0sf=——= = ,.#4 O
||| & 9

(224D P+ (=22 12422422

0 = arccos g = 27927

Ornek: A = (3,4),B = (1,2) vektorleri arasindaki acinin kosiiniisiinii
bulunuz.

Coziim:

cos 6= AB __ 3 41, 2) _31+42 115
A1) ~ [32,42[12.,2 56 25

0 = arccos 1;%@ =10°30’

Ornek: AOB iiggeninde ||AB| =5,/|0B||=8 ve m(AOB)=x° dir.

0<x< g ve sin x < 3\1%_5 ise ||_A’ +§|| nedir?
Cozim:
B
16
al1s
o 11 A
sin X = =7~ ise cos X = 77 dir.
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|&+B]" = [[&]" +||B]" +2-&-B
|IZ+B| =52 +82+2-2
|A+B| =12

) 1 2 -1 0
Ornek: M,,, vektor uzayindaki A= {0 } B= { 3} vektorleri

arasindaki aciy1 bulunuz.

Coziim: 6.1. Sonucta < A, B >= iz(AB") oldugundan

1 2 ||-1 2 -1 8
AB! = _ ise iZ(ABY) = —1— 3 = —4
0 -1} 0 3 0 -3
1 21 0] [s 6
AA" = = ise iz(AA"Y)=5+1=6
0 —-1(|2 -1 -2 1

. |-1 0|-1 2 1 2. . N
BB = > 3o 3: ) 13 ise iz(BB") =1+ 13 =14

iz(AB) _ -4 _ -2
iz(AAYiz(BBY) V6V14 V21

cos 0 =

bulunur.

Karl Hermann Amandus Schwarz
25 Ocak 1843, Jerzmanowa, Polonya-30 Kasim 1921, Berlin, Almanya

6.7. Teorem (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): A ve B iki vektor olsun.
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A
6 B

|&-B| <[|&]- |||

dir.
Ispat: Iki vektér arasindaki a¢1 cos 6 = ||th|]\3§|| oldugunu biliyoruz.
lcos0]< 1, ALB<«< A-B =0 dir.
AB |
][]

|&-B| < ||A]| - ||B]
olur.

6.8. Teorem:

a) ||K +§|| < ||_A)|| + ||§|| (Ucgen Esitsizligi)
o) [~ < [B- 7]

o) |[& - Bl = [|[&]| - [IB]l|

Ispat: a)

|

&+ Bl = &+ B+ )

IZ+B|" = @+ B)@E+B) = |&]| + 288 + |
Cauchy-Schwarz esitsizliginden

— —n 2 —n 2 11— —n 2

1A+ Bl <|[All+2|[Al[iB]| +|B]

|2+ B < (1] + I8}

|A+ BJ| < [|A]| + [[B]]
bulunur.

b) [[A- B = @ -B)A-B)
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=A-A-K-B-B-A+EB-B
—B-B-B-A-A-B+A K
= (B-K)EB-4)
— 2
= [[B - A
1A B < [|B - A
9EA-B]" = A-HE-B)
=A-A-K-B-B-A-B-B
||K||2 2K - §+||B|| (Schwarz esitsizliginden)
> [[&]I" - 2/[A] - [[B]) + 8]

=

—1N 2
A1l = 11B1)

12— B[l = [[[A]] - Bl]

~

6.4. Sonug: Uggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerinde esitlik durumu
asagidaki hallerde gercgeklenir:

i) IX+ ¥l = |[X|l + lI¥ll icin gerek ve yeter sart 3 a = 0,X = ay,

i) |[< X,y >| = |[X|| - lly]| igin gerek ve yeter sart 3 « € R, X = ay.

VEKTORLERDE iZDUSUM

6.3. Tamim: A ve B iki vektor, ||§|| cos 0 < 0 ifadesine ||§|| niin A vekto-

rii {izerine dik izdiisiimii denir. Bu ayni zamanda B niin A iizerindeki izdiisiim
vektoriiniin bilesenine (Cebirsel 6lciisiine) denktir.

Hﬁ“msﬂ}ﬂ
..-"'Jk'\

; o Y
el LA
||B|m58~=::ﬂ\\ ,r”z v i
”A”cos 60 "E”ccsﬂ =0

iki vektor arasimdaki acinin kosiniisii teoreminden asagidaki sonug ¢1-
karilir.
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6.5. Sonug: i) A ve B vektorleri ayni dogrultuda ve ayni yonlii ise a = 0
ve cos 0 = 1 olacagindan,

A-B = ||A]|[|B]]
dir.

ii) A ve B vektorleri ayn1 dogrultuda ve ters yonlii ise a = 180 ve
cos 180 = —1 olacagindan,
A-B = —|[A][[B]|
dir.

iii) A ve B vektorleri birbirlerine dik (A L B) ise a = 90 ve cos 90 = 0
olacagindan,
-B=0

o

dir.

iv) A-B = 0ise A L B ya da A ve B vektorlerinden en az biri 0 dur.

Ornek: ABC dik iiggendir.

‘YB

bc
A X%
5 : 3

A(2,7) ve B(5,11) olduguna gére AB - AC ifadesinin degerini bulunuz.

Coziim: m(BAC) = x° olduguna gore

AB - AC = ||AB|| - |[AC]| cos x
|AB]
Ac]

dir. Sekle gore cos x = oldugundan

[ —
AB R = 8] - [ cos x = 28] - ] -2 = e

bulunur. O halde,

|&|| =/(5-2)*+(11-7)2=5br
oldugundan

AB -AC = |[AB|| = 52 =25

dir.
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Ornek: A =8¢, — 2¢,, B =g, + (m—2)e, vektorleri dik olduguna
gore m’'nin degeri nedir?

Coziim: iii 6zelligi geregi A L Bise A- B = 0 olduguna gore,
(8,—2) (L, m—2) =0
8—-2m+4=0
m= 6
bulunur.

Ornek: R? de 3 = (ay,a,), b= (by,b,) ve ¢ = (1,1) vektorleri veriliyor
b, +b, =5ve (5-3) L (3—1¢) ise d - b skaler carpimmnin degeri ne olur?

Cozim: 3— ¢ = [a, —1,a, — 1] ve 5b = [5b,,5b,] ve (5:3) L (3—©)
ise skaler ¢arpim sifir olmahdir. O halde

G-a)yL@-0=0

5-b;(a;—1)+5b,(a,—1)=0

5a; *b; — 5b; +5a, b, —5b, =0

5a, -b; + 5a, -b, —5(b; +b,) =0

5a; *b; +5a,'b, —25=0

a,*b;+a, b, =25

3a-b=25

6.9. Teorem:

i) A vektoriinin B lizerine izdiisiim vektori; proj

o

:t>l

A
5
ws]}

N———

ool

o,

=]

ispat: i) A ve B arasindaki 0 agis1 dar ag1 ise projg ~A nun uzunlugu

l|Allcos 6 ve yoni =y ”_,” dir. © agis1 genis agl ise projgA nun uzunlugu ydnii

—|ld]lcos 6 ve yonii — = dir. Her iki durumda

projzA = (||A||cos 6)
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Wl

pr0]]—3»A ||A||cos 0 proj—E»K = —||K||cos 0

(ii) benzer sekilde gosterilir.
Ornek: A = 61+ 3]+ 2k nin B =1— 2] — 2K iizerine izdiisiim vektdrii-
nii ve A nin B yoniindeki skaler bilesenini bulunuz.

e . b = s . . . s . I
Coziim: A nun B lizerine izdiisim vektori:

. AB |3 6—6—4 > 4, 8., 8%
rojzA == B = i— 27— 2k sltca)+sk
projg ”§”2 12+(_2)2+(_2)2C J= 2k =-gi+g5i+g
AnmnB iizerine skaler bileseni:
1, 25, 29 4 4
||&||cos 6 = A|| g = (61 + 3] + 2K) (§ -37-3 )= 2-3=-3

Ornek: & = 57+ 2j+ k nin B =7 — 2]+ K iizerine izdiisiim vektdriinii
ve U nun v yoniindeki skaler bilesenini bulunuz.

Coziim: A nin B {izerine izdiisiim vektorii:
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A nin B lizerine skaler bilegeni:

2 — (5142 k(— - _k)—___l 1_4
(51+2j+ k) J_l ]+J_ + 7

Allcoso =A—=
[IA]] H

6.10. Teorem: A ve B iki vektor olsun. B ye paralel vektér projgzA ve B

ye dik vektér A — projgA dir.

=)

A- projﬁz

a B ,

proj—BfK
Ispat: projE»K vektorii A — proj§K vektoriine dik olmasi icin skaler (i¢)
carpim sifir olmahdir.

(projﬁx) (K- projﬁﬁ) =|— B| A - — B

B B
_&B)’ KB oy
= — =[]

1=l

Ornek: A = 41+ 2j+ 3k ve B =1— 2j + 2k verilsin. A vektdrii iizerin-
den izdiisiimi ve bu izdiisiime dik (ortogonal) vektori bulunuz.

Cozlm: A nin B tizerine izdiisiim vektorii:

4—4+46

Y . = > g 2—) 4‘—> 4_’

B vektoriine dik vektorii:
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(projgz) . (K—projgﬁ) = (4T+ 27+3E) — (—1——]+%k

DIS CARPIM (VEKTOREL CARPIM)

6.4. Tanim: R® de A = (a,,a,,a;) ve B= (b,,b,,b,) gibi iki vektor ol-

sun.
(X):VXV->V

i j k

(AB)>AxB=la, a, a,

bl bZ b3

olarak tanimlanan yeni bir vektore dis carpim (vektorel carpim) denir. Bu vek-
torel carpima bazen ¢apraz ¢arpim ya da dis carpimda olarak adlandirilmistir.

Ornek: A = (2,1,3) ve B= (1,—2,1) ise A x Bibulunuz

j
Cozim: AxB=[2 1 3|=7i+j-5k

1 -2

= W /I

6.11. Teorem: A B, C vektorler ve k,# bir skaler olmak tizere vektorel
carpim i¢in asagidaki esitlikler vardir;

) AxB=—(BxA), (Tersdegisme 6zelligi)

ii) A x (BxC) # (Ax B) xC, (Birlesme Ozelligi yoktur)

iii) AX(B+C)=(AxB)+(AxC), (Dagilma ozelligi)

iv) k(A x B) = (kA) x B = & x (kB)

Ispat:
) & = (a5,a,,a3) ve B= (by, by, by)
i j k| |1 j k
AxB=[a, a, a,|=b, b, b,/=—(BxA)

b, b, by |a, a, a,
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Benzer sekilde diger siklar da gosterilir. //

6.12. Teorem: A ve B vektorler olmak iizere i¢ carpim (Skaler carpi-
min) icin asagidaki esitlikler vardir;
i) K;(Kf §)j a;(a,b; — a3b,) + a,(ashy — asby) +a5(ash, —2,b,) = 0
ii) B-(AxB)=0
dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir. //

Bu teorem gosteriyor ki A x B vektorii hem A, hem de B vektoriine dik-
tir.

A
AxE |

Vektorel carpimin geometrik anlami

6.6. Sonuc: A x B iki vektoriin vektorel carpimi, A ve B vektorlerinin
her ikisine de dik ve A dan B ye dogru cevrilmekte olan bir vidanm ilerleme
yoniinde olan yeni bir vektordiir. B x A vektorii ise, B den A ya dogru cevril-

mekte olan bir vidanm ilerleme yéniinde yani A X B nin zit yéniinde olan bir
vektordir.

Ornek: A =1+ 2j+ 2k ve B = —21+ 4] + 5k vektérlerini géz oniine
alalim. Hem A ya hem de B vektorlerine dik olan bir vektér bulunuz.

Cozim: A x B vektori hem A ya hem de B ye dik olan vektordiir.
ik
AxB=|1 2 3|=-2i-11j+8k
-2 4 5
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Ornek: & =7+ 2+ kve B = 21 — 2j vektorlerine dik olan birim vektér-
leri bulunuz?

i j Kk
Coziim: AxB=[1 2 1|=-2i+2j+2k
2 =2 0

vektori hem K, hem de B vektoriine diktir.
A = % _ —21—|2-2]+2k _ @(—HHB
Al J(=2)%+22+422

vektori hem A, hem de B ye dik birim vektdrdiir. Bu 6zelligi saglayan ikinci bir

—A, birim vektori vardir.

PR NG Iy N PR O

—

A

olur.
Ornek: A =71— 2]+ 3k ve B = 21+ ] — k vektorlerin her ikisine birden
dik olan bir birim vektér bulunuz.

Coziim: A ve B vektorlerinin her ikisine birden dik olan vektor; A x B
vektorudiir. Bu vektori birim vektor haline getirmek icin,

AxB
| AxB]|
ifadesini olusturmak gerekir.
i j ok
AxB=[1 -2 3|=-i+7j+5k
2 1 -1

|AxB|| =/(-D)*+ 72+ 52 =53

AxB 1 5 1

ExB] =~ vz Ts5v3 Tk

6.7. Sonug: A ve B vektorleri verilsin. A ve B vektoriiniin paralel olmasi
icin A x B = 0 olmalidir.
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Ornek: Asagidaki her bir A ve B vektoriiniin paralel olduklarini goste-
riniz.

a)A=21—3]—kveB =4i+6] -2k
b)A = 61— 3]+ 9k ve B = 21 =] + 3k

Coziim: Iki vektoriin paralel olmasi icin A x B = 0 olmalidur.

j

a) AxB= =(-6+6)i+(4-4)j+(12-12)k =0

N O
|
w
w O =i

=(-9+9)i +(18-18)j +(-6+6)k=0

o
L —
)

X
o9
I

N O =}
|
w

w © =

6.13. Teorem: A ve B vektor olmak iizere A x B vektoriiniin biiyiikligii
12 B|| = [|A]|||B]| sin &
bicimindedir.

ispat: A x B vektoriiniin biyikligiinii bulalim. Bunun i¢in 6nce,
— -2 —12 =112 — =
12> BJ|" = [A]| "[[B]]" — CA-B)*
esitligini gostermek yetecektir.
- =2
[AxB|" = (a;b; — azb,)? + (azh; —a;bs)? + (a;b, — a,b,)?
ve
-2 =2 —_ =
I IBII” - &-B)> =
(a2 + a3 +a3) + (b7 +bs +b3) — (a;b; +a,b, + azby)?
bu iki ifade acildiginda ikinci taraflar birbirine esit oldugundan birinci taraflar
da esit olur. O halde

|& B|I" = [IA]I"[[B]|" - &- By

dir. Aralarmdaki ag1 0 olan A ve B vektorlerinin skaler ¢carpim 6zelliginden
|2 Bl = [[A]][B]I" 1 - cos?0) = |&]"[B]"sine

bulunur. Buradan
12 BJ| = [|A]||[B]| sin 6

elde edilir.
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6.14. Teorem: A ve B vektorleri verilsin. A ve B vektdriiniin olusturdu-
gu paralelkenarin alani ||K X §|| = ||K||||§|| sin O dir.

ispat: 6.13. teoremde A x B vektoriinin biyukligi
12> B]| = [|A]|][B| sin 6
olarak bulunmustur. O halde

|
y.
'h = |[B]||sin 4]
|
|
|
|

.
>

A
Paralelkenarin Alani = Taban . Yiikseklik
||& > B| = [|&]|||B]| sin 6
dir.

Ornek: P(1,2,-1),Q(4,3,—3),R(—2,—1,3) kdse noktalar verilen para-
lelkenarin alanini vektorel ¢carpimi kullanarak, hesaplayiniz.

A=P3=Q-P=(43-3)-(1,2,-1) =(3,1,-2)
B=PR=R-P=(-2,-13)—(1,2,—-1) = (=3,-3,4)

i
AxB=3 2 -2/=2i-6j-3k
-3 -3 4

&% B| =22+ (=6)2+ (-3)2 =7
A(ABC) = ||& x B|| = 7 br?
6.8. Sonugc: A ve B vektorleri verilsin. A ve B vektoriiniin olusturdugu

— _lIaxe]
¢genin alan1 A(ABC) = 5 dir.
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Ornek: Vektorel carpimi kullanarak, P(4,0,3),Q(1,2,—-1),R(2,1,3) ko-
se noktalar verilen licgenlerin alanini hesaplayiniz.

R
7\
P - Q

A

A=P3=Q-P=(1,2,-1)— (4,0,3) = (=3,-2,4)
B=PR=R-P= (21,3)=(4,0,3) = (-2,-1,0)

Cozim:

AxB=|-3 -2 —4/=—4i+8j-k
-2 -1 0

|ExB| =/(—9)Z+ 82+ (-1)>=9

AxB
A(ABC) = ” ; ” =2 br?

6.15. Teorem: A =x,i+y,j+ 2K ve B =x,1+y,j + 2,k vektorleri
verilsin. A x B varsa

J
jxk=—-(kx] =1
Kxi=—-(AxKk) =7
olur.
Ispat
i j k
AxB=[x, y, 2|=(y:12,-2.¥,) 1 +(2:%, —X,2,) J+(x,y, - y:x,)k (1)
X Y2 7
Ayrica;

Ax B = (x1+y,j+ 2,K) X (61 +y,] + 2,K)
=X x21><1+x1y21><]+x zzlxk+y1x2]><1+y1y2]><]+
+y,7,] X K+ zlxzk X1+ Zlyzk X7+ zlzzk x k
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= (%,%,0 X T+ ¥,V,] XJ+ 2,2,K X K) + (y,2,] X K+ z,y,Kk x]) +
F(X, Y1 X T+ ¥1%,] X 1) + (x,2,1 X K + 2,x,K X 1) (2)

olur. Burada (1) ve (2) birbirine esit olmasi i¢in

ixi=]xj=kxk=0

ixj=—-GxD) =k

ixk=—-(kx} =1

kxi=—-(0xk =]
olmasi gerekir.

6.16. Teorem: A =x,i+y,J+ 7K ve B =x,1+y,j + 2,k vektorleri
verilsin. Bu iki vektor bir noktada kesisiyor ise diger uclari arasindaki uzakhk

1]
T3]

dir.

ispat: 6.14. teorem geregi ||& x B|| bu iki vektor arasindaki paralelkena-
rin alanin verir. ||B||, B vektdriiniin uzunlugu oldugundan, d dogrusunun
uzunlugu

_Alan _HKX§”
" Uzunluk — ”ﬁ”

olur. //

Bu teorem Analitik geometri derslerinde d = ||K||sin 0 olarak verilmis-
tir.

Ornek: & = —21 + 5k ve B =7 —7 + 2k vektorlerinin uclar1 arasindaki
uzakligi bulunuz.
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i j k
Coziim: AxB=[0 -2 5/=i+5j+2k
1 -1 2

AXB 2, 2,42
=|| xB| J12+5%+2 _ Sbr

IBl  [12442422
KARMA CARPIM (CAPRAZ CARPIM)
6.5. Tammm: R3 de A, B,C gibi ii¢ vektor verilmis olsun. A - (B x C) car-

pimina bu i¢ vektoriin karma ¢arpimi (¢apraz ¢arpim) denir. Bir karma ¢ar-
pim icinde hem skaler hem de vektorel ¢carpim bulunmaktadir.

Ornek: Asagida verilen vektdrlerin karma carpimimi bulunuz.

a) _A_) = (2, 1, 3),§ = (_1;410)16 = (1' 1’ 2)
b)A=(-1,52),B=(1,2,0),C=(2,-1,4)

Cozim:
2 1 3
a) A(BxQ)=|-1 4 0|=3
1 1 2
-1 5 2
b) A(BxC)= 2 0/=-38
2 -1 4

Ornek: A =2i+j+3k , B=—1+2j+ 4k ve B=1—- 3]+ 3k olmak
iizere A - (B x C) yi hesaplayniz.

2 1 3
Coziim: A(BxC)=|-1 2 4|=1
3
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6.9. Sonug: Skaler (i¢c) ve vektorel (dis) carpimin bilinen 6zellikleri goz
Oniinde tutulursa, karma carpim icin asagidaki esitlikler yazilabilecektir.

K- BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
=-B-(AxC0)=-C-(BxC) =-A-(CxB)
dir.

6.10. Sonuc¢: Karma carpimin koordinatlar cinsinden ifadesi:

A = (a;,a,,a;3), B = (by,b,,by) veC = (cy,c,, C;) ise

a; 4d; a3
A(BxC)=|b, b, b,
Cl CZ C3

determinant degerine esit olur. Yani sonug skalerdir.

6.17. Teorem: K,ﬁ,(f vektorlerini olsun. Bu ii¢ vektoriin olusturdugu
yuzeylerin hacmi;
V=A-(Bx0
dir.

Ispat:

A, B, C vektorlerinin birbirlerine gére durumlari goz 6niine alindiginda
goruliyor ki bu ti¢ vektorin karma ¢arpiminin mutlak degeri vektorler tizeri-
ne kurulmus olan paralel ylziin hacmine esittir. Bunun geometrik anlamini

yukaridaki sekilde goriildiigii gibi taban1 B ve C vektorleri tizerine kurulan bir

paralelkenar oldugundan T = ||§>< ﬁ” ve yuksekligi h = ||K||cos ® budaA

niin B x C tizerindeki izdiisiimiidir. O halde paralel yiiziin hacmi
V=T-h=A-(Bx0)

dir.
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Yukaridaki sekilde goriilen A - (B x C) >0 dir. Aksi halde B x C ters
yonde ise bu takdirde A - (B x €) < 0 dur.

Ornek: A = (2,1,—-2),B = (—1,4,0) ve C= (1,1,2) vektorleri iizerine
kurulan paralel yiiziin hacmi nedir?

Cozim:
2 1 -2
V=A(BxC)=|-1 4 0/|=28br’
1 1 2

dur.

Ornek: P(4,-2,3),Q(6,1,—2),R(—2,1,3) ve S(2,1, 3) bir paralel yiiziin
dort kosesi olsun. Bu paralel yiiziin hacmini bulunuz.

Coziim: A = PQ, B = PR ve C = PS olsun. O halde paralel yiiziin hacmi
6-4 1-(-2) -2-3 |2 3 -5
V=A(BxC)=|-2-4 1-(-2) 3-3|=|-3 3 0 [=120br
2-4 2-(-2) 3-3| |-2 4 O

dir.

6.1. Not: A, B, C gibi ii¢ vektoriin ayni diizlemde olmasi igin gerek ve ye-

ter sart bu ti¢ vektoriin karma carpiminin sifir olmasidir. Yani A - (B x ﬁ) =0
dir.

Ornek: A = (0, 3,5),§ = (6,4,2) veC = (3,2,1) vektorlerinin ayni diiz-
lemde oldugunu gosteriniz?

Cozim:
0 3 5
A(BxC)=l6 4 2|=0
3 21
0 halde A, §, C vektorleri ayni diizlemdedir.
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Ornek: A = (1, 1,—3),§ = (1,2,k) ve C= (2,3,0) vektorlerinin ayni
diizlemde olmasi i¢in k'ne olmaldir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1.A= (2,-3,1) ve B = (1,2,—4) ise ||K|| nin B tizerine dik izdlisimii-

nin ve ||B|| nin A iizerine dik bilesenlerini bulunuz?

Cozim:
IB]| = V27 + (=3)7 + 12 = VT4 ve |[B]| = yTZ ¥ 22+ (-2 = VZ1
A-B=2-1+(-3)-2+1-(—4)=-8

_AB__ 8
||A||cos 0= ”§H Non
AB 8
B e
” ”COS 0= ||AH 51
olarak bulunur.

2. Asagida verilen A ve B vektorleri icin ||K|| nin B iizerindeki dik izdii-
simiinlin boyunu ile A ve B vektorleri arasimndaki acinin kosiniisiinii bulunuz.

a)A=21—2j+ 3k, B=—3i— 27+3K
b)K=7—27+3K =37 +]-2k

Goézim: ||A|| nin B tizerindeki dik izdiisimi || &||cos 0 diir.

|| = VZF D7+ 3 = VI7|[B| = /37 F 27 T 22 =TT

=4
17
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b) ||&]| = V12 + (=2)Z + 32 = V14, |[B] = /32 + 12+ (-2)? = V14

A-B=1-1+(-2)"1+3-(-2)=-5

3.A= (3,1, 1), B = (1,4,-7) ve C= (1,—2,—1) vektorlerinin birbirle-
rine dik (ortogonal) olduklarini gésteriniz.

Cozim :A-B=0,B-C=0,C-A = 0 olmaldur.
A-B=0<2(3,1,1)(1,4-7)=3+4-7=0
B C=0s(1,4,-7)-(1,-2,-1)=1-84+7=0
A-B=0s(1,-2,-1):3,1,1)=3-2-1=0

4. A=1+43]—4k, B =2i—3]+ 5k vektorlerini goz oniine alarak
A — tB vektorii

i) A vektoriine,

ii) B vektoriine dik olacak sekilde t sabitini, bulunuz.

Cozim: i) A(A — tB) = 0 olmalidur.

(1,3,-4)((1,3,—4) —t(2,—-3,5)) =0

(1,3,-4)(1—-2t,3+3t,—4—-5t) =0

(1,3,-49)(1—2t+3(3+3t)—4(—4-5v) =0
26

t=_ﬁ

ii) B(A — tB) = 0 olmalidur.

(2,-3,5)((1,3,—4) —t(2,-3,5)) =0

(2,-3,5)(1—-2t,3+3t—4—-5t) =0

(2,-3,5)(2(1—2t)— 3(3+3t)+5(—4—-5t) =0
27

t:—3—

-

5. A =41—2]+5k B =2i{—4j+ 3k vektorlerini goz oniine alarak
KA + Bvektorii
i) A vektoriine,
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ii) B vektoriine
dik olacak sekilde k sabitini bulunuz.

Cozim: i) A(KA + B) = 0 olmaldir.
(4,-2,5)(k(4,-2,5)+(2,-4,3)) =0
(4,—-2,5)(4k+ 2,—2k—4,5k+3) =0
16k +8 +4k + 8+ 25k+ 15=10
k=31

40

ii) B(kA + B) = 0 olmahdur.
(2,—4,3)(k(4,-2,5)+(2,-4,3)) =0
(2,—4,3)(4k+ 2,—-2k—4,5k+3) =0
8k+4+8k+ 16+ 15k+9=0
k=29

31

6. A= (—3,4,-5), B= (5,—6,7) ve C= (1,-2,3) vektorlerini goz
oniine alalim. kA — #B — C vektori hem A ya hem de B ye dik olacak bicimde k
ve ¢ sabitlerini bulunuz.

Cozim:
kA — ¢B — C=Kk(=3,4,—5) — #(5,—6,7) — (1,—2,3)
= (—3k—5¢— 1,4k + 6¢+ 2,—5k— 7¢ — 3)

i) A(KA — B — C) = 0 olmahdur.

(—3,4,—-5)(—3k—5¢— 1,4k +6£ +2,-5k—7¢£ —3) =0

9k + 15¢+ 3 + 16k + 24£ + 8 + 25k + 35¢+ 15 =10

50k + 74€ + 26 = 0 (1)

ii) B(kA — ¢B — C) = 0 olmaldr.

(5,—6,7)(—3k—5¢—1,4k+6f +2,-5k —7¢ — 3)

—15k —25¢ -5 —-24k—36¢ —12—-35k—49¢—-21=0

74k +110¢ +38=0 (2)
(Dve(2)denk =-2,£=1 olur.

7. Uzunlugu 2 birim ve yonii 8 = 30° olan diizlemsel A vektoriiniin bile
senlerini bulunuz. (x-ekseni ile yaptig1 a¢1 30°).
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Gozim: ||A|| = 2 br, 8 = 30°
V3

cosazu—%?ﬂ <:>c0530=32]-<:>7=32l <a; =3
Sina:”%zﬂ <:>sin30=322<:>%=322 Sa,=1

A=(H31)

8.P(3,2,0),Q(4,5,0),R(2,3,0) ve S(1,—1, 2) bir paralel yiiziin dort ko-
sesi olduguna gore bu paralel yiiziin hacmini bulunuz,

Coziim: A = PG,B=PRve C=PS
4-3 5-2 0-0 |1 3 0
V=A(BxC)=[2-3 3-2 0-0=-1 1 0|=18br’
1-3 -1-2 2-0 |-2 -3 2

9. A=1+2]—2k B =7i+4] ve B = —41 + 3] — k vektorlerinin ayni
diizlemde oldugunu gosteriniz.

-

¢oziim: A, B, C nin ayni diizlemde olmasi i¢in A - (B x C) = 0 olmaldur.

1 2 -2
A(BxC)=|7 4 0]=0
-4 3 -1

oldugundan K, §, C vektorleri ayni diizlemdedir.

8 4
10. { 2} ve LJ ikililerine eslenen vektorlerin birbirine dik olmasi icin

x’'in degeri nedir?

8 4
Cozim: X :{ 2} ve y z{ } icin X = 81 — 2J ve y = 41 + kj seklinde yazi-
- X
Iir. iki vektoriin birbirine dik olmasi i¢in X -y = 0 olmahdir.
X'y=0

(81— 2))(4i+K)) =0
32—-2k=0
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olur.

11. X = /31+ 7 vektdriiniin x ekseni ile yaptig1 ac1 ka¢ derecedir?

Cozim: Verilen vektoriin Kartezyen koordinat diizleminde

Y 4 7= fE 4]
S

_.
X

'8
. . . _ Y § | K g
seklindedir. Bu sekle gére r = [(v/3)2+ 12 = 2, sina = 5 COS O = = oldugu-

na goére oo = 30° dir.

12. R3 uzaymda herhangi bir 3 = (a,b,¢),b = (x,y,2),¢ = (k k k) vek-
torleri ile; (x+y+z=1) ve b L (3 —¢) olacak sekilde veriliyor. Buna gore
< b,d > skaler (ic) carpiminin degeri nedir?

Coziim: b L (3— )
<b,(E-0)>=0
<b3i>—-<be>=0
<b,a>=<b,¢>
<b,3>=<(x,y,2),(k k k) >
<b,3a>= xk + yk + zk
<b,d>=(x+y+2k
<b3i>=1"k
<b3i>=k

13.
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Verilen sekilde ABC, bir eskenar ticgendir. |AB| = 8, |AE| = 4, |AF| = 2 oldu-
guna gore, (AE + AF)AC skaler carpiminin sonucu nedir?

Cozum:
(AR + AF)AC = AF - AC + AF - AC
= [|AE[| - [[AC]|cos 60 + [|AF]- [[AC]| cos 60
1 1
=24

14. A = (ay, az),§ = (b;, b,) vektorlerinin toplamlariyla farklar1 birbi-
rine dikse arasindaki A ile B bagintisi nasil olur?

Cozim: Toplamlari ve farklar dik ise i¢ ¢carpimlar1 0°dir.
A+B=(a,+bj,a,+b,),A—B=(a,—by,a,—b,)
<A+BA-B>

< (a, +by,a, +b,),(a; —by,a, —b,) >

(a; +by)(a; —by) + (ay +by)(a; —by) =0

ai —bf+a5—-b3=0

a3 +a3 = b3 + b3

4]l = 18l

15. A = (3,2) vektoriiniin y = x dogrusu izerindeki izdiisiimiiniin
uzunlugu ka¢ birimdir?

Cozlim: y = x dogrusu lizerinde herhangi bir dogru alalim. Mesela (1, 1)
vektorini alalm. A = (3,2) niin (1, 1) vektorii tizerindeki izdiisiim uzunlugu,
AB  <(32),11)> 314211 5

Bl - 1@l  ViZrZ vz

bulunur.
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16. Bir kiipiin bir kenar1 1 br’dir.

A
[z
|

AB - AC kagtir?

olur.

Coziim: Pisagor teoreminden AB = v/2 br ve AC = /3 br dir.

A
1
[N
1 B
AB - AC = |[AB]| - []AC] - cos a
=‘/§"/§'%
=2br
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