7. BOLUM
LINEER DONUSUMLER

LINEER DONUSUM KAVRAMI

7.1. Tanmim: V, W birer vektor uzayive T : V - W bir fonksiyon olsun.
i) Herx,y € VicinT(x+y) = T(x) + T(y)
ii) a € Rve herx € Vigin T(ax) = aT(x)
sartlarini saglaniyorsa T ye V; den W ye bir lineer (dogrusal) déniisiim denir.
Bu doniisiim,
Herx,y € Vve q, 8 € Rigin T(ax + By) = aT(x) + BT(y)
biciminde de olur.

Ornek: T : R? - R?, T(x) = T(x1,X3) = (2X4, 4X;) bir lineer doniisiim
mudir?

Cozim: i) (x,y) € R? ve x = (X1,%;),¥ = (y1,¥>) icin
Txy) =T +y1u, X2 +Y2)
= (2(x1 +y1) Az +y2))
= (2x1 + 2yq, 4%, + 4y,)
= (2x4,4%3) + (2y1,4y>)
= T(xy,%2) + T(y1,¥2)
=Tx) + T(y)

ii) T(ox) = T(axq, 0x5)
= (a2x4, 04x5)
= a(2x4,4%5)
= aT(Xlrxz)
= aT(x)
oldugundan flineer (dogrusal) doniisimdiir.

Xy

; X
Ornek: X=|"’|eV, matris, T(x) = x déniisiimii bir lineer déniisiim

n

mudiir?
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Xy Y1

T XZ yZ . s
Coztim: Her X=| “| Y=(""|€V,, [ € Rigin

)

T(oX+BY)=T| a f

ox, +BY2

ox, + BY1 }

ox +[3yn

OLX1 +By;,
ox, + By,

ax, +fy,

Xy Y1

| Xn Y
=aT(X)+BT(Y)
oldugundan flineer (dogrusal) doniisimdyiir.

Ornek: T : R? - R?, T(x) = T(xy,Xy) = (x3,X,) déniisiim lineerdir.

Cozum:
Tx+y) =T +y1,% +y2) = (%1 +y1)% %2 +2)
T(X) + TY) = T(X1,X2) + T(y1,¥2) = (X5, %2) + (¥1,¥2)
oldugundan
Tx+y) #Tx) + T(y)
bulunur.

Ornek: Tiirev doniisiimii bir lineer déniisiimdiir.
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Cozum: f, g €V icin
Df+g)=(+g) =f"+g =Df+Dg
olur.

Bir fonksiyonun sabit ile carpiminin tiirevi, tiirevin bu sabitle carpimina
esit oldugundan, c € R, f € Vicin
D(cf) = (cf) =cf’' = cDf
O halde D tiirev dontlisiimi bir lineer doniisimdiir.

Ornek: f(x) = f(x —y) + f(y) ve f(3) = 6 ise;
a) £(5)
b) f1(18)
kactir?

Cozum: f(x) = f(x —y) + f(y) ve f(3) = 6 oldugundan f(x) = mx bici-
minde bir lineer dontisimdiir.
a) f(3) = 6ise 3m = 6 olup m = 2 dir.
m = 2 ise f(x) = 2x olup f(5) = 10 dir.

b) f(x) = 2xise f~(x) = 5 olup f~1(18) = > = 9

7.1. Teorem: T : V = W bir lineer doniisiim olsun.
T0)=0
dir. Yani her lineer dontistimde 0 vektoriniin goriintiisi sifirdir.

ispat: x € V ve T lineer oldugu icin
T(x+ 0) = T(x) + T(0)
T(x) = T(x) + T(0)
buradan T(0) = 0 olur.

BiR LINEER DONUSUMUN CEKiRDEGI ve GORUNTU UZAYI

7.2. Tanim: V,W birer vektor uzayi, T : V - W lineer donilisiim olsun.
V’nin T altindaki goriinti kiimesine T lineer doniisiimiiniin gériinti uzay1 de-
nir ve Gor T ile gosterilir. W'nin sifir vektoriiniin goriintiisiine de T'nin gekir-
degi denir ve Cek T ile gosterilir.
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CekT={x€eV -T(X) = 0}

Ornek: T : R? - R, T(xy,X;) = (X4, 2X,,X; — X,) dogrusal déniisiimiin
cekirdegini bulunuz.

Cozim: T(x4,%x,) = (0,0,0)
(X1, 2X2,X; —X2) = (0,0,0)
Xl = O,ZXZ = 0,X1 _X2 = O
(XIJ XZ) = (0; 0)

CekT={x€V:T(xq,x5) = (0,0)}

Ornek: T : R? - R, T(X4,X,) = X; — 4%, dogrusal déniisiimiin ¢ekirde-
gini bulunuz.

Cozim: T(x4,X,) = x; — 4x, = 0 olmaldir.
X, = talinirsa x; = 4t olur.
T(x4,x3) = 0ise (x1,X;) = (45, ), t€R
Cek T = {(4t,t):t € R} ={(0,0),(4,1),(8,2), ...}

7.2. Teorem: T : V= W bir lineer donilisiim ise Cek T, V’'nin bir alt uza-
yidir.

Ispat: Cek T nin V’nin bir alt uzay1 olmas i¢in, daha énce gérdiigiimiiz
alt uzay olma kosullarini saglamalidir yani
x,y € CekTicinx+y € Cek T
Xx € CekT,c € Rigincx € Cek T
olmaldir. x,y € Cek T olsun. T bir lineer déniisiim oldugundan
Tx+y)=Tx)+T(y) =0+0=0isex+y € Cek T
CERT(cx) =cT(x) =c-0=0isecx € Cek T
dir. Boylece Cek T, V'nin bir alt uzayidir.
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7.3. Teorem: T : V - W lineer doniisiim ise Gor T = T(V), W’nin bir alt
uzayidir.

ispat: Gér T nin W’nin alt uzay1 olmasi icin alt uzay olma kosullar1 sag-
lanmalidir.

i) y1,y, € Gor T ikeny,, +y, € Gor T

ii)c € Rikency, € Gor T
olmalidir. T bir lineer doniistim oldugu i¢in T(0) = 0,0 € Gor T,Gor T # &
olur.

y1,¥2 € Gor Tise T(x;) =y; ve T (x;) =y, olacak sekilde x;,x, EV
vardir.

y1 +y, € T(x1) + T (x;) dir. Buna gore y; +y, € Gor T dir.

c € Rigin cy; = cT(xq) = T(cx;) dir. Buna gore cy; € Gor T, boylece
Gor T, W’nin bir alt uzayi olur.

7.4. Teorem: T : V- W lineer donlistimiiniin bire-bir olmasi icin gerek-
li ve yeterli sart Cek T = {0} olmasidir.

ispat: T lineer déniigiimii bire-bir ise Cek T = {0} oldugunu gosterelim.
x € Cek T olsun. T(x) = 0 dir. Cek T nin tanimindan T(0) = 0 olur. T lineer
oldugundan T(x) = T(0) olur. T bire-bir oldugundan x = 0 ve Cek T = {0} bu-
lunur.

Tersine olarak, Cek T = {0} ise T nin bire-bir oldugunu gosterelim:
X1,X5 € Vigin T(x1) = T(X,) olsun.
T(x1) =T(x2) =0
T(x; —%,) =0
X; —X, € Cek T
dir. Boylece x; — x, = 0 ve x; = X, olup T bire-birdir.

Ornek: T: R? - R3

T(xy) = (x,x+y,x—y)
lineer doniisiiminiin bire-bir oldugunu gosteriniz ve Cek T yi bulunuz.

Cozim: Cek T = {(x,y) € R? | T(x,y) = 0}
Tx,y) =&, x+y,x—y)=(0,0,0)
x=0,y=0
olur. Buna gore Cek T = {0} bulunur. O halde doéniisiimii bire-birdir.
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Ornek: T : R? - R3
Txy) =x+yx+1z)
lineer dontisiimiin bire-bir olup olmadigini arastiriniz.

Cozim: Cek T = {(x,y,z) € R?® | T(x,y,z) = 0}
Txyz)=x+yx+z)=0
x+y=0,x+z=0
sistemin sonsuz ¢6ziimi vardir. x =1,y = =1,z = —1i¢in (1,—1,—1) € Cek T
dir. Buna gore T doniisiimii bire-bir degildir. Buna gore farkli iki elemanin go-
riintiileri ayni1 olabilir. Mesela;

(1,2,3) # (2,1,2) olmasina ragmen,
T(1,2,3) =T(2,1,2)
(3,4) = (3,4)

bu da T’nin bire-bir olmadigini gosterir.

LINEER DONUSUMUN OZELLIKLERI

7.5. Teorem: T : V> W ve uile v, V'de tanimh birer vektor olmak tize-
re, dogrusal dontisiim T su 6zellikleri saglamaktadir

i) TO)=0
ii) T(—u)=-T(u)
iii) T(u—v) =T() —T(v)
iv) u=cqu; +cyu; + -+ cyuy, icin
T(cquy + couy + -+ cpuy) = ¢ T(uy) + ¢, T(uy) + -+ ¢, T(uy)

ispat:
i) TO-u)=0-T(u)=0

i) T(-u)=T({(-Duw) = (~DT() = —-T(u)
iii) TW=v) =T+ (—=Dv) =T(u) + (1) T(v) =T(u) — T(v)
4.u = cquq + cuy + -+ + cyuy icin

T(cquy + couy + -+ cpuy) = ¢ T(uy) + ¢, T(uy) + -+ ¢, T(uy)
oldugu asikardir.

LINEER DONUSUMLERLE iSLEMLER
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7.3. Tanim: T,S : V — W birer lineer doniistim olsun.
i) T ve S doniistimlerinin toplam ve farki
T,.S: V- W
(TS5 =TE) £5(x)
seklinde tanimlanir.

ii) ¢ € R skaleriile T nin ¢arpimi,
cT: V- W
(cT)(x) = cT(x)
seklinde tanimlanir.

7.4. Tanmm: T:V - W,S: W — U birer lineer doniisiim olsunlar. T ile

S'nin bileske fonksiyonu
SoT:V->1U
ST =S(T(x))

biciminde tanimlanir.

Ornek:T: R? - R3,S: R? - R3

T(X' Y) = (ZX, xty, Y)l S(X' Y) = (X -y 3yr X)
lineer doniistimleri verilsin.

i) BT+ S)(1,2)

i) (T — 4S)(1,1)
degerini hesaplayiniz.

Cozum:

i) BT +S)(1,2) = 3T(1,2) + S(1,2)
=3(2,3,2)+(-1,6,1)
=(6,9,6) + (—1,6,1)
= (5,15,7)

ii) (T —4S)(1,1) = T(1,1) — 45(1,1)
=(2,2,1) — 4(0,3,1)
= (2,—10,-3)

bulunur.

Ornek:T: R® - R3,S: R3 - R3
T(x,v,2) = (2,%0),S(xy,2) = (0,x,y)

lineer doniisiimleri veriliyor.
i) To T = T? olmak iizere, Cek T? ve Gér T? yi bularak birer taban yazi-

niz.
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ii) (S T)(1, 2, 3) degerini bulunuz.

Cozum:

i)T:R3 > R3

T(x,y,z) = (z,%,0)
olduguna gére dnce T?(x,y,z) yi bulalim:

T2(x,y,z) = T(T(x,y,2)) = T(zx,0) = (0,z0)
olur.

Cek T? = {(x,y,2) | T*(xy,2) = 0}

T2(x,y,z) = (0,z,0) = (0,0,0)
buradan z = 0 bulunur. O halde

CekT? = {(x,y,0) € R® | x,y € R}
kiimesi olur. Bu kiimede xy- diizlemidir.

Cek T2 i¢in bir taban bulalim:
(x,y,0) =x(1,0,0) +y(0, 1, 0) yazilirsa {(1,0,0), (0,1,0)} kiimesi Cek T2
icin bir taban olur. Buradan Boy Cek T? = 2 olur.

Gor T? yi bulahm: Gor T? = T?(R3) yazabiliriz.

Gor T? = {(0,z,0) | z € R} olup, y-eksenidir. {(0,1,0)} kiimesi Gor T?
icin bir tabandir.

i) (So T)(1,2,3) = S(T(1,2,3) = S(3,1,0) = (0,3,1)
bulunur.

LINEER DONUSUMLERIN MATRIS GOSTERIMI

7.5. Tanmim: V, W birer vektor uzayi , T : V- W dogrusal doniislim,
X = (X1,X2, «,Xp) € R® vey = (V1,¥2, ., ¥m) € R™ olmak tizere,
y1 = a11Xq T 221X + -+ ap1Xp
Y2 = @12Xq T a2Xp + o+ apaXy

Ym = @imX1 +azmXe + -  + apymXp
seklinde olsunlar. Bu takdirde

a1 Ay A,
A= d;; Ay a,,
a1m aZm an

matrisine T dogrusal doniisiimiin matrisi denir. Bu doniisiim,
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Ay Ay Ay || Xy

a d EER | X

12 22 n2 2

T(x,,%,,-,X, )= ) )
alm a2m an Xn

formunda yazilir.

Ornek: T:R? > R3 T(x) = T(x1, %) = (2% — 3%y, 4%y, —5%; + 6X5)
lineer doniisimune karsilik gelen matrisi bulunuz.

Coztim: T donlisimuniin matrisi;

2 -3
A=l 4 O
-5 6
3x2
seklindedir.
Ornek:

T:R3 - R? T(X) = T(Xy,X2,X3) = (5%; — 2X, + X3, 3X; + 8%, + 10x3)
dogrusal dontistimiine karsilik gelen matrisini ve T(1, —1, 0) bulunuz.

Coztim: T donlisimiiniin matrisi;

{5 -2 1}
A=
3 .8 10,

1
5 -2 1 7

T(1,-1,0)= ~1|=
3.8 10) (8

seklindedir.

7.1. Not: Her dogrusal donilisiime bir matris, her matrise bir dogrusal
dontistim karsilik gelir. Siitun sayisi tanim kiimesini boyutunu, satir sayisi ise
deger kiimesinin boyunu belirler.

7.1. Sonug: T dogrusal doniisim ve bu donlisimiin matrisi A olsun.
k € Rigin k- T doniisiimiiniin matrisi k - A dir.
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Ornek: T : R? > R3, T(xq,X;) = (4x; + 3%y, 2%y + X, 7X; — 2X5)
dogrusal dontisimiine karsilik gelen 5A matrisini bulunuz.

Coztim: T donlisimuniin matrisi;

4 3 20 15
A=|2 1 ise 5A={10 5
7 -2 35 -10

3x2 3x2

seklindedir.

7.2. Sonug: T1 ve Tz dogrusal dontisiim ve T1'nin matrisi A, T2'nin mat-
risi B olsun. Bu takdirde T; + T, doniisiimiin matrisi A + B dir.

Ornek: T : R? - R?, T(xy,X;) = (4x; + 3x5,8%; + 5%, ve T: R? - R?,
T(x1,%x3) = (3x1 + 2X,,%,) ise Ty + T, dogrusal donilistimiine karsilik gelen
matrisi bulunuz.

Cozim: T; ve T, doniisimine karsilik gelen matris;

SHHRER
ol R

7.3. Sonug: T; ve T, dogrusal doniisiim ve T1'nin matrisi A, T2’nin mat-
risi B olsun. Bu takdirde T; o T, donlislimiin matrisi A - B dir.

seklindedir.

Ornek: T; : R? - R?, T;(x1,X2) = (9%, — 3%y, 2X; + 4X,),
T, : R? - R?, T,(X1,X;,) = (6X1 + 5%X3,X; — X3)
ise T; o T, dogrusal doniisiimiine karsilik gelen matrisi bulunuz.
Coztiim: T; ve T, donlisiimiine karsilik gelen matris;
9 -3 6 5
A= ve B=
2 4 1 -1
9 -3||6 5 51 48
A . B = . =
2 41|11 -1] |20 6
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seklindedir.

. 1 2
Ornek: A(0,0),B(0,4),C(5,4),D(5,0) olan dortgenin [0 J dontisi-
miiniin matrisi altindaki gérintiisiini bulunuz.
Cozum: Noktalara doniisiim matrisini uygulayalim.
1 2/|0 0 5 5/ |0 8 13 5
0 1//0 4 4 0] [0 4 4 0

Dontisiimiin goriintiisii A’'(0,0), B'(8,4), C'(13,4), D'(5,0) noktalardir.

v 4
AL cC B C
// /

- D' x
AlA' 5D 8 13

; 3 -1
Ornek: T; : R? - R? dogrusal déniisiimiiniin matrisi A:L . } dir.
5x — 10y + 3 = 0 dogrusunun bu déniisiim matrisi altindaki gorunttisii nedir?

Coztim: Dogru lizerindeki herhangi bir (%, y) noktasinin dontisiim mat-
risindeki goriintiisii [x, y] olsun.

X| (3 =1|x| |3x-y
Y| |2 1|y]| |2x+y
X=3x—yveY=2x+y
olur. x ve y degerleri gekilirse
X+Y 2X+3Y
X="g-vey=—g—
bulunur. Dogru denkleminde yerine konursa,
5x—10y+3=0

5(527) 10 (BX4) 13-

5X+7Y+3=0
elde edilir.
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LINEER DONUSUMUN TERSI

7.6. Tanim: V,W birer vektor uzayi, T : V- W dogrusal dontlisiim ve bu
dontisiime karsilik gelen matrisin determinanti det A # 0 olsun. Bu takdirde
bu déniisiim tizerinde tanimh olan T~ : W - V dogrusal déniisiime ters dog-
rusal doniisiim denir. Bu ters déniisiime karsilik gelen matris A~* olur.

Ornek: T: R? - R? , T(x1,X;) = (7%, + 4X,, 3%, + 2x,) dogrusal dé-
niisiimii icin A~ ters déniisiimiinii bulunuz.

Cozim: T dontisiimiine karsilik gelen matris;

7 4] . 7
A= ise detA=
3 2 3
oldugundan,

4 1{2 —4} { 1 —2}
A = — =
2|-3 7| |-3/2 7/2

bulunur. Buna gore;
T1X) =A"1-%

2 =4y X, —2X,
T(®)=|_3 ZH= 3.7
2 2 X, ——X1+5X2

4
=2=0
2

elde edilir.

7.2. Not: A~! bulunamazsa veya doniisiim 1-1 ve orten degilse, tersi
yoktur.

OTELEME DONUSUMU

7.7. Tanmm: T : R? > R?, T (x,y) = (x+a,y + b) dogrusal déniisiimii

mevcutsa (x,y) vektori (a,b) vektori kadar dtelenmesi (x + a,y + b) dir de-
nir. Oteleme déniisiimii uzunluklari, agilar ve alanlari degismez.

Ornek: (4,—6) oteleme vektorii, (5,—3) vektdriinii hangi vektére dé-
nusturur?

Cozim: (5, —3) vektori (4, —6) vektorii kadar 6telenmis.
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(5+4,-3—6)=(9,-9)

Ornek: T : R? - R?, T(x,y) = (x + 5,y — 8) 6telemesinin tersini bulu-
nuz.

Coziim: x+ 5 = X,y — 8 = Y olarak secilirsex = X — 5,y = Y + 8 dir.

T-1(XY) = (X=5Y+8)

Ornek: T,;(x,y) = (x—4,y+3), To(x,y) = (x+ 1,y +2) otelemeleri
icin T; o T; ve T; o T, 6telemelerini bulunuz.

Cozim: (T, e T)(X,y) = (x—4,y+3) o (x—4,y+3)
=x—4—-4y+3+3)
= (x—8y+6)

(TieT)EyY) =E—4y+3)e(x+1y+2)
=x+1-4y+2+3)
=(x—3,y+5)

7.4. Sonug: Oteleme déniisiimii bir sekli diizlemde bozmadan kaydirir.
Bu nedenle;

i) Uzakliklar

ii) Acilar

iii ) Paralellikler

iv) Oranlar

v) Alanlari
korurular.

7.6. Teorem: xOy koordinat sisteminin A= (o, B) vektortu yardimiyla
otelenmesi, eksenlerin kaydirmayla XOY koordinat sistemine

A =Tx(x,y1) = (0 +ay; +B) = (X, Ya)
olur.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.
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Ornek: A=[1,-2], B=[2, 1], T:RZ2>R% T(xy) = (x+1y+1)
otelemesinin uzaklgy, ac¢ilar, paralelligi, oranlar ve alanlar1 korudugunu gos-
teriniz.

Cozum:

0 =[0,0]ise 0’ = T5(0,0) = (0 + 1,0 + 1) = (1,1)

A=[1,-2]ise AN =Tz(1,-2) = (1 + 1,-2+ 1) = (2,—1)

B=[21]iseB =Tz 1) =2+1,1+1)=(32)
\V Y

Kr
/ X

\.

x|

<l

B

a) |AB| = /2 - 1)2+ (1 +2)2 =10
AB={/B-2)?+ 2~ (-2)? =10

O halde 6teleme dontlistimii uzakliklari korur.

AB __2-2
|A|B]} V10410
0A=(2-1-1-1)=(1,-2)=A
0B =(3-12-1)=(2,1)=8

0'A-0B  2-2 _ ano
JOATIOBT ~ yroyto 0 Ve® =90

O halde 6teleme doniisiimii agilar korur.

b) cos 0 = =0ve® =90°

cos O =

142
C) m(AB) = ﬁ =
olup paralelligi korur.

1, m(TyTy) = 227 = 3 oldugundan AB//0'A'0'B’

|OA]| |OB| |AB|
|01Ar| - IOrBrl - IArBrI

d)
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V1244 B Va+1 B V10
Jitd  VA+¥1 V10

olup 6teleme donilisiimi oranlari korur.

e) A(a0B) = [PAIOBI Ef =2 br?

olup 6teleme dontlisiimi alanlari korur.

7.5. Sonug: 0(0,0) = O'(a, B) 6telemesi yapilirsa, diizlemde P(x,y) eski
koordinatlari, P(X,Y) yeni eksenlere gore koordinatlari olmak tizere,
x=X+oay=Y+
kural1 vardir.

Ornek: xOy sisteminin 0 = (1,—1) vektori ile otelenmisi XOY
sistemidir. Buna gore,
a) P(1, 5) noktasinin yeni sisteme gore koordinatlarini

b) x2 —2x—y =0 denklemi ile verilen egrinin yeni sisteme gore
denklemini yaziniz.

Cozim:a =1, = —1olup
x=X+ay=Y+9p
X=x—0o,Y=y—f

ve
x=1y=5
X=x-a=1-1=0Y=y—-B=5—-(-1)=6
P(1,5) iken P’(0,—6)

bulunur.
b)x=X+a=X+1,y=Y+ [ =Y — 1denklemde yerine yazilirsa
X+1)?-2X+1)—-(Y-1)=0
X2+2X+1-2X-2-Y+1=0
X2-Y=0
Y = X?

bulunur.

DONME DONUSUMU
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a
7.8. Tanim: K' = A - K doniistimiinde A:L
a

}vea2+b2=1d6-

niisiimene déonme dontisiimi denir.

coso —sina

7.7. Teorem: M:{ .
sina  cosa

} matrisi olmak iizere, T : R?> - R?

tanimli tiim vektorleri (bu vektoriin matris formu X olsun), orijine gore saat
yoninin tersine a agisit kadar dondiirme MX ile mimkiindiir. Burada M'’ye
donme matrisi denir.

Ispat: Dénme agis1 0 < a < 21 olan baslangic noktasi etrafindaki pozitif
yondeki bir donmede B(x, y) noktasinin goriintiisii A(X, Y) ve |OA| = |OB| = a

olsun.
v

A[XY)

0 |

OAC uggenine gore;

cos(a + B) = @isex = |0C| = acos (a + B)

sin(a + ) = IAaﬂiseY = |AC| = asin (a + B)
dir. Buna toplam ve fark formiillerinden;

X =acosacosp —asinasin 3 (D)

Y = asin a cosf — a cos a sin 3 (2)
dir. Ote yandan OBD ii¢cgenine gore;

cosB=@iseX=|OD|=acosB (3)

sinB=@iseY=|BD|=asinB (4)

dir. (3) ve (4) denklemini (1) ve (2) denkleminde yerine yazilirsa,
X=xcosa—ysina
Y =xsina—ycosa

bulunur. Bu dogru denklemleri matris formunda yazilirsa,

X _|cosa —sino || X
Y| |sina cosa 'y

elde edilir.
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7.3. Not: Diizlemde déonme dontisiimii, uzunluk, a¢1 ve alanlar1 degis-
tirmez.

Ornek: (2, —4) noktasiin diizlemde o = % radyanlik dénmesini bulu-

nuz.

7.6. Sonug: K'y ve K'g donmeleri verildiginde K’y o K'g bileske doni-
suml K'y o K'g = K4 g 0lup donme matrisi
cos(a+p) —sin(a+p)
Lin(oﬁﬁ) cos(a+P3) }
dir.

Ornek: K';; /3 ve K'y 6 veriliyor.

a) K'y/3 © K'y/6 doniistimi altinda goriintisi X = (—1,4) olan vektor
nedir?
b) Bu donme altinda
A={x+x*—y=2: (xy) € R?}

kiimesinin goriintiisii ne olur?

a) K'r/3 ° K'n/6 = K'rr/34m/6 = K'rr/2 0lup donme matrisi
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cosE —sinE
2 2 {o —1}
sinE cosE 10
2 2

dir. Buna gore doniisimi altinda gorintiisi olan vektor;
0 -1][x]| [-1
1 0 ]ly] |4
X=4vey = —liseX = 4,1
0 -1(x| |X
b) | |=
L 0 HY} {Y}
-y | X
x | |Y

y=—-Xvex=Y

olur.

olur.
X+x2—y=2
Y+Y2—(-X)=2
Y+Y2+X=2

0 halde istenen kiime;
A={y+y?+x=2: (xy) € R?}

dir.

SIMETRi DONUSUMU

1. A(x,y) noktasinin Ox eksenine gore simetrigi A'(x, —y) olup bu si-
metri donlisimiiniin matrisi;

Y oAy
r
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dir. Gergekten;

dir.

2. A(x,y) noktasinin Oy eksenine gore simetrigi A'(—x,y) olup bu si-
metri donlistimiiniin matrisi;

Ya
Al(=x.y) Alx, ¥)
T T ——
0 x

dir. Gergekten;
-X| -1 0}|x
y | Lo 1fly

3. A(x,y) noktasinin y = x dogrusuna gore simetrigi A’(y,x) olup bu
simetri donlislimiiniin matrisi;

dir.

Vi
Ally.x)

v o1
=110

dir. Gergekten;

e

dir.
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4. A(x,y) noktasinin y = —x dogrusuna gore simetrigi A'(—y, —x) olup
bu simetri doniisiimiiniin matrisi;

0 -1
M, =

dir. Gergekten;
-y| |0 -1}x
x| |-1 0 ly

5. A(x,y) noktasinin orijinine gore (180° ve —1800 lik donmeler) simet-
rigi A'(—x, —y) olup bu simetri donlstimiiniin matrisi;

dir.

Alx.y)

dir. Gergekten;
-X | -1 0 ||x
-yl [0 -1]ly

6. A(x,y) noktasinin 909 ve —2700 lik ddonmenin simetrigi A’'(—y, X) olup
bu simetri dénlisimiiniin matrisi;

dir.

¥i

Al-y.x) Alx.y)

dir. Gergekten;
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-y| |0 -1}x
x| |1 0 ly

7. A(x,y) noktasinin 270° ve —90° lik donmenin simetrigi A’(y, —x) olup
bu simetri donlisimiiniin matrisi;

dir.

Yi

Alx.y)

M270 :|:

dir. Gergekten;

dir.

Ornek: A(5, —3) noktasmnin,

a) x eksenine gore

b) y eksenine gore

c) y = x dogrusuna gore

d) y = —x dogrusuna gore

e) Orijine gore simetrigine gore

f) 900 dondiiriilmesine gore

g) 2700 dondirtldiigiinde elde edilen noktalar1 bulunuz.

e
9o 5
1 ol
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HOMOTETI DONUSUMU

7.9. Tanim: k € R ve A(x,y) € R? olmak tizere,
H(x,y) = (ky,ky) = k(x,y) veya H(X) = kX
dontlistimiine homoteti denir. 0(0,0) homoteti merkezi, k sayis1 ise homoteti
oranidir. Homoteti doniistimiiniin matrisi

s

dir. Gergekten,

oo

dir.
Ornek: H()_()) = 2X homotetisine karsilik gelen matris nedir?
- 2 0 .
Cozim: k = 2 olup M= dir.
0 2
Ornek: H(i) = —3X homotetisi ile A = (2,1) vektor hangi vektoredo-
nusur.

o[ 1S

BENZERLIK DONUSUMU
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7.10. Tanim: Bir homoteti ile bir donmenin birleskesine benzerlik d6-
niisimi denir. Buna gore benzerlik doniisiimiiniin matrisi

coso. —sina|lk O 3 kcosaa —ksina
sino. cosa ||0 k| |[ksino kcosa

seklindedir.

Ornek: H()_()) = 2X homotetisi ile a = %radyanllk K’ donmesi veriliyor.

a) (HoK") (i) matrisini,
b) Bu doniistim altinda X = (—2,4) vektoriniin goriuntisinu bulunuz.

Cozum:

HoK'=

e LT
2cosg —3Slng _ N
1 V3

35ir1E 3cosE
6 6

nooe N3 o—1][-2] [-23-4
(HoK)(X)= 1=
1 V3| 4] |-2+43
oldugundan X = (—2,4) vektériiniin gérintisi X' = (—2v3 — 4, —2 + 4v/3)

dir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1
1. T : R? > R? lineer déniigiimiin matrisi L) . } dir. Bu doniisiime
gore y2 = 4x paraboliin goriintiisii ne olur?

Coziim: y? = 4x paraboliindeki her nokta (o, 2v/a) seklindedir.
1 -1][ @ ] [a-2Va
0 1][2Ja 2o

o 2
x=a—2Va elde edilir. x = a — 2v/a da 2vVa yerine y, o yerine = ya-
y =2 !

olur.

zarsak,

2 2
_y _y—4y
)(——4—y<:>x——4
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SAx =y —4y
oyl =4(x+y)
bulunur.

2. T,veT, bir boyutlu vektor uzayinda iki lineer donlsimdir.
T; (3) =5,T,(1) = 3 olduguna gore, (T; o T,)(2x + 3) nin sonucu nedir?

Cozim: T; ve T, lineer olduklari i¢in her a,b € R i¢in,
T;(ax + by) = aT; (x) + bT;(y) ve T,(ax + by) = aT,(x) + bT,(y)
T,(2x+3) = 2xT,(1) + 3T, (1) =3(2x+3) =6x+9

(Ty e T2)(2x + 3) = Ty[To(2x + 3)]
=T;(6x +9)
= 2xT,(3) + 3T, (3)
=2x-5+3-5
= 10x + 15
dir.

3.T : R? > R? lineer déniisiimiine karsi gelen matris,

1 -3
A:L/? 1}

olduguna gore, T altindaki goriintiisii (1,/3) olan (x,y) € R? in degeri nedir?

X
Cozum: AX=Bve X={
y

5 LM

x—V3y=1veV3x+y=+3
x=1vey=0

} olmasi i¢in

4.T, : R? > R?ve T, : R? > R? birer lineer déniisiim olup

Ti(xy) = x+yx—-y)veT(xy) = (-y,—X)
seklinde tarif ediliyor. Buna gore 2T; — 3T, donlsim altinda gortntisu
(—3,7) olan ikili nedir?

Cozum:
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2Ty (xy) = 3T2(xy) = 2(x +y,x—y) = 3(=y, —X)
(=3,7) = (2x + 5y, 5x — 2y)

elde edilir. Buna gore,
2x+ 5y =75x—2y=-3

olacagindan x = 1 vey = —1 bulunur.

a b
5 T :{ d} matrisi A(1,2) noktasini (—2, 3) noktasina doniistiiriiyor-
C

sa B(4, 8) noktasini hangi noktaya donustiiriir?

o[+ *[2]-[
£
BN

6.T : R? - R? olmak iizere,
T(x,y) = (x+y,2x+ 2y)
nin ¢ekirdegi nedir?

Cozim: T(x,y) = (0,0)
(x+y 2x+2y) =(0,0)
x+y=0,2x+2y=0
x+y=0)

2x + 2y = 0}3" X

Cekirdek
cek T = {(x, —x):x € R} = {(0,0),(1,-1),(2,-2), ...}

kiimesidir.

7. Tl : Rz - R3, Tl(XI!XZ) = (Xl, ZXZ, 2X1)
T, : R® = R?, T, (X, Xz, X3) = (X1 + X — X3,0)
icin T, o T;(2,1) ibulunuz.

Coziim: Ty o Ty (2,1) = To(Ty(2, 1))
=T,(2,2,4)
=(2+2-4,0)
= (0,0)
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olur ki bu bize X = (2, 1) vektorii icin T, (X) = (2,2,4) ve T, o T;(X) = (0,0)
olur.

8.T: R? > R?, T(xy,Xp) = (2X4,X; — X,) doniisiimiin matrisi nedir?

Coztim: T donlisimuniin matrisi;

|: :|
A
2x2

9.T: R? > R3, T(Xy,X2) = (X1, 2X5, X; — X, ) doniigiimiin matrisi ve

seklindedir.

-2
X :{ . } vektoriinlin bu déniisiim altinda goriintiisii nedir?

Coztim: T donlisimuniin matrisi;

1 0
A=|0 2
seklindedir. T(X) = A - X yazalim.
1 0] -2
-2 -2
T =0 2 =10
5 5
1 -1 |7

-2
-2
O halde i:{ c } vektoriiniin gorintist T(x)=| 10 | dir.
-7

10. R? deki X = (x4,x;) vektorii ile A= (2, 3) oteleme vektorii verili-
yor. Buna gore diizlemdeki y = (—2, —1) vektori hangi vektore dontisiir.

Cozim: Tg(Xq,X3) = (X1 + 2,X, + 3)
Ty(=2,—1) = (=2 + 2,—1+3) = (0,2)

11. 0 merkezli dénme K’y /5 : R* - R? dir. Bu donme altinda P(0, —2)
noktasinin goriintiisii ne olur?



Cozum:
X cosa
_Y___sinoc
o [ n
X _ cos§
RS sinE
. 3
!
X|_| 2
Y] |3
2
_X___\/§
Y] | -1

0 halde P'(+/3,—1) olur.

LINEER DONUSUM

—sina || X
cosa ||y

—sinE
3 .{0 }
cosE —2
3

27

12. Eksenler tizerinde €, ve €, birim vektorleri alinmistir. €; birim vek-
torii baslangic noktasi etrafinda, pozitif yonde o kadar dondiirtliirse, elde edi-

len vektori nedir?

Cozum:

yl
1/
D
o
0‘—““5‘—’ e,

a.
COSO(:TISCa=COSO(

. b.
sin o = 7 ise

b =sina

- - N
y = e;cosa+ e,sin

13. (Lagrange Ozdesligi) R® de

<Kx§,6xﬁ>=\% AD



LINEER DONUSUM 28

esitligi gerceklenir. Gosteriniz.

Cozim: 6.13. teoreminde
yazilabilir. Simdi de (K X ﬁ) x C = (A, C)B — (B, Z)A esitligini kullanip, i¢ car-
pimin lineerligini kullanirsak,

(Ax B,Cx D) = ((AxB) xC,D)
= ((A, C)B — (B, Z)A)
= (A, CXB,D) — (B, CXA, D)
_ ‘@ C) (4D)
~ (B¢ (B, D)
bulunur.
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