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8. BOLUM
LINEER BIRLESIM ve ORTOGONALLIK

VEKTORLERIN LINEER BIRLESIiMi

8.1. Tanim: a,, a,, ...,a, € R olmak lizere A_;IZ’, ,A_n) vektorleri i¢in
B = alfl + aZKZ) + 4+ anA_r;
ifadesine A;,A,, ..., A, nin lineer birlesimi (dogrusal kombinasyonu) denir. Bu
yazim

n

B= Z:akAk

k=1
biciminde de yazlabilir. Burada A;,A,, ..., A, vektorlerinin lineer bileseni B
vektorudir denir.

Ornek: A; = (2,6),A, = (0,2),B = (—2,4) ise B vektoriinii, A, A,
vektorlerinin lineer birlesimi olarak yaziniz.
Coziim: Her x,y € R icin A_l) vektoriing, A_Z), B vektorlerinin lineer birle-
simi ise
B =a,A; +a,A,
olarak yazilabilmelidir.
(—2,4) =a,(2,6) +a,(0,2)
(—2,4) = (2a,; + 0-a,, 6a, + 2a,)
2a;, = —2 N6a, +2a, =4
a, =—-1AMAa,=5

B =aA; +3,A,
= —-1(2,6) + 5(0,2)
(_214)

Ornek: X = (22,3,10),A = (7,1,3),B = (8,1,4) ve %, A ve B nin lineer
birlesimi ise a nedir?

Coziim: X = a;A +a,B
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(22,a,10) = a,(7,1,3) + a,(8,1,4)
(22,a,10) = (7a, + 8a,,a, +a,,3a; + 4a,)

7a; +8a, =22
a,+ta,=a (a;=2a,=1
3a,; +4a, =10

a=a; ta,=2+1=3

8.1. Teorem: A ve B bir diizlemde sifir vektoriinden farkl ve birbirine
paralel olmayan iki vektor iseler, ayni diizlemdeki her vektér A ve B nin lineer
birlesimi (dogrusal kombinasyonu) yazilabilir.

Ornek: A = (a—2,1),B = (—1,a) ise {A B} kiimesinin R? de lineer
birlesimi olmasi i¢in a’ne olamamalidir?

Coziim: A ve B paralel olurlarsa lineer birlesimi olabilir. Buna gére pa-
ralel degilse,
a—-2 1
—— # ~"isea#1
-1 a
olur.

LINEER BIRLESIiM KUMESI

8.2. Tanim: a,, a,, ...,a, € R olmak lizere K:,K;, ,K; vektorleri icin
B = alﬁj+azfz)+ +anA_n)
olsun. {a,A; + a,A, +-+a,A, : a, €ER, A € V} kiimesine lineer birlesim
kiimesi denir.

Ornek: R? de K: = (1, —2),KZ = (—1, 3) vektorlerinin lineer birlesim
kiimesini bulunuz.

Coziim: B = a,A; + aZK;
=a,(1,-2)+a,(—-1,3)
= (ay, —2a;) + (—ay, 3a,)
= (a; —a,, —2a; + 3a,)
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B = {a,A, +a,A, :a,,a, € R} = {(a, — a,,—2a, + 3a,) : a,,3, € R}

8.2. Teorem: Bir V vektor uzaymnm A;,A,, ..., A, vektérlerinin biitiin li-
neer bilesimlerinin kiimesi {a,A; +a,A, + -+ +a,A, : a; € R, A €V}, V'nin
bir alt uzayidir.

ispat: V’nin A_l), A_2>, ,A_n> vektorlerinin kiimesi S olsun. S’nin butiin li-
neer bilesenlerinin kiimesi, L(S) = {a,A, +a,A, +-+a,A, : a, ER, A €V}
dir. Bu L(S) kiimenin V’nin alt uzay1 oldugunu goéstermeliyiz.

i) A,B € L(S) i¢in A+ B € L(S) dir. Buna gore L(S)’ deki herhangi iki li-
neer bilesimin toplami yine L(S)’de bir lineer bilesimdir. Dolayisiyla L(S) top-
lama islemine gore kapahdir.

ii) c€ R,A € L(S) igin cA € L(S) dir. Yani L(S)’deki bir lineer birlesimin
bir skalerle ¢arpimi yine L(S)'deki bir lineer bilesimdir. Dolayisiyla L(S) ska-
lerle carpma islemine gore de kapahdir. O halde L(S), V'nin bir alt uzayidir.

VEKTORLERIN URETTIiGi (GERDiGi, DOGURDUGU) KUME

8.3. Tanim: A ,A,,...,A_ €V olsun. A,,A,,...,A, vektorlerinin lineer
(dogrusal) bilesimlerinin olusturdugu
U={a,A, +a,A, ++a,A,: a,a,,..,a, €R}
kiimesine AT: A_Z’, ,A_n) vektorlerinin rettigi (gerdigi, dogurdugu) kiime,
{A_l), A_Z), ...,A_n)} kiimesine de U kiimesini lreteci denir. U, V vektér uzaymin bir

alt uzayidir.

Ornek: R3 de (1,—1, 0) ve (2,0,3) vektdrlerinin iirettigi (gerdigi, do-
gurdugu) alt uzayi bulunuz.

Cozim: (1,—1, 0) ve (2,0, 3) vektorlerinin lirettigi alt uzay
{fa;(1,-1, 0) + a,(2,0,3):a,,2, € R}
dir. Alt uzayinin herhangi bir vektéri (x,y,z) olsun. x, y, z arasindaki baginti
alt uzayinin denklemini verir.
(x,y,2z) =a,(1,-1, 0) +a,(2,0,3)
= (a;, —a;, 0) + (2a,,0,3a,)
= (a; +2a,,—ay,3a,)
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X=a; + 2a,y= —a;,z= 3a,
Z
4 ="¥,a; =3
degerleri x = a, + 2a, de yerine yazilirsa,
Z
X=-y+ 2§

3x+3y—2z=0
elde edilir ki bu denklemde tiretilen alt uzayinin denklemidir.

Ornek: A_l) = (1, 3),E= (—2,4) vektorleri R? de iirettigi vektorleri
bulunuz.

Coziim: B = a,A] + a,A, € R? alahm.
(by,by) =a;(1,3) + a,(—2,4)
(by,by) = (a; — 2a,,3a, + 4a,)

—2a, =

331 +4a,=b }51stem1n1 bulalim.
1 -2 1 b,

A= =10+0, A =4b, +2b,, A, = —b, ~3b,
3 4 , 3 b,

4 =B 4by42by Ay by—3b

oA 10’ TATTI

Her (b,;,b,) € R? i¢in a,ve a, bulunabilir ki b, ve b,, R* de liretirler.

B = a,A; +a,A, de yerlerine yazarsak;

B=—1—24b1+02b (13)+—2—13b (=2,4)

bulunur. b, ve b, vektor bilesenleri olup skalerdir.

Mesela b, = 4 ve b, = 2 icin

ﬁ:% (1,3) +2352 (~2,4)
= 2. (L3) 4 (=1)- (=2,4)
= (2,6) + (2,—4)

ﬁ—I = (216)'@ = (2'_4)
uretilen vektorlerdir. Simdi bu tretilmenin genelini bulalim.

R? diizleminin B vektoriinii her (b,,b,) € R? igin
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~  4b;+2b b,—3b
B =172 (1,3) + 251 (—2,4)

ifadesi geregince B = U, + U, den,
e <2b1+b2 6b1+3b2) o <—b1+3b2 2b2—6b1>
' 5 5 )W 5 5
biciminde elde edilir.

8.4. Tanim: V bir vektdr uzayi ve V nin A_l), A_z): ,ATl vektorlerinin kii-
mesinde S olsun. L(S) alt uzaymna, S kiimesinin tirettigi (gerdigi, dogurur) alt

uzay denir. Eger V vektdr uzayindaki her A vektorii S’deki vektorlerin bir li-

neer bilesimi olarak yazilabiliyorsa yani kisaca, A € Vicin A € L(S) ise S kiime-
si V vektor uzayni iiretir denir ve L(S) = V seklinde yazilir.

Ornek: R? de (1, 0) vektoriiniin iirettigi alt uzayi nedir?

Cozim: R? de (1, 0) vektdriiniin tiretigi alt uzay (1, 0) vektoriiniin bii-
tiin lineer bilesimlerinin kiimesidir.

L({1,0}) ={c(1,0): ce R} ={(c,0): c € R}
Bu kiime ¢ € R olmak lizere (c, 0) seklindeki biitiin noktalarin kiimesidir. Biraz
dikkat edersek bu kiimenin noktalar1 y = 0 dogrusunu, bir baska deyisle, x -
eksenini olustururlar. O halde R? nin (1, 0) vektori tarafindan tirettigi alt uza-
y1 X - eksenidir. Ayrica x - ekseni lizerindeki her noktanin, (1, 0) vektoru cin-
sinden yazilabilecegi de aciktir yani, x - ekseni lizerindeki herhangi bir nokta
A = (a,0) ise (a,0) = a(1,0) seklinde yazilabilir.

Ornek: R? de (1, 0) ve (1, 1) vektdrlerinin iirettigi alt uzay1 bulunuz.

Cozum: (1, 0), (1,1) vektorlerinin tirettigi alt uzay, bu vektorlerin biitiin
lineer bilesimlerinin kiimesi

L({(1,0),(1,1)}) ={a(1,0) +b(1,1):a,b € R} ={(a+ b,b):a,b € R}
dir. Simdi R? nin herhangi bir vektoriiniin (1, 0) ve (1, 1) vektorlerinin lineer
bilesimi olarak yazilip yazilamayacagina bakalim:

(x,y) € R? olsun.

(xy) =a(1,0) + b(1,1) (1)

(x,y) = (a+b,b)
iki vektorin esitliginden x =a +b,y = b buradan a = x — y ve b =y bulunur.
Bu degerleri (1) de yerine yazalm,

(X' Y) = (X - Y)(l,()) + y(]-' 1)
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olur. Béylece R? nin herhangi bir (x, y) vektorii (1, 0), (1,1) vektorlerinin li-
neer bilesimi olarak yazlabiliyor. O halde {(1, 0), (1, 1)} kiimesi R? yi {iretir
yani, L({(1,0),(1,1)}) = R? olur. Mesela (3,7) € R? nin (1, 0), (1, 1) in lineer
bilesimi olarak yazildigini gérelim:

3,7)=(—-4)(1,0+7(1,1)
olur.

Ornek: P,(R) derecesi 2 veya 2 den kiiciik biitiin polinomlarin olustur-
dugu bir vektdér uzayi olmak tizere P,(R) de x,1 + x vektorlerinin trettigi alt
uzay1 bulunuz.

Cozim: {x,1+ x} kiimesinin trettigi P,(R) nin alt uzaymi aramalyz.
Bunun i¢in x, 1 + x vektorlerinin biitiin lineer bilesimlerini bulalim,
P(x) = L({x,1 +x})
={ax+b(1+x):a,b €R}
={(a+b)x+b):a,beR}
P (x) kiimesi, p(x) = (a+ b)x +b,a,b € R seklindeki 1. dereceden polinomla-
rin kiimesi olur ve
P(x) € P,(x) (1)
yazilir.

Simdi de P,;(R) nin herhangi bir vektoriiniin x, 1 + x vektorlerinin li-
neer bilesimi olarak yazilabilecegini gdsterelim:

qx)=ox+ B € P (R),a,fER
alalm.

ax+pf=ax+b(l+x)=(a+b)x+b
iki polinomun esitliginden o« = a+ b,3 = b buradan a = a —3,b = 8 bulunur.
ox+ B = (a— B)x+ B(1+x) buradan

P (x) € P(x) (2)
olur. (1) ve (2) esitliklerinden P(x) = P, (x) yazilir. Boylece x, 1 + x vektorleri-
nin olusturdugu altuzay, L({ x,1 + x }) = P,(R) olur. //

Buraya kadar verilen vektor kiimesinin tirettigi alt uzaylari bulmaya ca-
histik. Simdi de verilen alt uzaylari iireten vektorleri bulmaya 6rnek verelim.
Ornek: R? nin 3x — y = 0 alt uzayn iireten bir vektér bulunuz.

Coziim: R? nin 3x —y = 0 alt uzay,
W={(xy):y=3x,x€R} ={(x3x): x € R}
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kiimesidir. Buna gore 3x —y = 0 alt uzaymnin her elemani, (x,3x) = x(1,3),
x € R seklindeki vektorlerdir. Buna gore (1, 3) vektoriiniin uygun bir reel say1
ile carpimidir. O halde (1, 3) vektorii 3x — y = 0 alt uzaymn iretir.

Ornek: R® {in x +y + z = 0 alt uzaymi iireten vektérlerin kiimesini bu-
lunuz.

Cozim: R3 iin x + y + z = 0 alt uzayy,
W={(xyz):x+y+z=0,xy,z€ R}
={xy,—x-y):xy€R}

kiimesidir. O halde x +y +z = 0 alt uzayinin her elemany, (x,y,—x—y) X,y €
R seklinde yazilabilir. Burada x ve y’nin keyfi her gercel degeri icin W kiime-
sinin bir elemani elde edilir.

x=0,y=1icin (0,1,-1) e W

x=1y=2i¢in (1,2,-3) e W
bulunur. Buna gore A =(0,1,—1) ve B= (1, 2,-3) vektorleri W kiimesinin
yani x + y + z = 0 alt uzayinin elemanlaridir. Iste bu vektorler verilen alt uzay:
uretirler. Bunu gérmek icin, W kiimesinden herhangi bir 6ge alip bu 6genin
(0,1,—-1) ve (1,2,-3) vektorlerinin lineer bilesimi seklinde yazilabilecegini
gormeliyiz:

E € Wicin E = (a,b, —a — b) alalim.
(a,b,—a—b) =c,A+c,B

olacak sekilde c, ve c, reel sayilarini bulmahyz.

(a,b,—a—b)=1¢;(0,1,-1) +¢c,(1,2,-3)

(a,b,—a—b) = (c,,¢c; +2c,,—c; —3¢,)
iki vektorin esitliginden

a=c¢, b=c+2c, —a—b=-c;—3c,
elde edilir. Buradan c; = b — 2a, c, = a bulunur ve

(a,b,—a —b) =(b—-22a)(0,1,—-1) + a(1,2,-3)
esitligi elde edilir. Buna gore W vektdr uzayimin her bir elemany, (0, 1, -1) ve
(1, 2, -3) vektorlerinin uygun bir lineer bilesimidir. O halde bu vektérler W alt
uzayini Uretirler.

LINEER BAGIMLI VE BAGIMSIZ VEKTORLER

8.5. Tanim: a,,a,, ...,a, € R olmak lizere E),TZ, ,ATI vektorleri igcin
a,A] +a,A, ++a,A, =0
esitligi varken,
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- - . . < = rund I’ - . .
i) a;,a,,...,a, den biri sifirdan farkl ise A, A,, ..., A, vektorlerinin li-
neer bagimh vektorler,

.n . . ~ —_— = g e
ii) Yalmz a; =a, =--- = a, = 0 i¢in saglaniyorsa A, A,, ..., A, vektor-
lerinin lineer bagimsiz vektorler denir.

Ornek: A, = (2,-3),A, = (—4,6) ise A, ve A, vektorlerinin lineer ba-
gimli veya lineer bagimsiz olup olmadigini bulunuz ve grafigini ciziniz.

Coziim: a,A; +a,A, =0

a,(2,-3)+a,(—4,6) =(0,0)

(2a,,—3a,) + (—4a,, 6a,) = (0,0)

(2a; — 4a,,—3a, +6a,) = (0,0)

2a; —4a, =0 AN—3a; +6a, =0
denklem sistemleri elde edilir. Bu iki denklemin sonsuz ¢6ziimii vardir. Baska
bir ifadeyle a ve b sayilarindan en az biri sifirdan farklh iken denklem sistemi
saglanir. O halde A, ve A, vektorlerinin lineer bagimhdir. Bu iki vektoriin gra-
figi asagidaki gibidir.

=

Ornek: AT = (1,—3),A_2) = (—2,5) ise A_l)vefz) vektorlerinin lineer
bagimh veya lineer bagimsiz olup olmadigini bulunuz ve grafigini ciziniz.

Cozum: alrl + azA_z) =0

a;(1,-3)+a,(—2,5) =(0,0)

(a;, —3a,) + (—2a,,53,) = (0,0)

(a; —2a,,—3a; +5a,) = (0,0)

a, —2a,=0A-3a; +5a, =0
denklem sistemleri elde edilir. Bu iki denklem ¢ozilirse a; = a, = 0 oldugu
bulunur. O halde A; ve A, vektérlerinin lineer bagimsizdir. Bu iki vektoriin
grafigi asagidaki gibidir.
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8.1. Not: Yukaridaki iki ornekten gorildugu gibi iki vektor lineer ba-
gimli ise bu iki vektor ayni dogrultuda, iki vektor lineer bagimsiz ise iki vektor
ayni dogrultuda degildir.

Ornek: P,(R) de E = {1,1 + x, 1 — x,x?} kiimesinin lineer bagimh olup
olmadigini bulunuz.

Cozim:a- 1+ b(1+x) +c(1 —x) +dx? = 0 alalim.

dx?+ (b—c)x+(a+b+c)=0
olur. Bir polinomun sifir polinom olmasi i¢in her teriminin katsayisinin sifir
olmasi gerekir. Buna gore,

d=0,b—c=0,a+b+c=0
denklem sistemi elde edilir. Sistemin sifir ¢6ziimden (a =b = c=d = 0) bas-
ka ¢ozlimleri varsa, E kiimesi lineer bagimhdir.a = —-2,b = 1,c = 1,d = 0 sis-
temin bir ¢oziimudiur. Sifir ¢6ziimden baska bir ¢6ziim buldugumuz i¢in E kii-
mesi lineer bagimhdir.

8.3. Teorem: E ve F, E C F olacak sekilde V vektdr uzayinin sonlu iki alt
kiimesi olsun.

i) E lineer bagimh ise F de lineer bagimhdir.

ii) F lineer bagimsiz ise E de lineer bagimsizdir.

Ispat: E C F olacak sekilde
E={X;, X} ve F={X,X; ..., X, Xpcs1) = » Xn }
kiimelerini alalim.

i) E kiimesi lineer bagimh oldugundan a,x; + a,x, + - + a,x, = 0 esit-
ligini saglayan hepsi aynianda sifir olmayan yani, en az biri sifirdan farkl olan
a,,a,, ..., ay skalerlerivardir. ay, ;,ay,,, ...,a, olmak lizere

a1X1 + aZXZ + -+ aka + ak+1Xk+1 + ak+2Xk+2 + -+ aan == 0
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esitligi saglanir ve aj,a,, ..., a, skalerlerinden en az biri sifirdan farkl oldu-
gundan ay, q,ay,,, ..., a, vektorleri lineer bagimhdir, yani F kiimesi lineer ba-
gimhdir.

ii) F kiimesi lineer bagimsiz olsun. E kiimesi icin iki durum vardir; ya li-
neer bagimhdir ya da lineer bagimsizdir. E kiimesi lineer bagimh olamaz. Clin-
ki bu durumda (i) den F’'nin de lineer bagimh olmasi gerekirdi. O halde E li-
neer bagimsizdir.

8.1. Sonug: Bir V vektor uzayinda {0} kiimesi lineer bagimhidir. Ciinki

1-0= 0 olur. Burada ¥ =0 € V,a = 1 € R alimarak lineer bagimhlik saglanr.
O halde sifir vektorti iceren her kiime lineer bagimhdir.

8.4. Teorem: Bir V vektor uzayinda E = {X,X,, ..., X;} kiimesinin lineer
bagimh olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart, E'deki bir vektériin, diger vektorle-
rin lineer bilesimi olmasidir.

Ispat: E = {X,X;, ..., X} kiimesi lineer bagimh olsun. a,X; + a,X, + - +
X, = 0 esitligini saglayacak ve en az biri sifirdan farkhh olacak sekilde
a,,a,, ..., 3 skalerleri vardir. 1 <j < kigin ¢ # 0 olsun. Bu durumda

d a a
X =— Ly, — 2% — . kg

) d; d; a
) ) )
yazilir ve x_’] vektori diger vektorlerin bir lineer bilesimi olur.

Tersine olarak x_’] vektori diger vektorlerin lineer bilesimi olsun:

X; =a;X; + o +a4X 5 FajX 5 ot X
bu esitlikten
aX; ++a X 5+ (DX +a, X, ++ax =0
elde edilir. Bu esitligi saglayan katsayillardan en az biri sifirdan farkh oldugu
icin (X; nin katsayisi (-1)) X;,X;, ..., X, vektorleri lineer bagimhdur.

Ornek: E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}
kiimesinin lineer bagimli oldugunu gosteriniz.

Cozim: E kiimesinin lineer bagimh oldugunu goéstermek icin 8.4. Teo-
rem geregince, vektorlerden birinin digerlerinin lineer bilesimi oldugu goste-
rilmelidir,

(1,0,0) = a(0,1,0) +b(0,0,1) + c(1,1,1)
alalim.
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(1,0,0) = (c,ca+cb+0)
olup, buradan a = —1,b = —1,c = 1 bulunur. Bu sekilde E kiimesindeki vek-
torlerden biri digerlerinin lineer bilesimi olarak yazildi. E kiimesi lineer ba-
gimhidir.

8.2. Sonug: R® de A = (a;,a,,a3),, B = (by,b,,by), C = (cy, c,, c5) vek-
torlerinin lineer bagimh (geometrik olarak dizlemsel) olma sarts;

a; a, 3d;
det(A,B,C)=b, b, b,=0
Cl CZ C3

dir. Gergekten, lineer bagiml iki vektor cakisiktir. Cakisik iki vektor

—=—==—=k
b, b, b,
oldugundan
kb, kb, kb,
det(A,B,C)=|b, b, b,[=0
G & G
olur.

8.3. Sonug: R? de A = (a,,a,,a;), B = (by,b,,b,), €= (cy, ¢y c3) vek-
torlerinin lineer bagimsiz olma sart;

al a2 a3
det(A,B,C)=lb, b, b,|#0
G & G

dir.

Ornek: R? de A = (8,—4), B = (2,3) vektorleri lineer (dogrusal) ba-
gimli midir?
8 -4
=32+#0
2 3

oldugundan dogrusal bagimsizdir.

Ornek: R? de A = (5,3), B = (=10, 4) vektorleri dogrusal bagiml mi-
dir?



www.matematikl.com 12

5 -2
-10 4
oldugundan dogrusal bagimhidir.

Ornek: R3 de A = (2,a—1,0), B =(b+3,1,5) ve C = (2,4,0) vektor-
leri lineer (dogrusal) bagimh olmasi i¢in a ne olmahdir?

2 a-1 0

Cozim: 3 1 5=0
2 4 0
10a—-50=0
a=>5

8.4. Sonug: Vektorlerden biri digerinin lineer birlesimleri olarak yazi-
labilirse, vektorler lineer bagimhdir.

Ornek: X, X,,X; vektorleri igin X; = a,X; + a,X; yazahm. Iki yana —x;
ekleyelim.

0=a,%, +a,%; —X;
a,; = a, = 0 olabilir, ancak —1 # 0 oldugundan a; = —1 # 0 yazlabilir ki ta-
nima gore vektorler lineer bagiml olurlar.

8.5. Sonug: {X;,X,, ..., X} vektorler kiimesinin bir alt kiimesi lineer ba-
giml ise, bu vektorler de lineer bagimh olurlar.

8.6. Sonug: {X;,X,, ..., X} vektorler kiimesi lineer bagimlisiz ise, bunun
herhangi bir alt kiimesi de lineer bagimsiz olur.

8.5. Teorem: R" de en az n + 1 tane vektor daima lineer bagimhdir.

Ispat: R" de k > n olmak iizere k, sayida X;,X,, ..., X, vektorleri verilsin.
a,, a,, ..., 3 skalerler olmak tlizere,

a,%; +a,%, + -+ aX, =0 (1)
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olacak sekilde denklemin a bilinmeyenlerine gére ¢6ziimiinii arastiralm. R"
de X; (i= 1, 2, ..., k) vektoriinii bilesenleri tiiriinden

X, = (Xi1 Xigs 2 Xin)
olarak yazalim. Simdi (1) denkleminde her vektori bilesenleri tiiriinden ya-
zarsak,

a3 (X11, X125 s X1n) 35 (Xp1, Xp2, )Xo ) + 0 F A (Xig, Xiez) +o05 X))

= (0,0, ...,0)

veya

(a1Xqq + 5%y + - FagXyy ) + (arXgp + axXp, + o+ agXyp) + o+

(agXqp T a,X,, + -+ X, ) = (0,0, ...,0)

olur. Simdi iki sirali n-linin esitligini ve a,, a,, ..., a; lerin bilinmeyenler oldu-
gunu gozonlne alarak, asagidaki k bilinmiyenli n denklemden olusan homojen
lineer denklem sistemini elde ederiz.

a;Xq T A%y + oot agx =0

a1Xqy T A%y, + oo+ Xy, =0

ApXqy + X, + o arX, =0
Burada k > n bilinmeyen sayisi denklem sayisindan fazla oldugundan sistemin
katsayilar matrisinin ranki bilinmeyen sayisindan kiiciiktiir. Bu nedenle daima
sifirdan farkl bir ¢éziimii vardir. O halde, verilen k sayidaki x;, X, ..., X, vek-
torleri kiimesi R" de lineer bagimlh bir kiimedir. //

Bu teoreme gore 6rnegin, R*® deki 4 veya daha fazla, R* deki 5 veya da-
ha fazla vektor lineer bagimhdir.

Ornek: R® de e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e; = (0,0,1) vektdrlerine
standart birim vektorler denir. R?® deki standart birim vektorler lineer bagim-
s1z midir?

Cozim:
c,e,+c,e,+c;e5=1(00,0)
c,(1,0,0) + c,(0,1,0) +c5(0,0,1) = (0,0,0)
(¢, ¢;,¢3) = (0,0,0)
buradan
¢, =c¢c,=c;=0
olur.

8.6. Teorem: Basamak bigimindeki bir matrisin sifir olmayan satirlari
lineer bagimsizdir.
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Ispat: Basamak bicimindeki bir matrisin sifir olmayan satirlar
{vy,v,,..,v,} olsun. {v,v,, ..., v, } kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu goste-
recegiz. Varsayalm Ki, {v,, v,, ..., v, } kiimesi lineer bagiml olsun. Bu durumda
vektorlerden biri digerlerinin lineer bilesimi olarak, 6rnegin, v, kendinden
sonra gelenlerin bir lineer bilesimi olarak yazilir.

V; =a,v, +azvy +--+a,v, (1)
Burada v, in i bileseninin sifir olmayan ilk bilesen oldugunu kabul edelim.
Vi, Vy, ..., V, vektorlerinin olusturdugu matris, basamak biciminde oldugundan
V4, V,, ..., V, vektorlerinin i. bilesenleri sifirdir. Bu durum, (1) esitliginde v, in i.
bileseninin sifir olmamasi ile celisir. O halde {v,,v,,...,v,} kiimesi lineer ba-
gimsizdir.

Ornek: R iizerinde 2 X 2 tipindeki matrisler kiimesi M,,, nin matris
toplami ve skaler ile matris ¢arpimina gore vektor uzayr oldugunu biliyoruz.
A B,CeM,,,

11 -1 0 1 3
A= , B= ,C=
01 1 1 2 0
vektorlerinin lineer bagimh olup olmadiklarmni arastiriniz.

Cozim: a;A+ a,B +a;C = 0 olsun.
11 -1 0 1 3] |0 0
a, +a, +a, =
01 1 1 2 0] |0 O
a, :;11+—a20+a3 3a3:00
0 a, a, a, 2a, O 0 0
a,—-a,+a; a;+3a;| |0 O
a,+2a, a, +a, 10 0
iki matrisin esitliginden
a, —a,ta;=0,a,+3a;=0,a, +2a;=0,a, +a, =0
homojen lineer denklem sistemi ¢oziiliirse;

a, =a, =a; =0
sifir coziim elde edilir. O halde A, B, C matrisleri lineer bagimsizdir.

VEKTOR UZAYININ TABANI ve BOYUTU

8.6. Tanim: V vektor uzaymdaki A_l), Kz)» . A_I; vektorleri
i) V'yi liretiyor (geriyor, doguruyor)
ii) ve lineer bagimsiz iseler

—_—

(A,,A,,...,A} kiimesine V'nin tabani denir.
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{e,, e,} kiimesi R? nin, {e,, e,,e,} kiimesi R? {in birer tabanidir. Bu ta-
banlara R? ve R3 iin temel tabani denir.

Ornek: A = {(2,—1),(1,0)} kiimesinin
a) R? vektor uzaymin bir tabani oldugunu gosteriniz.
b) (2, 4) vektoriinii A tabanina gore ifade ediniz.

Cozim: a) 0 ‘:Z;t 0 oldugundan vektorler dogrusal bagimsizdir-

lar. A kiimesi R? nin bir tabamidir.

b) (2,4) = a(2,—1) +b(1,0)
(2,4) = (2a+ b,—a)
a=4ANb=10
elde edilir.

Ornek: {(2,1,0),(0,—7,4),(1,—3,2)} kiimesi R3 {in bir taban1 midir?

2 1 0
Coziim: 0 -7 4{=0 oldugundan vektorler dogrusal bagimhdir. Li-
1 -3 2

neer bagimh tli¢ vektér R® de taban olusturamaz.

Ornek: A = (=2, 3),§ = (1,1) vektorleri R? de bir taban belirtirler mi?

Cozim: a)

-2
1 1‘ =—2-3#0 lineer bagimsizdirlar.

b)X =a,A +a,B
X=a,(—2,3)+a,(1,1)
(x1,%,) = (—2a; +a,,3a; +a,)

—2a; t+a, = xl}
3a; +a, =X,
sisteminde
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A A, 2x,43
al=_1_Ma2=_Az=_Xz_X1

A~ =5 5
oldugundan
%= 102 (21,3 + 2220 (41

yazilabilir ki, R? nin her X = (x,,X,) vektori A ve B nin lineer birlesimleri ola-
rak yazialbilir. Buna gore A ve B vektorleri R? yi tiretirler, o halde tabandirlar.

8.7. Sonug:
1. e; = (1,0) ve e, = (0,1) vektorleri R? nin temel tabanidir.

2.e,=(1,0,0), e, =(0,1,0) ve e; = (0,0,1) vektorleri R* nin temel
tabanidir.

Ornek: E = {1,x,x?} kiimesi P, (R) vektdr uzay1 i¢in bir taban midir?

Cozim: {1,x,x?%} kiimesi lineer bagimsizdir. Ciinkii kiimenin elemanla-
rindan higbiri digerlerinin lineer bilesimi seklinde yazilamaz.

{1,%,x%} kiimesi P,(R) kiimesini iretir. Gergekten, p(x) € P,(R) ise
aya,,3, € R icin p(x) =a,1 +a,x +a,x* dir. Boylece {1,x,x*} kiimesi hem
lineer bagimsiz hem de P, (R) yi gerer. O halde P, (R) i¢in bir tabandir. Bu ta-
bana P,(R) nin standart tabani denir.

{1, %, x%,x3} kiimesi P, (R) nin standart tabani,
{1,%,x2%,x3,x*} kiimesi P, (R) nin standart tabani ...
{1,%,x%,...,x"} kiimesi de P, (R) nin standart tabanidir.

8.7. Teorem: Sonlu sayida olan bir vektér uzayinin herhangi iki taba-
nindaki vektorlerin sayis1 aynidir.

Ispat: E = {X,,%,, ...,X,} ve F ={y,,¥,, ..., Vn} Kiimeleri V'nin farkl iki
tabani olsun. E ve F kiimeleri taban olduklari i¢in lineer bagimsizdirlar. E kii-
mesi bir taban ve F’'de lineer bagimsiz oldugu icin 8.6. Teorem geregince
m < n dir.
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Benzer sekilde, F taban ve E’de lineer bagimsiz oldugu i¢in n < m olur.
Boylece m = n elde edilir. Sonug olarak, sonlu sayida bir vektor uzaynin bir-
¢ok tabani vardir ve her tabandaki vektorlerin sayisi aynidir.

8.7. Tanim: Bir V vektér uzaymin herhangi bir tabanindaki vektoérlerin
sayisina V’'nin boyutu denir ve Boy V ile gosterilir.

Ornek: A = {(2,—1),(1,0)} kiimesinde R? vektér uzayinin boyutu ne-
dir?

Coziim: R? vektor uzayinda 2 tane vektor bulundugundan boyutu 2’ dir.

8.8. Sonug: Bir uzayin sonsuz sayida tabani bulunabilir. Ancak boyut
kesinlikle bir tek reel sayidir.

R nin boyutu 1 ise Boy R =1

R? nin boyutu 2 ise Boy R? = 2

R3 nin boyutu 3 ise Boy R* = 3

R" nin boyutu n ise Boy R" = n
dir.

Ornek: R iizerinde tanimh 2 x 3 tipindeki matrislerin vektér uzay:
M, icin

1 0 0] fo 1 0][o o 1]7[o o0 0o][o o o]0 0 O
0 0 ol’lo 0 ol'lo o o/'/l1 0 ol'lo 1 o|'l0O 0 1

vektorleri bir taban olusturur. Buradan boy M, ; = 6 oldugu gorulir. //

Buraya kadar sonlu boyutlu vektér uzaylarini inceledik. Sonlu boyutlu
olmayan vektor uzaylar1 da vardir. Bu tiir vektor uzaylari sonlu kiimeler tara-
findan tiretilemez.

Mesela, biitiin polinomlarin olusturdugu P(R) vektér uzayi, sonlu bo-
yutlu degildir. Ciinkii hicbir sonlu kiime P(R) yi liretemez.

8.2. Not: P(R) vektor uzayi ile P, (R) vektor uzaymi farkh farkh seyler-
dir, birbiri ile karistirmayniz!
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8.8. Teorem: V, n-boyutlu bir vektor uzayi ve E = {X;,X;, ..., X,, } kiimesi
de V’nin bir tabani olsun. Bu durumda V’deki her X vektorii tabandaki vektor-
lerinin bir lineer bilesimi olarak tek tiirlii yazilir.

Ispat: E kiimesi V vektér uzayi gerdigi icin V’deki her X vektorii E’'deki
vektorlerin bir lineer bilesimi olarak yazilir. Bu yazilisin tek tiirlii oldugunu
gosterelim. Varsayalim ki X vektori

X=a;X; + 3%+ +agX, (1)
X =byX] +byX; + -+ byX; (2)

seklinde iki tiirlii yazilsin. (1) ve (2) denklemlerini taraf tarafa ¢ikartalim.
0 = (a, — b)X; + (a, — b,)%; + - + (a, —b,)X,
elde edilir. E kiimesi lineer bagimsiz oldugundan
a,—b,=0,a,—-b,=0,..,a,—b, =0
a, =b;, a, =b,,..,a, =b,
olur. Bu ise V'deki her X vektorii tabandaki vektorlerinin bir lineer bilesimi
olarak tek tiirlii yazildigini gosterir.

Ornek: R? nin { (1, 2), (1, -1) } tabanmna gore (2, -5) vektdriiniin koor-
dinatlarini bulunuz.

Cozim: (2, -5) vektori tabandaki vektorlerin lineer bilesimi olarak ya-
zllabileceginden

(2,-5)=a,(1,2) +a,(1,-1)
olacak sekilde a, ve a, skalerleri vardur.

(2,-5) =(a; +a;,2a; —a,)
buradan a; = —1,a, = 3 bulunur. Boylece (2, -5) vektoriniin verilen tabana
gore koordinatlar1 -1, 3 olur.

R? nin standart tabanina gore (2, -5) vektoriiniin koordinatlarinin 2, -5
oldugunu goriintz.

8.9. Sonug: V, n-boyutlu bir vektor uzayi ve E = {x;,X,, ..., X, } kiimesi
de V’nin bir alt kiimesi olsun.

i) E kiimesi lineer bagimsiz ise V’'nin bir tabanidir.

ii) E kiimesi V'yi iiretirse, V’'nin bir tabanidir.

Ornek: R iizerinde tanimh 2 X 2 tipindeki matrislerin vektér uzayi
M,,., olduguna gore
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. 1 o|fo 1][1 1][1 -1 . . o
i) E= , , , kiimesinin M, icin bir taban
1 -1]|0 0]|0 2]|0 O

oldugunu

1 2]
ii) A€ M,,,, A:L’ . vektoriniin bu tabana gore koordinatlarini bu-

lunuz.

Cozim: i) Boy M,,, = 4 ve E kiimesinin eleman sayis1 da 4 oldugu i¢in
E’'nin sadece lineer bagimsiz oldugunu veya sadece M,,, yi iirettigini gormek
yeterli olacaktir. E'nin lineer bagimsizligina bakalim;

1 0 0 1 11 1 -1, |0 0
a, +a, +a, +a, =
1 -1 00 0 2 0 O 00
a,+a;+a, a,+a;—-a,| (0 0
a, —a, +2a, 1o 0
iki matrisin esitliginden,
a, ta;+a,=0,a,+ta;—a,=0,a, =0,—a;+2a;=0

bulunur. Buradan, a; =a, = a; =a, = 0 tek ¢oziim elde edilir. O halde E kii-
mesi lineer bagimsizdir.

ii) a,,a,, a5, a, skalerler olmak tizere,

1 2] 1 0 01 11 1 -1
=a, +a, +a, +a,
13 5] 1 -1 0 0 0 2 0 O
lineer bilesimini yazalim.
1 2] |a,+a;+a, a,+a,-a,
3 5]
iki matrisin esitliginden

a, —a, +2a,

1 2
bulunur. Buradan a, = 3,a, = —8,a; = 4,a, = —6 ¢ikar. O halde 3 & vek-
torlniin verilen tabana gore koordinatlari (3, -8, 4, -6) dir. //

Bundan bdyle, n-boyutlu bir vektér uzaymnda n tane vektoriin taban
olusturup olusturmadigini kontrol etmek icin bu vektorlerin sadece lineer ba-
gimsizligini veya sadece vektor uzayini trettiklerini aramak yeterlidir.

Ornek: R? icin bir taban bulunuz.
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Coziim: Boy R? = 2 oldugu icin R? deki lineer bagimsiz herhangi iki
vektor daima bir taban olusturur.

{(1,D),(1,0},{(-1,2),(1,0)},{(3,5),(1,2)}

kiimelerinin herbiri R? i¢in bir tabandur.

Ornek: R? icin bir taban bulunuz.

Coziim: Boy R3® = 3 oldugu icin R* deki lineer bagimsiz herhangi ti¢
vektor daima bir taban olusturur, buna gore,

{(1,0,3),(0,2,1),(1,3,0)}
kiimesi bir tabandir.

Ornek: E = {x + 1,x2,x? + 1} kiimesi P, (R) i¢in bir taban midir?

Cozim: Boy P,(R) = 3 oldugundan verilen 3 vektoriin lineer bagimsiz-
higin1 aramak yeterli olacaktir.
a,(x+ 1) +a, x¥*+a;,x*+1)=0
(a, +az;)x*+a;x+(a; +a;) =0
bir polinomun sifir polinom olmasi icin her teriminin katsayisi sifir olmahdir,
a,ta;=0,a;,=0,a;, +a; =0
a; =a, =a; =0
bulunur. O halde E kiimesi P, (R) i¢in bir tabandir.

Ornek: D : P,(R) - P,(R)
i) Cek D ve Gor D yi bulunuz.
ii) Cek D ve Gor D igin birer taban yaziniz.

Cozum:

Cek D = {p(x) € P;(R) | D(p(x) = 0}
= {p(x) = a, + a,;x + a,x% + a;x> € P,(R) | a; + 2a,x + 3a;x? = 0}

a, + 2a,x + 3a;x? = 0 Polinom 6zdesliginden a, = a, = a; = 0 dir. Buna gore
Cek D = {p(x) = a, |a, € R} sabit polinomlarin kiimesidir. Cek D, P;(R) nin
bir alt uzayidir ve Boy Cek D = 1 oldugu goruliir.

Gor D € P,(R) dir.
Gor D = {p(x) = a; + 2a,x + 3a;x% € P,(R) | a,,a,,a; € R} dir.
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Gor D kiimesi P,(R) nin bir alt uzayidir. Ashinda Gér D = P,(R) dir, do-
layisiyla bir taban {1, x,x?} kiimesidir. Buradan Boy Gér D = 3 tiir.

8.9. Teorem: T : V — W bir lineer doniisiim olsun. Eger V sonlu boyutlu

ise,
Boy V= Boy Cek T + Boy Gor T
dir.
Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.
Ornek: T: R® > R
T(x,y,z) =x+ 2y + 3z
verilsin.

i) Cek T, Gor T igin birer taban yaziniz.
ii) Boy Cek T, Boy Gor T yi belirtiniz.

Coziim: i) Cek T = {(X4,X,,X3) € R® | T (%Xy,X,,%3) = 0}
Cek T = { (x4,X,,%X3) € R | x; + 2%, + 3%, = 0}

Cek T = { (Xl,xz,—ﬁ%zxz) € R3|x,,x, € ]R{}

bulunur. Cek T i¢cin bir taban bulalim.
X, =1,% = 0iginx; = — 5 ve (1,0,~5) € Cek T
x; =0,x, = 1licinx; = — gve (0,1,—%) € Cek T
ve cekirdegin herhangi bir elemani

<X1,X2, — §]+3—2X2> =X, (1, 0,— %) + X, (0, 1, —%)

yazilabildiginden,

{(1.0-3).(0.1-3))
kiimesi Cek T yi liretmektedir. Boylece {(1,0, — %) , (0,1, - %)} kiimesi Cek T
icin bir tabandir. Bu ise Boy Cek T = 2 oldugunu gosterir.

@ # T(R?) € R oldugundan Boy T(R?) = 1 dir. Boylece;
Boy R® = Boy Cek T + Boy Gér T
3=2+1
esitligi elde edilir.

Ornek: T : R* - R3
T(x,y,z,u) = (xX+y,z+ux+2z)
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lineer doniisiimii verilsin.
i) Gor T, Cek T yi bularak birer taban yaziniz.
ii) Boy Gor T, Boy Cek T yi belirtiniz.

Cozim:
i) Gor T = T(R*)
= {T(x,y,zu) | X,y,2u) € R*}
={(x+y,z+ux+z)|xYyzu€R}
dir. (x+y,z+ u,x +z) € Gor T vektorini
(x+y,z+ux+1z)=x(1,01)+y(1,0,0)+z(0,1,1) + u(0,1,0)
seklinde yazabiliriz.
(1,0,1),(1,0,0),(0,1,1),(0,1,0)
vektorlerinin kiimesi lineer bagimhdir (R3? teki 4 vektor). Satirlar1 bu vektor-
ler olan matrisi yazarak basamak bicime indirgeyelim. Boylece Gor T yi geren
lineer bagimsiz kiimeyi, yani Gor T nin bir tabanini bulmus oluruz:

10110 1][1 01
10 0[ |00 -1/ [0 11
01101 1|00 1
010/ ]00 -1 |00 0

bulunur. O halde {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1} kiimesi Gor T yi geren lineer ba-
gimsiz kiimedir. Bir baska deyisle Gor T nin tabanmidir. Buradan Gér T = R3
olur ve boy Gor T = 3 tiir.

Cek T = {(x,y,zu) € R* | T(x,y,2z,u) = 0}

T(x,y,zu) = (x+yz+ux+z)=(000)

x+y=0,z+u=0,x+z=0
sistemin katsayilar matrisinin ranki 3, bilinmeyen sayisi1 4 oldugundan 1 ba-
gimsiz degiskene bagh ¢6ziimleri vardir. Bagimsiz degisken u alinirsa u’ya bag-
li ¢ozlimler X =u,y = —u,z = —u olur.

CekT={(u,—u,—u,u) |[ue R} = {u(1,—-1,-1,1) |Jue R}
bulunur. Buna goére {(1,—1,—1,1)} kiimesi Cek T nin bir tabanidir. Buradan
Boy Cek T = 1 dir. Boylece

Boy R* = Boy Gor T+ Boy Cek T

4=3+1
esitligi elde edilmis olur.

8.10. Teorem: T: V — W bir lineer déniisiim olsun. E = {X;,X;, ..., X, }
kiimesi V icin bir taban ve X, V'deki herhangi bir vektor ise

T(x) € LH{T(X,), T(X), -, T(X)})
dir.
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Ispat: X € V olsun. E = {X;,X,,...,X,} kiimesi V'nin bir tabani oldugun-
dan a, a,, ...,a, € R olmak tlizere,

X=a;X; +a,x; +-+aXx,
dir. T lineer oldugundan

T = T(a,%; +a,%; + = +a,%;)

= a,T(X) + 3,T() + + + 2, T(%) € LUTE), T(5), -, TEDY)

O halde, T : V- W lineer doniisiim ise V'nin her X vektoriiniin T (X) goriuntisi
V’nin bir tabanindaki vektorlerin goriintiilerinin bir lineer bilesimidir. Bu ne-
denle, bir lineer doniisiim icin bir tabandaki vektorlerin goriintiilerinin veril-

mesi yeterlidir.

Ornek: T : R? - R? lineer doniisiim olsun.
T(1,0) =(1,2),T(1,1) = (3,—-1) ise T(x,y)
yi bulunuz.

Cozim: {(1, 0), (1, 1)} kiimesinin R? icin bir taban oldugunu asikardir.

(%, y) vektorii bu tabandaki vektorlerin bir lineer bilesimi olarak yaza-
Iim.
(x,y) =a(1,0) + b(1,1)
(x,y) = (a+b,b)
a+b=xb=y
bulunur. Buradan a = x — y,b = y olur.
xy)=E-y)(1,0)+y(1,1)
T lineer oldugundan
Txy)=E-y)TQ,0+yT(1,1)
Ty =x-y) 1,2)+y@G-1)
T (xy) = (x=y,2x—2y) +(3y,-y)
T (x,y) = (x+ 2y,2x — 3y)
bulunur. Buradan;
T(4,5)=(4+25,2-4—-3-5) = (14,-7)
olur.

BiR MATRISIN SATIR VE SUTUN UZAYLARI

8.8. Tanim:
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d;;  dgp Ay a,

Ay Ay Ay a,
A=la; a; a s,

aml amZ a : amn_m><n

L m3
seklinde verilen A = [a--] matrisinin satirlary,
Udmxn

X; = (a;1,a55,°*,a4y)
X, = (831,852, Azy)

Xm = (amll Amzs", amn)

8.9. Tanim: R" vektor uzayindaki vektorler olarak distniiliirse,

{x,, X5, ..., Xy} kiimesi, R" nin bir alt uzaymn iiretir. Bu alt uzaya A = [ai]-] y
mXn

matrisinin satir uzay1 denir. R™ vektor uzayindaki vektorler olarak diisiinii-
lurse, {y;,y,,...,y,} kiimesi, R™ nin bir alt uzaymi gerer. Bu alt uzaya da
A= [ai]-] matrisinin siitun uzay denir.

mXxXn

2 -1 1 4
Ornek: A=|3 8 2 5
4 0 6 3

A matrisinin satir vektorleri
(2,-1,1,4),(3,8,2,5),(4,0,6,3)
dir. A'nin satir uzay1 R* deki bu 3 vektoriin gerdigi uzaydir. Daha énce gordii-
gumiz gibi bu 3 vektériin gerdigi satir uzayi
L{(2,-1,1,4),(3,8,2,5),(4,0,6,3)}
dir. A nin siitun vektorleri

21(-1||1]|4
31,| 8 |25
411 01|63

dir. A nin siitun uzay1 da R3 deki bu 4 vektdriin gerdigi uzaydir. Bu siitun uzay1
L{(2,3,4),(—1,8,0),(1,2,6), (4,5,3)}
dir.

8.10. Sonug: i) A matrisinin herhangi iki satirin1 kendi aralarinda de-
gistirdigimizde A’'nin satir uzay: degismez.



www.matematikl.com 25

ii) A matrisinin herhangi bir satirini sifirdan farkh bir sayi ile ¢arptigi-
mizda A’'nin satir uzayi degismez.

iii) A matrisinin herhangi bir satirini sifirdan farkh bir sayi ile ¢arpip,
diger bir satirina ekledigimizde A’nin satir uzay1 degismez.

O halde A matrisine sonlu sayida ilkel satir islemleri uygulandiginda
A'nin satir uzaymin degismeyecegi agiktir. llkel satir islemleriyle A’dan elde
edilen basamak matrisinin A'nin bir denk matrisi oldugunu biliyoruz.

8.11. Sonug: A = [ai]-] , B= [bi]-] matrisleri denk matrisler ise
mxn mxn
bunlarin satir uzaylari birbirine esit olacagindan A = [aij] 5 matrisi verildi-
mxn
ginde bunun basamak bi¢imi B = [bi]-] y ise A ve B matrislerinin satir uzayla-
mXxXn

r1 esittir. Ayrica basamak matrisin sifirdan farkh satirlari, satir uzayi icin bir
taban olusturur. Bu ayni zamanda R" de verilen vektorler tarafindan liretilen
(olusturulan) alt uzay icin taban bulma yontemidir.

Ornek: E = {(1,2,—1,-6),(3,—1,2,11),(2,5,— 4,—20)} kiimesinin
tirettigi R* {in V alt uzayi i¢in bir taban bulunuz.

Cozim: E kiimesinin trettigi V alt uzayi, satirlar1 E’deki vektorler olan
A= [aij]3><4 matrisinin satir uzayidir. Bu satir uzayi icin bir taban arayalim. Bu

tabani bulmak icin;

i) Satirlar1 verilen vektorler olan matris olusturulur,

ii) Bu matris, ilkel satir islemleri ile basamak bicime indirgenir,

iii) Basamak matrisin sifirdan farkl olan satirlary, V alt uzayi i¢gin bir ta-
bandir.

Buna gore satirlari verilen vektorler olan matris
1 2 -1 -6
A={3 -1 2 11
2 5 -4 -20
olur. Bu matrise ilkel satir islemlerini uygulayarak basamak bicime indirgeye-
lim.
1 2 -1 -6
B=0 1 -2 -8
00 1 3
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bulunur. A ve B matrislerinin satir uzaylar1 ayni oldugundan B’nin sifirdan

farkh satirlari, A matrisinin satir uzayi i¢in bir taban olusturur, yani,
{(1,2,-1,-6),(0,1,-2,-8),(0,0,1,3)}

kiimesi R* {in V alt uzay: icin bir tabandir. Ayrica satir uzaymin boyutu

Boy V = 3 tiir.

8.10. Tanim: A = [aij] matrisinin satir uzaymin boyutuna A’nin sa-
mxn
tir ranki, stitun uzaymin boyutuna da A'nin siitun ranki denir.

1| 2 -1|| -6
Ornek: R3 teki |3|,|-1|,| 2 || 11 | vektdrlerinin iirettigi V alt uzay
2115 (|—-4]]|-20
icin bir taban bulunuz.

Cozim: Bunun icin satirlari verilen vektorler olan matrisi olusturalim:
1 3 2

2 -1 5

-1 2 -4
-6 11 -20

ilkel satir i;lemleri ile basamak bicime indirgeyelim:
1 3 2

01 -1/7
00 1

0 0 0

C ve D matrislerinin satir uzaylari1 aynidir. D nin sifirdan farkl satirlari, C'nin
satir uzayl i¢in bir taban olusturur, yani, {(1,3, 2),(0,1,—1/7),(0,0, 1) } kiime-
si R® iin V alt uzayi icin bir tabandir. Ayrica satir uzayinin boyutu BoyV = 3
tar.

C=

D=

8.11. Teorem: Bir A = [aij] matrisinin satir ranki ve stitun ranki
mxn
birbirine esittir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.
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8.12. Teorem: R" de {v;,V,, ..., v,} gibi verilen n tane vektoriin lineer
bagimsiz olup olmalar i¢in

a;; Ay vt Ay
a a oo a
12 22 2
ST E
aln a2n ann
olmahdir.

Ispat: R" de {v;,V,,...,V,} vektorlerinin kiimesi E olsun. E kiimesinin
lineer bagimsiz olmasi i¢cin

— e —
a;v; +a,v, +--+a,v, =0
esitliginin ancak a; =a, =--a, = olmasiyla saglandigim1 biliyoruz.
—_— — e n:.:
Vi, Vy, .., v, € R icin
vy = (ayp,a5,°,ay,)

V, = (3y1,85, ", ag,)

Vh = (anl' Anz ann)
olsun.
a;v; +a,v, +--+a,v, =0
esitliginde her vektorii bilesenleri tiirtinden yazarsak,
aj(agg, a5y, a5) +a,(az1,85, 0 ,85,) + o+ a5 (@ng,8pp, 0, 8y) =0
burada a,, a,, ..., a, ler bilinmeyenler olduguna gore,
a;;a; +aza, +--+apa, =0

a;p,a; +a,,a, +-+aya, =0
homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Sistemin tek ¢éziimiiniin sifir ¢6-
zUm olmasi icin katsayillar matrisinin determinantinin sifirdan farklh olmasi
gerektigini biliyoruz. O halde v;,V,, ..., v, vektorlerinin lineer bagimsiz olma-
lar1 igin

d;;p Ay Ay
a a e a
12 22 2
Y / M0
a1r1 a2n arm
olmaldir.

Ornek: (1, 2,5), (1, 2, 4), (3, 1, 2) vektorlerinin lineer bagimsiz olup
olmadigini arastiriniz.
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Cozum:
5
4=-5%#0
31 2
oldugundan verilen vektorler lineer bagimsizdir.

1 2
1 2

ORTOGONALLIK ve ORTONORMAL KUMELER

8.11. Tanim: V i¢ carpim ve A, B € V olsun. Eger A-B=0iseAve §ye

ortogonal (dik) vektorler denir. Iki vektdr arasindaki ac,
cos 0 = ﬁ—B_,
[A]IB]
ifadesinde cos 6 = 0 ise A ve B ortogonal vektorler, cos 6 =+ 1 buna gore
A-B= i”K” ||§|| ise A ve B vektorleri paralel vektorlerdir.

Ornek: A = (2,3) ve B = (-3, 2) vektorleri icin
A-B=(23):(-32=2(-3)+3-2=0
oldugundan vektorler ortogonaldir.

8.12. Tanim: V bir i¢ ¢carpim uzayl. E c V olsun. E icindeki farkl her
vektor cifti ortogonalise E ye ortogonal vektor kiimesi denir. Ayrica ortogonal
E kiimesindeki her vektdriin uzunlugu 1 ise E’ye ortonormal bir kiime denir.

Ornek: A = (1,0,3),B =(0,2,0) veC = (=3,0,1) vektorlerinin orto-
gonal oldugunu gosteriniz ve ortonormal kiimeyi bulunuz.

Cozim: A-B = (1,0,3)-(0,2,0) =0
B-C=(0,20)-(=3,0,1)=0
C-A=(-3,0,1)(1,0,3)=0

0 halde A, B, C vektorleri ortogonal vektorlerdir. Su halde;
{(1,0,3),(0,2,0),(-3,0,1)}

kiimesi de ortogonal kiimedir. Simdi A B,C vektorlerinin birim vektdrlerini
bulalim.

2]l =/(1,0,3)(1,0,3) =V1+ 0+ 9 =10

i_ 1 (L .3
A=1150.0.39) = (735.0.%)
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A nin birim vektordiir. Benzer sekilde,

=

5 1 1 -3 .1
B=5(0,20)=(0,10), C=-—-—(-3,01 =<—,o,—)
5(0,2,0) = (0,1,0) o C ) =750 75

birim vektorlerdir.
{(L Oi) 010 (—_3 OL)}
ml ) m ) ( ) ) )I m ) ) \/1_0

kiimesi ortonormal bir kiimedir.

8.13. Teorem: V, n boyutlu i¢ carpim uzayi olsun. V'de sifirdan farkh
ortogonal vektorlerin E = {x7,X,, ..., X, } kimesi lineer bagimsizdir.

Ispat: E = {X],X;, ...,X,} V icinde ortogonal bir kiime olsun.
<X,X, >=0,i#]j, Lj=1,2,...,n
dir. Simdi,
a;x; +a,x, +--+a,x, =bise,1 <i<nigin < x;,0 >
oldugundan
0 =<xpa,X; +a,X, +--+ayx, >
=a; <X;,X; > t+a, <X;,X, > +...+a, <X, X, >
=a; 0+a, 0+...+a; <x;,X; > +a, -0
elde edilir.

X; # 0 oldugu i¢cin a; = 0,i =1,2,...,n dir. Buna gore E kiimesi lineer
bagimsizdir.

8.13. Tanim: V, n boyutlu bir vektér uzay: olsun. V’de sifirdan farkh
)—(_1’, X5, ..., X, vektorleri ortogonal ise bu vektorlerin kiimesi V i¢in bir ortogonal
tabandir. Eger X3,X,, ..., X, vektorleri ortonormal ise bu vektorlerin kiimesi V
icin bir ortonormal tabandir.

Ornek: E = {(0,2,5),(—2,1,0),(1,0,1)} vektér kiimesi R? {in ortogo-
nal bir tabani midir?

Cozim: Bir vektor uzayi icin ortogonal taban olmas1 demek tabandaki
vektorlerin ortogonal olmasi demektir.
E={(0,2,5),(-2,1,0),(1,0,1)}
kiimesi R? i¢cin bir tabandir (R? te lineer bagimsiz ii¢ vektor). Bu tabanin orto-
gonal olup olmadigini arastiralim:
<(0,2,5),(-2,1,0)0>=0.(-2)+2.1+5.0=2+%0
oldugu icin E kiimesi R? iin bir ortogonal tabani degildir.
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Ornek: E = {x,1 + x} kiimesi P, (R) nin ortogonal bir taban1 midir?

Cozum: E kimesi P, (R) i¢in bir tabandir. Ortogonal taban olmasi i¢in
E’'nin ortogonal bir kiime olmasi gerekir, buna goére
<x,14+x>=0

olmaldir.
h h 1, 1, 5
<X,1+X>=IX(1+X)dXII(X+X2)dX=—X2+—X3=—¢0
J ) P

oldugundan E kiimesi P, (R) nin ortogonal bir tabani degildir.

8.14. Teorem: V, n boyutlu bir i¢ carpim uzayr olsun. V’'nin bir
E = {X;,X;, ..., X, } taban1 ortonormal bir tabana déniistiiriilebilir.

Teoremin ispati okuyucuya birakilmistir. //

Sonlu boyutlu V vektor uzaynin, herhangi bir tabanindan yararlanarak
bir ortonormal tabanini bulmak icin izlenen yonteme Gram - Schmidt orto-
normallestirme yontemi denir. E = {X;,X,, ..., X,,} kiimesi V nin herhangi bir
tabani ise E kiimesini, Gram - Schmidt ortonormallestirme yontemini kullana-
rak V icin ortonormal bir taban bulalim:

E = {X],X;, ..., X, }, V'nin bir tabani olmak tizere

i) y; = x; alahm.

i)y =% - <Xn¥1> —  <Xn¥p> . < Vg1~ —
Yn n <y—1)’y—1>> Y1 <T2‘75> Y2 <yn_ 1’y—r1— £> Yn—l

denkleminden sirasiyla y3,y,, ..., v, vektorleri bulunur. {y;,y,, ...,¥,} kiimesi
V'nin ortogonal bir tabanidir.

iil) y7,¥,, ..., ¥, vektorlerinin birim vektorleri sirasiyla z;,z,, ..., z, ise
S = {z;,Z,, ..., Z, } kiimesi V'nin bir ortonormal tabanidir.
Ornek: Gram-Schmidt ortonormallestirme yontemiyle R? icin bir orto-

normal taban bulunuz.

Coziim: R3 iin herhangi bir tabanini alalm:
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E=1{(1,1,1),(1,0,2),(1,2,3)} kiimesi R? icin bir tabandir (Neden?).
y; =%, = (1,1,1) alalim.

S _ <%¥1> <(1,0,2),(1,1,1)>

Ya =¥~ <y*y*> yi = <(L,L,1),01L,11)>

y; =(1,0,2) —§(1, 1,1)=(0,-1,1)

=(1,0,2) — (1,1,1)

=Xy T R y——
Y3 2 <y1’y1 > Y1 <y2’y2> YZ

C<(123),(L,L1)> ~
<aiiains &L

= (1,2,3) ~2(L,1,1) -2 (0,-1,1)
11
=(1,2,3) - (22,2 - (0-5,5)
11
=(-1.-3.3)
. T INY poe o .

Boylece, {(1,1, 1),(0,—-1, 1),(—1, — E’E)} kiimesi R* icin ortogonal bir taban-
dir. Bu tabanin bir ortonormal taban olmasi i¢cin her vektoriin birim vektori

<(1,2,3),(0,—1,1)>
<(0—1,1),(0—1,D>

(0,—1,1)

=(1,2,3)

1 1 2 11
bulunur. ﬁ(l' 1,1), F(O -1, 1),F(—1,—E,E) vektorleri sirasiyla
(1,1,1),(0,—-1,1), (— % %) vektorlerinin birim vektorleridir. Dolayisiyla

EE )

kiimesi R? i¢cin bir ortonormal tabandir.

Ornek: P, (R) nin {1, 2 + x} tabamm kullanarak P, (R) i¢in bir ortonor-
mal taban bulunuz.

Cozim: {1,2+x} kimesi P;(R) nin bir tabani olduguna gore
y; = X, = lalalm.

7= — X V1> o <z+x1>

N I <y—>y—1>>Y1 2+x 1

<1,1>
2+x)d
—24x fo( x)dx —1+X
deX 2

{1, —% + X} kiimesi ortogonal bir tabandir.

— % + x vektoriinin birim vektorini bulalim.
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|3+l = [CE) (3
- (o)

= —V/3+ 2V/3x
{1, —V/3 + 2+/3x} kiimesi ortonormal bir tabandur.

DOGRULTMAN VEKTORU ve DOGRULTMAN KOSIiNUSLERi

8.14. Tanim: ax + by + ¢ = 0 dogrusunda,
A = —bi+ajveya B = bi — aj
vektorlerine dogrultman vektorleri denir. Benzer sekilde ax + by +cz+d =0
dogrusu icinde tanimlanir.

Ornek: 3x+ 2y —1 = 0 dogrusunun dogrultman vektdrii arasindaki-
ler hangisidir?

Coziim: A = —27+ 3jveya B = 21— 3j

Ornek: d : 2x — 5y + 3 = 0 dogrusuna paralel ve dik iki vektor bulu-
nuz.

Coziim: a= 2veb= —5 olup A = 57 + 2] vektori dogrunun dogrult-
man vektoridiir. A//d yazilabilir. B = 27 + 5] vektorii dogrya dik vektordiir ve
B 1 d yazlabilir.

8.15. Tanim: Bir uzayda A = (a,,a,, a;) vektori verilsin.
21 cos B =22, cos y = 3
|A A Al

cos a = TA]
olmak tlizere cos a, cos 3,cos y say1 li¢liisiine dogrultman kosintisleri denir.
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A ile ayn1 yondeki birim vektor 7= | bllesenlerlne sahiptir.

Dogrultman kosintisler icin,
X2 +y2+ 24

/x1+y +Z1

cos?a + cos?B+ cos?y = =1
esitligi vardir.

Bu durumda bize gosteriyor ki sifirdan farkli olan her vektér kendi
dogrultu ve yoniinde bir birim vektore sahiptir.

Yukaridaki tanima gore diizlemde bir A vektoriinii tanimlayip, dog-
rultman Kkosiniisleri;

4y
Agbeecc e o F
A !
8 !
0 3, X
A =0P = (a,a,)
A = /a? +a2
Dogrultman kosiniisleri cos a = j.,]—, sin a = sekhndedlr.




www.matematikl.com 34

Ornek: A = (2,—2,1) vektdriiniin dogrultman kosiniislerini bulunuz?

Cozim: ||&|| = 22+ (-2)?+ 12 =V9 =3
2 a 1
7 COS B = ==

|l 3

cosa=”—%lﬂ=3, cosy=

& _ 2
(Y

elde edilir.

Ornek: A = (1,v/3) vektdriiniin biyiikligiini ve dogrultman kosiniisle-

rini bulunuz?

olur.

Cozim: & = ,/12+\/§2 =2

_a _3

3 _1
cos o = =5,C0S 3 =% =
|&] - 2

|al-

Ornek: A = (-5,1,2) vektoriiniin dogrultman kosiniislerini bulunuz.

Cozim: ||K|| =/(=5)2+1+22 = V30

5 a 1 a 2
cosa= |\K|| V30 cos B IA| V30’ cosy IA| V30
HIiPERDUZLEM

8.16. Tanim: R" de P(a,,a,, ..., a,) noktasi verilmis olsun.
a;X; +a,x, +--+ax, =b

lineer denklemi saglayan X(x,,X,, ...,X,) noktasinin kiimesine H hiperdiizlem

denir.

Ozel olarak R? de hiperdiizlem bir dogrudur ve R? de hiperdiizlem bir

diizlemdir.

P,Q € H olmak tizere herhangi PQ dogru parcasmnin U normal vektorii-

ne dik (ortogonal) olmasi gerekir.
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R" de P(aa,,..,a,) noktasindan gecen ve sifirdan farkh U =
(uy,uy, ..., u,) vektori yoniinde olan bir L dogrusu
X, = a; +uyt
X, =a, + u,t
X=P+tuveya{ > z z

X, =a, tu,t
ifadesini saglayan X(x,, X,, ..., X, ) noktalarindan olusur, burada t parametresi
biitiin reel sayilari tarar.
\Ak

P+ by

x— fu
L

Ornek: R* de P(1, 3, —4,2) noktasindan gecen ve U = (4,—2,5, 6) vek-
torlt normal (dik) olan H hiperdiizlemini diisiinelim. Bunun denklemi
4x — 2y + 5y + 6t =Kk
biciminde olmalidir. Bu denklemde P’nin koordinatlar1 x,y,z yerlerine yazilir
ve

2
-

4:-1-2-3+5(-4)+6-2=k
k=-10
elde edilir. Boylece H'nin denklemi, 4x — 2y + 5y + 6t = —10 dir.

Ornek: R* de P(1,2,3,—4) noktasindan gecen ve u = (5,6,—7,8) vek-
toru yonunde olan L dogrusunu diisiinelim. L’nin bir parametrik gosterimi;
X, =1+5tx,=2+6tx;=3-7t,x, =—4+8t
(1+5t2+6t3—7t—4 +8t)
t = 0 bize P noktasinin L iizerinde olmasi gerektigini belirtir.
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Ornek: R* de P(3,-2,1,—4) noktasindan gecen ve u = (2,5,—6,—2)
vektoriine dik olan H hiperdiizleminin deklemini bulunuz.

Coziim: H hiperdizlemi U ya normal (dik) oldugundan 2x + 5y — 6z —
2t = k denklemine sahiptir. P'yi bu denklemde yerine yazarak k = —2 buluruz.
Boylece H'nin bir denklemi 2x + 5y — 6z — 2t = —2 olur.

Ornek (Tiiketicinin Biitce Denklemi): Bir tiiketicinin gelirini Y ile
ifade edelim. Tiiketicinin bilitce denklemi, onun her maldan tiikettigi miktarla-
rin parasal degerlerinin toplaminin, gelirine esit oldugu noktalardan olusan
kiimedir. Fiyatlar eksi olmayan sayilar oldugundan a > 0,, a € R" dir, x € R"
da, tiiketicinin her bir maldan tiikettigi miktarlar1 gostersin. O halde biitge
denklemi

{xeR": (a,x) =Y,a€ R"}
hiperdiizlemi ile gosterilir.

8.17. Tanim: Bir L € R" lineer alt uzay1 icin
L'={yeR": (y,x) =0,Vx €L}
seklinde tanimlanan kiime de bir lineer alt uzay olup L lineer alt uzaynin or-
togonal tiimleyeni olarak adlandirihir. Her x € R™ vektorii x, € L, x, € L* ol-
mak Uzere x =x; +X, sekilde tek tirli bir yazilisa sahiptir ve Boy(L)+
Boy(L') = n dir. Ozel olarak L bir hiperdiizlem oldugunda L* altuzay1 1 boyut-
lu bir dogru olur.

8.15. Teorem: Herhangi bir H ¢ R" hiperdiizlemi, belli bir & # a € R"
vektorii ve b € R sayisi icin H = {x € R":(a,x) = b} kiimesi ile gosterilebilir.
Ustelik bu bigimde verilen her kiime bir hiperdiizlemdir.

Ispat. H kiimesi R"’de bir hiperdiizlem olsun. Bu durumda H’nin boyutu
n — 1'dir ve n — 1 boyutlu bir L lineer alt uzay: vardir ve belli bir x, € R" i¢in
H = L + x, gegerlidir. Boy(L) = n — 1 oldugundan Boy(L*) = 1 olur, dolayisiy-
la bir & # a € R" vektori igin Lt = {Aa: A € R} gegerlidir.
xEHeox—x, ERAER
< (ha,x—x%,) =0
< (a,x—%0) =0
< (a,x) =< a,x, >
elde edilir. b = (a, x,) denirse H = {x € R" : {a,x) = b} bulunur.
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8.18. Tanim: Hiperdiizlemlerin H = {x € R" : (a,x) = b} yazlslarin-
daki @ # a vektoriine H hiperdiizleminin bir normal vektori denir.

Ornek: R? uzayinda x + 2y = 4 denkleminin belirledigi H hiperdiizle-
mini yazimiz. H hiperdiizleminin paralel oldugu L alt uzayim1 yazniz.
H; = (1,—4) + H paralel hiperdiizlemini belirleyiniz.

Cozim:
H={(xy): x+2y=4}={(x »):(xy),(1,2) =4
L={x; y): {(xy)(1,2))= 0}

H =(1,-4)+H
={x+1,y—4):x+ 2y = 4}
={(kt):k—1+2(t+4) =4}
= {(kt):k+ 2t = -3}
= {(x;y):x+ 2y = =3}
= {(X;Y): ((X'Y)r (112)) = _3}

8.12. Sonug: Asikar ¢6ziime sahip olmayan bir lineer denklemin ¢6ziim
kiimesi bir hiperdiizlemdir.

8.19. Tanim: Bir H = {x € R" : (a,x) = b} hiperdiizlemi R" uzayinda

H*=={x€eR": (a,x)< b}yadaH< ={x€R": (a,x) <b}

H>={x eR": (a,x) >b}yadaH> ={x€eR": (a,x) > b}
olmak tizere iki yari-uzaya ayirir. Buradaki H* ve H* uzaylarina H hiperdiiz-
leminin belirledigi kapal yari-uzaylar, H< ve H> uzaylarina da H hiperdiizle-
minin belirledigi agik yari-uzaylar denir. Kapali yari-uzaylar birer kapal kiime
ve acik yari-uzaylar da birer acik kiimedir.

8.20. Tanim: Eger bir H = {x : (a,x) = b} hiperdiizlemi bir M kiimesi-
nin bir siir noktasini igeriyor ve bu M kiimesinin tamami H hiperdiizleminin
tamamen bir tarafinda kaliyorsa (H hiperdiizleminin dogurdugu yar1 uzaylar-
dan yalnizca biri tarafindan kapsaniyorsa) H hiperdiizlemi M kiimesi i¢in bir
destek hiperdiizlemdir denir.

Baska bir deyisle V m € M i¢in (a,m) < b ya da (a,m) > b esitsizlikle-
rinden biri esitlik haliyle birlikte gerceklesiyor ise H = {x : (a,x) = b} hiper-
diizlemi M kiimesini destekler denir.
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COZUMLU ALISTIRMALAR

1. x; =(1,p,0), %, =(1,1,0), x; = (—3,2,4) vektorleri lineer bagimh
iseler p nedir?

Cozum: alrl + azA_z) + a3A_3) =0
a;(1,p,0)+a,(1,1,0) +a5(—3,2,4) = (0,0,0)

a; +ta,+a;=0
pa; +a, +2a;=0
4a; =0

bulunur. Sistemin en az bir ¢6ziimii olmalidir. Bunun i¢in de katsayilar deter-
minanti sifir olmaldir.

11 -31 1
p 1 2p 1=0
0 0 4100
4—-4p =0

p=1

2. A= (-1,2),B = (k 8) vektorleri R? de taban belirtmesi i¢in k ne
olmamalhdir?

Cozium: Lineer bagimsiz olma sartindan #0 olmalidir.

—-8-2k#0
k#—4

3. V={a,x*+ a;x+a, : a,a,,a,} ikinci dereceden polinomlarin kii-
mesinde P;(x) = x?%, P,(x) = x — 1 ve P;(x) = 3x polinomunun bir taban oldu-
gunu gosteriniz.

Cozum: i) P, (x),P,(x) ve P;(x) vektorleri lineer bagimsiz oldugunu gos-
terelim.

a; Py (x) +a,P, (x) + azP5(x) = 0

a;x*+a,(x—1)+a;(3x)=0
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a;x*+ (a,+3a3)x—a,=0-x*4+0-x+0
polinomlarin esitliginden
a; =0,(a,+3a3)=0,a,=0
a; =a, =a; =0
oldugundan vektorler lineer bagimsizdir.

ii) P, (x),P, (x) ve P;(x) vektorleri V de turetir oldugunu gosterelim.
b,x?+b;x+b, =a,P;(x) + a,P,(x) + a;P;(x)
=a;x*+a,(x—1) + a;3x
= a,x*+ (a, +3a5)x— a,

a, =b,
a, + 3a; = b, ¢ sisteminde
by+b
a; =bya, = —byvea; =-—1

bulunur. O halde

b,x? + byx + by = b,P, (x) — byP,(x) + Eog—blrg(x)

yazilabilir ki P, (x),P,(x) ve P;(x) V uzayinda iiretirler, yani tabandirlar.

4. 4x —3y + 2 = 0 dogrusu ile 2x —y + 1 = 0 dogrusunun arasindaki
acinin cosiniisii nedir?

Cozim: ax + by + ¢ = 0 dogrusunun dogrultman vektorii V = (—=b,a)
olduguna gore,

4x — 3y + 2 = 0 dogrusunun dogrultman vektori Vl = (3,4) dir.

2x—y+ 1 = 0 dogrusunun dogrultman vektoru \72 = (1, 2) dir.

Ayrica cos a = olduguna gore,

V.Y,
[Vl V4l

3-1+4-2 11
cosa = =

J32+42J12+22 545

dir.
5 A= (%2, 0),§ = (L,y, 0),6 = (2,0,1) vektorleri lineer bagiml ise, xy
nedir?

Cozim: Bu li¢ vektoriin lineer bagiml olmasi icin, bu vektorlerin koor-
dinatlarindan meydana gelen determinantin degerinin sifir olmasi gerekir.
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x 20
1 y 0=0
-2 0 1
X 2
(1)3+31 ‘zo
1y
Xy-2 =
Xy =

6. A= (0,3, 1),§ = (1,2, 1),(3) = (x,0, 2) vektorleri lineer bagiml iseler
x’'in degeri nedir?

Cozim: K, §,€ vektorlerinin dogrusal bagimli olmasi i¢in determinanti
0 olmalidir. Oyleyse,

0 31
1 2 1=0
x 0 2
x=-1

dir.

7. (a,b) € R? (a # 0) vektoriiniin (3, 2), (6, 4) vektdrlerinin lrettigi
alt-uzayin bir elemani olmasi i¢in a, b arasinda nasil bir baginti bulunmalidir?

Cozum: (3, 2), (6, 4) vektorleri dogrusal oldugundan (a, b) vektori de
bu vektorle dogrusal olmak durumundadir.

3 6 a
—=—=-—iseZ2a=3b
b

8. A = (x,5),B = (=6, —10) vektorleri dogrusal bagimh olduguna gore,
a kactir?

Cozim: Lineer bagiml iki vektor birbirlerine paralel veya cakisiktir.
X -6

5 -10
x=-3
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