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6. BOLUM
NUMERIK INTEGRAL

GIRIS

Eger f (x) fonksiyonu [a, b] de integrallenebilir, ilkel fonksiyonu da F(x)
ise bu taktirde

Tf(x) dx =F(b)-F(a)

oldugu bilinmektedir. Bu denklem literatiirde Newton-Leibnitz formiili olarak
bilinmektedir.

Fakat F(x) ilkel fonksiyonunun bulunmasi her zaman miimkiin olmaz.
Ornegin, f(x) fonksiyonu tablo ile verilmisse onun ilkelinin bulunmasi
imkansizdir. Benzer durumlar katl integraller icin s6z konusudur. Bu nedenle
sayisal integral denklemlerinin tiiretilmesi 6nem kazanmaktadir.

Niimerik integralleme de bir kath integrallerin niimerik hesaplanmasi
kuadratiirleme, iki kath integrallerin niimerik hesaplanmasi ise kubatiirleme
adin1 almaktadir. Uygun denklemlere ise kuadratiir ve kubatiir denklemleri
denir.

Kuadrature integrallerin yaklasik olarak hesaplanmasinda f(x) fonksi-
yonun [a, b] araligindaki

I=_l|1f(x) dx

integrali, verilen x; diigiim noktalarinda ve A; agirhiginda
1= Af(x,)
i=0

biciminde toplam denklemlerinde hesaplanir. Biitiin kuadratiire kurallarinda
integralin degeri interpolasyon polinomlarindan yararlanilarak hesaplanir.
Yani f (x) fonksiyonu yerine yaklasik bir P, (x) polinomunun alinir ve integra-
lin degeri yaklasik olarak hesaplanir.
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DIKDORTGEN YONTEMI

f:[a,b] - R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. fab f(x)dx integrali
Riemann toplamlarinin bir limiti oldugundan fab f(x)dx integralinin yaklasik

degeri olarak herhangi bir Riemann toplami alinabilir. [a, b] araligini Ax = %

olmak iizere i = 0,1,2, -+, n i¢in X; = a + i AXx noktalarindan n tane uzaklikta alt
araliga bélelim. Bu durumdai = 0,1,2,---, nigin t; € [X;_q, X;] olmak lizere

j f(x) dxzzn:f(ti)Axi =if(ti)Ax=AxZn)f(tj) (1)

olur.

6.1. Tanim: Heri =0, 1, 2,---, nicin t; = x;_; olmak lizere

j f(x)dx = szn: f(t,)

b
ifadesi L, =Ax) f(t,) segilirse If(X) dx=L, olur. Bu yonteme sol u¢ nokta
i=1 a

yaklasimi denir.

a=xp Xy X2 X3 Xy X5 Xg b=x7 X

6.2. Tanim: Heri = 0,1, 2,---,ni¢in t; = x; olmak lizere

j f(x)dx = Axi f(t.)

n b
ifadesi R, =Ax2f(ti) secilirse If(x) dx =R, olur. Bu yonteme sag u¢ nokta
i=1 a

yaklasimi denir.
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VA

a=xp X} Xz X3 X4 X5 Xg b=uxy x

6.3. Tanim: Her i = 0,1, 2,---,n igin t;, [x;_1, X;] araliginin orta noktasi

yanit; = %(xi_l,xi) olmak tizere

b n
[fe)dx=AxY f(t,)
2 i=1
n b
ifadesi M = AXZ f(t;) secilirse jf(x) dx =M, olur. Bu yonteme orta nokta
i=1 a
yaklasimi denir.
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Simdi de orta nokta yonteminde yapilan hatay1 bulalim.

f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilen ve 1. mertebeden stirekli
tiirevi ve 2. mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f sinili ise
orta nokta yontemiyle hata icin bir alt ve tist sinir belirlenebilir. [a, b] araligin-
da f fonksiyonunun ikinci tiirevinin maksimumu M olsun. Orta nokta ydnte-
(b—a)’M

anZ olur.

minde yapilan hatayi E; ile gosterelim. Bu durumda E; <
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2
Ornek: Orta nokta yontemiyle '[ x*dx integralinin yaklasik degerinin
1
n = 5 i¢in bulunuz.

Cozim: Integralin gercek degeri

2 x> ’ 1 7
[x*dx=" =2(2° -1%)==
3| 3

3
1 1
dir. Simdi orta noktay1 yontemini uygulayalm.
a= 1,b=2veAx=%=%=0,2

icin

Xo=1,x; =1,2,x, =1,4,x3 =1,6,x4, = 1,8, x5 = 2
olduguna gore orta noktalar

ty,=11,t, =13,t3=151t, =17t =19
olur. Buna gore

Xi-1 | Xj t f(t) = tf
1,0 1,2 1,1 1,21

1,2 1,4 1,3 1,69

1,4 1,6 1,5 2,25

1,6 1,8 1,7 2,89

1,8 2,0 1,9 3,61

z 11,65

G WO [

2
[ES dx;Mn:Eif(ti)
1 5 i=1

| —

5 [f(1,1) + £(1,3) + £(1,5) + £(1,7) + £(1,9)]

=L + 137 + 152 + (172 + (1,97
11,65
— 5

olur. Orta nokta yontemindeki hata

2
7 11,65
E, =[x dx-M, =3 — == =1557

1
elde edilir.

YAMUK KURALI
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integralle dikdortgenler yerine yamuklarla yaklasma metoduna yamuk
kural1 diyecegiz.

f:[a,b] > R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. [a,b] araligini
Ax = b_;a olmak tlizere i = 0,1, 2,--,n icin x; = a + i Ax noktalarindan n tane

esit uzunlukta alt araliga bélelim. Bu durumda f'nin [x;_4, X;] arali1 izerindeki

integrali yaklasik olarak
f(Xi—1) —f(xp)

j f(x) dx = sz—f(xl adits)

i-1

_Tf(x) dx = Z j f(x)dx

11X

~ AXZ f(x 4 )2"' f(x;)

:%i(f(xi_mf(xi))

= %[f(x0)+2f(x1)+ w2f(x, ) +(x, )]
olur.
AX
T, = 7[f(x0)+2f(x1)+ e 2f(x, ) +HE(x,)]

olarak alinirsa

b
jf(x)dx;Tn=L“;R“

oldugu elde edilir.

y

| AT\

| | L.
T U U T U T T e
X

a=Xxy Xz X3 X4 X5 Xg X7 b=xg

Simdi de yamuk yonteminde yapilan hatay1 bulalim.
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f fonksiyonun ikinci tiirevi var ve sinirh ise yamuk kurali ile yapilan
hesap hatalar icin bir alt ve iist sinir asagidaki sekilde belirlenebilir. Yamuk

b
kural1 kullanarak J-f(x) dx integli hesaplarken yapilan hata

(b—a)® (b-a)?
< <
1zn2 M= Er =T
olur. Yamuk kuralinda yapilan hata

b
E, = [f(x)dx—T,

ile hesaplanir.

2
Ornek: Yamuk yoéntemiyle Ixz dx integralinin yaklasik degerinin
1
n = 5 i¢in bulunuz.

Cozim: Integralin gercek degeri

2 32

[x*dx="- _Llos1n2?

1 3|, 3 3
dir. Simdi yamuk yontemini uygulayalim.

Xo=1,x;=1,2,x, =1,4,x3 =1,6,x4, = 1,8, x5 = 2
olduguna gore

i Xj Xiz m; mif(ti)
0 11,0 [1,00 1 1,00
11,2 |1,44 2 2,88
2 11,4 1,96 2 3,92
3 116 |2,56 2 512
4 11,8 |3,24 2 6,48
5120 [4,00 1 4,00
X 23,4
2 2 5
X dx = =—> f(t,
! < Z (t,)
= %[ f(1) + 2f(1,2) + 2f(1,4) + 2£(1,6) + 2f(1,8) + f(2)]
_ 234

5
olur. Buna gore yamuk yontemindeki hata
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r 7 11,7
ET:IXZdX—Tn:z—23’4:_L=3 g
1 3 10 1500

= 1,553

elde edilir.

Ornek: _[sinx dx integralinin sonucu 2 olduguna gore yamuk yontemiyle
0
yaklasik degerini bulunuz.

Coziim: [O, %] , E,% , [g TT[] ve [%Tn,n] biciminde dort esit parcaya ayi-
ralim
1= "2210) + 26 (§) + 26 ( 3) + 26 (3F) + ()|

[0+2£+2 1+2§ ]

=7 (\/— +1)
= 1,89612
olur. Buna gore yamuk yontemindeki hata

E, = [sinxdx—T, =2-1,89612=0,10388
0

elde edilir.

Thomas Simpson
20 Agustos 1710, - 14 Mayis 1761, Sutton Cheney, Leicestershire Ingiltere

SiIMPSON YONTEMIi

Yamuk kuralinda egrinin altinda bir yamuk c¢izip, onun alanini bularak
integralin alanini buluruz buda integralin yaklasik degerini bulmada belli hata
oranina sebep olmaktadir. Simpson kurallarinda egri tizerinde iki nokta alip
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onlar1 duz dogruyla birlestirerek alan bulmak yerine iki nokta arasinda bir
nokta daha alip ii¢ noktadan gecgen bir parabol (2. dereceden polinom) elde
ederek egri yerine paraboliin alanini bulmaya (1/3 Simpson ydntemi), ya da
iki nokta arasinda iki nokta daha alip dort noktadan gecen bir kiibik (3. dere-
ceden) (3/8 Simpson yontemi) polinom alarak onun alanini bulmaya dayan-
maktadir. Tabiiki iki diigim noktasindan bir dogru ¢izmek yerine oradan bir
egri cizmek hata oranini daha da azaltacaktir.

a) Simpson’un 1/3 Yontemi

Lineer olmayan herhangi ti¢ noktadan bir parabol gecer. Simpson yon-
temi bu sekilde integrale parabollerle yaklasma ¢aligilir.

f: [a,b] = R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. n bir cift dogal say1
ve Ax = % olmak tzere [a,b] araligimm i =0,1,2,---,n icin x; = a + i Ax nok-

talarindan n tane esit uzunlukta alt araliga bolelim. [x;_,%;] ve [xj, Xi;1] alt
araliklarini goéz oniine alalim. [x;_1,X;4+1] aralifinda f fonksiyonuna parabolle
yaklasalim. P_;(Xi_1, f(xi-1)), Pi(x;, f(x;)) ve Pi1(Xi4+1,f(Xi4+1)) noktalarindan
gecen paraboliin denklemi y = Ax? + Bx + C bi¢cimindedir. Boylece

J.f(x) dx = J‘(AXZ +Bx+C)dx
dir. Diger yandan

2 X; +AX

Xis1 3
[(Ax® +Bx+C)dx :(A%+B%+ij

Xi1

Xi+1 3 2
1A +BX o
3 2

Xj1

= %((xi +Ax)’ —(x, - Ax)*)+ g((xi +Ax)* —(x, — Ax)*)+2(Ax)C

_ %2(Ax) ((Ax)? +3x%)+ 2B(Ax)x, +2(Ax)C

= %ZA((AX)Z +3x7)+ %(AX)Xi + g(AX)C
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= %[ZA((AX)Z +3x7)+6Bx, +6C]

= %[ZA(AX)Z +6Ax’ +6Bx, +6C]

olur., y=Ax?+Bx+C paraboli  P_;(xi_1,f(x;-1)), Pi(x;, f(x;))  ve
P.;1(Xiz1, f(Xi41)) noktalarindan gectiginden x;_; = X; — AX Ve Xj;; = X; + AX
oldugunda g6z 6niine alinirsa
f(xi-1) = f(x; — Ax)
= A(x; — AX)? + B(x; — Ax) + C
= A(Ax)? — 2A(Ax)x; — B(AX) + Ax? + Bx; + C

f(xi_1) = Ax? + Bx; + C
ve
f(xi41) = f(x; + Ax)
= A(x; + AX)? + B(x; + Ax) + C
= A(Ax)? + 2A(Ax)x; + B(Ax) + Ax? + Bx; + C
olur bu durumda
f(xi_1) + 4f(x;) + f(X141) = f(X41) + 6Ax? + 6Bx; + 6C
bulunur. Béylece

[(Ax* +Bx+C)dx = %[ZA(AX)Z +6AX? +6Bx, +6(]

AX
= ? [f(x; 1) +4f(x;)+£(x;,,)]
elde edilir. Buna gore

X.irf(X) dx = % [F(x; ;) +4f(x; )+ (x4 )]

Xi1

j.f(x) dx =Tf(x) dX-i—Tf(X) dx +...+ Tf(x) dx

olacagindan i i
J‘f(X)dX:%[(f(xo)+4f(x1)+f(Xz))"'(f(Xz)"'4f(X3)+f(X4))

+(f(x, ) +4f(x )+ f(x )+ +H(F(x, ) +41(x, )+ f(x,))]
e
3

~

(F(x, )+ 46(x, ) +26(x, )+ 4F(x, )+ 26(x, ) + ..

+2f(x, ,)+4f(x, )+ 2f(x,)]
bulunur. Burada

Tf(x) dx = S, = S [f(x) + 46(xy) + 26(x2) + 4£0x5) + -+ + 4(q_1) + 4{(x,)]
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olur. Bu yonteme Simpson yontemi denir.
Simdi de Simpson yonteminde yapilan hatay: bulalim.

f fonksiyonun [a, b] araliginda 4. tiirevi var ve stirekli ise yamuk yonte-
minde oldugu gibi Simpson yonteminde yapilan hata icin bir alt ve list siir
belirlenebilir. [a, b] aralifinda f fonksiyonunun 4. tiirevinin maksimumu M ve
miniumu m ise

(b—a)® < (b= a)®

18on* " = "5 = Tgons
ile bulunur. Buna gore Simpson yonteminde yapilan hata

b
E, = j f(x)dx—S,

ile bulunur.

Ornek: Isinx dx integralinin sonucu 2 olduguna goére 1/3 Simpson yon-
0
temiyle yaklasik degerini bulunuz.

Cozum:
i. [0, ] araliginda bir tane parabol yaparak integralin degerini yaklasik
olarak bulalim. m = 1 alalim.

= % [f(xo) + 4f(x1) + f(x;) = g[f(O) +4 sing + 0] = 2,0944
bulunur. Bu deger gercek degere yakin bir degerdir.

ii. Aralig [O, g] , [g,n] biciminde ikiye boélelim ve iki farkl parabol ya-
parak integralin degerini yaklasik olarak bulalim. m = 2 alalim.

_m/4 [f(0)+4f( >+f(g>] “éz [f(2)+4f( )+f( ]

=1 [f<0) +af(3) + 21 ()]
=%[0+2\/§+2+2\/§]
_ (@V2+Dm

6

= 2,00456
bu sonug gercek degere yakin bir yakinsama oldugunu gostermektedir.

[T[ 21

iii. Aralhig [ , ] ve [2?11,111 biciminde li¢ esit parcaya ayirarak

fonksiyonun yaklasik degerlnl bulalim. m = 3 alalim.


http://www.matematik1.com/

www.matematikl.com 11

= [y () + (5] + () () 4 (2

+“T/6[f(3)+4f(5“)+f( )]

- 210+ 41+ 2+ 41+ 2() -4 5) )

_ (V3+4)m
=79

= 2,00086
bulunur. Gorildigi gibi Simson yontemi yamuk yontemine gore daha iyi 2'ye
yaklagsmaktadir.

b) Simpson 3/8 Yontemi

Verilen integraldeki egri yerine 3. dereceden bir polinon alinarak onun
alan1 hesaplanir. Boylece verilen aralikta yaklasik olarak egrinin alanini hesap-
lanmis olur. Uciincii dereceden bir polinomu hesaplamak i¢in dért nokta ge-
rekmektedir. [a, b] araliginda bir integral i¢in, noktalar x, = a,x3 = b u¢ nok-
talari ile aralarindan x; ve X3 li¢ esit araliga boliinmus dort noktadan olusur.
Simpson 3/8 yonteminde de diiglim noktalarini ne kadar ¢ok alirsak o kadar
iyi sonug elde ederiz. Egri yerine secilecek ti¢iincii dereceden polinomu en ko-
lay sekilde Lagrange polinomundan yararlanarak bulabiliriz. Bu amag i¢in 6n-
ceki yontemlerde yapilan benzer islemleri burada da uygulandiginda

Tf(x) dx = %[f(xo)+3f(xl)+3f(x2) +f(x;)]

denklemi elde ederiz. Bu denkleme Simpson 3/8 denklemi denir. Geometrik
olarak bu formiil f (x) egrisi yerine (xq,Vo), (X1,V2), (X3,¥,) ve (X3,y3) digim
noktalardan gegen y = P;(x) parabolii ele alinarak bulunmustur.

Bu yonteminde biitiin [a, b] araligin = 3m esit araliga boliintir. Bu ara-
lik sayis1 keyfi genislikte fakat aralik uzunluklar esittir. Bu esit genislik Ax ile

gosterilir ve Ax = b_;a ile bulunur. Kiibik poilinomlar icin dort nokta gerekli

oldugundan birinci ii¢ aralifa yani doért noktaya Simpson 3/8 kurali uygulanir.
Ayni kural diger ikinci grup dort nokta i¢in uygulanir ve uygulama bu sekilde
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tiim noktalara esit bir sekilde uygulanarak kuralin genel yapisi ortaya ¢ikarti-
lir. Burada;

Ax = D=2 _Db=a
n

dir.

a=x; Xp X3 Xy X5 Xg X7 Xg b=xq x

Simpson 3/8 formilini tgli [xg, X3], [X3, Ve, -+ » [X3m—-3, Y3m] araliklari-
na uygulayalim. Her araligin genisligi 3Ax dir.

I= Tf(x) dx = %[f{x0)+ 3f(x,)+3f(x,)+ f(x,)]+ %[f()%) +3f(x,)+3F(x; )+ f(x,)]

+%[f( Xam-3) 3 (X305 )+ 3 (X301 ) + (x5, )]

veya

[= SAX = [f(x0) + 3f(xq) + 3f(x3) + -+ + 3f(Xgm-2) + 3f(X3m-1) + f(X3m)]

genel Simpson 3/8 yontemi olur.

Ornek: Isinx dx integralinin sonucu 2 olduguna gore 3/8 Simpson yon-
0
temiyle yaklasik degerini bulunuz.
Cozum:

i. [0, 7] araliginda bir tane kiibik denklem yaparak integralin degerini
yaklasik olarak bulalim. Bunun i¢in m = 1 alalim.
A

3n—0

[ = 831[51n0+35m3+35m—+51n ]—3 1-[—2,01052

bulunur. Bu deger 6nceki iki yonteme gore gercek degere daha yakin bir de-
gerdir.
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ii. Aralig [O, %] , [%,11] biciminde ikiye boélelim ve iki farkli kiibik denk-
lem yaparak integralin degerini yaklasik olarak bulalim. yada denklem Bunun
icin m = 2 alalim.

[ = m[sinO +3sinx + 3sinz + 2sino + 3sin2—n+ 3sin5—n+ sinT|
8 6 3 2 3 6
_ (5+3V3)m
B 16
= 2,00201

bu sonug gercek degere hizli bir yakinsama oldugunu goéstermektedir. Gortil-
digu gibi Simson 3/8 yontemi yamuk ve Simpson 1/3 yontemlerine gore daha
iyi 2’ye yaklagmaktadir.
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