www.matematikl.com 1

.. 1.BOLUM .
COK DEGISKENLI FONKSIYONLARA GiRis$

Buraya kadar inceledigimiz fonksiyonlar tek degiskenli fonksiyonlardi. Bu
fonksiyonlara tek degiskenli fonksiyonlar diyorduk. Ciinkii bagimsiz degiskenin
sayisl bir tanedir. Ama iki, Gic ya da daha fazla degiskenli ise ortaya cikan fonksi-
yonlara ¢ok degiskenli fonksiyon seklinde tanimlanacagiz.

COK DEGISKENLI FONKSIYON KAVRAMI

1.1. Tanim: Bos kiime olmayan herhangi A, B ve C kiimeleri verilsin ve A
ve B kiimelerinin kartezyen carpimini;

AxB={(xy)|x€EA y€EB}
olsun, A x B kiimesinden alinmis her (x, y) ciftini C kiimesinden bir ve yalmz bir z
elemani ile esleyen bir f fonksiyonu verilmisse bu f fonksiyonu A x B kiimesinden
C kiimesine iki degiskenli fonksiyon denir ve

f:AxB->C

xy)—=z=f(xy)

biciminde gosterilir. A x B ye fonksiyonun tanim kiimesi veya tanim bdlgesi, C ye
ise deger kiimesi denir.

Ornek: A = {1, 2, 3}, B= {-2, -1}, C = {3, 4, 5} kiimeleri verilsin. O zaman
AxB={(1,-2),(1,-1),(2,-2),(2,-1) (3,-2),(3,-1) }
olur.
f(1,-2)=3,f(1,-1)=3,f(2,-2)=4,f(2,-1)=4,f(3,-2) =5,f(3,-1) =5
fonksiyondur.

Ornek: f : R2 » R, f(x,y)=x*—y*+4xy iki degiskenli fonksiyonu i¢in
£(0,1), f(3,2) y1 bulunuz.

Coziim: f(0,1)=0%-1%+4.0.1=—-1
f(3,2)=3*-2*+4.3.2=29

Not: Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi iki degiskenli fonksiyon-
larda da degiskenlerin ve kuralin hangi harflerle gosterildiginin 6nemi yoktur.
Ornegin,
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f(x,y)=log(x’ +1y)
g(m,n)=log(m* + \/H)
bagintilar1 ayni fonksiyonlar ifade eder.

Ornek: A tiirii ve B tiirii olmak {izere iki tiir {iriin {ireten bir isletmenin
haftalik sabit gideri 500 @, iirlin basina haftalik gideri A icin 70 B, B i¢in 80 @ ise
isletmenin haftada x adet A ve y adet B iliretmesi durumunda haftalik toplam

C(x,y)=500+70x+80y
olur.

Ornek: Dikdoértgen seklindeki bir kartondan iistii acik, dikdértgenler
prizmasi olusturuluyor. Bu prizmanin boyutlar %, y ve z ise prizmanin alani fonk-

siyonu;

f(x,y,z)=2xy +2xz+ 2yz
bigimindedir.

Ornek: a) f(x,y)=————
) fGoy) X% —5x+4

b) f(x,y)=+x*+y>—4

c) f(x,y)=log(~x" +y)
fonksiyonlarinin tanim kiimelerini bulalim.
y

Cozim: a) f(x,y)=———— fonksiyonunun paydasini 0 yapan degerler
?_5x+4
+

tanim kiimesini saglamaz.
x* -5x+4=0 ise x, =1vex, =4
oldugundan tanim kiimesi (R - {1, 4}) x R dir.

b) f(x,y)=vx*+y*—4 fonksiyonunun tamml oldugu aralik,
x*+y?-4<0

x*+y*<4
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an

{(x y) eR: x*+y?* <4} bicimindedir.

W <

-2

c) f(x,y)=log(—x* +y) fonksiyonunun tamml oldugu aralik,
-x*+y>0

y >x*

L

{(x, y) eR: y>x*} bicimindedir.

1.2. Tanim: n € N olmak tzere, bos kiime olmayan A ,A,,---,A, ve CKkii-
meleri verilsin. x, €A;,x,€A,,---,x, €A, olmak lizere, her bir

(X1,Xp, X, )EA; XAy X XA
n-lisinin C kiimesinden bir ve yalmz bir z eleman ile eslesmisse A,,A,,---,A, den
C ye n-degiskenli fonksiyon denir ve

f:A; xA,x.xA —C

(X1,%p, X, ) 2> (X, %, %, ) =2

biciminde gosterilir. A;,A,,---,A, kiimesine fonksiyonun tanim kiimesi C kiimesi-
ne ise deger kiimesi denir.

Ornek: f : R3 > R, f(x,,X,,X;)=X> —3x5 +4x,x; iki degiskenli fonksiyonu
icin f(—1, 1, 2) y1 bulunuz.

Cozim: f(-1,1,2)=(-1)*-3.1*+4.(-1).2° =-18

Not: Bu kisimdan sonraki yerlerde ¢ok degiskenli fonksiyonlarin bazilarini
iki degisken olarak tanmimlanacak ve biitlin islemler bu sekilde incelenecektir.
Okuyucu bu islemleri n degiskene tasiyabilir.
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Bu kisimda meshur birkac iki degiskenli fonksiyonlarin denklemini ve gra-
figini verecegiz.

U¢ boyutlu uzayda Kartezyen koordinat sisteminde x eksenine apsis, y ek-
senine oordinat ve z eksenine kod adi verilir.

< 4 Kod

(0,0.1) (0.1.1)

(1,0.1)

(1,1,1)

0.0,0) (0.1.0) !

Oordinat

(1,0.,0)

(1.1,0)
) Apsis

1. Kiire:

x> +y? +z° =1’

Ornek: x*+y”+z*=1 denklemi icin

e xy-diizleminde z=0 ve x*+y’=1 olup merkezi orijinde olan 1 yaricaph
¢emberdir.

xz—diizleminde y=0 ve x*+z°=1 olup merkezi orijinde olan 1 yarigaph
¢cemberdir.

yz—diizleminde x=0 ve y®+z°=1 olup merkezi orijinde olan 1 yarigaph
¢emberdir.
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2. Eliptik Paraboloid

2 2
Xy
Z=—+1-
a’ b’
Ornek: z=x*+y? denklemi icin
e xy-diizleminde z=0 ve x*+y*=0 olup (0, 0, 0) noktasim gosterir.
e z=4 diizleminde x*+y*=4 olup merkezi z=4 de olan 2 yaricaph ¢em-

berdir.

Ornek: z=4/1-x*—y* denklemi icin
e xy-diizleminde z=0 ve x*+y°=1 olup merkezi orijinde olan 1 yarigaph

cemberdir.
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e xz—diizleminde y=0 ve z=v1-x* olup x*+z°=1, z>0 dir.
e yz—diizleminde x=0 ve z=,/1-y? olup y*+z°=1, z>0 dir.

Az
(0.0.1) : (-1.0,0)

(0.-1.0)

3. Silindir
/ﬁ\
y
—>
X
2 2
Xy
—+==1
a? Db’
4. Koni
2 2
2 Xy
zt="4+I
a? b’

5. Elipsoid
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6. Tek Kanatl1 Paraboloid

z
a’ b*

XZ y2 2
2

7. Hiperbolik Paraboloid

-
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z=e 8 (sinx®+cosy?)

9.

Z=sinx+2siny

11.
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N
AR
”Z"t"0"“."“:“3;3:‘
AR

z=e I (4x% +y?)

12.

it

iy

x%+y?

z=(cosx)(cosy)e *

14.
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Z=e"” cosx

17.

x> +y?

COK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA iSLEMLER

1.3. Tanim: f:A—> R, g:B—>Rve AnB=J olmak lizere,

1. (f+g):AnB—>Rve (f+g)(xy)=f(xy)+g(x,y) fonksiyonuna f ile g nin
toplami denir.

2. (f-g):AnB—>Rve (f-g)(x,y)=f(x,y)—g(x,y) fonksiyonuna f ile g nin
cikarmasi denir.
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3. (fg):AnB—>Rve (f.g)(x,y)=f(xy).g(x,y) fonksiyonuna f ile g nin ¢ar-
pimi denir.

4. ceR olmak tzere (cf):A—R ve c(f)(x,y)=(cf)(x,y) fonksiyonuna f in
skalerle ¢arpimi denir.

5. £:(AﬁB)—) Rve [EJ(x,y)zM , (8(x, y) # 0) fonksiyonuna f ile g ye
g 8 g(xy)

boliimi denir.

6. neR olmak lizere f:A—R ve f“(x,y):[f(x,y)]” fonksiyonuna f'nin n.
kuvveti denir.

Ornek: f(x,y)=x*+y* ve g(x,y)=—2xy fonksiyonlarinin toplamin ve ¢i1-
karmasim bulunuz.

Cozim:
a) f(x,y)+g(x,)=x"+y’ —2xy =(x-y)*
b) f(x,y)-8(x)=x"+y” —(-2xy)=(x+y)’
Ornek: f: RxR > R,
f (a; b) = max(a; b) ve g(a; b) =min(a; b)
seklinde tanimlaniyor. f(8;2) + g(-1;5) i bulunuz.

Cozum: f (8;2) =max(8;2) =8 ve g (-1;5) = min(-1;5) =-1
f(82)+g(-1,5)=8-1=7

Ornek: f: RxR — R, f(a,b)=(a—b)’ ise £*(201,199) yi bulunuz.
Coziim: £*(201,199) = [f(201-199)]* = [(201-199)3]* = 212

4.1. Teorem: A ve B bostan farkl iki sayilabilir kiime iseler AxB de sayi-
labilir kiimedir.

Ispat: A sayilabilir bir kiime ise en az bir 1-1 olan g:A—N fonksiyonu
vardir ki, a€A icin h(a)e N dir.
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B sayilabilir bir kiime ise en az bir 1-1 olan h:A—N fonksiyonu vardir ki,
beB i¢in h(b)e Ndir.

Simdi f(a,b)=(g(a),h(b)) olacak sekilde, f:AxB—>NxN fonksiyonunu tanmmlaya-
lim. f fonksiyonu 1-1 dir. Ciinkd,

g, 1-1 oldugundan her a,beA i¢in g(a)=g(c)=a=c
h, 1-1 oldugundan her b,deB i¢in h(b)=h(d)=b=d

yazilabilir. Buna gore her (a,b),(c,d)e AxB i¢in

f(a,b)=f(c,d)

(g(a),h(b))=(g(c),h(d))

g(a)=g(c) ve h(b)=h(d) (Sirali ikililerden)

a=cve b=d (g ve h nin 1-1 olmasindan)
bulunur. Su halde f fonksiyonu da 1-1 dir. Oyleyse AxB de sayilabilir kiimedir.

SEVIYE EGRILERI ve SEVIYE YUZEYLERI

4.4. Tanim: Diizlemde, bir f (x, y) fonksiyonunun f (X, y) = c gibi sabit bir
deger aldigl noktalar kiimesine f’'nin bir seviye egrisi denir.

Ornek: f(x,y)=100-x*~y?* fonksiyonun grafigini ciziniz ve f'nin diizlem-
deki tamim kimesinde f(x,y)=0, f(x,y)=50 ve f(x,y)=75 seviye egrilerini bulu-
nuz.

Cozim: f 'nin tamim kiimesi biitiin xy-diizlemidir ve f 'nin deger kiimesi
100’e esit veya 100°den Kkii¢lik reel sayilarin kiimesidir.

z Vﬂ[l

(/(',_’_ -:—:%j\/ ftx, ¥y = 50

flx.y)y=175 a—

10 Ty

fle, =0
Grafigi, sekilde gosterilen f(x,y)=100—x—y?* paraboloididir. //
Seviye egrilikleri harita biliminde kullanilmaktadir. Bu egriliklerde ytik-

seklikleri belirtmek icin Contour (Kontiir) cizgileri tanimi yapilip islemleri ona
gore yapilir.
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4.5. Tanim: Uzayda, li¢ bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir
f(x,y,z)=c degerine sahip oldugu (x,y, z) noktalan f’nin bir seviye ytzeyi denir.

Uc degiskenli bir fonksiyonlarin grafikleri, dért boyutlu bir uzayda oldugu
icin grafigi cizemeyiz. Ancak, iic boyutlu seviye yiizeylerine bakarak, fonksiyon
hakkinda yorum yapabiliriz.

Ornek: f(x,y,z)=+x*+y?+z*> fonksiyonunun seviye yiizeylerini belirleyi-
niz.

Coztim: f ’'nin degeri, orijinden (X, y, z) noktasina olan uzakliktir. Her
VX% +y*+z* =c seviye ylizeyi, merkezi orijinde olan c¢ yarigaph bir kiiredir. Soyle
ki;

\Jx? +y*+z* =1 denklemi 1 yarigaph bir kiiredir.
VX2 +y*+z* =4 denklemi 4 yaricaph bir kiiredir.
\Vx? +y*+z* =9 denklemi 9 yarigaph bir kiiredir.

Burada fonksiyonun grafigini c¢izemeyiz, ama seviye yiizeylerine bakarak
su yorumu yapabiliriz. Fonksiyonun seviye yiizeyleri tanim kiimesinde kiire ola-
rak ilerlerken, fonksiyonun degerlerinin kiire tiirii sekiller oldugu tahmin edil-
mektedir.

COK DEGISKENLi FONKSIYONLARDA LiMIiT

4.4. Tammm: A c R? kiimesi ve (Xo, o) € R? noktasi verilsin. Eger her § > 0
icin 0<[x—xo|<8, 0<|y—y,|<3, (x,y)#(x,,¥,) olacak sekilde en az bir (x,y)eA

varsa, 0 zaman (X,,y,) noktasina A kiimesinin yigilma noktasi denir.

Ornegin, x*+y®<1 dairesinde her bir (x, y) € R? noktasi
A={(x,y)e R2:x* +y* <1}
kiimesinin yigilma noktasidir.

4.5. Tanim: A c R? olmak tzere, f : A - R z =f (x, y) iki degiskenli fonksi-
yonu ve L sayisi verilsin, (x,,y,) ise A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Eger

her & > 0 i¢in dyle § > 0 var ve 0<[x—X,|<8, 0<|y—y,|<3 esitsizliklerini saglayan

her (x, y) € A igin |f (%, y) - L| < € esitsizligi saglaniyorsa, (x, y) ikilisi (xo, yo) a yak-
lasirken f (%, y) nin limiti L dir denir ve sembolik olarak
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lim f(x,y)=L

(x,y)>(x0.¥0)
seklinde gosterilir.

Bu tanimda ve 6nceki tanimda 0< |x —x0| <9, 0< |y —y0| <d yerine

0<y/(x—x,F +(y —yo ) <3
de yazilabilir.

.. x*—y* 0
Ornek: lim =— belirsizligini gideriniz.
(xy)=>(11) X—y

Cozum:
2 2
lim =Y - lim m (x+y)=2
Gy X—y  Gy)-0)  (x-y) (xy)»(m

Xy —y —2X+2 0

Ornek: lim belirsizligini gideriniz.

(xy)—>(1,1) x—1
Cozim:
lim oY TZA2_ 0 yx-D-2x-1) 0 -D-2)
(xy)=>(11) x—1 (xy)—>(11) x—1 =y (x-1)

Ornek: lim — Y

(xy)-(1,1) \/_ \/_ 0

belirsizligini gideriniz.

<

Coziim:

o xx-y)Wx+y)
(XYH“)\/_ \/_ ("YIH“)(\/_ WVx+4y) (xy)»(n)x(&ﬂ/—) 2

2
Ornek: f(x,y)= Exy ~ fonksiyonunun (0, 0) noktasindaki limitinin degeri
X“+y

kactir?

Cozim: x=rcosO ve y=rsin0® donlsimii yaparak kutupsal koordinatlara

cevirelim.
x=0 ve y=0icin r=0
2xy” . 2rcosO.r’sin?0 . .
im ny > =lim — > =lim2rcosf.sin?06=0
()00 x° +y°  r>0r°cos”0+r°sin“@ 0
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4.2. Teorem: A,BcR? f:A—R ve g:B—>R iki fonksiyon,(a,b)e AnB
olmak tlizere,

i) lim f(x y)+g(x, y)— l)lm f(x, y)+ llm g(x,y)

(x,y)—>(ab

i)  lim f(x,y)-gxy)= lim f(Xy)— hm g(x,y)

(x,y)—(a,b) (x,y)—(a,b) (X y)—(a,b)
iii hm f X X,y)= im f(x, )
) xy)gxy)= (b)( y) Jin (b)g( X,y)
llm f(x V)

f(x,¥) _ xy)staby

(xy)>@b) g(x,y) " 1)12?a b]g(X )y)

iv)

Bu teoremin ispati tek fonksiyonlardaki limitlerinin benzeri oldugundan
okuyucuya birakilmstir.

BiR DOGRU veya EGRi BOYUNCA LIMiT

Verilen bir limit apsis, oordinat ve kod boyunca degil de bir dogru veya
egri boyunca incelenebilir. Bununla ilgili bir 6rnek verelim.

Ornek: f(x,y)= ny — fonksiyonunun (0, 0) noktasindaki limiti y=2x
X’ +y

dogrusu boyunca bulunuz.

Xy . X2X . 2x* 2

Cozim: lim lim ———=Ilim—
(x,y)-(0,0) x* +y XH(O,O)X +(2X) x—0 5x?2 5

ARDISIK LIMIT

4.6. Tanim: Verilen bir limit

llm( lim f(x, y)) veya llm ( lim f(x, y)j

X=X\ YYo Yo\ X—Xg

biciminde incelenmesine ardisik 11m1t denir. Ardisik limitler 6nceki limit gibi ayni
sonucu vermeyebilir. Veya ardisik limitlerin her iki durumu da ayni sonucu ver-
meyebilir.

Ornek: lim(lim X _y] - 1im[lim X_Oj -1
x-0\ y>0 X +y x>0\ y>0x+0

lim(lim X7y j = lim(lim O;YJ =-1
¥y x>0 X +y y—0| x—0 0+y
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COK DEGISKENLi FONKSiYONLARDA SUREKLILIiK

4.7. Tammm: Eger (x,,y,)eA ve ( )lir(n )f(x,y) limiti var ve f(x,,y,)
X,¥)—>(X0,¥0

esitse, yani
lim  f(x,y)="£(x,y,)

(x,y)=>(%0,¥0)
ise, o zaman z = f (x, y) fonksiyonuna (x,,y,) noktasinda siirekli fonksiyon denir.

Eger z = f (%, y) fonksiyonu A kiimesinin her bir noktasinda siirekli ise bu
fonksiyona A lizerinde stirekli fonksiyon denir.

Her noktanin limiti ve goriintiisi ayni oldugu durumlara siireklilik den-
mektedir.

Uc¢ ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlarin limit ve siirekliligi de benzer yol-
la tanimlanabilir.

4.3. Teorem (iki Yol Testi): (x, y) noktasi (x,,y,) 'a yaklagirken bir

f(x,y) fonksiyonunun iki farkl yol boyunca farkli limitleri varsa, ( )lir(n )f(x,y)
X,y )=>X0,¥o

yoktur.

Bu teoremin ispati asikar oldugundan okuyucuya birakilmistir.

2xy
. —— ,(x,y)=(0,0
Ornek: f(xy)=1xt1y? Y*00)

0 ,(xy)=(00)
fonksiyonunun orijin hari¢ her yerde siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim: f fonksiyonu (x,y)#(0,0) olan her noktada siireklidir. Burada
(x,¥)—(0,0) iken f'nin limitinin olup olmadigina bakalim.

Orijine farkh yollardan yaklastigimizda, farkli sonuglar veriyorsa (0, 0)
noktasinda stireksizdir diyecegiz.

Her m degeri icin, f fonksiyonunun y=mx,x=0, dogrusu lizerinde sabit bir
degeri vardir. Clinkii
2x(mx)  2m

_ 2y
f(X'YJ|y:'“X X +y? X +(mx)? C1+m?
y=mx
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bulunur. Dolayisiyla, (x, y) dogru boyunca (0, 0)’a yaklasirken f ’'nin degeri bu sa-
yidir. Bu limit m ile degisir. Dolayisiyla, (X, y) orijine yaklasirken f 'nin limiti diye-
bilecegimiz tek bir say1 yoktur. Limit bulunmaz ve fonksiyon siirekli degildir.

4.4. Teorem: lim f(x,y) denkleminde eger (a, b) noktasindaki limiti
(x,y)—(0,0)

kutupsal koordinatlarda;

limf(a+rcos6,b+rsin0)
r—0

ile hesaplanir ve siireklilik hakkinda bilgi verir.

Ispat: f(x,y) fonksiyonu kutupsal koordinatlara ¢evirmek icin;
x=rcosfvey=rsin0
denklemleri kullanilir. (%, y) noktasini (0, 0) noktasina yaklastirmak i¢in r'yi sifira
yaklastirmak yeterlidir. Eger 6 ne olursa olsun,

lirr(}f(rcose,rsine)=£

ise
lim f(x,y)=/¢
(x,y)—(0,0) (y)
olur. Eger (a, b) noktasindaki limit ise
limf(a+rcos6,b+rsin0)

r—0

dir.

Xzyz
0 R A S 0,0
Ornek: f(x,y)=1x%+y? (x,y)#(0,0)
0 ,(xy)=(0,0)

seklinde tanimlanan f fonksiyonu RZ iizerinde siirekliligini inceleyiniz.

Cozum: (0, 0) noktasi hari¢ verilen fonksiyon siireklidir. Bu fonksiyon ku-
tupsal koordinatlara gevrilirse;
2.2 4 2 .2
X . r'cos”0sin“6 . .
> Y > =lim——— > =limr?®cos®0sin’0=0
(xy)->00x"4+y* r>0r°cos”O+r°sin“f r-0

bulunur. Bu durumda f(0,0)=0 dir. Buna gore f fonksiyonu siireklidir.

X2

Ornek: f(x,y)=——
X" +y

seklinde tanimlanan ffonksiyonu R? iizerinde siirekligini inceleyiniz.

Cozum:
_ 2 , r’cos?0 )
lim 5 2:llm > > —— - =Cos 0
xy)=(00)X° +y -0 r“cos“0+r-sin“ 0

bulunur. Buna gore f fonksiyonu siirekli degildir.
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BILESKE FONKSiYONLARIN SUREKLILiGi

4.8. Tamim: f fonksiyonu (x,,y,) noktasinda siirekli ise ve g fonksiyonu da
f(x,,y,) da sirekli tek-degiskenli bir fonksiyon ise h(x,y)=g(f(x,y)) ile tanimh
h=gof bileske fonksiyonu (x,,y,) da streklidir.

@rnegin,
f(x,y)=e"", g(x,y)=In(1+xy)
fonksiyonlar1 her (%, y) noktasinda siireklidirler.

Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi, genel kural siirekli fonksiyonla-
rin bileskelerinin siirekli oldugudur. Tek sart her fonksiyonun uygulandig1 yerde
surekli olmasidir.

COK DEGISKENLI UZAYDA iC, DIS, SINIR, ACIK ve KAPALI KUMELER

4.9. Tammm: R", reel ekseninin kendisi ile n kez ¢arpimi biciminde tanim-

lanir. Bu kiime
R" = {(x4,X9, .., X) * X1, X5, ..., X, € R}

Bu kiimeye, n-Euclid uzay1 veya n-uzay1 deriz. (0,0, ...,0) € R™ noktasina orijin
denir.

4.10. Tanim: 1. (X, X,, ..., X,) € R" noktalarin kiimesi ve a; lerden en az
biri sifir olmayan a; ve b reel say1 olmak tizere
ajX; tayx, +rax, <b
esitsizligine R" de yar1 diizlem denir.

4.11. Tanmim: R" deki yar1 diizlemlerin arakesiti olarak ifade edilen R" nin
sinirh alt kiimesine polihedran (¢ok yiizlii) denir.
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4.12. Tanim: acR" ve £¢>0 olsun. O halde
N(a,&)={x: ||x —a|| <g}

kiimesine xo noktasinin e-komsulugu denir.

Ornek: a=(x,,y,) ve (x—x,)*+(y—y,)* =¢*cemberi verilsin. Bu cember a
noktasimnin e-komsulugudur.

4.13. Tanim: Ac Rn olsun. Eger herhangi bir £>0 i¢in bir a e A noktasin-
da
N(a,e)c A
saglaniyorsa, X, A'nin icindedir denir. A'nin i¢in yer alan tiim 6gelerden olusan
kiimeye A'nin ici ad1 verilir veig¢ (A) ile gosterilir.

4.14. Tanim: Ac R® olsun. xe A, x noktasinin tiim £>0 i¢in & - komsulu-
gunun icinde hem A kiimesine ait olan, hem de A kiimesine ait olmayan noktalar
varsa, X, A kiimesinin bir Sinir Noktasidir denir. A'nin tim simr noktalarindan
olusan kiimeye A'nin Sinir1 adi verilir ve S (A) ile gosterilir.

1

V2

Ornek: x2+y2+22£1 kiiresinde B[ ,0,0J noktast bir ic nokta,

B( L1 ,Oj noktasi bir smir noktasidir.

2’2

4.15. Tanim: Ac R" olsun. i¢{A) = A ise, A bir agik kiimedir.
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Ornek: A={x:a<x<b,xeR}cR olsun. A agk bir kiimedir. Ciinki,
ic(A)={x:a<x<b,xeR} dir. Bu kiimeye Ac¢ik Aralik denir. A¢ik aralik (a, b) ile

gosterilir.
4.16. Tanim: Ac R"olsun. S(A)c A ise A bir kapali kiimedir.

Ornek: A={x:a<x<b,xeR}cR olsun. A kapal bir kiimedir. Ciinkii
S(A)={a,b} dir. Yani siir "a" ve "b" noktalarindan olugsmaktadir. Bu noktalar da A
kiimesinin icindedirler. Bu kiimeye kapali aralik denir ve [a, b] ile gosterilir.

4.17. Tanim: Ac R" ve r > 0 olsun. Her a€A icin |a|<r, ise, A bir smirh

kiimedir.
4.18. Tanim: Kapali ve sinirh bir kiilmeye kompakt (compact) kiime denir.

4.19. Tanim: AcR" ve x,eR" olsun. Eger her aeAicin a>x,, A kiimesi
Alttan Siirhidir denir. Eger her aeAicin a<x,, ise A kiimesi Ustten simirhdir de-
nir.

Ornek: Asagidaki sekilde sirasiyla alttan siirl ve ise iistten siirh birer
kiime gosterilmektedir.
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