2. BOLUM
UC BOYUTLU UZAYDA
DOGRULAR ve DUZLEMLER

R3 DE DOGRU DENKLEMLERI

2.1. Tanim: m,n,r € R olmak tizere z = f(x,y) = mx + ny + r bicimin-
deki fonksiyonlara li¢ boyutlu uzayda dogru denklemi denir. Bu denklem
a,b,c,d € R, ax + by + cz + d = 0 bigiminde kapali denklem olarak yazilabilir.
Burada z diizlemi esas alinmak lizere m degeri x diizlemine gére egimi, n dege-
ri y diizlemine gore egimini verir.

Ornek:

1)4x+5y—z+10=0

2)x+2y+6z=238

3)f(x,y) =2x+3y+5
birer dogrulardir.

Ornek: f(x,y) = 2x+ 3y + 5 dogrusunun x diizleminine gore egimi
m = 2, y dizlemine gore egimi n = 3 diir.

Ornek: 4x+ 6y —2z+9 =0 dogrusunun x diizlemine gore egimi

m=— _iz = 2 ve y diizlemine gore egimin = — _£2 = 3 diir.

1. iki Noktasi Bilinen Dogru Denklemi

2.1. Teorem: A(X, Yo, Zo) Ve B(x4,y1,21) noktalarindan gegen dogrunu

denklemi;
X=Xo  Y7Yo Z77Zo

X1—Xp Y1—=Yo Z1—Zg

dir.
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ispat: P(x4,y1,21) ve Q(Xp,¥2,2,) gibi iki noktadan gecen dogrunun
denklemi (dogrusal fonksiyonlardaki iki noktadan gecen dogrunun denklemi
geregi)

X=X1. Y™V ve y=¥1. 777

X27X1  Y2™V1 Y2—=¥1 2277

X=X1  Y™V1 777
X2=X1  Y2=YV1 2277
yazilabilir.

Ornek: A(6,2,3) ve B(—1, 4, 0) noktalarindan gecen dogrunu denklemi
nedir?

X—X - Z—7Z
2.1. Sonug: 2.1. teoremde elde edilen o _ Yo _ % denk-

X17Xo0 Y17Yo Z17Zp
leminde 6zel olarak x, —x; = p,y, —y;1 = q,Z, —z; = r alinirsa
X=X1  Y7y1 777,

p q r

bulunur.

X=X Y7Y1  Z7Zq .. . o .
2.2, Tanim: b = 1 = biciminde olan dogru denkleminde

p, q, r sayilarina dogrunun parametresi denir. Mesela 6nceki érnekteki dogru-
nun parametreleri N(—7, 2, 3) diir.

Ornek: Orijinden gecen ve dogrunun parametresi N(—2,3, 5) olan
dogrunun denklemi nedir?

Cozim: 0(0,0,0) dan gecen ve N(—2,3, 5) dogrunun parametresi olan
dogrunun denklemi,
x—0 _ y—0 z-0

-2 3 5
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X y
-2 3
bicimindedir.
X—X - Z—7Z
2.3. Tanim: b 0 _ Y qYO = . 0 _ A dogru denkleminde;

X=Xg+Ap,y=yo+AQZ=7)+Ar

denklemine dogrunun parametrik denklemleri ad1 denir.

.. X—-2 y+6 z—4
Ornek: T olan dogru tlzerinde herhangi iki nokta bu-

lunuz.

Xx-2 y+6 z—4
Cozim: = = = A
3 5 -2
x=24+3Ly=—6+5\Nz=4-2)A
elde edilir. Dogrular tizerindeki tiim noktalar (2 + 3A, —6 + 5\, 4 — 2)\) bici-
mindedir.
A =0icin A(2,—-6,4)
A =1licin A(5,—-1,2)
bulunur.

2.1. Not: Dogru denkleminde;

i) p = 0 ise, dogru x eksenine dik olur. Bu durumda dogru y o z diizle-

- Z—7Z
mine paraleldir ve denklemi x — x, = 0, Y=Yo _ . % dir.

ii) q = 0 ise, dogru x eksenine dik olur. Bu durumda dogru x o z diizle-
X—Xg Z—Zg g
ir.

mine paraleldir ve denklemiy —y, = 0, .

iii) r = 0 ise, dogru x eksenine dik olur. Bu durumda dogru x o y duzle-
X~Xo _Y~¥o dir

p q

mine paraleldir ve denklemiz —z, = 0,
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Ornek: A(3, 2, — 4) noktasindan gecen ve v = (—1, 2, 0) eksenleri kesen
noktalari olan dogrunun denklemi nedir?

. . X=3 y-2

Cozum:_— = T,Z+4 =0

2.2. Not: Su ana kadar R® de dogru denklemleri;

l.mnreRz=f(xy) =mx+ny+r
2.3a,b,c,de R ax+by+cz+d=0
3 X=Xo Y~7Yo Z77Z

p q r
olmak lizere ii¢ ¢esit elde edilmistir.

2. Iki Dogrunun Paralel Olma Durumu

P1 d1 Iy %) qdz )
iki dogru birbirlerine paralel olsun. Bu takdirde,

Pi_d1_1
d.//d, &—==2==2
1//d; by, T

2.2. Teorem: d;: X

dir.

ispat: d,ve d, dogrularinin paralel olmasi demek dogrularin eksenlere
olan izdiisiimlerinde birbirine paralel olmasi demektir. Bu ise eksenlerin ke-
sen noktalar1 birbirini oranlar. Yani;

d//dy b=t =11

P, d; I
dir.
. oy .x=1_y+2 z-5 x—4 y-1_z
Ornekyd,: —= == ==-vedy=——="5-=

dogrulari paralel ise m + n nedir?

Cozim: d; ved, dogrularinin eksenleri kesen noktalar1 v; = (3,m, 1)
vev, = (1,2,n) dir.

3 m 1
di//d, & 1=5=1
m=6ven=1§ .
m+n=6+§=?
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3. iki Noktanin Arasindaki Uzaklik

2.3. Teorem: P, (x4,y1,21) noktasinin P, (x5, V,, Z,) noktasina uzakhigi;

IPP,| = /(x; —x1)2 + (2 —y1)? + (22 — 21)?
seklindedir.
Ispat: xy koordinat diizlemine paralel bir A;(X,,V1,21) ve A,(Xy,¥2,Z1)

noktalarini alalim. P ve Pz noktalar arasindaki uzaklik P;A;A, ve P;A,P, dik
liggenlerinin Pisagor teoremi uygulayalim.

A
f:.][-lllj._lllj.:J]

X
|PiAL| = |x2 — x4, |A1Az] = |yz — yal, |1A2P] = |2, — 24]
P;A;A, ve P{A,P, licgenlerinin her ikisi de dik a¢ili oldugundan Pisagor teore-
mini iki defa uygulamamiz lazim.
|PiP; |2 = |PyA,|% + [AsP, % [PAL 1% = |PLAL |2 + |A1AL ]2
olur. Buna gore;
[P, P, |2 = |PiA, | + A, P, ]2
= |P A% + |A1Az]% + AP, |2
=X, — %)%+ (V2 —y1)? + (22 — 21)?
dir. Bu yiizden

|P1P,| = \/(Xz —X1)2+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)?

olur.

Ornek: A(1,3,—2) ve B(5, 4, 2) noktalar1 arasindaki uzaklik

d=/G-1)2+@-3)2+2-(-2)2=+33

olur.
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Ornek: A(4,2,4) ve B(a,—2,1) noktalan arasindaki uzakhik 13 birim
ise a'nin degeri nedir?

¢oziim: |AB| = 13
J@—4)2+(-2-22+(1—-4)2=13
(@a—4)2+16+9 =169
(a—4)? =144
a—4=12Na—4=-12
a=16 AN a=-8

Ornek: (m,—2,3) ve (5,1,—2) noktalarn1 arasindaki uzaklik 5v2 ise
m’nin degeri nedir?

¢oziim: /(5 —m)2 + (1 — (=2))2+ (-2 -3)2 =5V2
(5—-m)? + 34 = 50
(5-m)% =16
5—-m=4 A5-m=—-4
m=1Am=9

2.3. Not: A(a, b, ¢) noktasinin orijine olan uzakhg |OB| = va? + b? + c?
dir.

Ornek: A(8,9, 12) noktasinin orijine olan uzakligi nedir?

Coziim: |OB| = V82 + 92 + 122 = 17 br

4. Iki Dogru Arasidaki A¢1
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_Xl _ y_yl _ Z_Zl ve dz: X_X2 — y_yz — Z_Z2
P1 a1 | P2 a2 2
dogrular verilsin. Bu takdirde iki dogru arasindaki agi,

PP 11911112

Jp+at+rt [pd+ad+id

2.4. Teorem: d;: X

cosO =

dir.

Ispat: Analitik Geometri dersi Dogrunun Analitigi konusunda iki boyut-
lu uzayda bu teorem ispatlanmistir. Verilen denklemde;

i) r; = r, = 0 alinirsa x o y eksenine izdiislimiinii verir.
P1P>1+9:19;

Jp?+a} [pd+a3
olup iki boyutlu uzay1 gergekler.

cosO =

ii) g; = q, = 0 alinirsa x o z eksenine izdiistimiini verir.
PPy F111

[p+r? /p%+r%

olup iki boyutlu uzay1 gergekler.

cosO =

iii) p; = p, = 0 alinirsa y o z eksenine izdiislimiinii verir.
9192110

/q%+r% /q%+r%

olup iki boyutlu uzay: gergekler.

cos 0 =

Her ii¢ boyuttada bu denklem saglandigindan ti¢ boyutlu uzayda da bu
denklem saglanir.

< o4 . x=3 _y+1 _ z+3 x+1 _y-3 z-5
Ornek: d;:— = =5 —_ﬁvedl. T =1 -5
dogrulari arasindaki a¢1 ka¢ derecedir?
Coziim: d; ve d, dogrularinin eksenleri Kkesikleri noktalari

vi = (=1,1,—V2) vev; = (1,1,/2) dir.
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d1
0
do
cos O = (—1)-1+1-1+(—\/§)-\/§ _ _1
- 2 2 2
JED2 124 () 1241242
0 =120°
bulunur.

5. iki Dogrunun Dik Olma Durumu

P1 d1 Iy Py qz )
iki dogru birbirlerine dik olsun. Bu takdirde,
dy L dyisep;p, + 19z + 111, =0

2.5. Teorem: d;: X

dir.

ispat: d; ve d, dogrularn birbirlerine dik iseler aralarindaki a¢1 90° ola-
cagindan, 2.4. teorem geregi;
cos90 =0
P1P2 + Q192 + 1112 =0
olur.

Ornek: dl:X;1 = y-LIL-Z = ZES ve d,:

dogrulari paralel ise m + n nedir?

x—4 y—1

a 2

U1l N

Coziim: d; ve d, dogrularinin eksenleri kesim noktalar1 v; = (3,4,2) ve
v, = (a,2,5) dir.

p1pP2z + 419z + rir; =0
3a4+4:24+2:-5=0
a=—b6

6. Bir Noktanin Bir Dogruya Uzaklhg:
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X—X1 Y—V1 7Z—7Z

2.6. Teorem: P(Xy, Vo, Zo) noktasinin = q = L dogrusuna

uzakligi,
d= (1 —%0)%+ (V1 — ¥o)? + (21 — 29)?sin

dir.

. X—X - Z—7Z

[spat: b 1_Y qY1 =7 1 dogrusu A(x4,y1,Z1) noktasindan gegsin.

P(Xo.Yo Z0)
d
) s

Al Y1, 2) H
d

PAH dik tli¢cgeninde sin0 = > 3 > oldugun-
Jo1—x0) 2+ (1 —y0)* + (21 ~20)
dan istenen elde edilir.
.. Xx-2 y-1 z+1
Ornek: P(1,2,3) noktasinin 3 = T = > dogrusuna uzakligi

nedir?

.. X-2 y-1 z+1
Coziim: 3 = == dogrusu A(2,1,—1) noktasindan ge¢mekte

1
vev(3,1,2)dir.

JA-22+2-1)2+@B-(-1)2=+18
3:(1-2)+1-2-D)+2:(3—(-1)) =i

cosO =
J183%2+1%422 V7
Y7
V6
1
d=+/(x; —x0)% + (y1 — ¥0)? + (z1 —2)?sin 0
. V6
- Va5
603
V7

R3 DUZLEM DENKLEMI
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2.4. Tanim: Dizlemin iizerindeki bir dogruya dik olan dogruya diizle-
min normali denir ve N ile ifade edilir.

2.5. Tanim: N:ax + by + cz + d = 0 diizlemin normali ve diizlem uze-
rinde A(x4,¥4,21) bir nokta olsun. a(x — x;) + b(y —y;) + c(z — z;) = 0 denk-
lemine diizlem denklemi denir. Diizlem denklemi Ax + By + Cz + D = 0 bigi-
minde de yazilabilir.

N : ax+by+cz+d=0

/
/
/
-
________ iy

AX1,¥1,21)

Ornek: A(4,—-2,3) noktasindan gecen ve N : 3x +y + 2z = 0 normali-
ne dik olan diizlemin denklemi nedir?

Cozim:a(x—x4) +b(y—y1) +c(z—2z;) =0
3x—4)+1(y=(=2)+2(z—-3)=0
3x+y+2z—-16=0

Ornek: 3x + 4y — 2z + 5 = 0 diizleminin normali nedir?

Coztim: Diizlemin normali N : 3x + 4y — 2z = 0 dir.

1. iki Diizlemin Cakisik Olmasi

2.7. Teorem:
Ei:Aix+Byy+Ciz+D;y =0veE;: A,x+B,y+Cyz+D, =0
iki diizlemi ¢akisik olmasi i¢in,
Ar By (4

A, By Cp
olmasi gerekir.
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Ispat: Iki diizlem birbirine ¢akisik ise bu iki diizlem iizerindeki birbirle-
rine paralel dogrular cakisik olacagindan 2.2. teorem geregi istenen sonug elde
edilir.

2. Iki Diizlemin Paralel Olma Sarti

2.8. Teorem:

El:A1X+B1y+C1Z+D1 == 0V6E21A2X+B2y+CZZ+D2 =0
iki diizlemin paralel olmasi i¢in,

N;tax+byy+ciz=0veN,:a,x+byy+ c;z=0
normalinin paralel olmasi gerekir.

Ny | Np

(7

b
E,//E,ise N,//N — ==V
1//Ezise Ny // 2:>612 b, e

Bu teoremin ispati asikardir.

Ornek: x —my + 3z — 8 = 0 diizleminin 2x + 6y + 6z — 8 = 0 diizle-
mine paralel olmasi i¢in m ne olmahdir?

Cozum: Ny:x —my + 3 = 0 ve N,: 2x + 6y + 6z = 0 olup
1 3

m
Nl//N2:>§= —€=8:>m = -3

bulunur.

3. iki Diizlemin Dik Olma Sart1

2.9. Teorem:

Ei:Aix+Byy+Ciz+D;y =0veE;: A,x+B,y+Cyz+D, =0
iki diizlemin dik olmasi i¢in,

N;:a;x+byy+c;z=0veN, :a,x+byy+ c,z=0
normalinin dik olmasi gerekir.
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N
/\E2 Py
[T > N,

E

El 1 Ez ise N1 1 N2:> dqdy + b1b2 + C1Cy = O

2.4. teoremde 0 = 90° alinirsa istenen elde edilir.

Ornek: 4x + 5y + mz — 6 = 0 diizleminin —x+ 2y + 3z + 1 =0 diiz-
lemine dik olmasi i¢in m ne olmalidir?

Coztim: N : 4x + 5y + mz = Ove N : —x + 2y + 3z = 0 oldugundan;

EllEzlseNllN2:>4(_1)+52+m1:0
=>m = —6

olur.

4. iki Diizlem Arasindaki A1 (Olgek Acisi)

2.10. Teorem:

Ei:Aix+Byy+Ciz+Dy =0veE;: A,x+B,y+Cyz+D, =0
dizlemleri arasindaki a¢1

N, tayx+byy+ciz=0veN,:a,x+byy+ c;z=0
ise, E1 ve E diizlemleri arasindaki a¢1 N; ve N, arasindaki a¢inin biitiinleyeni-
dir.
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A\

AN

Z

Eq \é

Bu teoremin ispati asikardir.

180 — a 6lgek agis1

Ornek: vV2x + y + z — 6 = 0 diizleminin V2x — y — z + 2 = 0 diizlemle-
ri arasindaki a¢1 ka¢ derecedir (Diizlemler arasindaki a¢1 2. bolgededir)?

Coziim: Ny : V2x+y+z=0veN, : V2x —y + z = O ise;

cos® = V2241 (- D+11 _1

W2t 12412 (2 4 (c 12422

Diizlemler arasindaki ac1 (6lgek agis1) 1200 ve biitiinleyeni 60° dir.

5. Dogrunun Diizlem ile Durumu

2.11. Teorem:

X—X - Z—7Z
> N qYO == 2 dogrusu ve Ax + By + Cz + D = 0 diizlemi veril-

sin.

a) Ap + Bq + Cr # 0 ise dogru diizlemi bir noktada keser.

b) Ap + Bq + Cr = 0 ve Axy + By, + Cxg + D = 0 ise dogru duzlemle
cakisiktir.

c) Ap+Bq+Cr=0 ve Axy+ Byy+ Cxq+ D # 0 ise dogru diizleme
paraleldir.

. X—X - Z—7Z

[spat: 0 _ Y Yo = 0 _ A alinirsa;
q r

X=Xy +Ap,Yy=Yo+AQZ=127y)+Ar
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olacagindan,
A(xg +Ap) + B(yo +Aq) + C(zg + Ar) + D =0
(Axg + Byy+Czy+ D)+ A(Ap+Bq+Cr) =0
yazilabilir.

i) Bir dogrunun egimi ile bir diizlemin egimi egimi esit degilse, Dogrusal
Fonksiyonlar konusunda bunlarin bir noktada kesisecegini izah edilmisti. Bu-
na gore Ap + Bq + Cr # 0 olup o dogru ile diizlemin bir noktada kesistigini
gosterir.

ii) Ap + Bq + Cr = 0 ve Axy + By, + Cxo + D = 0 ise keyfi A(Xq, Yo, Zo)
noktasinin diizlem denklemini sagladigini gosterir. A(Xq, yo,Zg) keyfi oldugun-
dan dogrunun her noktasinin dogrunun diizlem iizerinde oldugunu gosterir.

iii) Ap + Bq + Cr = 0 ve Ax, + By, + Cxo + D # 0 ise A(Xq,Yo,Zg) nok-
tasinin hicbir noktasi saglamadigindan hi¢bir noktada kesismeyeceginden, vu
durum ancak dogrunun diizleme paralel olmasiyla miimkiindiir.

.. X—4 y—-2 z
Ornek: - - 5 =3 dogrusu ve —3x + 2y + z — 18 = 0 diizleminin

kesim noktasinin koordinatlarini bulunuz.

1 2 2
x=k+4,y=2k+2,z=2k
bulunur. Bu esitlikleri —3x + 2y +z — 18 = 0 diizlem denkleminde yerine
yazilirsa,
—3(k+4)+2-2k+2k—-18=0

k=2
oldugundan ortak nokta A(6, 6, 4) olur.

x+11 y+1 z-2 . . .
> = 5 T m dogrusu 2x — 4y + 3z + 8 = 0 diizlemine

paralel ise m’nin degeri nedir?

Ornek:

Cozim: 2x + 5y + mz = 0vev = (2,—4,3)

2:2+5-(-9)+m-3=0
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6. Bir Dogru ile Bir Diizlem Arasindaki A1

2.12. Teorem:
d: X0 Yo _
p q
arasindaki a¢1 dogru ile diizlemin normali arasindaki agisinin sintistine esittir.
N =(a, b, c)

d
/=(p.q, r

Z_rZO dogrusu ile E: Ax+ By + Cz + D = 0 diizlemi

Ispat: Dogru ile diizlem arasindaki ac1 0, dogru ile normali arasindaki
act o olsun. a + 6 = 90 olup cos o = sin O dir.
sin® = cosa
esitliginden elde edilir. 2.4. teoremden istenen elde edilir.

.. .., X—1 y-2 z-3 o
Ornek: x+ 2y +z—5= 0 diizlemi ile = = — dogrusu

arasindaki a¢1 kag derecedir?

Cozim: N : x+\/§y+z =0vev= (1,\/?,—1) ise;

: 114V2+2+1-(—1) 1
sin@ = > - =5
12422417 12427 (1)?
—200 =X
0 =30 = >
elde edilir.

7. Dogrunun Diizleme Diklik Sarti

2.13. Teorem:
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d: X_pXO = y_qyo = z—rzo dogrusu E : Ax + By + Cz + D = 0 diizlemine
dik ise dogru ve normal birbirlerine paraleldir. (N//d)
d 4
AN
o]
E
EldiseN//desA=B_¢
p q r
dir.
Bu teoremin ispati asikardir.
.. Xx-2 y+1 z-2 . B
Ornek: T g T 3 dogrusu 5x +ny + 3 = 0 diizlemine dik

olmasi icin m + n ne olmalidir?

Cozim: N :5x+4y+3z=0vev=(m,—2,3)

5 n 4

m -2 3

_15 _8. n _15_8_13
m—4ven—3lsem n—4 3—12

8. Bir Noktanin Bir Diizleme Olan Uzakligi

2.14. Teorem: A(Xq,Yo,Zg) noktasinin E : Ax + By + Cz + D = 0 diiz-
lemine olan uzakligi;
I AlXo. Yo + Zo)

h

b= |Ax0+By0+CZO+D|

JA%+B2 4+

dir.
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Ispat: Analitik Geometri dersi Dogrunun Analitigi konusunda iki boyut-
lu uzayda bu teorem ispatlanmistir. Verilen diizlemde normale dik bir
ax + by + cz + d = 0 dogru denklemini alalim.

i) ¢ = 0 alinirsa x o y eksenine izdiisiimiinii verir.
. |axg+by,+d|

Ja? +b?

olup iki boyutlu uzay gercekler.
ii) b = 0 alinirsa x o z eksenine izdlisiimiinii verir.
h— laxg+czg+d|
Ja%+c?
olup iki boyutlu uzay gercekler.

iii) c = 0 alimirsa y o z eksenine izdiisiimiini verir.
h = |bX0+CZO+d|

\/b2+c2

olup iki boyutlu uzay1 gergekler.

Her ii¢ boyuttada bu denklem saglandigindan ii¢ boyutlu uzayda da bu
denklem saglanir.

Ornek: A(3,8,—2) noktasinin 6x — 5y + 3z + 4 = 0 diizlemine uzaklig
kac birimdir?

Coziim: h = |Ax+By+Czy+D|
JA%+B2+C?
16:3+(=5)-8+3-(—2)+4]
J6%+(=5)2+3?
_ 24
~J70

9, Paralel iki Diizlem Arasindaki Uzaklik

2.15. Teorem: Birbirlerine paralel olan;
El:A1X+B1y+Clz+D1 = 0V6E21A2X+B2y+C2Z+D2 = 0
dizlemleri arasindaki uzaklik;
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|D1—D;]

JAZ+B2+c?

h =
dir.

Ispat: 2.14. teorem geregi E, diizlemi tizerinde alinan bir (X3,,,2;)

noktasinin d; dogrusuna uzakligy;
h= |Ax,+By,+Cz,+D|

(1)
JAZ4+B%+C?
dir. Ayrica (X;,y2,Z;) noktasi, d, diizleminin denklemini saglar. Yani
A,x + B,y + C,z = —D, dir. Buldugumuz degeri (1) de yerine yazarsak,
h = D1~ Dyl
JA%+B%+C?

elde edilir.

Ornek: 3x+4y+5z+11=0 ve 6x+8y+ 10z+9 =0 diizlemleri
arasindaki uzaklhk;
h=_P17Dpl
JA%+B2+C?
[11-9|

) J3%+4%45°

A5

10. Dogrularin Ayni Diizlemde Olma Sarti

2.16. Teorem: s N £ S , XX YV % dogrula-
P1 d1 ry P2 a2 2
rinin ayni diizlemde olmasi i¢in;

X2=X1 Y2=Y1 2277
P1 q1 ry
P2 q, Iy

dir. (Burada dogrular birbirine paralel degildir.)

=0

ispat: Determinant konusundan hatirlayacak olursak;

Xp0—=X1 Y2o—=YV1 Z—74
P1 q1 ry
P2 q, Iy
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X2 Y2 Z X3, Y1 74
P1 9 T1|—(P1 9 T1| =0
P2 q2 Iz P2 qz Iz

elde edilir. Bu iki determinantin esit olmasi i¢in A(X4,¥4,21) = B(X2,¥2,22)
olmasiyla miimkiindtr. Buna gore iki dogru ayni diizlem tizerindedir.

11. Bir Noktadan Gegen ve iki Dogruya Paralel Olan Diizlem Denk-
lemi

2.17. Teorem: A(xy,Yo, Zo) noktasindan gecen ve v; = (py,qq, 1) ile
v, = (P2, g2, 1) olan dogrularina paralel bir diizlemin denklemi;

X—=X1 Y=V1 274
P1 q1 Iy =0
P2 q, Iy
dir.
X—X1 Y—™V1 2774
ispat: | P1 q, rr |=0
P2 q, Iy
X 'y z X1 Y1 721
P1 4 TNif—|[P1 49 T1f{=0
p2 q, I2 p2 4, I
X 'y z X1 Y1 741
P1 4 nif=1P1 944 =1
P2 q, T2 P2 q, I2

elde edilir. Bu iki determinantin esit olmasi diizlemin A(x,, o, Z,) noktasindan

gecen ve v; = (p4,qq,11) ile v, = (p,, q4, 1) olan dogrularina paralel olmasiyla
mimkiindir.

Ornek: A(3,-2,—1) noktasindan gecen ve v, =(1,-2,4) ile
v, = (3,2,—5) olan dogrularina paralel olan diizlem denklemini bulunuruz.

Cozum:
x—3 y+2 z+1
1 -2 4 |=0
3 2 -5

determinantinin a¢ilimi yapilirsa;
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2x+17y+82+36=0
denklemi elde edilir.

12. U¢ Noktadan Gegen Diizlemin Denklemi

2.18- TEOI'em: A1 (Xl' Y1’ Zl)' Az (Xz,yZ, Zz), A3 (X3,Y3, Z3) nOktaSIHdan ge'
cen diizlemin denklemi;
X—X; Xp—X; X3—Xg
y=¥V1 Y2—Y1 ¥Y3—Y1|=0
Z_Zl ZZ_ZI Z3_Z1

dir.

ispat: Bu determinantin acilimi yapilinca;

X (V123 — y3Z1) 1y (—x1Z3 + X321) + z (X1y3 — X3¥1)
A

B C
—X2 (Y123 — ¥3Z1) + ¥2(X1Z3 — X32Z1) — Z(Xqy3 — X3y1) = 0
D

elde edilir ki bu bize A, (X1,¥1,21), A5(X2, V2, Z2), A3(X3,¥3, Z3) noktasindan gegen
diizlemin denklemi oldugunu gosterir.

2-19- Teorem: Al(Xl’ yl, Zl)’ AZ(XZ’ yZ, Zz), A3(X3, Y3’ Zg) l’lOktaSIIldan ge'
cen diizlemin denklemi;

X 'y Z1
X3 Y1 721 1 —0
X0 Y2 Zp 1
X3 Y3 Z3 1

dir.

Bu teoremde 2.18. teorem gibi determinantin a¢ilimi yapilinca diizlem
denklemi elde edildigi goriliir.

Ornek: A;(3,2,5), A,(—1,4, 6), A;(2, 0, 1) noktasindan gecen diizle-
min denklemi;

I
- WX
= o U1 N
[l e N T
Il
(e}

y
2

4
0

N

dir.
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Cozim: Bu determinantinin agilimi yapilirsa;
—6x+ 17y +262—2=0
denklemi elde edilir.

iKi DUZLEMIN ARAKESITINDEN GECEN DUZLEM DENKLEMI (DUZ-
LEM DEMETI)

2.6. Tanim:
Ei:Aix+Byy+Ciz+Dy =0veE;: A,x+B,y+Cyz+D, =0
iki diizlemin verilsin; A € R i¢gin
Aix+Byy+Cz+D; +A(Ax+B,y+Cyz+Dy) =0
denklemine iki diizleminin ara kesitinden gecen diizlemlerin denklemi veya

diizlem demeti denir. /v

Ornek: 2x+y+z—5=0 ve 4x— 7y + 8z + 10 = 0 diizlemlerin ara-
kesitinden ve A(—1, 2 2) noktasindan gegen diizlemin denklemi nedir?

Coztim: Verilen diizlemlerin arakesitinden gecen diizlemin denklemi
2x+y+z—5 +r(4x—7y+82z+10) =0
olup bu diizlem A(—1, 2 2) noktasindan da ge¢tiginden bu nokta koordinatlari
diizlem denklemini saglar.
-D+2+2-5)+r4(-1)-7-24+8-2+10)=0
A =12
A = 12 yerine yazilirsa,
QD +2+2-5)+12(4(-1)—-7-2+8-2+10) =0
50x — 83y +97z+ 115 =0
elde edilir.

IKi DUZLEMIN BiRBIRINE GORE DURUMLARI

i) iki diizlem bir dogru boyunca kesisebilir.
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d

d¥ Ny=aqx+bqy+cyz+d

Ny= agX+bpV+C o2+

ii) iki diizlem paralel olabilir. Iki diizlem paralel oldugunda ortak hicbir
noktalar1 yoktur.

r‘l . E, nE,=0
Ef--
E,//E, = N, /N,
=
E

iii) ki diizlem cakisik olabilir. Eger iki diizlem cakisik ise biitiin nokta-
lar1 ortaktir.

NN,

Xx—y+2z=4
x+y+z=8
A(1, -2, 2) noktasinda arakesit dogrusu nedir?

Ornek: } diizlemleri kesisen diizlemler olduguna gore

X—y+2z=4
X+y+z=8

X=2—%yvex=4—z

Cozum: }y=4—2xvez=4—x
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1 -2 2
arakesit dogrusunun denklemidir.

—2x+y+3z—-5=0

Ornek: mx+2y+6z—8=0

} diizlemleri paralel ise m’'nin degeri ne-
dir?

Coéziim: ki diizlem paralel olmasi icin normali paralel olmalidir.

N1 = (_2, 1, 3) ve NZ = (m, 2, 6)

-2 1
Nl//N2(=)F=7<=)m=—4

UC DUZLEMIN BIiRBIRINE GORE DURUMLARI

Ei:A;x+Byy+Ciz+D; =0

E):Ayx+Byy+Cyz+D, =0

E3: A3x+B3y+C3z+ D3 =0
diizlem denklemleri verilmis olsun.

i) Bu li¢ diizlemin bir tek ortak noktasi olabilir.

|

A < TR

E

4

E,nE,nE,={A})

ii) U¢ diizlem bir dogru boyunca kesisebilir.
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d

7/ %

"

A
E,n E,nE;={d)

iii) Iki diizlem paralel olup, tigiincii diizlem bunlar1 kesebilir.

E1ﬁE2=®
E,nE,={d,}
E,nE,={d,)

iv) Ug diizlem birbirine para olabilir.

A

A4S
-

E'nEan:,‘:E)

v) U¢ diizlem cakisik olabilir.

/=4

24
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2.4.Not:

Ei:Aix+Byy+Ciz+D; =0

E;:Ayx+Byy+Cz+ D, =0

E3:A3x+ B3y +C3z+ D3 =0
diizlem denklemleri verilmis olsun. Bu diizlemin katsayilar determinanti A
olsun.

i) A # 0 ise bu li¢ duzlemin bir tek ortak noktasi vardir.

ii) A = 0 ise Rak A ya 2 ya da 1’dir.

A A
B; B,

Bu takdirde sistemin ilk iki denkleminin sonsuza kadar ¢6ziimi olacagindan,
bu iki diizlem bir dogru boyunca kesisirler.

a) Rak A = 2 ise ve 6rnegin asli determinant 6 = # 0 olsun.

b) Rak A = 2 ve § # 0 iken

Ar A Ag
6241 =|(B1 Bz B3[=0
D; D; Ds

ise bu tli¢ diizlem bir dogru boyunca kesisirler.

c) Rak A =2 ve 6 # 0 iken §,,4 # 0 ise ¢ dlizlemin ikiser ikiser arake-
sitleri paraleldir. Yani, bu li¢ diizlemin ortak noktas1 yoktur.

d) RakA =2 ve oOrnegin asli determinant 6§ = A # 0 ise 841 =
Ar A

D. D= 0 yli g6z Oniine alalim, bu takdirde bu iki diizlem ¢akiliktir.
1 2

e) Rak A = 2 ve drnegin asli determinant 6 = A # 0 ise 6141 # 0 ise bu
takdirde bu iki diizlem paraleldir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. Denklemleri
X+5_y—3_z—4 X _y _z
2 -3 1’'a -2 4
olan iki dogrunun birbirlerine dik olmasi i¢in a ka¢ olmalidir?

)

A)1 B)2 (3 D)4 E)5
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Cozlim: d1 dogrusunun eksenleri kesim noktalari, v; = (-2,-3,1)
d2 dogrusunun eksenleri kesim noktalari, v, = (a, —2,4)

d; L d;isep;p, +qiqz + 111, =0
(=2)a+(-3)(-2)+1-4=0
a=>5
Cevap: E

5
= = dogrusu —3x + (a + 1)y + 2z = 5 diizlemine pa-

ralel olduguna gore, a kactir?

A)1 B)0 (-1 D)-2 E)-3

Cozum:
dn=(A.B,C)
4 d
E
x-1 y+4 z-5 ) )
- = > = 2 dogrusunun eksenlerin kesim noktas1 v = (a, 2,4)

dir.
3x + (a+ 1)y + 2z = 5 diizleminin normali v = (-3, (a + 1), 2) dir.

Dogrunun diizleme paralel olmasi i¢in, v L n olmalidir. iki vektér dik
oldugunda i¢ carpimlar sifir olacagindan,
v.in
a(-3)+2-(a+1)+4-2=0
p=2
bulunur.
Cevap: D

Xx+1 y z-3 . . o
raa il denklemiyle verilen dogru x+3y—2z+5=0

dizlemine dik olduguna gore, a + b toplami kagtir?

A)0 B)1 (2 D)3 E)4
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L. X+l 'y z-3 .
Cozum: = ; = T dogrusuna gore v = (2,a,b)

3x+9y — 6z + 5 = 0 dizleminin normal vektéri v = (1,3, -2)
2 a b2 a2 b

1 3 =23 9 -6
a=6veb=—-4
atb=6—-4=2
Cevap: C

4. Tepe noktas1 A(2, 2,2) olan dik dairesel koninin tabani 2x + y — 2z —
4 = 0 diizlemi lizerindedir. Bu koninin taban yaricapi 3 birim olduguna gore,
hacmi kag birim kiiptiir?

A)nr B)2n C)3n D)4n E)5=x

Cozum:
A2, 2,2)
h
—
2x+y-2z2+1=0
h— |2:242-14+(—2)2—4| 2
- -3
(224124 (=2)?
mréh “32'%
V= = =27

3 3
Cevap: B

5. x—1=y =1z dogrusu x+y+z = 10 dizlemini A noktasinda kes-
mektedir. Buna gore, A noktasinin koordinatlari nedir?

A)(4,3,3) B)(423) (43,2 D413 E)(431)

Cozim:x— 1=y =z =kalnirsa,x=k+ 1,y = z = kolup,

x+y+z=10
k+1+k+k=10
k=3

dir. Buna gore A noktasinin koordinatlari A(4, 3, 3) olur.
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Cevap: A

6. Uzayda,

Z X Z—m
dl:X+1=y+2=_—5VCd2:5=%:

a

dogrulari dik kesismektedir. Buna gore, m kagtir?
A > B i C 2 D)1 E)O
): B OF D1 B

Cozim: d; ve d, dogrularinin eksenleri kesim noktalari Kl =(1,1,-5)
ve Kz = (a,b,a) dir.

p1pP2z + 919z +rir; =0
l-a+1-b—-5-a=0

b = 4a
olur. Burada a = 1 alinirsa b = 4 olur.
7 X y z-m
x+1=y+2=—5=kve—=—=—=€
- 1 4 1

alinirsa,
x=k—-1y=k—=-2,z=2kx=2%y=4¢,z=4+c
olur. Burada,
f=k—1vedf =k—-2
denklemleri ¢oziliirse,

2 1
k—§ve€——§

1

4 4 : 5
z=2k=25=5ve—=——+misem =3
3 3 3 3

wl N

bulunur.

7. a ve b gercel sayilar olmak tizere, uzayda (1,1, 1) noktasindan gecen
ax + 2ay + bz = 14 dizlemi, 5x + 3y — 2z = 5 diizlemine diktir. Buna gore,
b’nin degeri nedir?

A)3 B)4 (5 D)6 E)7

Coéziim: ki diizlem birbirine dikse;
P1P2 + 419z + 1112 =0
a5+a-3-2b=0
b =4a
Bulunan bu degerler 1. diizlemde yazilirsa,
ax + 2ay +4az = 14
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olur. Bu duzlem (1, 1, 1) noktasindan gectiginden,

olur.

a*14+2a-14+4a-1=14
a=2
b=8
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