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2. BOLUM
KISMI TUREV

KISMi TUREV KAVRAMI

Tek degiskenli fonksiyonlarda fonksiyonun tiirevi, x bagimsiz degiskenine
Ax artmasi verildiginde fonksiyonun Ay=f(x+Ax)—f(x) artmasmmn Ax’e oram

olan Ay in Ax—0 iken (varsa) limitine denilmisti. Simdi bu durumu iki degis-

Ax
kenli fonksiyonlara tasiyalim.

2.1. Tammm: z = f (x, y) iki degiskenli fonksiyonu verildiginde bagimsiz de-
giskenlere Ax ve Ay artmalar1 i¢in fonksiyon artmasi
Az=f(x+Ax,y+Ay)—f(X,y)
olur. f(x,y) nin (x,,y,) noktasinda;
f(x+Ax,y)—-f(x,y)
Ax
limitin var olmasina x'e gore kismi tiirevi denir.

f(xy +Ay)-f(xy)
Ay
limitin var olmasina y’e gore kismi tiirevi denir.

f(xy)= lim

fy (x,y)= lim

Burada z = f (x, y) fonksiyonunda eger y’yi sabit tuttugumuzda elde edilen
fonksiyonun x’e gore tiirevi varsa bu tiirev x'e gore kismi tiirev; eger x'i sabit tut-
tugumuzda elde edilen fonksiyonun y’ye gore tilirevi varsa bu tiirev ise y'ye gore
kismi tiirev olur.

x e gore kismi tlirev

of
f.(xy), &(x.y) ,Z,(%,y)

y ye gore kismi tiirev ise
of
fy (X,y).g(x,y).zy(x,y)

gibi sembollerle gosterilir.
Ornek: f(x,y)=x’y* fonksiyonunun f (x,y) tamim kullanarak ¢éziiniiz.

Cozim:
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(x+hPy? —xy?
h
. (x*+3x*h+3xh® +h*)y* - x’y*
-l h
lim h(3x%y” +3xhy* + h’y?)
h—0 h
=3xy" //

f,(x,y)=lim

Kismi tiirevleri bulurken fonksiyonlarin Ax,=h artmasin da bagimsiz de-

giskenlerden birisi sabit tutulup fonksiyon tek degiskenli fonksiyona doniistiirii-
liir. Bu sekilde tiirev alinir.

Ornek: f(x,y)=x’+y’—3xy+10 fonksiyonunun f,(x,y) ve f,(x,y) kismi

tlirevlerini hesaplayiiz.

Cozim: f (x,y) tirevini bulmak i¢in y’yi sabit olarak diistinerek, x’ye gore
tiirev almamiz gerekiyor. Buna gore
f (x,y)=3x* -3y
olur. f (x,y) tirevini bulmak i¢in ise x'i sabit olarak diisiinerek, y’ye gore tiirev
almamiz gerekiyor. Buna gore
f,(x,y)=2y-3x

olur.
Ornek: f(x,y)=x"+xy?® fonksiyonu i¢in f,(2,3) tiirevini bulunuz.

Coztim: Bu fonksiyonun x’e gore tilrevini alip x yerine 2, y yerine 3 yazar-
sak:

f.(xy)= 4x3 + y2
f (23)=4.2°+3*=41
olarak bulunur.

Ornek: f(x,y)=+/x*+y* fonksiyonu icin f,(3,—1) tiirevini bulunuz.

Coziim: Bu fonksiyonun y’ye gore tiirevini alip x yerine 3, y yerine —1 alir-
sak,
2y y

2\/)(2 +y2 - \/x2 +y2

f,(x,y)=
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N

f,(3-1)=

olarak bulunur.

Ornek: f(x,y)zi fonksiyonunun tanim kiimesine ait (x, y) degerleri
X+y

icin —f(x,y) ve ﬁ(x,y) tlrevlerini bulunuz.
ox oy

Cozim:

6_f(x,y): y(X+y)—21-Xy S
ox (x+y) (x+y)
g(x,y): X(X+y)—21.xy __ X :
oy (x+y) (x+y)

Ornek: f(x,y)=x*In(x+y)+(x*+y*)e™
fonksiyonlari i¢in f, (x,y) ve f,(x,y) kismi tiirevlerini bulunuz.

Cozim:
2
f.(x,y)=2xIn(x+y)+ X +2x% e —(x% +y%)e™
X+y
2

X —X
f,(x,y)= +2ye

X+y

Ornek: f(x,y)=sinxy +cosxy

fonksiyonlar i¢in f, (x,y) ve f,(x,y) kismi tiirevlerini bulunuz.

Cozim:
f,(x,y)=ycosxy —ysinxy
f, (X,y) =xcosxy —xsinxy

Ornek (Verimlilik): Bilgisayar iireten bir firmanin verimliligi, x birim is
glicii ve y birim sermaye kullanilmasi durumunda yaklasik olarak, Cobb-Douglas
Verimlilik fonksiyonu diye bilinen

f(x,y)=20x3""y?/>
fonksiyonuyla ifade edilmektedir. f 'nin x’e gore kismi tiirevi f,(x,y), verimliligin

kullanilan is giliciine gore degisim oranimi vermektedir ve marjinal is giicii ve-
rimliligi olarak adlandirilir. f (x,y)kismi tiirevi de verimliligin kullanilan serma-
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yeye gore degisim oranini vermektedir ve marjinal sermaye verimliligi olarak
adlandirilir.

a) Firma su anda 3 000 birimlik is giicii ve 2 500 birimlik sermaye kullan-
digina gore marjinal is glicii verimliligini ve marjinal sermaye verimliligini bulu-
nuz.

b) 3 000 birimlik is giicii ve 2 500 birimlik sermaye kullanilirken is giicli
artirillarak m1 yoksa sermaye artirilarak mi verimlilikte daha ¢ok artis saglanaca-
gin belirleyiniz.

Cozim:

f (x,y)=12x"**y*/* ise f (3000,2500)=12.(3000)*/>(2500)*/° =12,91
_ Q4u3/5.,-3/5 : _ 3/5 -3/5

f,(x,y)=8x*°y*/* ise f,(3000,2500)=8.(3000)*/°(2500)*/°=3556

dir. Dolayisiyla, 3 000 birimlik is giicii ve 2 500 birimlik sermaye kullanilmasi
durumunda marjinal is giicli verimliligi 35,56 birimlik ve marjinal sermaye verim-
liligi de 12,91 birimliktir.

b) 3 000 birimlik is giicii ve 2 500 birimlik sermaye kullanilirken sermaye
sabit tutulmak kaydiyla is giiciindeki her 1 birimlik artis verimlilikte 35,56 birim-
lik artis saglayacak; is gilicii sabit tutulmak kaydiyla sermayedeki her 1 birimlik
artis ise verimlilikte 12,91 birimlik artis saglayacaktir. Bu nedenle, is gilicli artiri-
larak verimlilikte daha ¢ok artis saglanacag goriilmektedir. //

U¢ ve daha c¢ok degiskenli fonksiyonlarin kismi tiirevleri iki degiskenli
fonksiyonlarin kismi tiirevlerine benzer olarak su sekilde tanimlanir.

2.2, Tanim: z=f(x;,x,,.,X,) n- degiskenli fonksiyonun x; degiskenine go-

re kismi tirevi
lim (X1, Xg e X + A oy X, )= F (X, X oy X ooy X )
Ax; —0 AX

limitine esit olup

i

of
in (X1, X5 X)), g(x1 VXp e X)) Zy, (X1, X0 X))

gibi sembollerle gosterilir. U¢ ve daha cok degiskenli fonksiyonlarda bagimsiz
degiskenin biri disinda kalan tim bagimsiz degiskenler sabit tutularak o tek ba-
gimsiz degiskene gore tiirev alinir ve bu tilireve verilmis fonksiyonun o degiskene
gore kismi tirevi alinir.

Ornek: f(x,,X,,X;,X,)=XX, +X3X, +X,X, +X,X; dort degiskenli fonksiyo-

nun f,f ,f ,f, kismi tirevlerini bulalm.

Xy’ "Xz’
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Cozim:

fy, (X1,X2,X3,X,4) =X, +X,
fy, (X1,X5,X3,X4) =X, +X;3
fy, (X1,X2,X3,X4) =X, +X,

fy, (X1,X2,X3,X, ) =X3 +X;

Ornek: Tanim kiimesi

A={(x,y,z)eR* x=zvex=-7}
olan ve ¢ degiskenli
2

f(x,y,z)= zy >

olan fonksiyonun tanmim kiimesine ait noktalarda fx(1,3,2),fy(1,3,2)vefz(1,3,2)
kismi tirevlerini bulunuz.

Cozim:
-2xy° ~2.1.32

f(xy,z)=—"—ise f (1,3,2)=———=-2
x( y ) (XZ—ZZ)Z ( ) (12_22)2

2y(x*-2z") 2y . 23 3
fy(X)y;Z): (XZ_ZZ)Z :XZ_ZZ 1Se fy(l,s,ZJZWZE

_(— 2 2 2
fxy,2)=—C2 2 o g1,3,2)=—223__y

(x*-2")  (x*-2)’ -2y

Ornek: f(x,y,z)=x’tanyz fonksiyonu icin fx[—l,g,ljvefy(—l,g,lj til-
revlerini bulunuz.
Cozim:

f,(x,y,2z)=2xtanyz ise f, (— 1,%, 1) = 2.(—1)tan(g.1) =-2

f,(x,y,z)=(1+tan’yz)x’z ise fy(—l,g,1):(1+tan2(£.1))(—1)2.1=2 //

YUKSEK MERTEBEDEN KISMi TUREV

Cok degiskenli fonksiyonlara tanimli oldugu aralikta yiiksek mertebeden
tiirev alinabilir. Yiiksek mertebeden tiirevde gosterim sirasi su sekildedir:
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iki defa xX'e gore kismi tiirev
o°f
fe(x,¥), y(x.y) 12 (X,Y)
seklinde, iki defa y’ye gore kismi tiirev
o°f
foy(X,¥), F(X'Y) 1 Zyy(X,Y)

seklinde, once x’'e gore sonra y'ye gore tiirev

£, (x,y),ai—;x(x.y).zxy (%)

seklindedir. Bu gosterim mantigl diger gosterimlerde benzer sekilde yapilir.

Ornek: f(x,y)=(x*+y*)In(x+y)

2
fonksiyonunda ot (x,y) ibulunuz.
ox0y

Cozim
2 2 2
of :8_f 2yln(x+y)+X Yy
ox0y Ox X+y
2y | 2Ax+y)-(x+y%)
X+y (x+y)2
_y H2Ax+y)
(x+y)*

leisClade Clairaut
13 Mayis 1713, Paris, Fransa - 17 Mayis 1765, Paris, Fransa

2.1. Teorem: f(x,y) ve kismi tiirevleri, f, ,f, ,f,, ve £, bir (a, b) noktasin

] X'y’
iceren bir acik bolgede tanimliysa ve hepsi (a, b) noktasinda siirekliyse,
fy,(a,b)=f (a,b)

olur.


https://www.google.com/search?safe=strict&q=Paris&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LUz9U3MEwqj89R4gAxTQtLsrTks5Ot9AtS8wtyUvVTUpNTE4tTU-ILUouK8_OsUjJTUxaxsgYkFmUWAwD7klsJQAAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwjl5ZH-_YTlAhVhsosKHeOHBw8QmxMoATAYegQICxAL
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Ispat: f,y(a,b) ile f,(a b)'nin esit olduklar Ortalama Deger Teoremi dort
kere uygulanarak gosterilebilir. Hipoteze gore, (a, b) noktasi xy-diizleminde,
f,.f, £, ve f,’in hepsinin tanimli oldugu bir R dikdértgeninin i¢inde bulunmak-

x 2ty

tadir.

R
k R’

o
(a,b) h

X

0
h ve k sayilarini, (a + h, b + k) noktas1 da R dikdortgeni icinde bulunacak sekilde
secer ve

A =F(a+h)-F(a) (D
olmak tizere,

F(x) =f(x,b +Kk)-f(x, b) (2)
farkini inceleriz. F'ye (tiiretilebilir oldugu icin siireklidir) Ortalama Deger Teore-
mini uygulariz ve (2) denklemi, c1 sayisi aile a + h arasinda bulunmak iizere,

A=hF(c,) (3)
halini alir. (1) denkleminden,

F(x)=f, (x,b+k)—f (x,b)
bulunur, boylece (3) denklemi

A=hf, (c;,b+k)—-f,(c;,b)] (4)
halini alir. Simdi Ortalama Deger Teoremini g(y)=f, (c,,b) fonksiyonuna uygular.
b ile b + k arasindaki bir di degeri igin,

f(b+k)—g(b)=kg'(d,)

Veya

f.(c;,b+Kk)—f,(c;,b)=kf (c,,d;)
elde ederiz. Bunu (4) denklemine yerlestirerek, u¢ noktalar1 (a, b), (a + h, b),
(a+h,b+k)ve(a b+k)olan R’ dikdortgeninde bulunan bir (c1, d1) noktasi i¢in

A=hF'(c,,d,) (5)
elde ederiz. (1) Denklemini (2) Denklemine yerlestirirsek,

A=f(a+h,b+k)—f(a+h,b)—f(a,b+k)+f(a,b)
=[f(a+h,b+k)—f(a+h,b)]-[f(a,b+k)—f(a,b)]

=¢(b+k)—¢(b) (6)
olmak lzere,
¢(y)=f(a+h,y)-f(a,y) (7)

elde ederiz. (7) denklemine Ortalama Deger Teoreminin uygulanmasi, bile b + k
arasindaki bir d2 icin,
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A=k¢'(d,)
verir. (6) Denkleminden

o(y)=f,(a+h,y)-f (a,y) (9)
bulunur. (9) denklemini (8) denklemine yerlestirmek

A=K[f,(a+h,d,)-f (a,d,)
verir. Son olarak, koseli parantezin icindeki ifadeye Ortalama Deger Teoremini
uygulayarak, aile a +h arasindaki bir c2 degeri i¢in,

A=Khif,,(c,,d,) (10)

elde ederiz. (5) ve (10) Denklemleri birlikte, hem (c1, di) hem de (c2, dz) R’ dik-
dortgeninin icinde bulunmak iizere

foy(cr,dy) =1, (cz,dz) (11)
oldugunu gosterir. (11) Denklemi tam olarak istedigimiz sonu¢ degildir. Cilinki
sadece f,, 'nin (c1, d1) 'de, f,, 'in (cz, dz2)’deki degerine esit oldugunu soyler. Ama
tartisgmamizdaki h ve k sayilari istedigimiz kadar kii¢ik yapilabilir. f, ve f,, 'in
ikisinin de (a, b)’de siirekli olduklar hipotezi, h ve k — 0 iken ¢,,&, -0 olmak
kosuluyla,

fy,(c;,d;)="1,(a b)+e, ve f (c,,d,)=f,(a b)+e,
oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, h ve K'yi sifira gotirtrsek, f,(a,b)=f (a,b)

elde ederiz.

COK DEGISKENLI FONKSiYONLARDA DIiFERENSIYELLENEBILME

Diferensiyellenebilmenin baslangic noktasi Fermatnin farklar orani degil,
daha ¢ok Ax artim fikridir. Tek degiskenli fonksiyonlarda g¢alismalarimizdan,
y = f (x) fonksiyonu x = xo 'da diferensiyellenebilirse, x'i xo’dan xo + Ax’e degistir-
mekten kaynaklanan f 'nin degerindeki degisikligin, Ax — 0 iken ¢ — 0 olmak iize-
re,

Ay =f'(X,)AX +eAx
seklinde bir denklemle verildigini hatirlayalim. iki degiskenli fonksiyonlar icin,
benzer 6zellik diferensiyellenebilmenin tanimi halini alir.

2.3. Tamim: Bir z=f(x,y) fonksiyonu i¢in f,(X,,y,)vef,(xy,y,) varsa;
Az =1 (Xo,¥o)AX+1,(Xy,¥)AY +&,AX +&,Ay
seklindeki bir denklemi Ax, Ay — 0 iken ¢,,e, —0 olmak tizere saglarsa, z=f(x,y)

fonksiyonu (%o, yo)'da diferansiyellenebilirdir. Tanim kiimesinin her noktasinda
diferensiyellenebilirse, f'ye diferensiyellenebilir denir.

2.2. Teorem (iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Artim Teoremi): f(x,y)
‘nin birinci kismi tiirevlerinin, (xo, yo) noktasin iceren agik bir R boélgesinde ta-
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niml olduklarimi ve f, vef, 'nin (xo, yo)'da stirekli olduklarim varsayalim. Bu du-

rumda, (Xo, yo)'dan R’deki baska bir (xo + AX, yo + Ay) noktasina ilerlemekten dola-
y1f’de olusacak

Az=f(X,Ax+,y, +Ay)—f(X,,¥0)
degisikligi, Ax, Ay — 0 iken, ¢,,, —0 olmak tlizere,

Az=f (X,,V,)Ax+ fy (%X0,¥0)AY +€,AX +€,Ay

seklinde bir denklemi saglar.

2.1. Sonug: Bir f(x,y) fonksiyonunun f, vef, kismi tiirevleri agik bir R

bolgesinde stirekli iseler, f fonksiyonu R’nin her noktasinda diferansiyellenebilir-
dir.

KISMi TUREVDE ZiNCIiR KURALI

Tek degiskenli fonksiyonlarda zincir kural;; y=f(x) i¢cin u(x) degisken
degistirmesi uygulandiginda;

dy dy du

dx du dx
oldugunu biliyoruz. iki veya daha fazla degisken icin de asagidaki teorem uygula-
mir. Ama biz burada sadece iki degisken i¢in tammlayacagiz. U¢ veya daha degis-
ken icin benzer yontem uygulanir.

2.3. Teorem: z=f(x,y) fonksiyonunun f, vef, kismi tiirevleri stirekli ise

u(x,y)vev(x,y) x ve y'nin tiiretilebilir fonksiyonlar ise z=f(u(x,y),v(x,y)) biles-
kesi x ve y'nin tiiretilebilir bir fonksiyonudur.

dz , ,

o fi(u(x,y), v(x,y))u'(x,y)+f, (u(x,y), v(x,y))-v'(x,y)
veya

dz_czdu ozdv

dx Jdudx ovdx
olur.

ispat: uvev, x,’da tiretilebiliyorlarsa, z'nin de x,’da tiiretilebilir ve
P, =(u(x,,y),v(%y,y)) olmak tizere

dr) _(dz) (du) (dz) (dv
dx ), \du)p \dx /).~ (dv ), \dx ),

oldugunu gostermek gerekir.
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Au, Avve Az, x'i x,’dan x,+Ax 'ye degistirmekten kaynaklanan artimlar
olsun. f diferansiyellenebilir oldugundan, Au, Av - 0 iken ¢,,&, —0 olmak lizere,

Az= (ﬂj Au+ [%j Av +¢g,Au+g,Av
du /), dv

olur. j_z 'yi bulmak i¢in bu denklemini Ax ile boler ve Ax ’i sifira gotiirtiriiz. Boliim
X

AZ dz) Au (dz) Av Au AV
—=—| —+|—| —+g,—+g,—
Ax \du B, Ax \dv B, AX AX AX

AX' i sifira gotiiriirsek

—
%z
&
+

dz AV Au AV
—| |—1| +0.—+0.—
dv , \Ax ), Ax  Ax

dz) (dv
dv P, dx %

—
2
&
_I_

verir.
) X 2 X 2 . . . dZ .
Ornek: z=In((e* cosy)” +(e* cosy)") fonksiyonu i¢in i yi bulunuz.
X
Coziim: u=e*cosy, v=e*siny doniisimii yapilarak z=In(u’®+v?)olur.
Buna gore

d_ozdu ozd
dx oJOudx ovdy

=T e* cosy + vt e*siny

4 2e”* cosy e*cosy+ 2e*siny e*siny
(e*cosy)* +(e*siny)? (e* cosy)? +(e*siny)

¢ 2e** cos’y . 2e*sin’y

 e® cos? y+e*sin’y e*cos’y+e*sin’y

_ 2e”(cos’y +sin’y)

- e™(cos’y +sin’y)

=2

Ornek: z=xy fonksiyonunun x = cos t, y = sin t yolu boyunca tiirevini ve

- T
tlirevinde tza degerini bulunuz.
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Cozum: % ‘yu bulmak i¢in zincir kuralin1 uygulayalim:

dz oz dx oz dy

dt ox dt 8y dt
=y(—sint)+x(cost)
=(sint)(—sint)+(cost)(cost)
=cos’t—sin*t
=cos2t

2.4. Teorem (U¢ Bagimsiz Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Zincir Kural):
t=f(x,y,z) tiretilebiliyorsa vex,y,zde u,,u, veu, nin tiretilebilir fonksiyonla-
riysa, t de u,,u, veu, nin tiretilebilir bir fonksiyonudur ve

de ot du1+ﬁdu2+idu3
dx 8u1 dx Ou, dx Ou, dx

olur.

Bu teorem bir Onceki teoreme benzediginden bu teorimin ispati okuyucu-
ya birakilmistir.

Ornek: t=In((xcosy)’+(xcosy)’ +xyz) fonksiyonu icin j—t yi bulunuz.
X

Cozum: u, =Xcosy, Uu,=xsiny, u;=xyz donusimiu yapilarak
z=In(u? +u +u,)olur. Buna gore

dt ot duy Lot ot du2 Ot dug

dx 8u dx Ou, dx 8u3 dx

_ 2u, 2u, .
N cosy + T2y sinx+ T yz
U; +U; +Ug u; +U; +Uz u; +U; +Uz

_ 2xcos’y 2xsin’y N yZ
X*+xyz X' +Xyz X +XyzZ
_ 2x+yz

x* +Xyz

TAM DIFERENSIYEL
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2.4. Tanim: 2.3. Tamimda diferensiyellenebilmenin z=f(x,y) fonksiyonu
icin;
Az=f Ax+ fyAy +&,AX+&,Ay
oldugunu gérmustik. Bu esitlikteki f Ax ve f Ay buytklikleri igin;
z=f(x,y) allmirsa Az=dz,
f(x,y)=x almrsa Ax=dx,
f(x,y)=y alinirsa Ay =dy
olacagindan z=f(x,y) fonksiyonunun tam diferensiyeli
dz=f,(x,y)dx+f (x,y)dy

olur. Bu yazima tam diferensiyeli veya toplam diferensiyeli denir.

n degiskenli tiirevlenebilen bir
z=1(X;,X5, X,,)
fonksiyonunun tam diferensiyeli

dz=a—fdx1 +6—fdx2 +...+£{—fdx][1

1 2 n

dir.
Ornek: z=e*siny fonksiyonunun tam diferensiyelini bulunuz.
Coziim: dz=e"siny dx+e* cosy dy

Ornek: Bir dikdértgenin kenarlari x=10cm ve y=6cmdir. x kenar1 4 mm
artirilir, y kenar1 2 mm kisaltilirsa bu dikdortgenin kosegeni ne kadar degisir.

Coziim: Kosegen uzunlugu z=,/x*+y* dir.

dz=—2 _dx+——Y dy
RN
dir. Burada x=10, y=6, dx=0,4, dy =0,2 alinirsa,
dz = 10 0,4+ 4 0,2=0,412
J10? + 62 J10% + 62

degisimi olur.

Ornek: Bir un fabrikasi 25 m yiiksekliginde 5 m yaricapinda silindir sek-
linde bugday depolama tankini kurmustur. Tankin hacmi yiikseklik ve yaricaptaki
kiiciik degisimlere ne kadar duyarhdir?
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Coziim: Silindirin hacmi V =nr?*h dir. Burada r=5m ve h=25mdir.

dvV =V, (5,25)dr+V,(5,25)dh
=2nrhdr+nr® dh
=250ndr+25ndh

yaklasimini buluruz.

KAPALI FONKSiYONLARIN KISMi TUREVLERI

iki degiskenli fonksiyonlarda z=f(x,y) esitligi F(x,y,z)=0 kapal fonksi-
yonuna doniistiiriliir.

Ug degiskenli fonksiyonlarda t=f(x,y,z) esitligi F(x,y,z,t)=0 kapal fonk-

siyonuna dontstiiriiliir.
Benzer sekilde diger cok degiskenli fonksiyonlar da tanimlanir.

Tek degiskenli fonksiyonlarda y=f(x) fonksiyonlarin kapali fonksiyonu

F(x,y)=0 biciminde yazilip tiirevi j—yz—i—" oldugunu hatirlayalim.
X
y

2.5. Teorem: iki degiskenli fonksiyonun F(x,y,z)=0 kapah fonksiyonu ise

bu fonksiyonun tiirevi;
dz F dz K
= ve =

X

& F dy F

bicimindedir.

Ispat: F(x,y,z)=0 kapali fonksiyon, F, ve F, tiirevleri olsun. Zincir kura-

lindan
oF dx OF dy GF%_O

ox dx Oy dx oz dx

yazilabilir. ax =1, dy =0 oldugundan

dx dx
dz _ K
dx E

Z

bulunur.

Ornek: 7z’ —xy+yz+y®-2=0 kapah fonksiyonunun da x ve y’ye gore tiire-

vini bulunuz.
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_ _ 2 Y 2
Corzim: E:_ y y VGE:— X+2+3y” _x-z-3y

dx  3z°+y _322+y dy 3z°+y 3z°+y

iKi DEGISKENLI FONKSIYONLARDA TAYLOR AGILIMI

Bir degiskenli bir f fonksiyonunun a noktasinin bir komsulugunda her
- f(a)™ K
2o
k=0 &
oldugunu, bunun yakinsak ve toplaminin f (x) olmasi icin gerek ve yeter sartin
K, (x) kalan terimin sifira gitmesi oldugunu belirtmistik. Cok degiskenli fonksi-

mertebeden tiireve sahip oldugunda buna ait Taylor serisinin

yonlar icin benzer tanim ve teoremleri inceleyelim.

2.5. Tammm: z=f(x,y) fonksiyonunun (a, b) noktasinda her mertebeden
kismi tiirevleri mevcut olsun.

> [ b))+, a by -5}
k=0 ™*

=f(a,b)+l[fx(a,b)(x—a)+fy(a,b)(y—b)]

1

+%[fxx (a,b)(x—a)’ +f, (a,b)(x—a)(y—b)+fyy(a,b)(y_b)Z]

serisine ffonksiyonunun (a, b) noktasindaki Taylor serisi denir.

2.1. Uyart: Bir degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi, bunun yakinsak ve
toplaminin f(x, y) olmasi icin gerek ve yeter sart 0<0<1 i¢in
1

K, =
(n+1)!
{[fx(a +6(x—a),(b+6(y —b)]" P (x—a)" ™V +[f, (a+6(x—a),(b+6(y —b)|" (v —b)(“”)}
kalan teriminin sifira gitmesidir.

Ornek: f(x,y)=x*+2x*+3xy+y>—x+y—1 ifadesini (x-1) ve (y+1) in
kuvvetine gore yaziniz.

Cozim: f(1,-1)=-2
f (x,y)=3x"+4x+3y-1=f (1,-1)=3
f,(x,y)=3x+2x+1=f (1,-1)=2
f . (x,y)=6x+4=f_(1,-1)=10
fy(xy)=3=1,(1,-1)=3
f,(xy)=2=f (1,-1)=2
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f(xy)=6=>f_(1,-1)=6
foy X Y)=f,, (x,y)=f,,,(x,y)=0=£ (1,-1)=0
oldugundan

1 1 , a1 ,
f(x,y):—2+i[3(x—1)+2(y+1)]+z[10(X—1) +6(x—1)(y +1)+2(y +1) ]+§[6(x—1) ]

=—2+3(x-1)+2(y + ) +5(x—1)* +3(x—1)(y + 1) +(y +1)* +(x—1)?
bulunur.

Ornek: f(x,y)=e*siny fonksiyonunu (0, 0) noktasi komsulugunda Taylor
serisini ticiincii mertebeye kadar aginiz.

Cozim: £(0,0)=0
f (x,y)=e"siny=f (0,0)=0
f,(x,y)=e"cosy = (0,0)=1
f.(x,y)=€e"siny=f_(0,0)=0
fy(xy)=€"cosy=f (0,0)=1
f,(x,y)=—€"siny=f (0,0)=0
f(x,y)=€e"siny=f_(0,0)=0
foy (X, y)=€"cosy=1f, (1,-1)=1
foy(x,y)=—€siny=f  (1,-1)=0

f (X, y)=—€*cosy=f  (1,-1)=-1

fyyy
oldugundan

‘. 1, 14
e SIHY—_y+Xy+—2!X y——3'y +..
bulunur.

COK DEGISKENLi FONKSIYONLARDA EKSTREMUM (MAKSIMUM - Mi-
NIMUM) NOKTALARI

2.6. Tanim: z=f(x,y) denklemi ile tanimlanan iki degiskenli bir f fonksi-
yonu ve bu fonksiyonun tanim kiimesi icinde (a,b)e R? verilmis olsun. Eger (a, b)
yi merkez kabul eden bir dairesel bolgedeki her (x, y) icin f(a,b)>f(x,y)ise, bu
takdirde f(a,b)ye f’nin bir yerel maksimum degeri denir.

f(a,b) degeri f 'nin bir yerel maksimum degeri ise, f 'nin (a,b,f(a,b)) civa-
rindaki grafigi sekilde gorildigi gibi olacaktr.



www.matematikl.com 16

2 (a.bflab))

e * (ab0)

2.7. Tanmm: z=f(x,y) denklemi ile tanimlanan iki degiskenli bir f fonksi-
yonu ve bu fonksiyonun tanim kiimesi icinde (a,b)e R? verilmis olsun. Eger (a, b)
yi merkez kabul eden bir dairesel bolgedeki her (x,y) icin f(a,b)<f(x,y)ise, bu
takdirde f(a,b)ye f’nin bir yerel minimum degeri denir.

f(a,b) degeri f 'nin bir yerel minimum degeri ise, f 'nin (a,b,f(a,b)) civa-
rindaki grafigi sekilde goriildiigii gibi olacaktir.
4;

abfab)

e g (a.5.0)

Bir fonksiyonun yerel maksimum veya yerel minimum degerleri tanim
kiimesindeki hangi noktalarda ortaya cikabilir? Bir degiskenli fonksiyonlar i¢in de
aym soruyu sormus ve cevaplanmistik. Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in bu sorunun
cevabi asagidaki teoremde verilecektir.

Simeon Denis Poisson
21 Haziran 1781, Loiret, Fransa - 25 Nisan 1840, Sceaux, Fransa
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2.6. Teorem: f(a,b), f nin yerel maksimum veya yerel minimum degeri
ise ve f (a,b), f,(a,b) kismi tirevleri varsa, f,(a,b)=f (ab)=0 dir.

Ispat: (a, b) noktasinda f ’'nin bir yerel ekstremum degeri varsa
g(x)=f(x,b) fonksiyonunun x = a noktasinda bir yerel ekstremum degeri vardir.

Bu nedenle g'(a)=0 dir. $imdi, g'(a)=f, (a,b) oldugundan f (a,b)=0 olur.

Benzer diistinceyle, h(y)=f(a,y) fonksiyonu f (a,b)=0 oldugunu gosterir.

Ornek: z=f(x,y)=2+x"+y?fonksiyonu icin f(0,0)=2 yerel minimum de-
geridir. Teoremde ifade edildigi lizere her iki kismi tiirev de (0,0) noktasinda O
degerini alirlar.

f.(x,y)=2x ise £ (0,0)=2.0=0
f,(x,y)=2y ise £,(0,0)=2.0=0

Ornek: x*-z”*=1 hiperbolik silindiri iizerinde orijine en yakin olan nok-
tay1 bulunuz.

\ S (100

(1,0,0)
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Cozim: x*-z°=1kisitlamasi ile f(x,y,z)=x*+y”*+z* fonksiyonunun dege-
rini minimize eden noktalardir. x ve y'ye kisitlama denklemindeki bagimsiz degis-
kenler olarak bakarsak,

7" =x*-1
olur ve silindirin tzerinde f(x,y,z)=x”+y”+z" nin degerleri

h(x,y)=x*+y*+(x* -1)=2x*+y* -1
fonksiyonuyla verilir. Silindir tizerinde koordinatlar1 f 'yi minimize eden noktalari
bulmak icin, xy-diizleminde koordinatlar1 h’yi minimize eden noktalar1 arariz.
h'nin tek ekstremum degeri

h,(x,y)=4x=0 Ve h (x,y)=2y=0
denklemlerini saglayan (0, 0) noktasindadir. Fakat silindirin lizerinde hem x hem
de y’'nin sifir oldugu bir nokta yoktur. Bu ise denklemin ¢6ziimii bu sekilde olma-
digin1 gosterir.

r=V=241 p o r=-VZ24+1

Simdi X'i y ve z cinsinden x*=z*+1 olarak ifade ederek ¢6ziimii arastirahm. Bu
degisken déniigiimiiyle, f(x,y,z)=x*+y?+z* fonksiyonu

k(x,y)=(Z"+1)+y* +z° =y* +22° +1
haline gelir ve biz k'nin en kiiciik degerini aldigi noktalar1 arariz. k’nin yz-
diizlemindeki tanim kiimesi artik silindir tizerinde (x, y, z) noktalarinin y ve z ko-
ordinatlarin1 sececegimiz tanim kiimesiyle cakismaktadir. Yani, dizlemde K'yi
minimize eden noktalara silindir lizerinde karsilik gelen noktalar vardir. k’nin en
kiiciik degeri

ky(x,y)=2y=0 Ve k,(x,y)=4z=0
veyay =z = 0 olan yerde bulunur. Bu

X*=7"+1=1ise x=+1
verir. Bu noktaya silindir iizerinde karsilik gelen noktalar (1, 0, 0)’dir.

k(x,y)=y*+2z*+1>1
esitsizliginden (£1, 0, 0) noktalarinin k’'nin bir minimum degerini verdigini gori-
riz. Ayrica orijinden silindir tizerindeki bir noktaya minimum uzakligin 1 birim
oldugunu da goriiriiz.
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2.8. Tamm: f (a,b)=f(a,b)=0 olan (a, b) noktalarina f fonksiyonunun

kritik noktalar1 denir.

Eger f tanim kiimesindeki her (X, y) icin kismi tiirevleri mevcut olan iki de-
giskenli bir fonksiyon ise, f 'nin yerel maksimum veya minimum degerleri kritik
noktalarda ortaya c¢ikacaktir. Ancak yerel maksimum veya minimum degere yol
acmayan kritik noktalar da olabilir.

2.9. Tanmim: Eger (a, b) , f 'nin bir kritik noktasi fakat yerel maksimum veya
yerel minimumu degilse, (a, b, f (a, b)) noktasina f 'nin bir eyer (semer) noktasi
denir. Yani fonksiyonun x ve y’ye gore kismi tiirevleri sifira esit ve ekstremum
noktalar1 degilse, buna eyer noktasi denir.

Ornek: z=f(x,y)=x*—y? i¢in (0, 0, 0) noktasi bir eyer noktasidir. Gergek-
ten, £, (0,0)=0 ve f,(0,0)=0 olup (0, 0) a yakin her (a, 0) i¢in f(a,0) =a’>f(0,0)=0

ve her (0, b) icin f(0,b)=-b*<f(0,0)=0 dir. Dolayisiyla, (0, 0) noktas: ne yerel
maksimum ne de yerel minimum degere yol agmayan bir kritik noktadir.

Bir fonksiyonun bir kritik noktasinin yerel maksimum veya yerel mini-
mum deger veya eyer noktasina yol acip acmadigini asagidaki teoremde ifade
edilen ikinci tiirev testi ile belirleyebiliriz.

2.7. Teorem (ikinci Tiirev Testi): (a, b) noktas), z = f (x, y) ile verilen f
fonksiyonunun bir kritik noktasi olsun. Ayrica, (a, b) yi merkez kabul eden bir
dairesel bolgenin her noktasinda f'nin tiim ikinci mertebeden tiirevleri mevcut
olsun.

A=f,(ab), B=f (a,b), C=f,(ab)
denilsin. Bu takdirde,

a) AC-B*>0 ve A<O ise, f(a,b) yerel maksimumdur,
b) AC-B*>0 ve A>0 ise, f(a,b) yerel minimumdur,
c) AC—-B% <0 ise, (a,b,f(a,b)) eyer noktasidir,

d) AC—B*=0 ise, bu test gecersizdir.

Ispat: z=f(x,y) fonksiyonu ikinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut ol-
sun. Taylor agilimindan
1
fla+h,a+k)—f(a,b)=f,(a,b)h+f, (ab)k+ > [hzfXX (a,b)+2hkf (a,b)+ szyy (a,b)]+ K,
yazilabilir. h—0 ve k—0 i¢in K; >0 ve (, b) noktasinda estremum mevcut ol-
dugunda f,(a,b)=f (a,b)=0 olacagindan
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G=h*f_(a,b)+ 2hkf, (a,b)+ szyy(a, b)
ifadesinin isaretine baghdir. G>0 icin f(a+h,b+k)>f(a,b) olacagindan (a, b)
noktasinda bir yerel minimum, G<O0 i¢in f(a+h,b+k)<f(a,b) olacagindan (a, b)
noktasinda bir yerel maksimum bulunacaktir.

A=f,(ab), B=f (ab), C=f (ab)
denilirse

G=Ah’ +2hkB+Ck*
olur. Bu ii¢ terimlinin igareti AC—B? ye baghdir.

1. AC-B*>0 olsun. F'nin isareti A’'nin isareti ile aymdir. A>0 ise F>0 dir.
Buna gore f 'nin (a, b) de bir yerel minimumu vardir. A<0 ise F<0 dir. Buna du-
rumda f'nin (a, b) de bir yerel maksimumu vardir. a ve b gerceklesir.

2. AC—B?<0 olsun. Bu durumda F baz1 h degerleri i¢in pozitif bazilar icin
negatif olacagindan (a, b) noktasinda yerel ekstremum yoktur. (a, b) noktasi eyer
noktasidir.

3. AC—B? =0 olsun. Bu durum ayr bir inceleme gerektirir.

Ornek: z=f(x,y)=2+x*+y? fonksiyonunun kritik noktalarini arastiralim.

Kritik noktalar1 bulmak icin birinci mertebeden kismi tiirevleri hesaplayip sifira
esitleyelim.

f(x,y)=2x=0=>x=0

f,(x,y)=2y=0=y=0
Buradan goriiyoruz ki (0,0) noktasi f 'nin bir kritik noktasidir. Simdi ikinci tiirev
testini uygulayalim.

f (xy)=2=>A=f_(0,0)=2

fy(x,y)=0=B=f_(0,0)=0

f,(x,y)=0=C=f(0,0)=0

AC—B?>0 ve A>0 oldugundan f(0,0)=2, f’nin yerel minimum degeridir.

Ornek: z=f(x,y)=—x"—y*+6x+8y—21 fonksiyonunun kritik noktalarim

arastiralim.

f.(x,y)=—2x+6=0

f,(x,y)=-2y+8=0
denklemlerinin ¢6ziimiinden (3,4) noktasimin f ’nin bir kritik noktasi oldugunu
goriiriiz. Ikinci tiirev testini uygulayalim.

f . (xy)=—2=A=f_(34)=-2

f,(x,y)=0=B=f£(34)=0
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fy(x,y)=—2=C=f, (34)=-2
AC-B*>0 ve A<0 oldugundan f(3,4)=4, f 'nin yerel maksimum degeridir.

Ornek: z=f(x,y)=x>+y> —x—y fonksiyonunun kritik noktalarin arastira-
lim. Birinci mertebeden kismi tiirevleri 51f1r yapan x, y degerlerini bulunuz.

f(x,y)=3x*-1=0=x= +—

5
1
f(xy)=3y’-1=0=>y=+—
,(x,y)=3y y 7
Boylece, f'nin dort adet kritik noktasi bulunur:
[L Lj [_L Lj [L _1] (_L _Lj
ikinci tiirev testi icin ikinci mertebeden kismi tiirevleri hesaplayalim.
fo(x,y)=6x, f,(x,y)=0, f (x,y)=6y

1 1., e L
—3—3 icin noktasi ikinci tiirev testini uygulayalim.

AC—Bzz(i

V3

N

(i —0%>0 ve A=i>0

V3 V3

1 1 1 1 4
-—— degerinin f ’'nin bir yerel mi-

ffjsfsff\/_ 33

1 1 1 1
nimum degeri oldugu goriiliir. Benzer sekilde, (——,—,Oj ve (—,——,Oj nok-
J3'\3 NEREVE]

Buradan, f [

talar1 eyer noktalar1 olup f( degeri f'nin bir yerel maksimum dege-

VS

ridir.

Ornek: z=f(x,y)=x’+y’—6xy fonksiyonunun kritik noktalarim arastira-
lim. Birinci mertebeden kismi tiirevlerden
f (x,y)=3x*-6y=0
f,(x,y)=2y—-6x=0
denklemlerini elde ederiz. Bu iki denklemi ortak ¢6zmek icin ikinci denklemden
y =3x elde edilip birinci denklemde y’nin bu degeri yerlestirilirse,
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3x* —6(3x)=0

3x(x—6)=0

x=0 A x=6
bulunur. Dolayisiyla, kritik noktalar (0,0) ve (6,18) noktalaridir. Ikinci tiirev
testi i¢in ikinci mertebeden kismi tiirevleri hesaplayalim.

fXX(X,y)=6X; fxy(X;Y)=_6; fyy(X'Y)zz
(0, 0) noktasi icin:
A=f,(0,0)=0, B=f,(0,0)=—6, C=f,(0,0)=2
AC—B*=(0).(2)-6°=—-36<0 =(0,0,0) eyer noktasidir.
(6, 18) noktasi icin:
A=f_(6,18)=36, B=f_(6,18)=—6, C=f (6,18)=2
AC—B?=(36).(2)-6*=36>0 ,A=36>0
f(6,18)=6 +18°-6.6.18=-108
yerel minimumdur.

Ornek: iki bolmeli, iisti acik, dikdortgenler prizmasi seklinde, 48 cm3 ha-
cimli bir kiiciik karton kutu yapilmak isteniyor. Bu is icin kullanilacak karton lev-
hanin alaninin minimum olmasi i¢in kutunun boyutlari ne olmalidir?

Z

T

Kullanilacak levhanin alaninin minimum olmasi isteniyor. Kutunun boyut-
lariny, sekilde goriildiigii gibi, x, y ve z ile gosterelim. Bu takdirde, kutu icin kulla-
nilacak levhanin alani

A=xy+3yz+2xz
olur. Diger yandan, kutunun hacmi 48 cm3 oldugundan 48=xyzve buradan

z _18 oldugu goriiliir. Boylece, A alani iki degiskene bagl olarak ifade edilebilir:
Xy

Azxy+%+%

Xy
Problemin yapisi geregi x>0 ve y>0 olmaldir. Simdi problemimiz A=A(x,y)
nin minimum degerini belirlemektir. A'nin birinci mertebeden kismi tiirevlerini
hesaplayalim.
144 96
A =y—+-, A =x——
X y XZ y y2
Bu tiirevler x>0 ve y>0 olan her (x, y) icin tanimhdir. A'nin minimum degeri

kritik noktalar arasinda ortaya cikacaktir.
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144 96

szy—7=0, Ayzx—7=0
144 96
_7, X—?

Xx=6, y=4

Yukaridaki hesaplamalar, bir tek kritik nokta bulundugunu gosteriyor: (6, 4).
Problemin yapisindan bu noktanin yerel minimum degere yol acacag goriilmekle
beraber ikinci tiirev testi uygulaninca

288 192
A =— A =1,A =—"rH
43 Xy vy y3
288 4 192
A=Axx(6’4)= pe :5, B:Axy(6’4):11Cszy(6,4)=?=3

bulunur. Boylece, A=6.4+ % + 97? =72 degeri A'nin (yerel) minimum degeridir.

O halde, kullanilacak levha miktarinin minimum oldugu 48 cm? hacimli kutunun
boyutlar1 x=6,y =4,z=2cm ve kullanilacak levhanin alan1 da 72 cm? olmalidur.

Ornek: Bir yilda x bin tane A tiirii ve y bin tane B tiirii iiriin iireten bir fir-
manin yilhk gideri, C(x,y)=6x*—4xy+2y°-15x+30 milyon B ve yillik geliri,
R(x,y)=5xy +4y milyon B olmaktadir. Bu firmanin yillik karinin maksimum olma-

s1 icin yilda ka¢ bin adet A tiirii ve kac bin adet B tiirii iirlin liretmesi gerekir?
Maksimum kar ne olur?

Coztm: Kar fonksiyonu,

P(x,y)=R(x,y)-C(x,y)
=(5x+4y)—(6x* —4xy +2y* —15x+30)
= —6x° +4xy —2y* +20x+ 4y —30)
olup
P.(x,y)=-12x+4y+20=0
P (x,y)=4x-4y+4=0
denklem sisteminin ¢6ziimiinden
—12X+4y+20=0}
x=3, y=4
4x—4y+4=0
(3,4) kritik noktasi elde edilir. fkinci tiirev testi,
P.(x,y)=-12=A, P (x,y)=4=B, P, (x,y)=—4=C
AC—B?=(-12)(—4)-4*=32>0 ve A=—12<0
P'nin maksimum degeri oldugunu gosterir. Dolayisiyla, yilda 3 bin adet A ve 4 bin

adet B tiird Uriin iretilirse, maksimum kar elde edilir. Maksimum kar 8 milyon
dir.
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Ornek: Pozitif reel sayilardan olusan (x,y,z)say1 iugliisiindeki sayilarin
toplami x+y+z=30 dur. Bu say1 uglilerinden hangisi i¢in xyz ¢arpimi maksimum
olur?

Cozim: x+y+z=30 sartindan z=30-x-y elde edilir. Problemimiz,
x>0vey >0 olmak tzere,
f(x,y) =xy(30—x~y)=30xy —x"y —xy”

dir. Bu fonksiyonunun minimum degerini bulmaliyiz. Birinci mertebeden kismi
tlrevler

£, (x,y)=30y —2xy —y* =0
f,(x,y) =30x—x*—2xy =0
denklem sistemini verir. Burada ikinci denklem birinci denklemden cikarilirsa,
fX(X,y)—fy(x,y)z(30y—2)(—y2)—(30X—X2 -2xy)=0
30(y —x)-y* +x° =0
(y—x)-(30-y-x)=0
olur. Buradan da y=x olmasi gerektigi goriiliir. Cliinkii x+y=30 alinirsa z=0
olur ki bu z>0 olmasiyla celisir. Birinci denklemde y=xalalim ve denklemi ve
¢o6zelim. x>0 sartindan
30x —2x* —x* =3x(10-x) =0
x=10
O halde, (10,10) noktasi f’nin kritik noktasidir. Ikinci tiirev testini uygulayalim.
f (X, y)=-2y, f,(x,y)=30-2x-2y, f (X,y)=-2x,
A=f,(10,10)=-20, B=f,(10,10)=30-20-20=-10, C=f_(10,10)=-20,
AC—B?=(-20).(-20)-(-10)*=300>0 ,A=-20<0
Sonu¢ olarak, f(10,10)=1000 degeri f ’'nin (yerel) maksimum degeridir;
x+y+z=300lup Xyz carpiminin minimum oldugu x, y, z degerleri x=y=z=10
dur.

LAGRENGE CARPANLARI YONTEMIi

2.10. Tanim: g fonksiyonu f fonksiyonunun sartlar1 altinda tanimlanmig
bir fonksiyon olsun. z=f(x,y) fonksiyonun g(x,y)=0 kisitlamasi altinda maksi-

mum (veya minimum) degerinin incelenmesine kisitlamali maksimizasyonu (veya
minimizasyon) denir. g(x,y)=0 sartina problem kisit1 denir.

2.11. Tanmm: z=f(x,y) fonksiyonun g(x,y)=0 kisitlamasi altinda maksi-
mum (veya minimum) degeri
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F(X' Yy, 7\') = f(X, Y) + kg(X, Y)
olarak tanmimlanir. Bu tamimlamada F fonksiyonuna Lagrange Fonksiyonu ve A
degerine Lagrange Carpani denir.

Bu tanma gore g(x,y)=0 kisitlamas1 altinda z=f(x,y) fonksiyonunun
herhangi bir yerel maksimum veya minimum degeri f(a,b) ise, (a,b,A) noktasi
olmak tizere;
F(xy2)=0
F (x,y,1)=0
F,(xy2)=0

sisteminin bir ¢6zlimii oldugu asikardur.

Ornek:

/ /
/ /

...... 1 ¥

Sekilde goriildigl gibi, uzun bir duvarin 6nilinde bir tarafi duvar ve diger ii¢ tarafi
tel orgl ile cevrili dikdortgen biciminde bir alan olusturulmak isteniyor. Bu is i¢in
en ¢cok 240 m tel orgi kullanilabilecektir. Olusturulacak alanin maksimum olmasi
icin dikdortgenin boyutlari ne olmalidir? Maksimum alan ne olur?

Coziim: Problemin ¢6zliimi i¢cin dikdortgenin boyutlarini x ve y ile gostere-
lim. Olusturulan alan A=f(x,y)=xy; kullanilacak tel orgiiniin uzunlugu

X +2y =240 m olur. Bu, x ve y lizerinde bir kisitlamadir.

Simdi f(x,y)=xy nin g(x,y)=x+2y—240=0 kisitlamas1 altinda maksi-
mum degerini bulalim. Buna gore Lagrenge fonksiyonu
F(x,y,A)=xy +A(x+2y —240)
dir. Lagrange teoremini uygulayalim.
F.(x,y,AM)=y+A=0
E (x,y,A)=x+2A=0
F,(x,y,A)=x+2y-240=0

x=120vey =60
Demek ki maksimum alan i¢in dikdortgenin boyu 120 m, eni 60 m olmalidir. Mak-
simum alan, 7 200 m? dir.
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Ornek: f(x,y)=x*+y® nin x+y=10 kisitlamasi altinda minimum degerini
bulunuz.

Cozim: Burada problem kisitim g(x,y)=x+y—10 biciminde ifade ederek
Lagrange fonksiyonunun
F(x,y,A)=f(x,y)+Ag(x,y)

=(x*+y*)+M(x+y—10)
oldugunu goriiriiz. Lagrange teoremini uygulayalim.

F (x,y,A)=2x+A=0

E(xyA)=2y+A=0

E(x,y,A)=x+y—-10=0

x=y=5
olur. Boylece, f fonksiyonunun x+y=10 kisitlamasi altinda minimum degeri
f(5,5)=50 dir. Burada, f fonksiyonunun

x+y=10 olan her (x, y) noktasindaki
degerinin 50 den biiyiik oldugunu gozlemleyebilirsiniz.

Az

)

\—

Ornek: f(x,y)=25-x*-y* nin x+y=4 kisitlamasi altinda maksimum de-
gerini bulunuz.

Cozim: Burada problem kisitini g(x,y)=x+y—4 biciminde ifade ederek
Lagrange fonksiyonunun
F(x,y,2)=f(xy)+2g(xy)

=(25-x* -y} )+ AM(x+y—4)
oldugunu goriirtiz. Lagrange teoremini uygulayalim.
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F.(x,y,A)=-2x+A=0
E(xyA)=-2y+1=0
E(x,y,A)=x+y—-4=0

X=y=2

olur. Boylece, f fonksiyonunun x+y=4 kisitlamasi altinda maksimum degeri

f(2,2)=17 dir. Burada, f fonksiyonunun x+y=4 olan her (%, y) noktasindaki de-
gerinin 17 den kii¢lik oldugunu gozlemleyebilirsiniz.

Lagrange carpanlari yonteminin uygulanabilecegi problemlere bir 6rnek te
ekonomiden veriyoruz.

Ornek (Cobb - Douglass Fonksiyonu): Bir firmanin iiretmeye karar ver-
digi yeni bir iiriin i¢in x birimlik is glicli ve y birimlik ham madde ve techizat yati-
rimi yapilmasi durumunda o Uriinden lretebilecegi iiriin sayisi

N(X, y) — 20X0,55y0,45

olarak belirleniyor. Bir birimlik is giicti, 45 B; bir birimlik hammadde ve techizat,
90 @ olarak diisiiniildiigiine ve bu is icin 4 500 @ ayrildigina gore, tiretilen {iriin

sayisinin maksimum olmasi i¢in bu meblagin ne kadar is glicii i¢in, ne kadar1 ham
madde ve techizat icin tahsis edilmelidir?

Coztim: Bu problemin matematiksel model,

is giicii i¢in x birimlik, ham
madde ve techizat

icin y birimlik yatinm yapildiZi varsayilarak, “
N(x,y)=20x"y** fonksiyonunu 45x+90y =45000kisitlamasi altinda maksimi-
ze ediniz.” biciminde ifade edilebilir. Boylece,

N(x,y)=20x"°y"* | g(x,y)=45x+90y —45000



www.matematikl.com 28

olur. Lagrange carpanlari yonteminde
F(x,y,A\)=N(x,y)+21g(x,y)
=(20x"°°y***) + A (45x + 90y —45000)
F (x,y,A)=11x "®y®* 4+ 45,=0
F,(x,y,A)=9x "% y**° + 901 =0
E (x,y,A)=45x+90y —45000=0
olur. ilk iki denklemden A yok edilirse,
22X0,45y0,45 _9X0,55y0,55 =0
22

X=—
9 y

elde edilir. Uciincii denklem kullanilarak,
4S.§y+90y —45000=0
110y +90y — 45000 =0
y=2250

ve

x=£y=22250=5500
9 9

dir. Eger 5 500 birimlik is giicti, 2 250 birimlik ham madde ve techizat yatirimi
yapilirsa, maksimum sayida triin tretilir ki, bu maksimum say1,

N(5500,2250)=20(5500)°°>(2250)°* ~ 146
dir.

BOLGE DONUSUMLERI ve JAKOBIYENLER

Carl Gustav Jacob Jacobi
(10 Aralik 1804, Potsdam, Almanya - 18 Subat 1851, Berlin, Almanya)

Bu kisimda cok kath integrallerde kullanilacak boélge doniistimleri ve Jako-
biyenlerden bahsedilecektir.
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xy-diizlemindeki bir D bolgesinden, uv-diizlemindeki bir bagka R bolgesi-

ne,
u=f(xy)v=gxy) (1)
denklemleriyle bire-bir olarak donustiiriildiigiinii varsayalim. Yani,
T:D—>R

(xy)—(wv)=(f(xy).8(xy))
dontisimi bir bolge donimudur. f,,f ,g ,g, kismi tirevieri D bolgesinde sirekli

ve bu bolgedeki her (X, y) i¢cin

a
_ou,v) |ox oy
= = #0
oxy) |V ov
ox oy
ise (1) denklemleri x vey’ye gore ¢oziilebilir. Bu ¢6ziim;
x =F(u, v),y = G(u, v) (2)

ile gosterilirse,
T':R—>D
(u,v) = (x,y) =(F(u,v),G(u,v))
ters doniisimii elde edilir. Boylece (1) ve (2) denklem sistemleri yardimiyla D ve
R bolgelerinin noktalar1 arasinda birebir bir esleme kurulmus olur.

Bu islemler ii¢ ve daha fazla degiskenli fonksiyonlar icinde gecerlidir.

2.12. Tanim: n-boyutlu x;x,..x, -dlizlemindeki bir D bdlgesinden, n bo-
yutluu,u,..u, -diizlemindeki bir bagka R bélgesine,

Uy = (X,X5 0 X, Uy =6(X, X5 0 X, )y e U, =5 (X, X500 X, ) (3)
denklemleriyle bire-bir olarak doniistiiriilldiigiinii varsayalim. Her i ve k icin !
Uy
turevleri mevcut olmak uzere,

ou, Ou, ou,

x, o0x, 0%,

o(uy Uy ) Oou, Ou, ou,

0(Xy,X5 X, ) 0x, 0%, . X,

ou, ou,  ou,

ox, o0x, 0%,

determinantina (3) doniisiimiiniin Fonksiyonel Determinanti veya Jakobiyani
denir.

Eger (3) doniisiimiiniin,
x, =F (u,,u,,.,u,),x, =F(u;,u,,.,u,),..,x, =F (u,,u,,.,u,) (4)
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biciminde bir ters doniisiimii varsa, bu iki donilisiimiin Jakobiyenleri arasinda,

0(xq,Xy 0 X,) O(uy,uy,..,u,) 1

AUy, Uy U,) AKXy, Xg e X))
denklemi vardir.

Ornek: u=xcosy,v=xsiny sisteminin ve tersinin Jakobiyenlerini bulu-

nuz.
Cozim:
u, u cosy —xsin .
j=owy) _ v |08 Y= x(cos’y +sin’y) = x
o(x,y) |Vx V| |siny xcosy

olur. Simdi verilen dontistimiin tersini bulalim.
u? =x*cos’y, v? =x*sin’y
oldugundan
u? +v? =x*cos’ y +x*sin’ y =x*(cos’ y +sin’ y) = x*

u
x:\/u2+v2,y:arctan—
v

bulunur. Buna gore,

u v |
_Oy) e Xl _|u2av? o Jurev?|o_ L 1
owv) |y, ¥, A\ u Juf+v: X
w+v: o ut+v?

elde edilir.

2.8. Teorem: u=f(x,y)vev=g(x,y) fonksiyonlar verildiginde bu iki ba-
gint1 arasinda u ve v yok edilip x ile y arasinda bir bagint1 elde edilmesi igin
o(u,v)
Tay) v vy
olmalidir. Bu yazima u vev arasinda fonksiyonel bagimlidir adi verilir.

u, u,

ispat: f ve g bir D bélgesinde siirekli tiirevlere sahip iki fonksiyon olsun.
(a,b) €D noktasinin bir 6 komsulugunda

u=f(x,y)vev=g(x,y)

dontsiiminiin
o(u,v) af, fo f
— ( ): ( g): y :fxgy_fygxzo
axy) dxy) |8« 8

olmasi asagidaki durumlardan birinin gergeklesmesiyle miimkiindiir.
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i) Komsulugun her noktasinda f,f ,g,,g, kismi tirevleri sifir olsun. Bu

takdirde f ve g fonksiyonlar1 birer sabit fonksiyonlardir. Tlim sabitler arasinda bir
bagint1 oldugundan file g bagimhidir.

ii) f,=0,f, =0ileg, veg, den en az biri sifirdan farkli olsun. Bu takdirde

f(x,y) sabit olur. Buna gore her fonksiyonla bagimhdir.

iii) f,g,—f,g,=0 ile f, vef tirevlerinden en az biri sifirdan farkli olsun.
Mesela f (a,b)#0 olsun. Bu durumda (a, b) nin dyle bir komsulugu vardir ki bu

komsulukta u=f(x,y) denkleminden, y ¢ekilip u ve x'in bir fonksiyonu olarak ya-
zilabilir. Bu ¢6zliim
y=h(x,u)
olsun. Bu deger v=g(x,y) ifadesinde yerine yazilirsa
v=g(x,h(x,u))=G(x,u)
bulunur. v'nin x degiskenine gore tiirevi alinirsa

ov

&=gx1+gyyx
__f

Yx="%

y

ov () fe,-fe.
ox 8x gy{ )

olacagindan

f f

y y
bulunur. Su halde v fonksiyonu x’e bagh degildir. O halde u ile v arasinda v=g(u)

seklinde bir bagint1 vardir. //

Bu teorem sadece iki degiskenli fonksiyonlar i¢in gegerli olmayip li¢ veya
daha fazla degiskenli fonksiyonlar icinde gegerlidir.

2 2
Ornek: u=Inx-Iny, =21y fonksiyonlar1 arasinda bir fonksiyonel
Xy

baginti oldugunu gosterip, bagintiy1 bulunuz.

Cozim:
1 1 1 1
_M_ ; _? _XZ_YZ; _?_0
Coxy) Xy oYX oxy (111
Xy xyt X oy

olacagindan u ve v bagimhdir. Buna gore
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u:lnx—lny:lnE

X
P eu
y
. X’ +y? )
olur. Buradan x ¢ekilip v= de yerine yazilirsa,
2_2u 2 2u u -u
e + e +1 _ e +e
=7 > uy =———=e"+e "' =2 =2coshu
ye e

bagintisi bulunur.

. X — . . .
Ornek: u=arctanx—arctany, v= Y fonksiyonlar1 arasinda bir fonksi-

1+xy
yonel bagint1 oldugunu gosterip, bagintiy1 bulunuz.

Cozum:
1 1

Co(wv) | 1+%° 1+y*

Coxy) | 1+y° 1+x°
A+xy  @+xyY|

olacagindan u ve v bagimhidir. Buna gore
X-y
1+xy
oldugundan u ile v arasinda v=tanu bagintis1 vardir.

=0

=arctanv

u=arctanx—arctany =arctan

Ornek: u=x+y+z, v=xy+xz, w=x>+y*+z°+2yz fonksiyonlar1 arasinda
bir fonksiyonel bagint1 oldugunu gosterip, bagintiy1 bulunuz.

Cozum:
1 1 1
]:—a(u,v,w):y+z X X |=0
a(x,y,z)

2x  2y+2z 2742y
olacagindan u, v ve w bagimlidir. Buna gore
u’ =(x+y+z)
=x*+y* +7° + 2%y +2yz+2xz
=(x*+y? +7° +2yz)+2(xy +x2)
=w+2v
bagintisi bulunur.
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ALISTIRMALAR

1. Asagida verilen soru isaretlerinin yerine gelmesi gereken degerleri veya
ifadeleri yaziniz.

a) A(x,y):& ise A(24,8)
y

b) B(x,y,z)=x+yz ise A(10,3,0.5)
¢) V(h,r)=nr?h ise V(5,0.25)
d) R(p,r,t)=pe™ ise R(100,0.08,10)

e fx+h,y)-f(xy) ve fxy +h)~f(xy) degerlerini bu-

2. f(x,y)=2xy? is
(x,y)=2xy 0 0

lunuz.

3. Ambalaj isi yapan bir sirkette sekilde gosterilen bicimde iki boélmeli, iis-
tll acik bir kutu iretilmek istenmektedir. Kutunun boyutlari, x, y ve z ile gosterilir-
se, bu kutunun yapilmasi icin gereken malzemenin toplam alanini %, y ve z'nin
fonksiyonu olarak M(X, y, z) bi¢ciminde ifade ediniz ve bu fonksiyon i¢in M(10, 15,
8) degerini bulunuz.

4. Bir sirket, 10-vitesli ve 3-vitesli bisikletler liretmektedir. Bir 10-vitesli
bisikletin satis fiyati p birim para, bir 3-vitesli bisikletin satis fiyat1 q birim para;
10-vitesli bisikletler icin haftalik talep x adet, 3-vitesli bisikletler i¢in haftalik ta-
lep y adettir. Ayrica haftalik gider C(x, y) olmak lizere fiyat, talep ve gider fonksi-
yonlari

p=230-9x+y, q=130+x—4y, C(x,y)=200+80x+30y

olarak veriliyor. Haftalik gelir fonksiyonu R(x, y), haftalik kar fonksiyonu P(x, y)
olduguna gore;

a) R(10, 15) ve P(10, 15) yi bulunuz.
b) P,(10,15) ve P,(10,15) yi bulunuz ve bu degerleri yorumlaymz.

5. z=2x* +y? nin grafiginin

a) x=0,x=1,x=2 dlzlemlerinden her biri ile kesisimini belirleyiniz ve
grafikle gosteriniz,

b) y=0,y=1,y=2 diizlemlerinden her biri ile kesisimini belirleyiniz ve
grafikle gosteriniz,
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c) z=0,z=1,z=2 dizlemlerinden her biri ile kesisimini belirleyiniz ve
grafikle gosteriniz.

Bu grafigi ¢iziniz.
6. verilen iki degiskenli fonksiyonlarin grafigini ¢iziniz.
a) z=2x*+3y* b) z=1+2x>+3y* «¢)z=1-2x*-3y*

7. Asagida verilen fonksiyonlardan her biri i¢in

2 2 2
0z 0z 0z 02 O ¢ (32)f,(32)
0x 0y 0°x Oxy 0%y
yi bulunuz.

a) f(x,y)=3x’y—4xy*+1

b) f(x,y)=tanxy

C) f(X,y) — e2X+3y

d) f(xy)==+%
y X

e) f(x,y)=In(x"+y*)

8. P(xy)=-x*+2xy-2y°+12y+6 fonksiyonu i¢in P (x,y)=0 ve
P (x,y)=0 denklemlerini saglayan x ve y'yi bulunuz.

9. Bir firmanin verimliligi, x birim is glicii ve y birim sermaye kullanilmasi
durumunda yaklasik olarak, f(x,y)=10x"%y°**> denklemi ile ifade edilmektedir.

a) Firma su anda 300 birimlik is giicii ve 250 birimlik sermaye kullandigi-
na gore marjinal is giicii verimliligini ve marjinal sermaye verimliligini bulunuz.

b) 300 birimlik is giicii ve 250 birimlik sermaye kullanilirken is giicli artiri-
larak m1 yoksa sermaye artirilarak mi verimlilikte daha ¢ok artis saglanacagin
belirleyiniz.

10. Bir firma her hafta gazete reklamlari i¢in x @, televizyon reklamlari i¢in
y B harcamaktadir. Firmanmn haftalik satis miktar1 S(x,y)=10x"’y%* denklemi ile
verilmektedir. S, (500,300) ve S,(500,300) degerlerini bulunuz ve yorumlayiniz.

11. ilgili teoremi kullanarak, verilen fonksiyonun yerel ekstremumlarini
bulunuz.
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a) f(x,y)=6-x"—4x—y*

b) f(x,y)=x*+y*+2x—6y+14
c) f(x,y)=xy +2x—3y -2

d) f(x,y)=e"

e) f(x,y)=x>+y’ —3xy

f) f(x,y)=2y’ —x’ —6xy

g) f(x,y)=2x*+y*—12xy

h) f(x,y)=x>—3xy* +6y*

12. Ambalaj isi yapan bir sirket, karton levhadan, asagidaki sekilde goste-
rilen yapida, 3 bolmeli, 64 cm3 hacimli kutular iretmek istemektedir. Bu bigimde
bir kutunun iiretiminde kullanilan malzeme miktarinin minimum olmasi i¢in ku-
tunun boyutlar1 ne olmalidir?

13. A ve B tirii olmak {izere iki tiir hesap makinesi iireten bir firmanin yil-
da x bin tane A ve y bin tane B tiirii hesap makinesi tiretmesi durumunda yillik
gideri

C(x,y)=x*—2xy +2y* +6x—9y +5
ve geliri de R(x,y)=2x+3y birim para olmaktadir. Bu firmanin yillik karmnin

maksimum olmas1 icin her tiir hesap makinesinden ka¢ adet iiretmesi gerekir?
Maksimum kar ne olur?

14. Diiz bir platoda bulunan A, B ve C kentlerine hizmet vermek lizere bir
baz istasyonu kurulacaktir. Platoda yerlestirilen bir Kartezyen koordinat sistemi-
ne gore kentlerin konumu asagidaki sekilde gosterilmistir. Baz istasyonunun P(x,
y) noktasina yerlestirilecegi varsayilirsa, P ‘"den A, B ve C kentlerine olan uzaklik-
larin Kkareleri toplaminin minimum olmasi i¢in x ve y ne olmalidir? Bu durumda,
baz istasyonunun her ii¢ kente olan uzakligin1 bulunuz.

Yy
o 526
Pixy)
L
- L 2
4(0.0) C (10,0)
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15. Posta idaresi, postaya verilecek kutularin sekilde goriildiigii gibi uzun-
lugu ile cevre uzunlugunun toplami 300 cm’yi gecmeyecek bicimde olmasini iste-
mektedir.

r» ¢evre uzunlugu

LE R

*

— uzunluk —»

a) Hacmi maksimum olan kutunun boyutlarini bulunuz.
b) Lagrange Carpanlari Yontemi ile ¢6ziintz.

16. Bir kirtasiye magazasinda A ve B tiirii olarak adlandirilan iki tiir kalem
satilacaktir. Magaza, A tiirii kalemlerden her birini 6 @ ye, B tiirii kalemlerden her
birini 8 @ ye mal etmektedir. Yapilan arastirmalar, bir A tiirii kalemin satis fiyat1 x
ve bir B tiirii kalemin satis fiyat1 y B olarak belirlendigi takdirde, A tiirii kalem-
lerden haftada s=116-30x+20y, B tiri kalemlerden de haftada

t=144+16x—24y adet satilabilecegini gostermistir.

a) x=10 ve y=12 olmasi durumunda haftalik satis1 belirleyiniz.
b) x=11 ve y =11 olmasi durumunda haftalik satis1 belirleyiniz.

c) Haftalik karin maksimum olmasi i¢in A ve B tiirii kalemlerin satis fiyati
ne olmalhidir? Maksimum kar ne olur?

17. Lagrange Carpanlar1 yontemi ile ¢6ziiniiz.

a) f(x,y)=2xy fonksiyonunun x+y=6 Kkisitlamasi altinda maksimum de-
gerini bulunuz.

b) f(x,y)=x*+y? fonksiyonunun 3x+4y =25 kisitlamasi altinda minimum
degerini bulunuz.

c) f(x,y)=2xy fonksiyonunun x*+y”=18 kisitlamas! altinda maksimum

degerini bulunuz.

d) Toplamlar1 10 olan reel sayi ikilileri arasinda ¢arpimi maksimum olan
ikiliyi bulunuz.

e) f(x,y,z)=x"+y’*+z* fonksiyonunun 2x-y+3z+28=0 kisitlamas: altin-

da maksimum degerini bulunuz.

f ) f(x,y,z)=x+y+z fonksiyonunun x*+y*+z*=12 kisitlamasi altinda
maksimum degerini bulunuz.
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18. iki model televizyon iireten bir firma, A model televizyonlardan hafta-
da x adet, B model televizyonlardan haftada y adet {iretmesi durumunda haftalik

toplam gideri C(x,y)=6x*+12y* birim para olmaktadir. Eger firmanin haftada her

iki tiirden Ttrettigi televizyonlarin toplam sayinin 90 olmasi isteniyorsa, giderin

minimum olmasi icin haftalik iiretim programi ne olmalidir? Minimum gider ne-
dir?

19. (Cobb - Douglass Fonksiyonu) Bir firmanin liretmeye karar verdigi
yeni bir iriln i¢in x birimlik is giicii ve y birimlik ham madde ve techizat yatirimi
yapilmasi durumunda o iirtinden iiretebilecegi {iriin sayisi

N(x,y) =20x"*y%®
olarak belirleniyor. Bir birimlik is giici, 50 @; bir birimlik hammadde ve techizat,
75 B olarak diisiintildiigiine ve bu is i¢cin 500 000 @ ayrildigina gore, lretilen {riin
sayinin maksimum olmasi i¢in bu meblagin ne kadar: is giicii i¢cin, ne kadar1 ham
madde ve techizat icin tahsis edilmelidir?
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