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3. BOLUM
iKI KATLI INTEGRALLER

IKI KATLI INTEGRAL KAVRAMI

3.1. Tammm: iki degiskenli bir fonksiyonda tanim kiimesi bir yiizey veya
yuizeyin alt kiimeleridir. Bu yiizeyi
D={(x,y):a<x<b,c<y<d}
veya
D={(x,y):a<x<b,c(x)<y <d(x)}
ile gosterirsek iki degiskenli fonksiyonun hem x’e hem’'de y’ye gore integrallerinin
alinmasina f fonksiyonun iki katli integrali denir ve dA=dxdy olmak iizere

[= ﬂ f(x,y)dA biciminde gosterilir. Bu integralin i¢ kismindaki integral
D
g(x)= .[ f(x,y)dy seklinde yazlabilr. Bu takdirde kismi tirev yardmuyla

[= Ig(x) dx sekline doniistiiriilebilir.

Buna gore iki kath integralin hesaplanmasi islemini soyle ifade edebili-
riz:

alc

b b| d
= jj f(x,y)dxdy= jg(x) dx = j{ j f(x,y) dy}dx

biciminde olur.

Toplam semboliiniin ve limitinin Ozelliklerinden yararlanarak, iki kath
integrallerin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu kolayca gosterilir.

i) ﬂkf(x y)dA= kﬂf(x y)dA
ii) ﬂ f(x,y)+g(x,y)dA= H f(x,y) dA+Hg(x y)dA
i) D iizerinde f(x,y)>0 ise Hf(x,y) dA>0 dir.

iv) D iizerinde f(x,y)>g(x,y) ise H f(x,y)dA> J] g(x,y)dA dir.

v) D=D, uD, ve D, "D, = ise
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ﬂf(x,y) dA= ﬂf(x,y) dA+ﬂf(x,y) dA

D, uD,

dir.

Simdi ispati yukaridaki tanim ve izahtan goriilebilen iki Fubini teoremi
verelim.

Guido Fubini
19 Ocak 1879, Venedik, italya - 06 Haziran 1943, New York, ABD

3.1. Teorem (1. Fubini Teoremi): f(x,y), br D bolgesinde stirekli
D={(x,y):a<x<b,c<y<d} olsun.

= j j f(x,y) dxdy= 'Tﬁf(x,y) dy} dx = Tﬁf(x,y) dx} dy

clLa

bigimindedir.

Izﬁ f(x,y)dxdy integralini hesaplamak igin asagidaki islemler yapilir:
D

d
1. Once x'i sabit tutup y ye gore If(x,y)dy belirli integrali hesaplanir. Bu in-
tegralin sonucu x’e bagl oldugundan bu sonu¢ x'in fonksiyonudur. Bu
d
fonksiyona g (x) diyelim: g(x)= I f(x,y)dy

2. Sonra g (x) fonksiyonunun [a, b] aralifinda belirli integrali hesaplanarak
sonu¢ bulunur.

Ornek: D = [0, 1] x [-1, 3] olmak iizere I= J.J.(x2+y2)dxdy integralini he-
D
saplayalim.

Coziim: Once x'i sabit tutarak

g()= [(*+y*) dy
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3 3
= Ixz dy+ Iyz dy
] e

3 y3 ’
J— 2 P
=X y‘_1+ 3
-1
_4x2 1 28
3
bulunur. Sonra
1 1 3 1
Izjg(X)dx:j(élxz+§jdx:4i+§x :g

0 0 3 3 3 o 3

bulunur.

Ornek: DZ{O,E}X[O,R] olmak {izere I:_U sinxcos% dxdyintegralini he-
D

saplayalim.

Coziim: g(x)= Isinxcos% dy
0

Y

=sin chosz dy
5 2

4

zzsinx.sinz

0
=2sin x.[sing—sin Oj

=2sinx
ve
n/2 n/2

I= [g(x)dx= [2sinx dx=—2cosx|)"’ :—2(cosg—cosoJ=2 I
0 0

iki kath integralin hesaplanmasinda integralleme sirasi degisebilir. Yani,

b
once y'yi sabit tutup, x e gore If(x,y) dx integralini hesaplayip, sonra elde edilen

a

fonksiyonu [c, d] araliginda integrallersek ayni sonuca geliriz.

iki kath integral D dikdortgeni yerine daha karmagik kiimeler iizerinde de
tanimlanabilir, fakat o konu kompleks analiz derslerinde gosterilecektir.
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3.2. Teorem (2. Fubini Teoremi): f(x,y), bir D bolgesinde siirekli olsun.

) D, g,(x)veg,(x), [a, b] de sirekli olmak iizere, a<x<b,
g,(x)<y<g,(x) olsun.

I= j j f(x,y) dxdy= Tﬁ Xf)(x,y) dy] dx
D al g (x)
olur. )

i) D, hy(x)veh,(x), [c, d] de siirekli olmak {iizere, c<x<d,
h,(x)<y <h,(x) olsun.

C

[= J.J- f(x,y)dxdy= T[hzj(-xf)(x,y) dx} dy
D h; (x)

olur.

Ornek: D={(x,y):0<x<1,0<y<x} bolgesi iizerinde f(x,y)=4-x-y
fonksiyonun integralini inceleyiniz.

Cozim:I=| | (4—x-y)dydx

O Ly

O ey O ey ¢
I

I.(4—X—y) dy} dx

- -
4y—xy—y? }dx

0

O ey O e

2
4X—3i:| dx
2

iKi KATLI INTEGRALLERDE BOLGE DONUSUMLERI

Xy-dizlemindeki bir D bolgesinden, uv-diizlemindeki bir baska R bolgesi-
ne,
u=flxy)v=gkxy)
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denklemleriyle bire-bir olarak donistiiriildiigiinii varsayalim. Yani,
T:D—>R

(x,y) = (u,v)=T(f(x,y).8(x,y))
bolge doniimi verilmis. xy - diizlemindeki bir D boélgesi uv - diizlemindeki bir R
bélgesine doniistiiriildiigiinde uv -diizleminde alam1 Au, Av, olan bolge Xy - diiz-

leminde alani |]|AXkAyk olan bir bolgeye doniislir. Burada J, doniisiim Jakobiyeni
olup
_Ouyv) _Ju
axy)
dir. Bu durumda
jj T(u,v)dudv= j j T(f(x,y),8(x,y))||dx dy
D D

X uy

Ve Vv,

olur. Eger 6zel olarak
u=rcos0, y=rsin0
dontistimi yardimiyla kutupsal koordinatlara gecilirse

J] T(u,v)dudx= J:[ T(rcosH,rsin®) rdr do

D D
olur. Ciinkii bu doniisiim i¢in
_o(wv) _|up Uyl cosO® —rsin® 3
I= o(r,0) B vV, Vg |sin® rcosO|
dir.

Eger D={(r,0):s(0)<r<t(6),a<6<b} ise bu takdirde

b t(0)
J.J'T(u,v) dudv :I _[T(rcos@,rsin 0)rdrdo
D as(0)

dir.

Ornek: Bir D bolgesi 2x+y =2, 2x—-y=4, y+x=2 Ve y+x=4 dogrulan
tarafindan smrlanan bolgedir. Bu boge u=x+y Ve v=2x-y doniisiimi yardr
miyla uv diizlemindeki D bdlgesine donistiiriilityor.

ﬂ (2x—y)*dxdy
D
integralini yeni u ve v degiskenine gore yazip hesaplayiniz.

Cozim: 2x+y=2, 2x—y=4 dogrulann v=2,v=4 dogrularma, y+x=2
Ve y+x=4 dogrularma v=2,v=4 dogrulart tarafindan smrlanan dikdortgensel
bolgedir.
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¥ fxElnd Ty = =t
flx)=-n-d

flm)=-nt2

=t

- H

7

7]
w
o
ot
oot

e

oxy)_ 11 1 1
“o(u,v) owv) |u, u, 1] 3
a(x,y) v, ‘2 —1‘
oldugundan
44 4 4 4 4
J.I(Zx—y)zdxdyzjjvz%dvdu:IV—; duz%jdu—% =1le
D 22 2 2 2 2

bulunur.

Ornek: D bélgesi x*+y®=1 ve x*+y* =16 ¢emberleri arasmda kalan
bolge olduguna gore

J].\/XZ +y*dxdy
D
integralini hesaplayiniz.

Cozum: Verilere gore cemberleri 1 ve 4 yaricapli cemberlerdir.
r Y }__

Buna gore 1<r<4 diir. 0<0<2xn olacagindan kutupsal koordinat doniisiimii ya-
pilrsa,

2n4

'U\/xz +y?dxdy = jj(rz cos’0+r’sin”0)!/*rdrde
D 01

2n4

:”rzdrde
01
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27
=63jde
0

=630
=126n

2n
0

bulunur.

Ornek: D bélgesi 5x*+2xy+2y” =1 elipsi tarafindan smrlanan bolge ol
duguna gére x=u+v Ve y=-2u+v donisimii yardmiyla

J] \/5X2 +2xy+2y*dxdy
D

integralini hesaplayiniz.

Coziim: 5x°+2xy+2y* =1 denkleminde x=u+v, y=—2u+v yazlirsa
9(u®+v3)=1
¢cemberi bulunur. Verilen elips ve goriintiisii olan ¢ember asagidaki gibidir.

.IL}P le
D bolgesi R bolgesi
Coxy) X x| |1 1_3
owv) 'y, y. -2 1
oldugundan
| =H\/5X2 +2xy+2y2dxdy='[|‘3\/u2 +v?3dudv
D D
1/3 (1/9)-u?

=9 I J‘ Vu? +v? dudv
-1/3_J@1/9)-u?
Bulunur. Kutupsal koordinatlara gecilirse,
2n1/3

2n 1/3 12n ZTC
I=9I J'r.rdrdO:BJ.rﬂo dezaj‘de:?
0 0 0 0
elde edilir. //

Simdi burada iki katli integralin hangi alanda kullanildigin1 inceleyelim.
Boylece iki kath integralin uygulamalarina bakalim.
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iKi KATLI INTEGRALLE ALAN HESAPLARI

3.2. Tanmim: [a, b] ve [c, d] birer kapali aralik olmak iizere,
D=[a b] x[c,d] ={(x,y) ER?|x€[a b]veyE€[c,d]}

|\ 77
1 ///

0 a b

kiimesine xoy duzleminde kapali dikdortgen denir.

3.3. Teorem: DcR X% R kapali dikdortgeni tizerinde tanimli ve stirekli
f:D->R,z=f(x,y)
iki degiskenli fonksiyonu verilsin. Bu bélgenin alani

Alan(A) = jj dxdy
dir. ’

Ispat: Belirli integral konusundaki gibi; [a, b] araliginin
a=a;<a; <a,<..<a;_,; <a;<.<a,=b
boliintiisting, [c, d] aralifinin ise
C=Cy <€y <€, <<€y << <C, =d
boliintlisiini segcelim. Bu boliintiilerin en biiyiigii 6 olsun. (Bu béliintiler D dik-
dortgeninin de D,,D,,.D, . gibi kiicik dikdortgenlerden olusan bir boliintiisini

dogurmus olur. Bu dikdortgenler sayisi mn tanedir.)

df - - T T T T T V
1 | 1 | D
-- —747——:7—7\77—k77k77/ﬁ m
1 | | 1 | 1
| | | | | |
T e e S,
| [P | |
Yep - - **ﬂ**f:fff/f/l?k'j | 1
4 T
| | 1 | 1
Cof —~ 777’7{’77ﬂ’7F’777777’
! ! 1l ! | 1
Lo | I 7 T L R Y
D\Cﬁyl I [ | | 1
| | | | |
=) T : \: T T T
! ! 1 [} ! | | !
| 1 | [ 1 | 1 !
a an az Ak b

Her 1<k<mn i¢in D, dikdortgeninden keyfi P, (x,,y,) noktasin se¢ip
S=1(x,,y,)AA, +f(x,,y,)AA, +..+f(x JAA,

mn 'Ymn
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= Zf(XkIYk)AAk
k=1

toplamini olusturalim. Burada AA, sembolii dikdortgenin alanimi gostermektedir.
d — 0 iken S toplamimin limiti (tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi)

lim >"f(x,,y,)AA, = [[f(xy) dxdy
k=1 D

seklindedir. Bu integralin degeri [a, b] ve [c, d] araliklarinin boélintiilerinden ve Pk
noktalarinin seciminden bagimsizdir. Eger f fonksiyonu her (x,y)eB i¢in 1 olarak

tammlanirsa yukaridaki esitlik
lslir[}kz:;AAk :'[3‘. dxdy

seklini alir. Parcalanma nasil yapilisa yapilsin AA, alanlarinin toplami D bdélgesi-
nin alan olacagindan,

Alan(A) = .U dxdy
olur. // i

Kutupsal koordinatlara gecildiginde, Jakobiyen rolacagindan bu teorem
Alan(A) = ﬂ rdrdo
D

sekline doniisiir.

Ornek: y=x parabolii le y=2x+3 dogru arasmda kalan bdlgenin alanm
hesaplayiniz.

Coziim: Bu parabol ve dogrunun kesistigi nokta x*=2x+3 denkleminden

x=-1 ve x=3 dir.
ay

w -

32x+3 3 X3 3 22
A=I Idydx= (2x+3-x*)dx=x*+3x——| =="br?
J 3| 3

-1 x? -1
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Ornek: x*+y*=4 c¢emberi lle y=x* parabolii veriliyor. Sekildeki bolge-
nin alanni bulunuz.

Cozim: A:Zj. )]fdydx

0 \J4-x2
2

=2J.(X2 —V4-x%)dx
0

2

3
= 2{%—2arcsin§—%X\/4—x2 }

0
= E—4:;1rcsin1

3
= E—275 br2

3

Ornek: r=2(1+cos®) kardiyodinin dismda, r=2 g¢emberinin i¢in kalan
alam bulunuz.

.y

7 (.
X

Cozim: A= [[rdrdo
D

3n/2 2
= J' Irdrde

n/2 2(1+cos0)
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3n/2 o2
r

do

n/2
3n/2
=2 j[1—(1+cose)2]de
n/2
3n/2
=2 j(ZcosG+cosze)d9
n/2
3n/2
=-2 _[ (2cos0

n/2

2(1+cos0)

+1+C0529)d6

3n/2

=-2 251n9+1+lsin26
2 4

n/2

=8—1 br?

Ornek: y=x*, y=x*/4,y*=2x,y*=4x parabolleri tarafindan smrlanan

bolgenin alanmni bulunuz.
My
% x

4

2 2
Cozim: u= X—, v=2_ bolge doniisiimii yapilirsa sézkonusu paraboller,
y X
srast e u=1, u=4, v=2, v=4 dogrularmma, dolayisiyla R bdlgesine dondisiir.
axy)_ 1 _ 1 11
8(u,v) a(u.V) u, u, 2X %2 3
o(x,y) v| |y Ty
v
x> x
1 1 4 4
— . == = 2
A—gdxdy—g:)’dudv 3v_|=.2u_|=.1dudv 2br

bulunur.
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HACIM HESAPLARI

3.4. Teorem: DR x R kapali dikdortgeni iizerinde tanimli ve siirekli
f:D->R,z=f(x,y)
iki degiskenli fonksiyonu verilsin. Bu bdlgenin alani

Hacim(V)= H f(x,y)dxdy
dir. i

Ispat: f fonksiyonu D bolgesinde siirekli ve pozitif tammh ise
Zn:f(xk,yk)AAk ifadesi taban alam AA, ve yiksekligi f(x,,y,) olan dik silindirle-

k=1

rin hacimleri toplamudir.

Eger B bolgesi, parcalanmanin 6 sifira gidecek sekilde parcalanirsa bu ha-
cimlerin toplami, z=f(x,y) yiizeyi, D bolgesi ve D bolgesini taban kabul eden dik

silindirin arasmda kalan bolgenin V hacmine esit olur. Su halde
Hacim(V) = ﬂ f(x,y)dxdy
D

olur.

Ornek: y®+x*=2y silindiri ile z=0 ve x+y+z=8 diizlemleri arasmda

kalan bolgenin hacmini bulunuz.

Az

4

)

- —

v~<

Cozim: V= _Uf(x,y) dxdy = H(8—X—y) dxdy

olur. Kutupsal koordinatlara gecilirse, x*>+y*=2y ¢emberinin denklemi r=2sin®
olacagndan,

7 2sin6®
V=j j(g—rcose—rsine)rdrde

0 0
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2sin®

do

4r? —%r3 cose—%r3 sinGj

0

16sin? 6—§sin3 OCOSG—gsine‘ GJdG

Il
Ol Oy O3

8(1-cos 29)—§sin3 Ocose—g(l —co0s20)° jde

:(86_3511129_%5“14 0) —%J(1—2c0526+1+c—0546j do
0 0

:(86_351n29_251n4 0) —§I(1—2c0526+wj do
0 0

T

= 87t—3Si1’127’E—ESin4 n—z O—Sin29+9+lsin49
3 3 2 8

0

:8n—2.§n
32

=61

Ornek: z=4-x*—y® parabolidi ile xy diizlemi arasmda kalan bdlgenin
hacmini hesaplaymniz.

Coziim: O halde integrasyon bolgesi, x*+y’=4 ¢emberi tarafindan smirla-
nan dairesel bolgedir. Buna gore

V=HZ dxdy
D

2 V4-x?

zj j(4—x2—y2)dydx
—2_\4-x?
212

= II(4—r2) rdrd6
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