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1. BOLUM
VEKTOR CEBIRI

GIRIS

Vektorler lineer cebir derslerinde anlatilmistir. Vektorel Analiz dersle-
rinde 3 boyutlu uzayda vektorlerin cebiri, fonksiyonlar, tiirevi, integrali konu-
larini inceleyecegiz. 3 boyutlu analizi yaparken yer yer 2 boyut uzay iizerinde
de Ornekler verilecektir. Yalmz vektorler lineer cebir derslerinde genis ¢aph
izah edildiginden burada vektoérel analiz dersleri icin ihtiya¢c olunan yerler
bahsedilecektir. Ayrica vektorler birer dogru oldugundan ve R3 de dogru
denklemleri incelendiginden o konuya havale ederek, vektorler ile diizlem
arasindaki iliskilerden fazla bahsedilmeyecektir. “U¢ Boyutlu Uzayda Dogru-
lar” konusuna havale edilecektir.

DOGRU DENKLEMLERI

Diizlemde veya uzayda herhangi iki nokta verildigi zaman bu iki nokta-
dan yalniz bir dogru gectigini geometri derslerinden biliyoruz. Sadece bir nok-
ta verildiginde bu noktadan sonsuz tane dogru gecer. O halde, bir noktadan
gecen dogru denklemi icin sadece bu nokta yeterli degildir. Noktayla birlikte
dogrunun paralel oldugu bir vektoriinde verilmesi gerekir.

Simdi vektorleri kullanarak bir dogru denkleminin nasil elde edilecegi-
ni gosterelim.

1. Bir Noktadan Gecen ve Bir Vektore Paralel Olan Dogrunun
Denklemi

1.1. Tanim: R3 deki Py(xq,yo,Zo) noktasindan gegen ve A= (p,q,1)
vektoriine paralel (¢cakisik) olan dogru ve dogru tizerinde herhangi bir nokta
P(x,y,z) olsun. A vektoriine dogrunun dogrultman vektort, p, q, r sayilarina da
dogrultman parametreleri denir.
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A=(pqr)

P(xy,2)

Po (X0, Yo, Zo)

Ornek: Asagidaki dogrularinin dogrultman vektérlerini bulunuz.

X+1 y+2
AA— =—7=1z

4 3
Bx—l 1-z 4
)5 - 3 ;Y—
Cx—l +3 2z2—-1
)2 =y 4

D)x=3t—8,y=5t—6,z=4t+5

Cozim: A) A = (4,3,1)

x—1 z—1 —
B)— =—,y = 4ise A= (5,0,—3)

5 -3

x—1 z—1/2 3
O =y+3="7, ised =(215)
D)A = (3,5,4)

Ornek: R3 deki 2x + 3y + 4z = 12 dogrusunun dogrultman vektérii
nedir?

X vA
Coztim: Dogru denklemi P + % + 3= 1 yazilabilir. Bu denklemin dog-

rultman vektori A = (6,4, 3) olur.

1.1. Teorem: R3 deki P(x,yq,Zo) noktasindan gecen ve A= (p,q,1)
vektoriine paralel (veya c¢akisik) olan dogrunun denklemi:



www.matematikl.com 3

p q r
dir.
1 Z j-_%:' — —
| F’P_FF - ;;HE'_F —
| 'f@‘ N »f"f
— | S -
(d) Ve

r&d

=3

ispat: R3 de bir P(x, Yo, Zg) noktasi ve bir de K(p, g, r) vektori verilmis
olsun. P, noktasindan gecen ve A vektoriine paralel olan bir tek dogru vardir.

P, noktasinin yer vektorii Ro olsun.
Ro=X,1+y,] +z,k
d dogrusu iizerinde bulunan herhangi bir P(x,y,z) hareketli noktasin1 goz
ontine alirsak
@:R=x7+yf+zﬁ
olup ﬁ) vektorii A ya paraleldir. O halde ﬁ’) =tA (t skaler) yazilabilir. Diger
taraftanPTP = 0P — OTDOdlr. OhaldetA =R - R_O) Veyaﬁ = R_O) + tA olur.

Bu esitlik d dogrusunun vektorel denklemini gosterir.
Bu denklemin koordinatlarini yazarsak

(X, N Z) > (XOI Yo, ZO) + t(p, a I')
= (XO + tp, Yo + tq, Zg + tr)

olup,
X=X+ 1tp
y=Yo+1tq
Z =129 +1tr

bulunur. // t parametresi —< t < +oo araliginda degistikce (x,y,z) ler dogru-
nun tim noktalarini tarar. Bu esitliklere d dogrusunun parametrik denklemi
denir.

Parametrik denklemdeki t'yi cekersek
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X—Xp _ y_yO _ Z—7Zg
p q r
(X — XY~ Yo Z-— ZO) = t(p' q I‘)

t =

elde edilir.

1.2. Tanmim: R3 deki P(x,, ¥o, Zo) noktasindan gecen ve A= (p,q,r) vek-
toriine paralel (veya cakisik) olan dogrunun denklemine d dogrusunun simet-
rik formu veya Kartezyen (nokta koordinatlari cinsinden) denklemi denir.

Ornek: P(—1, 3,4) noktasindan gecen ve A =2i +8j +5k vektériine pa-
ralel olan dogrunun parametrik denklemini bulunuz.

Cozim: Po noktasindan gecen A vektoriine paralel olan dogrunun pa-
rametrik denklemi O_PO) —0OP=tA oldugundan,

(X_ X0,Y = Yo, Z— ZO) = t(p' q:r)
x—(-1),y—3,z—4) =t(2,8,5)

ve
x=2t—1
y=8t+3
z=>5t+4
t=X+1 =y—3=Z—4
2 8 5
olur.

Ornek: Dogrultman vektori A=81+2j —k olan ve P(1,2,0) noktasin-
dan gecen dogrunun simetrik ve parametrik denklemlerini bulunuz.

Cozim: (x—1,y—2,z—0) =t(8,2,—-1)
dogrunun parametrik denklemi ve

x—1=28t
y—2=2t
z=—t
p=Xl_y—2_ 2
8 2 -1

t € R dogrunun simetrik formu olur.
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5
Ornek: Orijinden gecen ve A= (—=2,3,5) vektoriine paralel olan dog-
runun denklemi nedir?

Cozum: 0(0,0,0) dan gececek ve A= (—=2,3,5) vektoriine paralel ola-
cagindan,
x—0 _ y—0 _ z—0
-2 3 5
X |y
-2 3
bulunur.

.. X-2 y+6 z—4 . . o
Ornek: == = olan dogrunun dogrultman vektdriini ve
bu dogru tzerinde herhangi iki noktay1 bulunuz.

Cozim: Dogrultman vektoru A= (3,5,—2) dir.
Xx—-2 y+6 z—4

t
3 5 -2

x=3t+2,y=5t—-6,z=-2t+4
elde edilir. Dogrular tlizerindeki tiim noktalar (3t+ 2,5t — 6,—2t+ 4) bici-
mindedir.
k = 0icin A(2,—6,4)
k=1i¢cin A(5,—-1,2)
bulunur.

Ornek: P, = (—1,3,—2) noktasindan gecen ve A=3i+4j+k ve
lunuz?

B=1+2j+5 k vektdrlerine dik olan dogrunun parametrik denklemlerini bu-
Cozum:

b
_ \a
II | e d
e s ()

" P,(-1,3-2)

B

Y

——

AldveBldiseAxBLld
dir. O halde
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i j k
AxB=[3 4 1|=18i-14j+2k
125

vektori d dogrusunun dogrultman vektortiidiir. Buna gore P(x, y, z) dogru tize-

rinde herhangi bir nokta ise, _P_OTD) = t(K X ﬁ) dir. Bunu da koordinatlar cinsin-
den yazarsak,

(X — X0,y —YoZ— ZO) = t(p' q'r)

buradan
X—Xo =18t yx +1 =18t
y—VYo = —14t}y— 3= 14t}
Zz—Z9=2t ) z4+2=2t
olur. t ye gore coziilerek dogrunun parametrik denklemi
x=18t—1
y = 14t + 3}
z=2t—2
P = x+1 _ y—3 _ z+2
18 14 2
olarak bulunur.
1.1. Not: z le _ 7 qY1 (2 rZ1 dogru denkleminde;

i) Dogrultman parametrelerinden biri sifir ise, mesela P = 0 ise, dog-
rultman vektori x eksenine dik olur. Bu durumda dogru y o z diizlemine para-

leldir ve denklemi,

Y—V1 Z—171
X—X; =0ve =
r

olur.

ii) Dogrultman parametrelerinden ikisi sifir ise, mesela P = q = 0 ise,
dogrultman vektorii x o y diizlemine dik olur. Bu durumda dogru z eksenine
paraleldir ve denklemi,

x—x; =0vey—y; =0
olur.

2. Iki Noktadan Gecen ve Bir Vektére Paralel Olan Dogrunun Denk-
lemi
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1.2. Teorem: P, = (xq, Vo, Zo) Ve P, = (X4,¥2,%,) gibi iki noktadan gecen
dogru denklemini bulmak i¢in yukarida yapilan islemlerde P, yerine yine P, A

vektori yerine de PyP; = A alinmasi yeterlidir. O halde P, ve P; den gecen dog-

ru denkleminin simetrik formu,
X=Xo Y~ Yo Z77Zo

X1—Xp Yo—Y1 Z9—Z,

yazilabilir.

Bu teorem 1.1. teoremin bir sonucudur.

Ornek: P,(10,—1,4) ve P;(—8,3,5) noktasindan gecen dogrunun si-
metrik formunu bulunuz.

x—10 y—(—-1) z—4
-8-10 3—-(-1) 5-4

Cozum:

Xx-10 y+1 z—4
-18 4 1

Ornek: P,(6,2,3) ve P;(—1,4, 0) noktalarindan gecen dogrunu denkle-
mi nedir?

Cozum: =

Ornek: P(2,—1,1) ve Q(3, 1, 1) noktalarindan gecen dogru denkleminin
simetrik formunu bulunuz?

Cozum:
Q

/
,r//f
”E_,/E[X, ¥ Z}

ﬁi//ﬁi ise PR = tﬁj
x-2y—(-1,z—-1D=t(3-21-(-1),1-1)
x—-2,y+1,z—-1) =1t(1,2,0)
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x—2=t
y+1=2t
z—1=0
buradan dogru denkleminin simetrik formu,
x-2 y+1
—=—,z=1
1 2
bulunur.

3. iki Dogrunun Paralel Olma Durumu

1.3. Teorem: 81 dogrusunun dogrultman vektori A= (p1,91,11) Ve 82
dogrusunun dogrultman vektori B = (p2, gz, 12) olsun. Bu takdirde,

Pi_d1_1Ih
d,//d, = ==
1//d; b, T,
dir.
ispat: d; : X;fl = y;ill = 2;121
a’ . X_XZ _ y_y2 _ Z_ZZ
2 o) d; I

dogrularinin paralel olmasi demek dogrultman vektorlerinin paralel olmasi
demektir. 81 dogrusunun dogrultman vektori A= (p1,91,11) Ve 82 dogrusu-
nun dogrultman vektori B= (p2,qz, 1) oldugundan,
_1i_Ih
dy/fd ol
Jfd e =t =1
elde edilir.

Ornek: Parametrik denklemi, (x = 3t + 1,y = 2t — 1,z = 4t) olan dog-
ruya paralel olan ve P(2,1,0) noktasindan gecen dogrunun denklemini bulu-
nuz.

Coziim: Dogrunun dogrultman vektori A = (3, 2,4) olacagindan,
x—2 y-1_ z
37 2 4
elde edilir.

4. iki Dogrunun Cakisik Olmasi

iki dogrunun denklemleri bazen farkli goriinse de, aym1 dogruyu ifade
ediyor olabilirler. Béyle dogrulara ¢akisik dogrular denir. Ornegin,
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X
2 0

dogrularinin her ikisi de ayni dogruyu ifade ederler. Iki dogrunun c¢akisik ol-

dugunu, dogrultmanlarinin paralel oldugunu ve bir ortak noktalarini bularak

gosterebiliriz.

:%zzvex—1=y—1=22—1

Yukarida verilen iki dogrunun dogrultmanlar: paraleldir ve P(2, 2, 1)
noktasinin her iki dogruyu da sagladig: kolayca gortilebilir. Her iki dogruyu da
saglayan sonsuz sayida nokta bulunabilir.

1.4. Teorem: 81 ve 82 dogrulari ¢akisik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) Dogrultmanlar paralel (K/ /§)
ii) Ortak noktalar1 vardir

Bu teoremin ispati asikardir.

. X—2 2x—-1 y-k s-3z
Ornek: — =y =1-zve = = dogrular c¢akisik
3 6 m n

isek+ m+ n + s nedir?

Cozim: i) Dogrultman vektorleri ayni olmalidir. Buna gore, m =1 ve
n = 3 olur.

ii) Birinci dogruyu saglayan (2, 0, 1) noktasin ikinci dogruda yerine ya-
zarsak,
4-1 0-k s—-31

6 1 3
esitliginden, k = — %Ve s = %bulunur. Ohaldek+ m+ n+ s = 8 olur.

5. iki Dogrunun Dik Olma Durumu

1.5. Teorem: Hl dogrusunun dogrultman vektori A= (p1,91,11) Ve 32
dogrusunun dogrultman vektori B= (p2, gz, 12) olsun. Bu takdirde,
d; Ldy & pip2+qiqe +1r112, =0
dir.

_Xl _ y_y1 _ Z_Zl

ispat: d, : Xpl o >
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= X—Xy Y=y, Z—1Zy
d,: = =
o) d; %)
dogrularinin paralel olmasi demek dogrultman vektorlerinin dik olmasi de-
mektir. 81 dogrusunun dogrultman vektori A= (p1,91,11) ve d, dogrusunun
dogrultman vektoru B= (p2,q2, r2) oldugundan,

d Ld,; < did; =0 pip2+9192 +1r;1, =0

elde edilir.
Ornek: d, : Xgl = yzz = ZES
5 . x4 _y-1_1z
d; : a 2 75

dogrulari paralel ise m + n nedir?

Cozim: 81 ve 82 dogrularinin dogrultman vektorleri A= (3,4,2) ve
B = (a,2,5) dir.
P1Pp2 +q1qz + 111, =0
3a3+4:2+2-5=0
a=-6

6. iki Dogrunun Kesismesi ve Aykir1 Dogrular

Paralel olmayan iki dogru aym dizlemde iseler bir noktada kesisirler.
Yani paralel olmama ve aym diizlemde olma sartiyla iki dogru birbirleriyle
kesisir.

R3 de Herhangi iki 81 ve 82 dogrularinin ayni diizlemde olmasi i¢in, diizlem
tizerinde secilecek li¢ vektoriin lineer bagimli olmalidir. Lineer bagimli olmasi

icin determinantlarinin sifir olmasi gerekir. Bunun i¢in 31 ve 32 dogrular ile
PQ dogrusunun olusturdugu determinant uygulanmahdir. Yani,

—_ = —

det(A,B,PQ) =0veA # B

olmalidir.
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Orneki— =——,y=1lvex—2=—=,z=1
2 3 k

a) Dogrularinin kesismesi i¢cin k ka¢ olmalidir?
b) Bu dogrularin kesisme noktasi nedir?

Coziim: a) A = (2,0,3),B = (1, -k, 0), P(1,1,—1) ve Q(2, 2, 1) i¢in

]2 0 3
det(8,B,PQ) =[1 —k 0/=-k+3=0
1 1 2

esitliginden k = 1 elde edilir.

b) Kesisme noktasini bulmak i¢in denklemleri ortak ¢ozelim. iki denk-

leme gore, x =1 ve z = 1'dir. Buna gore, x=Z olur. Kesisme noktalari

3
K (; 1, 1) olur.

1.3. Tanmmm: Eger iki dogru birbirleriyle ayni diizlem iizerinde

degillerse aykir1 dogrular denir. Buna gore aykir1 dogrular det(K, B, P_(j) 0
dir.

y—1 x-1 y+1
3 3 2
rular oldugunu gosteriniz.

= z — 1 dogrularinin aykirn dog-

Coziim: a) A = (4,3,1),B = (3,2,1), P(0,1,0) ve Q(1, —1, 1) icin

det(A,BPQ) =3 2 1[=2=#0
1 -2 1

oldugundan aykiri dogrulardir.

7. iki Dogru Arasindaki A¢
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1.6. Teorem: 81 dogrusunun dogrultman vektori A= (p1,91,11) Ve 82

dogrusunun dogrultman vektori B= (p2,qz,12) olsun. Bu takdirde iki dogru
arasindaki agi,

cos0 = %
d1 ||z
dir.

Bu teoremin ispati lineer cebir derslerinde yapildigindan tekrar ispati
yapilmamistir.

Ornek: d; : x_—13:y-|1—1:z_-|\—/%
d . x+1 _y—3 _z-5
A T N

dogrular: arasindaki a¢1 kac¢ derecedir?

Cozlim: 81 ve 82 dogrularinin dogrultman vektorleri A= (—1,1,v/2) ve
B = (1,1,V2) dir.

d1
)
I
cosO = a1'32 -~ (—1)-1+1-1+(—ﬁ)ﬁ 1
N | 2 2 2

492l 22+ -2 12412402

8 =120°
bulunur.

.. X—2 +4 z-3 x-2 -5 z—3
Ornek: AL ve _YT2

1 2 1 2 -1 2

dogrular: arasindaki a¢inin kosiniisiinii bulunuz.

Coziim: Dogrultman vektorleri: A= (1,2, 1) ve B = (2,—1,2) dir.

cosh = AB (1,2,1)(2,-1,2) _2

IA[IB] /12+22+12J22+(_1)2+22 3

olur.



www.matematikl.com 13

8. Bir Noktanin Bir Vektoriine Uzakligi

1.7. Teorem: P(x4,y1,2;) noktasinin A= (p,q,r) vektoriine en kisa
uzakligi,

d= ||l3§)|| sin 0
dir.

ispat: A= (p, q,r) vektor lizerinde R(X5, y,, Z,) noktasini alalim.

P(x1,¥1,21)
A=(pqr) d
- 9 e
R(X2 ¥2,23) H
PRH dik iicgeninde sin § = ﬁ oldugundan d = ||PR|| sin 6 olur.
X+2 -
Ornek: — = = z — 1 denklemi ile verilen A vektériine P(2,1,3)

noktasina en kisa uzakligi nedir?

(;ozum = (2 —2,1) ve R noktas1 R(—2, 3, 1) dir.
RP=P-R=(2,13)-(-231) = (4-2,2)

|IPR|| = /4% + (=2)% + 22 = 2V/6

PRA  _ 42+(=2)(~ 2)+21 14 7J_
[PRITAT ~ 206 Jz 21

cos0 =

/30

K

d = ||PR]|sin6 = 25 - 30 = 2/

9. Bir Noktasi Bilinen ve iki Vektore Dik Olan Dogrunun Denklemi
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1.1. Sonug: Herhangi iki vektére dik olan bir dogrunun dogrultman
vektorin, verilen vektorlerin vektorel ¢carpimini olur. Buna gore P noktasi ve

B ve C vektérlerine dik ise P noktasindan gecen dogrunun dogrultman vektori
A =B xCdir.

Ornek: B = (4,—1,2) ve C = (2,3, 0) vektorlerine dik olan ve P(1,3,2)
noktasindan gecen dogru denklemini bulunuz.

Coziim: Istenen dogrunun dogrultman vektértii, A=BxC(C esitliginden,

N 1 j Kk
A=14 -1 2|=(-6,410)
2 3 0

olacaktir. Buna gore, P(1, 3, 2) noktasindan gectigine gore, dogrunun denklemi
Xx-1 y-3 z-2

-6 5 10

bulunur.

" x—1 z-2 X y . )
Ornek: A 1 ve s S\ 2 dogrularina dik olan ve

P(1, -1, 2) noktasindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.

Cozim: A = B x C istenen dogrunun dogrultman vektoridiir.

v i k
A=(3 0 4|=(-12,11,9)
2 3 1

oldugundan, P(1,—1, 2) den gecen dogrunun denklemi
x-1 y+1 z-2

—-12 11 9

olur.

10. Bir Noktanin Bir Dogruya Uzaklhigi

1.8. Teorem R" de bir P ve Q noktasindan gecen ve A dogrultmanina
olan dogruya uzakligi

22—
JIPal’ Ay -pa?
i

kadardir.
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ispat: 0 acis, A vektoriiyle 136 vektoru arasindaki a¢1 olsun. Buna gore

¢ = |[PQ|| sin6
olacaktir. Ayrica

sind =T =eo70 = [1-—CLA L [joci| ] - (v, &)
ipq| &”  IPellAl

olur. Lineer Cebir derslerinde i¢ ¢arpimla alan bulma denklemi kullanilarak
W VR, " AN
[IPaf’ja*-pas?
Al

—_—

—_— 1 —_— — —
t= ”PQ” ”P—Q’””K” \/”PQ”“A” —(PQ,A) =
elde edilir. //

Bu teorem ¢ = % ifadesinin bir sonucudur. Alanin, tabana orani
yuksekligi (yani en kisa uzakhgi) verecektir.

=

X—

. -1
Ornek: R3 uzayinda Q(1, 1, 2) noktasinin = YT = z dogrusuna

N |

uzakligini bulunuz.

Coziim: P(2,3,0),A = (2,2,1) ve QP = (1,2, —2) 'dir.
Alan(QP,X) = [[QP|IA]| - (@B, &2 = V373 =22 = V5 br?

Taban A = 3
oldugundan,
_ Alan _ V5
t= Taban ~ 3 br
bulunur.

1.9. Teorem: R3 de, bir P noktasi ile Q noktasindan gecen ve dogrult-
mani A olan dogruya uzaklig
_ [Paxa]
[l
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dir.

ispat: 0, F(j ile A dogrultman vektorii arasindaki aciy1 gostermek lizere,

¢ = ||| sin 6
olacaktir. ||136 X K” = ||136|| ||K|| sin O esitligi goz ontine alinirsa,
—,, [PQXA PQXA
o= g LA - 2
[PQflA] A

bulunur.

.. X—-2 y-2

Ornek: A(2, 1, 2) noktasinin _—2 = T = z dogrusuna olan uzakligini
bulunuz.

Cozim: P(2, 1, 2), Q(2, 2, 0) ise, PQ = (0,1, —2) ve A = (—2,2,1) oldu-
gundan,

. i j k
-2 2 1

ve
|IPQ x A|| = V52 + 4% + 22 = 345
IA|| = /(=2)2 + 22 + 12 =3

PQxA
elde edilir. Boylece £ = ” |(|2Kx” ” = 3? = /5 br olur.

11. Aykin iki Dogru Arasindaki Uzaklik

Aykari iki dogru arasindaki uzaklik denilince, bu iki dogrunun arasinda-
ki en kisa uzaklik anlasilir. Simdji, aykiri iki dogru arasindaki en kisa uzakhigi
bulalim.

1.10. Teorem: R3 de, P noktasindan gecen ve dogrultmani A olan dogru

ile Q noktasindan gecen ve dogrultmani B olan dogru arasindaki en kisa uzak-
ik



www.matematikl.com 17

|det(A,B,PQ)|
[4xB]

dir.

Ispat: Dogrular iizerinde M ve N gibi dyle iki koordinat bulunabilir ki,
[MN] dogru pargasi her iki dogruya da diktir. [MN] dogru pargasinin uzunlugu,
bize en kisa uzakligin1 verir. MN dogrultusundaki vektor A x B vektoridiir.

Ciinkii hem K, hem de B vektdriine dik oldugundan, MN'nin dogrultusu AXB
olacaktir.

Yukaridaki gibi ayrik iki dogruya bakis agisini degistirerek, asagidaki gibi
gormek daima miimkiindtr.

{ “Q
"\ v
L

Buna gore |MN| = £ alinirsa, £ = ﬁicos@ yazilabilir. Buradan, MN dogrultu-
sundaki vektoriin A x B oldugu kullanilarak,

(PQAXE) _ [detBB PO

PQ[AxB|  [|AxB|

¢ = [[PQ]| cos 6 = ||PQ i
bulunur. //

||det(K, _B),Wi)” ifadesinin A, §,ﬁi vektorleriyle olusturulan para-
lelytizliinliin hacmini verdigini gostermistik. ||K X §|| ise taban alanini ifade

etmektedir. Buna gore yukaridaki teoremle ifade ettigimiz denklem
P = Hacim
~ Taban
ifadesinin dogal bir sonucudur. Hacmin taban alanina orani bize yiiksekligi

yani, en kisa uzaklig1 verecektir.
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.. x-1 y—-1 z+1 7—2 . )
Ornek: S T 373 vex—2= 3 Y= 1 dogrulari arasindaki

en kisa uzakligi bulunuz.

Cozim : A= (2,-3, 2),§ = (1,0, —3) olduguna gore F(j = (1,0, 3) olur.
Buradan,

Lo |vd kK
AxB=1]2 -3 2|=(-9,-473)
1 0 3

olur. Boylece,
P = ((1,0,3)(=9,—4,3))) -0

1924+ (—9)? 432
esitliginden £ = 0 olarak bulunur. Yani, verilen iki dogru kesismektedirler.

2x-1 1-y 2x-1
4 2 2
sindaki en kisa uzaklig1 bulunuz.

Z—2
= T,y = 3 dogrulan ara-

Cozim : A = (2,-2,1),B = (1,0,3) ve P(1/2,1,-1), Q(1/2,3,2) oldu-
guna gore ﬁ = (0, 2, 3) olur. Buradan,

Lo v d kK
AxB=1|2 -2 1|=(-6,-5,2)
1 0 3

olur. Boylece,
0= ((0,2,3)(—6,—5,2))) _ 4

e i 52?2 V65

olur.

1.11. Teorem: R3 de, P noktasindan gegen, dogrultmani A olan ve Q
noktasindan gecen, dogrultmani B olan dogrularin birbirlerine en yakin olduk-
lar1 noktalarin koordinatlari:

(PQxB,AXB)
kl =
|AxB|
olmak lizere sirasiyla,
M=P+k,AveN=Q+k,B

vek. = (PQXA,AXB)
P |AxB|

dir.
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J

O

AV
P

ispat: Dikme ayaklarinin, yani ayrik iki dogrunun birbirine en yakin
olan noktalarinin koordinatlarini yine vektorel hesaplamalarla elde edebiliriz.

Oncelikle, MN vektriinii A ve B tiiriinden yazmaya ¢aligalim.
MN = MP + PQ + QN
yazilabilir. Burada
MN = —k,Ave QN = —k,B k;, k, € R
olsun. Bu durumda
MN+k1A+k2 =PQ
olacaktir. Simdi MN vektoriinii sirasiyla AveB vektorleriyle carpip, MN L Ave
MN L B oldugunu kullanirsak
ki(A, A) + k,(B, &) = (PQ, A)
ky (A, B) + ky(B, B) = (PQ, B)
denklem sistemi elde edilir. Cramer kurali ve Lagrange 6zdesligi gz ontline
alinirsa,

'S

o

_ (PQXB,AXB) (PQXA,AXB)
1= ve 2= T =
[axE] [AxB]
bulunur, béylece
Q—I\I) = _kzzise N = Q+ k2§
esitliklerinden M ve N noktalarinin koordinatlar: bulunur.

Ornek: — = 1—y,z=1vex—1=z—1,y = 2 dogrularinin birbir-

lerine en yakin olduklar1 noktalarin koordinatlarini bulunuz.

Céziim: P(1,1,1),Q(1,2,1), PQ = (0,1,0),A = (2,—1,0) ve B = (1,0, 0)
oldugundan

Lo |vod kK
AxB=1]2 -1 0|=(-1,-2,1)
1 0 1
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. 1 j k
PQxA=[0 1 0[=(00-2)
2 -1 1

L 1 j k
PQxB=|0 1 0[=(10-1)
1 0 1

esitlikleri 1.11 teoremi uygulanirsa,

(PQxB,AXB) —2 1
kl =—_— == —=

= B2 6 3
A
K = (PQxAAXBy -2 1
2= 72 T 6 3
|AxB|
oldugundan

—

M=P+lA=(1,11-32-10=(3321)
2
23

N = Q+k2§= (1,2,1) —%(1,0,1) = (%, ) )
elde edilir.

DUZLEM DENKLEMLERI

Daha onceden analitik olarak ele alinan dizlem denklemleri burada
vektorel olarak incelenecektir.

R3 de bir P(x4,y4,%;) noktasi ve A= (p,q,r) vektori verilmis olsun.
P’dan gecen ve A ya dik olan bir tek diizlem vardir.

1.4. Tanim: Bir diizleme dik olan vektore diizlemin normal denir ve N
ile gosterilir. N vektérii birim vektdr ise, ﬁ’ye diizlemin birim normali denir.

1. Bir Noktasi ve Normali Bilinen Diizlemin Denklemi

1.11. Teorem R3 uzayinda, bir P(x4,y;,Z;) noktasindan gecen ve
N= (A, B, C) vektoriine dik olan diizlemin denklemi
Ax—x1)+Bly—-y))+C(z—2) =0
dir.
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‘ N=(4,B,0C)

o _—

P (X0,20,Z0)

Ispat: X(x, y, z) diizlemin degisken noktasim gostermek iizere, PX vek-
torii daima N vektoriine diktir. O halde (PN,N) =0 esitligi saglanmalidir.
P(x4,v1,21) ve N = (A, B, C) olmak tizere,

((X — XL,y —YVu,Z2— Zl)l (A' B, C)) =0
esitliginden,

AX—x)+B(y—-y))+C(z—2z) =0
elde edilir.// Bu esitlik diizenlenirse, diizlem denklemlerinin

Ax+ By +Cz = Ax; +By; +Cz; =D
formunda olacag goriilebilir.

1.2. Sonug: R3 uzayinda xyz dik koordinat sistemine gore verilen,
Ax+By+Cz=D
bicimindeki bir diizlem denklemine gore, degiskenlerin katsayilari ile olustu-
rulan N = (A, B, C) vektort, bu diizlemin normal vektoridur.

Ornek: P(1,2,—1) noktasindan gecen ve N = (2,3,1) vektoriine dik
olan diizlemin denklemini bulunuz.

Cozim: 2(x—1)+3(y—2)+1(z+1) =0 den 2x+3y+z =7 elde
edilir.

Ornek: 2x + 4y — v/5z = 12 diizleminin birim normalini yaziniz.

Cozim: x, y, z koordinat eksenlerinin katsayilar1 diizlemin bir normal
vektori oldugundan, bu diizlemin normali N= (2,4, —\/g) ve birim normali de

N= + % (2,4, _\/E) vektori olur.

.. x-1 y-2 z+1 )
Ornek: > =3 — 2 dogrusuna dik olan ve P(5,1,2) noktasin-

dan gecen diizlemin denklemini bulunuz.
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N=(4.B.C) 4d
A=(a.b.c)

Ll
L b

[0)

Coztm: Dogru diizleme dik oldugundan dogrunun dogrultman vektort,
dizlemin normali olarak alinabilir. Buna gore, N=A= (2,3,4) oldugundan,
dizlem denklemi:

2x—=5)+3(y—-1)+4(z—-2)=0
esitliginden 2x + 3y + 4z = 21 bulunur.

2. U¢ Noktasi Bilinen Diizlem Denklemi

Uc noktasi bilinen diizlem denklemi konusunda iki teorem verilecektir.

1.12. Teorem: D diizlemi iizerinde P, Q, R noktalari verilsin. Bu diizlem
uzerindeki S gezisi nokta olmak tizere D diizleminin denklemi;
PS - (PQ X PR)
dir.

R(x3)y3>:3)
< .“'—(xJ}'EJ: )
P(xy,1,21) O(x3,>,22)

ispat: P, Q, R verilmis sabit noktalar ve S(x,y,z) € D gezici bir nokta ol-

sun. ﬁ,ﬁ{) vektorlerinin her biri PT) x PR vektériine diktir ve 1.4. teorem ge-
regi D bolgesi gibi bir alan olusturur. S € D gezici bir nokta olmak tlizere diiz-

lem icindeki PS vektorii ﬁi x PR vektoriine dik olur. Buna gore;
PS-(PQxPR) =0

dir. Bu da D diizleminin vektorel denklemini gosterir.
PQ X PR = (p,q,5) ve PS = (X — X1,y — y1,Z — 1)

oldugu goz 6niine alinirsa
PS - (PQ x PR) = p(x — x1) + q(y = y1) +r(z = 2;)

diizlem denkleminin koordinatlar cinsinden ifadesi elde edilmis olur. //

Burada 6zel durumlar s6z konusudur. Bunlar;
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1. XY diizleminin denklemi: Bu diizlem (0, 0,0) noktasindan gecen ve

k= (0,0, 1) vektoriine dik olan bir diizlemdir. Bu diizlemin denklemi
0-x—0)+0-(y—0)+1-(z—0)=0
dir. Buna gore z = 0 dir.

2. XZ diizleminin denklemi: y = 0

3. YZ dizleminin denklemi: x = 0

Ornek: P(2,1,3), Q(1,2,—1) ve R(3,—2,1) noktalarindan gecen diizle-
min denklemini bulunuz?

Coztim: Burada P, Q, R verilmis sabit noktalar ve S(x,y,z) € D gezici bir
noktadir. W)) ve PR vektorleri D diizleminin icinde olup ﬁ xPR LD diizlemi-
dir. O halde diizlemin N normal vektérii

i j k i j k
N=PQxPR=[1-2 2-1 -1-3]=-1 1 -4{=-14i-6j+2k
3-2 -2-1 1-3 1 -3 -2
olur. Diger taraftan
PS=0S—-0P=(x—2,y—1,z—23)
vektorl de D diizlemi i¢cinde olup N normaline diktir. O halde PS-N = 0 sagla-
nir. Bu da
—14(x—2)+10(y—1)—8(z—-3)=0
—14x+28+10y—10—-8z+24 =0
—14x+ 10y — 8z + 38 =0
7x —5y+4z—-19=0
diizlem denklemini verir.

Ornek: P(5,-1,6),Q(-2,3,4) ve R(-3,-8,7) noktalarindan gecen diiz-
lemin denklemini bulunuz.

Cozim: P(5,-1,6),Q(-2,3,4) ve R(-3,-8,7) ve gezici nokta S(x,y,z)
olsun.

PQ = (-7,4,—2),PR = (-8,-9,1)

PS (x=5y+1,z-6)
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- —

i j Kk
PQxPR=|-7 4 -2|=-16i+23j+31k
-8 -9 1

PS-(PQ x PR) = —16(x—5) +23(y + 1) +31(z— 6) = 0
—16x+4 23y + 31z —83 =0
veya
x-5 y+1 z-6
PS.(PQxPR)=| -7 4 -2|=0
-8 -9 1
dan —16x + 23y + 31z — 83 = 0 bulunur.

1.13. Teorem: R3 uzayinda, P(x4,y1,21), Q(X2,¥2,Z2), R(X3,¥3, Z3) nokta-
sindan gec¢en diizlemin denklemi;
X—X; Xp—X; X3—X;
Yy=Y¥1 Y2=Y1 Y3—V¥1| =0
Z—2y Zy—2Z1 Z3—7Z
dir.

ispat: Verilen P, Q, R noktalarindan biri baslangi¢c noktas: kabul edile-

rek, lic vektor olusturalim. X degisken noktay1 gostermek iizere, ﬁﬁ ve PR
vektorleri ayni diizlemde olduklarindan lineer bagimlidirlar.

R(Abl 3:2%)
< — A0
]D(A 1Y 1»21) ('\ 2 V2, Zw

Buna gore, det(PX, PQ, PR) = 0 determinanti bize diizlem denklemini verir. O

halde, P(x1,¥1,21), Q(X5, V3, Z2), R(X3, 3, Z3) noktalari icin,
X_Xl XZ_Xl X3_X1

Y=V1 Y2—=Y1 Y3—VYi|=0

Z_Zl ZZ_Zl Z3_Zl

veya
x y z 1
X z, 1
1 Y1 Zq ~0
XZ YZ ZZ 1

X, Vs 2z 1

esitligi diizlemin denklemini verir.
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Ornek: P(2,1,0),Q(2,3,1), R(0,2,4) noktalarindan gecen diizlemin
denklemini bulunuz.

Cozum:

x—2 2-2 0-2
y—1 3-1 2-1[=0
z—0 1-0 4-0

esitliginden 7x + 2y + 4z = 16 bulunur.

3. iki Dogruya Paralel Olan ve Bir Noktas1 Verilen Diizlemin Denk-
lemi

Eger bir diizlem, iki dogruya paralel ise, bu dogrularin dogrultu vektor-
lerine de paraleldir. Bu durumda, diizlemin normal vektorii, dogrularin dog-
rultman vektorlerine dik olacaktir. Dogrularin dogrultmanlari AveB olmak
iizere N = A x B alinabilir. Boylece normali ve bir noktasi bilinen diizlem
denklemini bulabiliriz. Buna gore P diizlem iizerinde bir nokta ve X diizlem
tizerinde herhangi bir noktay1 gostermek tizere,

(A x B,PX) = det(A,B,PX) = 0
esitligi diizlem denklemini verir.

.. x-1 y-1 x-1 z-2 .
Ornek: =Ty TIve ="y = 1 dogrularina paralel

olan ve P(1, 2, 3) noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim: Dogrularin dogrultmanlari, A = (2,2,1) ve B = (2,0,3) bici-
mindedir.
x—1 y—2 z-3
2 2 1
2 0 3

det(A, B, PX) = —6x—4y—4z+14=0




www.matematikl.com 26

esitliginden 3x — 2y — 2z + 7 = 0 elde edilir.

4., iKi Diizlemin Birbirlerine Paralel ve Dik Olmasi

1.14. Teorem: iki diizlem birbirlerini kesmiyorlar ise paraleldirler. Iki
diizlem birbirini kesiyorsa bir dogru boyunca keser. D; ve D, diizlemlerinin

normalleri sirasiyla Nl = (A,B4,Cy) ve ﬁz = (A,,B,,C;) olmak lizere, D, ve D,
diizlemlerinin paralel olmasi i¢in Nl / /Nz olmalidir. Buna gore

N_1.=(A1131,C1)
SO ' s
L]:If(Az/Bz,Cz
D2
Ny = (An By, Cr) ve Ny = (Ay By, Cp)ise =% = o2 = = _
1= (A1, B1,Cy) ve Ny = (Az, By, z)lseAz—B2 =g, =

olmasi gerekir.

Teoremin ispati asikardir.

Ornek: 2x — 5y + 4z = 8 diizlemine paralel olan ve P(4, —2,3) nokta-
sindan gecen diizlemin denklemini yaziniz.

Cozim: Dizlemler paralel olacagindan, normalleri ayni alinabilir. Buna
gore,

2x—4)—-5(y+2)+4(z-3)=0

2x — 5y + 4z = 24
dizlemi elde edilir.

1.15. Teorem: D, ve D, seklindeki iki diizlemin normalleri sirasiyla
Nl = (A,B4,Cy) ve ﬁz = (A,,B,,C;) ise D; ve D, diizlemleri birbirine dik olma-
s1icin,

AA, +B;B,+CC, =0
olmalidir.

ispat: ﬁl 1 Nz = 0 oldugundan (Nl,ﬁz) = 0 yazilabilir. Buna gore
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A1A2 + B1B2 + C1C2 == 0
olur.

Ornek: 4x — 3y + z = 3 ve x + ky + 2z = 4 diizlemlerinin dik kesismesi
icin k ka¢ olmalidir?
Ny =(A1,8,,Cy)
4

|

- N=(A,8,C))

4’54

D,

Cozim: Nl =(2,-3,1) ve Nz = (1,k, 2) oldugundan (Nl,ﬁz) = 0 esitli-
gine gore 4 — 3k + 2 = 0 olmalidir. Buradan k = 2 bulunur.

5. iki Diizlem Arasindaki A¢1

1.16. Teorem: D, ve D, seklindeki iki diizlemin normalleri sirasiyla
Nl = (A,B4,Cy) ve Nz = (A,,B,, C;) ise D; ve D, diizlemlerinin arasindaki agi,
(Nl,ﬁz)
N[Nz
dir. (Bu deger pozitif ise, diizlemler arasindaki dar a¢inin kosiniisti, negatif ise,
diizlemler arasindaki genis a¢inin kosiniisii bulunmus olur.)

cos0 =

Bu teoremin ispat1 okuyucuya birakilmistur.

Ornek: x — 2y + 2z = 3 ve 4x — 2y + 4z = 5 diizlemleri arasindaki agi-
y1 bulunuz.

Cozim : Nl =(1,-2,2) ve ﬁz = (4,—-2,4) oldugundan,

((1,-2,2),(4,—2,4)) _4-8+8 _2
P2 +2i 2?2 Y0 7
bulunur. O halde, 6 = arccos% = 77°09'37" olur.

cosO =
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6. iki Diizlemin Arakesit Dogrusunun Denklemi

iki diizlemin arakesit dogrusunun bulunmasi demek, iki diizlemin
denklemlerinin ortak ¢6ziimiiniin bulunmasi demektir.

Her iki diizlemi de saglayan bir nokta bulunur. Diizlemlerin normalleri-
nin vektorel ¢arpimi aranan arakesit dogrusunun dogrultmani olacagindan,
dogru denklemine ulasilabilir.

Ornek: 2x — y + 2z = 3 ve x — 2y + 2z = 4 diizlemlerinin arakesit dog-
rusunun denklemini bulunuz.

Cozim: Her iki diizlemi de saglayan bir ortak nokta bulalim. Mesela
y = 0 alinirsa
2x+2z=3vex+2z=4

denklem sisteminden, x = —1 ve z = 5/2 olur. Yani, P(—1, 0,5/2) noktasi ara-
kesit dogrusunun bir noktasidir. Dogrultmani ise,
A=N1XN2= 2 —1 2 =(2,_2,_3)
1 =2 2
oldugundan, arakesit dogrusu:
5
x+1 y Zt;
2 -2 -3
x+1 2z+5
-1 77T 3
elde edilir.

7. Bir Dogru ile Bir Diizlemin Birbirine Gore Durumlari
Bir dogru ile bir diizlem icin, ti¢c durum s6z konusudur.

1. Dogru diizleme paraleldir.
2. Dogru diizlemin icindedir.
3. Dogru diizlemi keser.

X—X - Z—7Z
Bir a1 =yby1 = cl bir dogrusu ile bir Ax+By+Cz+D =0

diizlemi verilsin. Buna gore dogrunun dogrultmani A= (a,b,c) ve diizlemin

normali ise N = (A, B, C) olmak iizere dogru ve diizlemin birbirlerine goére du-
rumlarini inceleyelim.
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a. Bir Dogrunun Bir Diizleme Paralel olmasi

d: X_axl = y—by1 = Z_Czl dogrusu ile D: Ax+ By + Cz+ D = 0 dizlemi-

nin birbirine paralel olmasi i¢in, dogrunun dogrultmani ile diizlemin normali-
nin birbirine dik olmasi ve dogru tzerinde bulunan P(xy,y,,z;) noktasinin D
diizleminde bulunmamasi gerekir. Buna gore,

AILN<aA+bB+cC+D=0
Ax; +By; +Cz; +D#0

Dogru//Diizlem < {
seklinde ifade edebiliriz.

A= (ab,c)

X
4/

/ Lﬁ:{A,B, o)
D

Ornek: x — 3y + 2z = 6 diizlemine paralel olan ve orijinden gecen iic
dogru yaziniz.

Coziim: Diizlemin normali N = (1, —3,2) dir. Dogrunun paralel olmasi
icin, dogrunun dogrultmani normale dik olmalidir. Buna gore (A, N) = 0 olacak
sekilde A vektorleri secmeliyiz.

1.A= (1,1, isex=y =z

2.A = (-1,1,2)isex=y =

N[ N

= X
3.A=(-5,-1,1) ise_—5 =-—-y=z

secilebilir.

b. Bir Dogrunun Bir Diizlem icinde Olmas

Dogru diizlemin icinde ise, dogrunun tiim noktalar1 diizlem denklemini
saglamalidir. Ayrica, dogrunun dogrultmani ile diizlemin normali birbirine dik
olur. O halde P(x;,y,, z;), dogrunun bir noktasi olmak tizere,

Ax; +By; +Cz; + D=0
Dogru diizlemin i¢indedir < {_, ! 71 !
AlN<aA+bB+cC+D=0
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seklinde ifade edebiliriz.
N=(4.B.0)

Ornek: 2x — 3y + z = 5 diizleminin icinde bulunan ve P(2, 1, 4) nokta-
sindan gecen bir dogru yaziniz.

- . X=2 y-1 z—-4 9
Cozim: Dogru = 5 "~ o biciminde olmalidir. Bu dogrunun

dogrultmani diizlemin normaline N= (2,—3,1) vektoriine dik olmasi gerekti-
ginden A= (1,1,1) alinabilir. Buna gore, x —2 =y — 1 =z — 4 dogrusu iste-
nen bicimdedir.

.. x-1 z-1
Ornek: S = T3Y= 1 dogrusunu icinde bulunduran ve M(1, 2, 3)

noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.
N=Ax PM

A= (2,0,—3)|:1 M
d‘%
D P

Cozim: Dogrunun dogrultmani A= (2,0,—3) ve dogrunun bir noktasi
P(1,1,1) dir. Ayrica, PM = (0,1, 2) de diizlem iginde bir vektordiir. N vektorii
hem A vektoriine hem de PM vektériine dik oldugundan diizlemin normali

N=AxPM=[2 0 -3|=(3-42)
01 2

ile bulunabilir. Buradan, diizlem denklemi:
3x—1)—-4(y—-2)+2(z—3)=0
esitliginden 3x — 4y + 2z = 1 bulunur.

c. Bir Dogrunun Bir Diizlemle Bir Noktada Kesismesi
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Bir dogru bir diizleme dik ise dogrunun dogrultmani ile diizlemin nor-
mali birbirine paralel olur. O halde,

Dogru 1 Diizlem < A//N o2 =

seklinde ifade edebiliriz.

x—1 Z—1

Ornek: Er A 1 dogrusu ile 2x — 3y — z = 5 dilizleminin ke-
sisim noktasini bulunuz.
x-1 z-1
Coziim: — = 3 = Ly = lesitligindenx=2A+1,z=1-3\y =

1 yazilabilir. Bu degerler diizlem denkleminde yazilirsa,
2(2r+1)-3-(1-30)=5

denkleminden A = 1 olur. O halde x = 3,y = 1 ve z = —2 olacagindan kesisme

noktas1 K(3,1, —2) olur.

d. Bir Dogru ile Bir Diizlem Arasindaki Aci

Bir dogru ile bir diizlem arasindaki a¢iy1, dogrunun dogrultmani ve diiz-
lemin normalini kullanarak bulunabilir. Dogru ile diizlemin arasindaki a¢1 6 ise
dogrunun dogrultmani ile dizlemin normali arasindaki a¢1 90 — 0 olacaktur.
Buna gore,

(AN)
cos(90 — 6) = ———
[ATIN]

veya sin 0 =

[ATIN]
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N
90%
A
0

L

’I
esitligi istenen ac1y1 verecektir.
x—1 z—1 . B _ .
Ornek: — = 3 = y dogrusu 2x — 3y —z = 5 diizlemi arasindaki

acinin kosiniisii nedir?

Cozim: A= (2,1,-3) ve N= (2,—3,—1) oldugundan,

sin9 = 4-3+3 = 2 ise cos O = E
J14J14 7 7

olur.

1.2. Not: Paralel olmayan iki diizlemin arakesiti bir dogru olacagindan,
bazen, bir dogru denklemi, iki diizlem denklemiyle birlikte verilebilir.

Ornek: x+y—-3z=5vex—y+z=3 dogrularina dik olan ve
P(2,1,3) noktasindan gecen diizlem denklemini bulunuz.

Coziim: Once dogru denklemini bulalim. z = t olsun. Buna gére,
Xx+y=5+3tvex—y=3—-1
2x =8 + 2t
x=4+t,y=2t+1
bulunur. Buna gore dogru denklemi
XA _y-l_z
12 1
seklindedir ve A = (1,2,1) dir. istenilen diizlem bu dogruya dik oldugundan,
diizlemin normali, dogrunun dogrultmanina paraleldir. O halde N= (1,2,1)
alinabilir. Boylece P(2, 1, 3) den gecen diizlem :
x—2)+2y—-1)+z-3)=0
esitliginden x + 2y + z = 7 olur.
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8. Uzerindeki Iki Dogrusu Bilinen Diizlemin Denklemi

Uzerindeki iki dogrusu bilinen diizlemin denklemini bulabilmek igin,
oncelikle diizlemin normalini bulmak gerekir. Normali ¢ farkli sekilde bul-

mak mimkiindiir. Dogrularin dogrultmanlari Kl ve Kz dogru tlizerindeki nok-
talar da P ve Q olmak lizere,
1) N= Kl X Kz
2) N= Kl X F(j
3)N =4, xPQ
esitliklerinden biri kullanilabilir. Bundan sonra diizlem denklemini belirlenir.
N=(4,B.C)

.. x—1 y—2
Ornek: S =ny= lvex =2 = Rt 1 dogrulan icinde bu-
lunduran diizlemin denklemini bulunuz.

Coziim: Diizlemin normalini N = Kl X WQ) ile bulabiliriz.

— — — 1 ] k
N=A; XPQ=|2 0 1{=(-1,-1,2)
1 1 1

oldugundan diizlem ayrica P(1, 1, 0) noktasindan geg¢tiginden,
-DE-D+(C-Dy-1D+2z-0=0
esitliginden x + y — 2z = 7 elde edilir.

9. Bir Noktanin Bir Diizleme Olan Uzaklig:

1.17. Teorem: R3 uzayinda verilen bir P noktasinin, normali N olan bir
diizleme (veya hiperdiizleme) uzakhgy; S diizlem iizerinde herhangi bir nokta
olmak lizere,

[P

—

IN]

dir.
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ispat: Normali N olan bir D diizleminin disindaki bir P noktasinin, diiz-
leme uzakligini yine i¢ ¢arpim yardimiyla bulabiliriz. Diizlem tizerindeki her-
hangi bir S noktasi i¢in SP vektdriinii goz oniine alalim. SP vektérii ile P’den
diizleme inilen dikme arasindaki a¢1 0 ise P noktasinin diuzleme uzaklhig ¢ ol-
mak lzere,

Py N=(4,B,()
S=(x,y1,21)
D
£ = ||SP|| cos 6
ile verilebilir. Ayrica 6, N ile SP arasindaki acit oldugundan,
_ _(NSP)
cos 0 = =——-
NP
yazilabilir. Boylece
—n (NSPy  (N,SP)
£ = |[SP|| == = —=
ISP e =

esitligi noktanin diizleme uzakligini verir.

Ornek: R3 uzayinda P(1,1, 1) noktasinin x — y — z = 1 dlizlemine uzak-
igin1 bulunuz.

Coziim: Dlizlemin normali: N= (1,—1,-1) dir. Diizlem tizerindeki her-
hangi bir nokta da S(2, 1, 1) alinabilir. Buna gore SP = (—=1,0,0) oldugundan,
_|NSP| |—140+0| _ 1
NI 2424 -? 3
elde edilir.

1.18. Teorem: P(x;,y,,z;) noktasinin Ax + By + Cz + D = 0 dlzlemine
uzaklig

/= |Ax1+By1+Czl+D|

JAZ+B%+C

ile bulunur.
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ispat: S(x,, ¥,, Z,) diizlem tzerindeki bir nokta olsun. Bu durumda,
AX1 + BY1 + CZl =-D
olur. Bu esitligi kullanarak,
_ [(NSP)|
N
_ [KABC), (X1 —Xp.¥1 —¥2,21 — 7))
JAZ+B%+C?
_ |(Ax{+By;+Cz1)—(Ax,+By,+Cz))|
JAZ+B%+C?

_ |AX1+By1+CZ1+D|

JA%+B2+C?

bulunur.

Ornek: P(1,2,3) noktasinin 2x — 3y + 4z = 1 duzlemine uzakligini bu-

lunuz.
Cozim: N= (2,—-3,3) oldugundan,
o IAXi By +C2i+D _ [21-32443-1) _ 7 |
JA%+B2+C2 J2% 432447 V29
bulunur.

10. Paralel Dogru ve Diizlem Arasindaki Uzaklik

Bir dogru ile bir diizlem arasindaki uzakliktan bahsedebilmek i¢in, dog-
ru ve duzlemin paralel olmalar: gerekir. Aksi halde kesistikleri icin aralarinda-
ki en kisa uzaklik sifir olacaktir. Dogru ve diizlem paralel ise dogru tizerindeki
her noktanin diizleme uzaklig1 esit olacagindan, dogru iizerinde rastgele bir
nokta alinarak, bir noktanin bir diizleme uzaklik denklemi kullanilarak, dog-
runun diizleme uzakhigi bulunabilir.

x
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bulunuz.

Cozim: Dogru ile diizlemin paralel olduklarini goriintiz. Yani, A L N dir.
Dogru lizerinde rastgele bir nokta alalim. P(1, 1, 0) alabiliriz. Buna gore,
/= |Ax+By;+Cz;+D| |1-1+1-14+1-0-5| _ J3 br

olur.

11. Paralel iki Diizlem Arasindaki Uzakhk

1.19. Teorem: R? uzayinda, Ax; + By, + Cz; + D4 = 0 ve Ax, + By, +
Cz, + D, = 0 paralel diizlemleri arasindaki uzaklik

P = |D1_D2|
JA%+B2+C?

ile bulunur.

ispat: F diizleminin iizerinde bir P(x;, ¥, Z1) noktasi alalim. Bu noktanin
E diizlemine uzaklig:

JA%+B%+C?
ile bulunur. P, E diizlemi iizerinde oldugundan, Ax; + By; + Cz; = —D, olur.
[)
E )
F
Buradan,
¢ = D17y
JA%+B24+C?
elde edilir.

12. Eksenleri Kestigi Koordinatlar: Verilen Diizlem Denklemi

1.20. Teorem: Bir E dlizleminin x, y, z eksenlerini kestigi noktalar sira-
siyla a, b, c ise bu diizlemin denklemi
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X y z
—_— 4+ =4+-=1
a + b + C

ile bulunur.

Ispat: Istenen diizlemin denklemi
Ax+By+Cz+D=0
olsun. Buna gore,

i)x =aikeny =z = 0 oldugundan Aa+ D = 0 olup A = —golur.

ii)y = bikenx =z = 0 oldugundan Bb+ D = 0 olup B = — % olur.

iii) z = ciken x = y = 0 oldugundan Cc + D = 0 olup C = —%olur.
Buna gore, diizlem denklemi

D D D
—aXTpY - cz=D

X y z
—+=+-=1
a b c

olarak bulunur.
Ornek: Eksenleri kestigi noktalar sirasiyla x = 4,y = 3vez = —2 olan

diizlemin denklemini bulunuz.

X yA
Cézﬁm:z + % + = 1 veya 3x + 4y — 6z = 12 olur.

DUZLEM DEMETI

E: Aix+Byy+Cz+D;=0veF: A, x+B,y+(Cyz+D, =0
dizlemleri birlikte bir dogru belirtir. Bu arakesit dogrusunu iizerinde bulun-
duran sonsuz tane diizlem vardir. Bu sonsuz tane dizlemin denklemi, verilen
bu iki diizlemi kullanarak ifade edilebilir.

a(A;x+Byy+Ciz+D;) +B(Ax+Byy+Cz+D,) =0 (D
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denklemini inceleyelim. Bu denklem a ve B degistik¢e yeni bir diizlem denk-
lemi olacaktir.

Simdj, arakesit dogrusu tzerinde bulunan P ve Q noktalarini g6z 6niine alalim.
P noktasi her iki diizlem denklemini de saglar. O halde, (1) denklemini de sag-
layacaktir. Benzer sekilde Q noktasi her iki diizlem denklemini de sagladigin-
dan, (1) denklemini saglayacaktir. Bu durum (1) dizleminin arakesit dogru-
sundan gectigini gosterir. Hatta a = 0,3 # 0 ise F diizlemi B = 0,0 # 0 ise E
dizlemi elde edilir. Simdi tek bilinmeyenle ¢alismak i¢in (1) denklemini o'ya

bolerek, S = A diyelim. Bu durumda arakesit dogrusundan gegen diizlem aile-

sinin denklemini

Aix+Byy+Ciz+D; +A(Ax+B,y+Cyz+Dy) =0 (2)
biciminde ifade etmek miimkiin olur. (2) denklemi A degistikce, arakesit dog-
rusundan gecen yeni bir diizlem belirtir. Bu nedenle (2) denklemine diizlem
demeti denir. Bu diizlem demetindeki diizlemlerden herhangi birini bulabil-
mek i¢in F diizlemi ya da arakesit dogrusu lizerinde olmayan herhangi bir nok-
tasinin verilmesi yeterlidir.

Ornek: 2x + 3y + z = 1vex — 2y + z = 3 diizlemlerinin arakesitinden
ve P(1, 0, 3) noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

Cozim: Verilen diizlemlerin arakesitinden gecen diizlem demetinin
denklemi:
(2x+3y+z—-1)+A(x—2y+z—-3)=0
bicimindedir. Bu denklem P(1, 0, 3) noktasini saglamalidir. Buna gore,
2:143:04+3-1)+21-2-0+3-3)=0
denkleminin ¢6ziimiinden A = —4 bulunur. O halde istenen diizlemin denkle-
mi:
(2x+3y+z—-1)—4(x—-2y+z—-3)=0
—2x+11ly—-3z+11=0
bulunur.

DUZLEM DENKLEMININ PARAMETRIK GOSTERIMIi
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Kartezyen koordinatlarda bir diizlem denklemini Ax + By + Cz+D =0
biciminde gosterebiliriz. Ayrica iki parametre kullanarak diizlem denklemini
parametrik olarak gostermek de miimkiindiir. Bunun icin degiskenlerden biri-
ne u bagka birine de v denilir ve son degisken (u, v) cinsinden yazilir. Mesela,
X +y — z = 3 diizlemini parametrik olarak,

X=wy=v,Zz=u+v—3
seklinde yazabiliriz. Bu gosterimi genellikle,

e(u,v)(u,v,u+v-—3)
seklinde yazariz.

Ornek: Parametrik denklemi x = u+ v,y = u — v,z = 2u — v olan diiz-
lemin birim normalini bulunuz.

Coziim: x = u + v,y = u — v esitliklerini taraf tarafa toplarsak,

X+y= 2uiseu=%

taraf tarafa ¢ikarirsak da,
. X—y
X—y= 2V1S€V=T

elde edilir. O halde,
=209~ (3
Xx+3y—2z2=0

diizlem denklemi bulunur. Birim normali: N = \/% (1, 3, —2) vektoruddr.

COZUMLU ALISTIRMALAR

Dogru Denklemleri

1. P(5, 2, —1) noktasindan gegen ve A= (—2,3,1) vektoriine dik olan diiz-
lemin denklemi nedir?

Cozim: P(5,2, —1) noktasindan gecen ve A= (—2,3,1) vektoriine dik olan
diizlemin denklemi,
—2x—=5)+3(y—-2)+1(z—-(-1)) =0
—2x+10+3y—6+z+1=0
2x—3y—z—5=0
olur.
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2. Denklemleri
= _x+5 _ y-8 z-7

=3 =3 =
d o X—2 _y+6 _z—1
2" a T 2 T —4

olan dogrunun birbirine dik durumlu olmasi i¢in a ka¢ olmalidir?

Cozim: d; dogrusunun konum vektort, A= (=2,3,-1)
dz dogrusunun konum vektsrii, B = (a, 2, —4)
d, Ld, ise (—2,3,-1)(a,2,—-4) =0
(-2)-a+3-2+(-1)-(—4) =0
a=>5

3. Uzayda verilen x — 2y — z = 0 dizlemiyle x +z + 1 = 0 diizleminin
arakesit dogrusu (a, 1, 3) vektoriine diktir. Buna gore, a’nin degeri nedir?

Coziim: “Ug¢ Boyutlu Uzayda Dogrular” konusunda anlatilanlar vektor-
lere aktaralim. Buna gore diizlemlerin normallerinin vektorel ¢arpimi, arakesit
dogrusunun dogrultmanini verir.

N, =(1,-2,-1)veN, =(1,0,1)

€, € €
1 -2 —1]=(-2-2,2)
1 0 1

Dogru ile verilen vektor dik ise dogrultman ile de diktir. I¢ carpimdan;
((a, 1, 3)! (_2' <2, _2)>

a(=2)+1-(-2)+3:-2=0

4. Uzayda; A(1, 1, 1) noktasindan gegen ve x +y + z = 15 diizlemine
dik olan dogru, bu diizlemi B noktasinda kesmektedir. Buna gore, |AB| uzunlu-
gu kac birimdir?

Cozum:
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A(1,1,1)

o——>=!

B(x, y.2)

|AB| = (x—1,y—1,z—1)

— x-1 y-1 z-1
N//|AB]| ise T

x=t+1ly=t+1,z=t+1
x+y+z=15
t+1+t+1+t+1=15
t=4

B(5,5,5) ve |AB| = (4,4,4)

|AB| = V42 + 42 + 42 = 44/3

-  x-1 -2 z-5 = x4 -1 z
5.0 =t =Tpvedy: o=t =g

dogrulari paralel ise m + n nedir?

Cozliim: 81 ve 82 dogrularinin dogrultman vektoérleri A= (3,m,1) ve
B = (1,2,n) dir.

= = 3 m 1
dl//dZQT—i—H
1
m=6ven=§
1 19
m+n—6+§—?

6. 81 : % = % = 7 — 1 dogrusunun y ekseniyle yaptig1 acinin kosinii-

su nedir?

Cozliim: A= (2,2,1) vektoriniin B= (0,1,0) vektoriyle yaptig1 aciyi
bulalim. Buna gore,
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olur.

X vA
7.P(1,1,2) noktasinin 5= % =< dogrusuna en kisa uzakligi bulunuz.

Cozim: A = (2,3,6),Q = (0,0,0) dir.

1 j k
Alan _ [QPxA| _ |3 3 é‘ _ 102D _ 5

£ = =1
Taban ||A|| m 7 7

olur. Boylece,
P = ((0,2,3)(—6,—5,2))) — 4

J=6)2+(=5)2+22 V65

olur.

8.P(1, 1, 1) ve Q(4, 2, k) noktalarindan gecen dogrunun, x eksenini kes-
tigi bilindigine gore,

a) k'nin degeri nedir?

b) Dogru x eksenini hangi noktada keser?

Coztim: P ve Q noktalarindan gegen dogru:
x-1 y-1 z-1
4-1  2-1 k-1
dir. x eksenini kestigi noktaday = z = 0 olmaldir.
Xx-1 0-1 0-1
3 1 k-1
esitliginden k = 2 olur. Dogru x eksenini x = —2 noktasinda keser.

9. a(t) =(t — 1,2t — 2,2t) dogrusuyla, x —1 =y =1 — 2z dogrusu-
nun arasindaki a¢inin kosiniisii nedir?

Coziim: a dogrusunun dogrultmani A = (1,2, 2) ve ikinci dogrunun dog-
rultmani ise B = (1,1,—1/2) dir. Burada kolaylik olmasi amaciyla

B = (2,2, —1) alinabilir. Buna gore bu iki dogrunun arasindaki a¢1 6 olmak tize-
re,
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elde edilir.

10. Sekildeki kiip seklindeki bir odanin, kenar uzunluklari 6 br'dir.
|CT| = |TM], [SM| = |SL|
olmak tizere, G noktast TNS tli¢ggeninin agirlik merkezidir. G noktasinin, |CK]|

dogrusuna en yakin uzakligini bulunuz.
\C 6 B

6

N 2 K

Coztm: TNS tggeninin agirlik merkezi,
G = (6,0,0)+(0,?:;,0)+(0,0,3) — (2.1,1)
"dir. Oncelikle |CK| dogrusunun denklemini bulalm. Dogru, C(0, 0, 6) ve
K(6,6,0) noktalarindan gectigine gore;
Xx-0 y-0 z-6
= —a = }\/
6 6 -6
veya X =y = 6 —z = k yazilabilir. Buna gore G noktasinin |CK| dogrusuna
uzaklhg;

Alan ||K><ﬁ”

f_

" Taban ”K”
esitliginden A= (1,1,-1) ve CG = (2,1,-5) ve
N 1 j Kk
AxCG=[1 1 —1|=(-43-1)
2 1 -5
oldugundan,

,_ Alan _ J=924324-1% 126
~ Taban J12+12+(_1)2 A

bulunur.



www.matematikl.com 44

x—1
11. 5 TY=Z- lvex—1= % = z — 2 dogrular1 arasindaki uzakli-

g1 ve birbirlerine en yakin olduklar1 noktalarin koordinatlarini bulunuz.

Cozim: A= (2,1, 1),§ = (1,2, 1),136 = (0,0, 1) olduguna gore,
1 j ok
2 1 1
1 2 1

AxB= =(-1,-1,3)

ve

det(A,B,PQ) = |1

olur ki, en kisa uzaklik:

o Hacim det(ABPQ) _ 3 _3/11
Taban Alani ”KXE’” J11 11
elde edilir. En yakin olduklar1 koordinatlar ise,

AxB=(-1-13)

PQ x B = (0,0,1) x (1,2,1) = (—2,1,0)

PQ x A = (0,0,1) x (2,1,1) = (=1,2,0)
oldugu da gi')z ontine alinirsa,
(PQXB, A><B) _(=210),(=1,-13)) _ 1

k, = =
D A><B|| 11 11
k, = 11 -T11
||A><B|\
oldugundan,
13 1 12
M=P+kA=(1,01+ 1(211) (gﬁél_m
N=Q+k,B=(1072) - 1(12 1) = (—1 _H'T)

bulunur.
Diizlem Denklemleri

12. Asagidakilerden hangisi 2x + y — z = 3 dilizlemine diktir?
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Coztim: P(2,1,—1) noktasindan gegen ve normali N= (%, 1,—1) olan

vektorler
(2,1, — ( 1, —1)
oldugundan —=y=— dogrusu 2x +y — z = 3 diizlemine diktir.

13. W = (1, 2, 3) vektorii asagidaki diizlemlerden kag tanesine paralel-
dir?

A)x+2y+3z=0 B)2x+4y+6z=0 C)x+y—z=0

D)2x+y+z=0 E)x+y+z=0

Cozlim: W vektoril diizleme paralel ise diizlemin normaline dik olmali-

dir. Buna gore C sikkindaki diizlemin normali N= (1,1,-1) olup
((1' 2' 3); (1; 1; _1)) =0
bulunur.

14. a(t) = (t—1,2t—2,2t) dogrusuyla x + 2y — 2z = 2 dilizleminin
arasindaki a¢inin kosintist nedir?

Coziim: Dogrunun dogrultmani A= (1,2,2) ve dizlemin normali
N = (1,2, —2) oldugundan dogru ve diizlemin arasindaki ac1 0 olmak iizere,

. (AN) 1
sin = == ==
AN 9
elde edilir. O halde cos 6 = @ = % olur

15. P(1,1,0),Q(3,2,4) ve R(—1,2,1) noktalarindan gecen diizlemin
denklemini bulunuz.

Cozim: P, Q ve R'den gecen diizlem denklemini,
x—1 y—-1 z-0
3—-1 2-1 4-0[=0
-1-1 2-1 1-0
matrisinden diizlemin denklemi 3x + 10y + 4z = 13 olarak buluruz.

15.X = (1,1,0) ve y = (2, 3, 2) vektorlerinin icinde bulundugu diizleme
dik olan ve P(1, 1, 1) noktasindan gegen dogruyu bulunuz.
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Cozim: X ve ¥ vektorlerinin icinde bulundugu diizlemin normali:

- i j ok
N=Xxy=[1 1 0|/=(2-21)
2 3 2

bulunur. Bu diizleme dik olan dogrunun dogrultmani, diizlemin normaline

paralel olmalidir. Buna gore A = N alinabilir. Boylece istenen dogrunun denk-
lemi
x—1
2

-1
y—=z—1
-2

olur.

=

X_
16. Q(1, 1, 1) noktasini ve

diizlemin denklemini bulunuz.

= y = — dogrusunu icinde bulunduran

l\)|
N | N

Coziim: Istenen diizlemin normali N = W) X A ile bulunabilir. Buna g0-
re A = (2,1,2) ve P= (1,0,0) oldugundan,

I R N
N=[2 1 2|=(-1,-272)
0 1 1

elde edilir. Diizlem A(1, 1, 1) noktasindan gegtiginden,
—-x-1)-20—-D+2z—-1) =0
x+2y—2z=1

elde edilir.

17. Parametrik denklemi, ¢(u,v) = (u,u + v, 2u + v) olan diizlemin bi-
rim normalini bulunuz.

Coziim: X =u,y = u + v,z = 2u + v esitliklerinden u ve v'yi yok edelim.
y=Xx+visev=y—Xx
oldugundan,
Z=2x+y—Xx
x+y—z=0

elde edilir. Birim normali N = \/% (1,1,-1) olur.

18. o, (u,v) = (u—-2,v—1Lu+v—-3)
¢o,(u,v) = (u,2v—Lku+v-—3)
diizlemleri birbirine dik ise k'nin degeri nedir?
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Cozim: ¢, denkleminde u =x+ 2,v =y + 1 esitliginden z=x+y ve

¢, denkleminde u=x,v= y—;_l vez =kx + y42-_1 — 3 esitliginden 2kx +y —

2z = 5 diizlem denklemleri bulunur. Buna gore,
N, =(1,1,-1)veN, = (2k 1,-2)
oldug undan,

NiLN,o2k+1+2=0ck=—3
elde edilir.

19. x+y+3z+2=0vex+2z+ 3 =0 diizlemlerinin arakesitinden
ve A(3, 1, 0) noktasindan gecen diizlemin denklemini bulunuz.

Cozim: (x +y+ 3z + 2) + A(x + 2z + 3) = 0 arakesit diizlemlerinin ai-
lesinin denklemini verir. Istenen diizlem A(3, 1, 0) noktasindan gectigi icin,
B+1+0+2)+23+0+3)=0
A=-1
olmalidir. O halde A = —1 yazilirsa,
x+y+3z+2)—(x+2z+3)=0
y+z=1
elde edilir.

20. 2 X 3 X 1 boyutlarinda dikdértgenler prizmasi seklinde bir odanin
¢ kosesi sekildeki gibi birlestirilerek bir ticgen duvar yapiliyor. A kdsesinin

bu tiggen duvara uzakligi ka¢ birimdir?
A

3

RV

A

! \\

\ 4

Cozim: Taral ticgenin bulundugu diizlemin denklemi;
X yA

4lyiog

2 3 1

3x+2y+62=6
oldugundan A(Z, 3, 1) noktasinin bu diizleme uzakligi;
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_[32+2:3+6:1] _ 12

J32+2%+6°

?

olur.

21. 3x+ay+z=6,x=0,y = 0vez =0 diizlemleriyle sinirlanan ka-

pal1 bolgenin hacmi 12 br® olduguna gore a’nin degeri nedir?
A

6

6/a

v

X vA
Coztm: Diizlem denklemini > + 6L/a + " 1 seklinde yazabiliriz. Bu

dizlemin koordinat diizlemleriyle sinirladigi bolgenin hacmi bir dik tiggensel
piramit olup, hacmi

_ 1 .. N 102-6/a — E
V= 3 (Taban Alanm) (Yikseklik) = §( 2 ) ~a
a=1

bulunur.

22. x+y—z=3,x—2y+z=2vex+ny—>5z=m dizlemleri bir
dogru boyunca kesistiklerine gére m ve n kagtir?

Coztim: Bu ti¢ dlizlemin bir dogru boyunca kesismeleri demek ayni diiz-

lem demetinde bulunmalar1 demektir. Buna gore
ax+y—z—3)+b(x—2y+z—2)=x+ny—5z—m

olacak sekilde a, b reel sayilar1 olmalidir. Burada, katsayilarin esitliginden,
a+b=1,a—2b=n-a+b=-53a+2b=m

denklem sistemi elde edilir. Buradana = 3,b = —2, m = 5,n = 7 bulunur.

23.Uzayda E = {(x,y,2z) : x+ 2y — 2z + 10 = 0} diizlemi veriliyor. P(1,
2, 3) noktasindan gecen ve bu diizleme dik olan d dogrusu, E diizlemini T nok-
tasinda kestigine gore, T noktasinin orijine uzakhigi ka¢ birimdir?
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Cozim: Dogru duzleme dik ise dogrultmani olarak dizlemin normali
alinabilir. Buna gore dogrunun denklemi;
x-1 y—-2 z-3
= = = X
1 2 -2
olacaktir. Bu dogrunun diizlemle kesisimi ise,
A+1D)+20Cr+2)—2(-21+3)+10=0

A=-1
oldugundan T(O, 0, 5) bulunur. T'nin orijine uzaklig1 5 birimdir.

24. Uzayda verilen x + 2y + 3z = 18 diizlemi koordinat eksenlerini A, B
ve C noktalarinda kesmektedir. Buna gore, ABC ti¢cgeninin agirlik merkezinin
koordinatlar1 toplamini bulunuz.

X vA
Cozim: Duzlem denklemini T8 + % + P 1 biciminde yazarsak bu

diizlemin koordinat eksenlerini A(18, 0, 0), B(0, 9, 0) ve C(0, 0, 6) noktalarinda
kestigini goriiriiz. Buna gore agirlik merkezinin koordinatlar1 G(6, 3, 2) oldu-
gundan 11 olarak bulunur.

KAYNAKCA

1. Dog. Dr. M. Kemal Sagel, Vektorel Analiz, Ankara Universitesi Fen Fa-
kiltesi doner sermaye isletmesi yayinlari, No: 67, 2003, Ankara.

2. Thomas Calculus 2, George B. Thomas Jr.,, Massachusetts Institute of
Technology, Maurice D. Weir, Naval Postgraduate School, Joel Hass,
University of California Davis, Frank R. Giordano, Naval Postgraduate
School, Ceviren: Recep Korkmaz, Beta Yayincilik, istanbul, 2010.

3. Murray R. Spiegel, ileri Matematik, Cev. Prof. Dr. H. Hilmi HACISALI-
HOGLU, Schaum Yayinlari, Nobel Yayin Dagitim, 1997, Ankara.

4. Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR, Analitik Geometri ve Coziimlii Problemler,
Altin Nokta Yayinevi, izmir, 2017.



