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2. BOLUM
VEKTOREL FONKSIYONLAR

TEK REEL DEGISKENLI VEKTOREL FONKSIYONLAR

2.1. Tanim: D bdlgesindeki her bir P noktasina bir tek ﬁ(P) vektori karsilik
gelecek sekilde tanimlanan bir F bagintisina D de tanimlanmis bir "vektor degerli
fonksiyon" ya da kisaca bir vektorel fonksiyon denir.
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Bu tip fonksiyonlarda degisken genellikle t harfi ile gosterilir. Bir
fonksiyonunun t'deki degeri 1_3)(t) ile ifade edilir.

[a, b] kapali araliginda tanimlanmis bir f(t) vektor fonksiyonu,
F(O) = 0T+ O]+ E(Oka<t<b
ile gosterelim. f;,f,,f; ler t'nin ayn aralikta tanimlanmis reel fonksiyonlari olup, F
vektor fonksiyonun bile senleri olarak bilinirler. Vektér fonksiyonu bazen kisaca,

F(O = [f;(0), (0, 0]
seklinde yazilir.

Ornek: F(t) = 2costi+ 4sintj+tk
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Ornek: F(t) = costi+sint},0 <t < 2m vektor fonksiyonu xy-diizleminde bir
egri tanimlar. t parametresi [0, 2m] aralifinda degisirken bu fonksiyonun tanimladigi
vektorler merkezi birim ¢emberi gizer.

AY
/j\>1:"[t}

/ N

r'l i/"{_-t e X

VEKTOREL FONKSIYONLARININ CEBIiRi

2.2. Tanim: Bir [a, b] araliginda tanimlanmis ve bilesenleri f; (t), f,(t), f3(t) olan
bir F(t) vektor fonksiyonunun biiyiikligii her t € [a, b] icin
[F®| = [f2(0) + £2(0) + £ (©]*/2
ile verilir ki bu t'nin reel degerli bir fonksiyonudur. Bazi vektor degerli fonksiyonlar i¢in
biiytikliik sabit olabilir.

Ornek: F(t) = 57+ 127 vektor fonksiyonunun biiyiikligii her t € [0,27] i¢in
|F®| = V52 + 122 = 13
dir.

2.1. Teorem: Simdi de bir [a, b] araliginda tanimlanmus,
F(O) = (07 + £, O] + f(Ok

G(V = g1 (OT+ g2(D] + g3 (DK
vektor fonksiyonlart ile ayni aralikta tanimlanmis h(t) skaler (reel) fonksiyonu g6z
ontine alalim.

1.F ve G nin toplamu:

(F+G)® =F@® + GO
= [, (O + £ (O + £ (O] + [, (DT + g2 (D + g5(DK]
= [£,(0) + g, (O]T + [£,(0) + g2 (DT + [F3(0) + ga (DK

2.Finhile carpimi:
(hF)(0) = h()F©
= h(®)[f, (DT + £, (O] + f3(DK]
= [h(OFf; (DT + h(Of O] + f3 (k]

3.F ve G nin skaler carpimi:
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(F-G)® =F(®) - GO )
= [£,(OF + £, (O] + £ (O] [g, (DT + g2 (D] + g3 (DK]

=£,(0 g1 (0 + (D) - g2 (D) +£3(0) - g3(0)

4.F ve G nin vektérel carpimi:
i j k
(Fx G)® =FO X GO =|f,(t) £,(t) ()

g.(t) g,(t) gs(t)

ispati vektorler kavramindaki gibi oldugundan tekrar

Bu teoremin
gosterilmemisgtir.

Ornek: F(t) = [t,1 — t%,t3], G(t) = [1 + t, —t,t2], t > 0 olsun.
F4GF GExG [ [
yi hesaplayiniz?

Cozum:
) F() + GO = [2t+ 1,1 — t — t2,t3 + t?]

b) F(t) - G(b) = [t+ t3,t3 — ¢, 5]

i j

JFOxG) =t 1-t
1+t -t

(- -2 +t+ DI+ 47— (3 +t+ DK

~

t3
tZ

DFO) =2+ Q-2+ ()2 =Vee+tF -2 + 1

e) GO = VA + D2 + ()2 + (—t)2 = Vt* + 262 + 2t + 1

Ornek: F(t) = 3tT+ t27+ tk ve G(t) = 2etT—tjJ+t2k (t > 0) olduguna gére

|l_5 + E”, F- G bulunuz.

4F — 2G,F-G,
Cozum:
4F — 2G = 4[3tT+ 2]+ tk] — 2[2e' T — t] + t2 K]
= (12t — 4eY)7 + 6t2 ] + (4t — 2t2) k
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F-G=[3tT+t27+tK]- [2e'T—t]+t? k] = 6te’ T — 3]+ 3 k

IE+G|| = ||[3t7+ 27+ tk] + [2etT— tT+ 2 K]|
= |3t + 2eDHT+ (12 — ) T+ (t + ) K|
= J(Bt+2eH)2 + (12 — t)2 + (t + t2)2
= (3t + 2eH)2 + 2t*(t2 + 1)

i j k
FxG=[3t t> t
2" —t t?

= (t* — )T + (2tet + 3tH) T+ (—t% + 2t2eV) k

Ornek: F(t) =costT+sintj+tk ve G(t) =T+j+K (t=0) olduguna gore
F— ﬁ,ﬁ . 6,1_5 x G ve ||ﬁ|| bulunuz.
Cozum:

F(t) — G(t) = [cost T+sint J+tk| — [[ +7+K]
= (—14cost) T+ (-1 +sint)J+ (t—=1)k

F(t) - G(t) = [cost T+ sint T+ tk]|«[{+]+Kk| = t+ cost + sint

P
FxG=|cost sint
1 1

|

= (t+sint) T+ (t+ cost)j+ (cost—sint) k

|IF(®)|| = VcosZt + sin t + t2 = V1 + 2

2.1. Not: Vektorlerdeki lineer bagimhlik ve diklik kavramlar1 vektor
fonksiyonlara da ayni sekilde uygulanir.

Ornek: a) F(t) = tcost T+ tsint ]+ V2t + 1 k
b)G() = e T+e§+tk
olsun. t = 0 i¢in ||h(t)f5(t)|| =1 ve ||h(t)a(t)|| = 1 bicimde bir h skaler fonksiyonunu
bulunuz.

Cozum:
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a) |[h(OF®| = 1
[h(®)(tcost T+ tsint 7+ v2t+ 1K)|| = 1
Jh2(D)(t2 cos?t+ t2sin2t+2t+1) =1
h(Vez+2t+1 =1
h((t+1) =1

1
h() = g1

b) |h(HG®)| = 1
|h® (e T+e 5 +tk)| =1
Jh2(®)(e 2t +e 2t +t2) = 1
h(HvV2e 2t +t2 =1
h(t) = —

J2e=2t4t?

-

2.3. Tanum: [a, b] de tanimh F, C}),FI) fonksiyonlari her t € [a,b] icin
FO[G®) x H®] =0
esitligi saglaniyorsa lineer bagimhidir denir.

2.4. Tanim: Her t € [a, b] i¢in
F® -Gt =0
oluyorsa FveG fonksiyonlar [a, b] da dik (ortogonal) dir.

Ornek: F(t) = 3(cost 7+ sint ) ve G(t) = 5(sint 7 — cost J)
fonksiyonlarinin her t € [0,27] icin dik (ortogonal) oldugunu gosteriniz?

Cozim: F(o) - G(t) = 15(cost sint —sintcost) =0
oldugundan her t € [0,21] i¢in F ve G diktir.

Ornek: a) F(t) = 4cost T+ 4sint ]+ 2 k ve G(t) = —sint T+ cost j;0<t<2m
icin F() ve G(t) lerin dik olduklarini gosteriniz.

Coziim: F() - G() = 0
(4cost T+ 4sintj+ ZE) -(—sintT+cost]) =0
—4 costsint+ 4 sint cost=0

Ornek: a) F(t) = 3cost T+ 3sint j+ 2 k ve G(t) = —sint T+ cost j,0<t<2m
icin l_f(t) X E(t) ye paralel bir birim vektor bulunuz.
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Cozim: F(t) X G(t) nin olusturdugu birim vektér daima F(t) x e(t) ye paralel
olacaktir.

i ik
FxG=[3cost 3sint 2
—sint cost O

= —2costi—2sintJ+3k

F()xG(t) 2 cos t_> 2sint _> 3

[Foxcol =~ viz '~ vis 75 K

VEKTOREL FONKSIYONLARDA LiMIT

2.5. Tanim: a <t < b araliginda tanimh bir vektor fonksiyon F ve bu aralikta
belirli bir nokta t, olsun. Eger verilen herhangi bir € > 0 icin bir 6 > 0 sayis1 varsa oyle
ki0 < [t—to] < Sigin

[F() —A| <e
esitsizligi saglaniyorsa t — t; i¢in F nin limiti A sabit vektoridiir denir ve
limF(t)=A

tot,

yazilir.

2.2. Teorem: E(t) = £, ()7 + £, (0] + fz(OK olsun. F fonksiyonunun to da bir limite
sahip olmasi icin gerek ve yeter sart f, f,, f; fonksiyonlarinin to da birer limite sahip
olmasidir. Limitin var olmasi durumunda

hmﬁu)=Pnnﬁu)}1+Pnngaﬂi+{hnmgn}ﬁ
tot, totg tot, tot,

olur.

ispat: =: limF(t)=L = a7+ bJ + ck olsun. Buna gore € > 0 verildiginde dyle bir

tot,

& > 0 bulunabilir ki 0 < |[t—ty] <8 bagintisin1 saglayan tim t parametreleri igin
||ﬁ(t) — L|| < € kalir. Bu t parametreleri i¢cin

Ifi () —al =y (f1 (1) —a)?
< V(E® —a)2 + (F() —b)2 + (f5(1) — )2
= [[F) - L]
<E€
olur ki bu limf, (t)=a demektir. Benzer sekilde

t—ot,

limf,(t)=b ve hmf s(t)=c

t—>t,

olacagini gosterebilir.
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<: Kabul edelim ki limf,(t)=a, limf,(t)=b, limf,(t)=c ve L=al+bj+ ck
t—t, t—t, =t

olsun. € > 0 verildiginde o6yle bir § > 0 bulunabilir ki 0 < |t—ty| < § bagintisin

saglayan tim t parametreleri i¢in
€
B —tol <7 1200 —to] <

olur. Ayni parametreleri i¢in
IF®) - Ll = V& ©® — a2 + (O —b)Z + (1) —0)? <

bulunur ki, bu bize
limF(t)=L

t—tg

oldugunu gosterir.

€

ﬁ)

€

(0 —tol <73

Il
™

e

£
3

e

t
Ornek: lino{lmtz(z)st TJ{%Z— C:ftji+ InCe t+ 24) k} nin sonucu nedir?
t—

Cozum:
. . .. Incost 0 .. -—sint ) —cost 1
i ekseni: lim——-—=—=Iim =lim N, = ——
>0t 0 t©02tcost t02cost—2tsint 2
jekseni: li 1 _cost =00—00
" o0l t2 2 )

t? t?

lim

t—0

(1 costj . 1-cost .. sint .. cost 1
im im =lim

In(e"+2t) 0 .. e'+2
—_—=—=1lm =

k ekseni: lim li =3
t—0 t 0 t—0 1
Buna gore
t
lim lanStTJr lz_cozst i+1n(e +2t)k :—lf+lf+3k
t—0 t t t t 2 2

olur.

2 s 2
Ornek: li In(2t +4) T+t 4T+ sin’ t k | nin sonucu nedir?
=0l t+10 t—-2 1-cost

Cozum:

i ekseni: limM = limi =2
t—0 t t—>0 2t +1
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. . tP—4 2t
j ekseni: ltl_r)gl 2 —ltl_r)ng—él

.2 .
. .. sin“t 0 .. 2sintcost
k ekseni: lim =—=lim———=2
t>0]—cost 0 0 sint

Buna gore
2 = 2
lim] R4 7 4f+ sint ¢ =2i+4j+2k
=01 t+10 t-2 1—-cost
olur.

2t
Ornek: lim{(1—§j . 3] nin sonucu nedir?

o t Vt* +8
Cozum:
2t
i) lirr(l—§j e’
t—w0 t
t o0 1
j) im————=—=1i =1
t~>m3[t3+10 o0 t~>oo3 1+1O
t
Buna gore

5\ t
lim 1——] i+ jl=ei+]
o t Vt* +8

olur.

2.2. Teorem: F ve G vektorel fonksiyonlar ve h, [a, b] araliginda tanimli bir skaler

fonksiyon olsun. Kabul edelim ki
limF(t)=A, limG(t)=B, limh(t)=m
t—t, tot, —t

olsun. Bu takdirde asagidakiler yazilabilir.

1. 1Lr{1[ﬁ(t)+é(t)] —A+B
2. 1Lr;[ﬁ(t)-é(t)] =A-B
3. 1Lé[§(t)xé(t)] =AxB
4. !Lréh(t)ﬁ(t) =mA

Bu teoremin ispati vektorler kavramindaki gibi oldugundan tekrar
gosterilmemistir.
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Ornek: F(t) = 37+ 37+ tk ve G(t) =t27— ]+ 2tk (t > 0) olsun. Asagidaki
limitleri hesaplayiniz.

a) {@\\ﬁ(t)+é(t)

, b) lim[F(6)-G()

, 0 1tin313(t)xé(t)
Cozum:

A)FO+GO) = (BT+3]+tk) + (27— ]+ 2tk)
= (B3 +t)I+ (12 —1)]+ 3tk

1tinl1HF(t)+é(t)H - {ir?\/(ﬁ +2) +(t2—1) +9t% =5

b) (1) - G(t) = (BT+ 3T+ tk) - (21— 7+ 2tk) = V3t5 + t2

[ ps ERT 5, 42 _
ltl_|>111”F(t)-G(t)H—lt1_r£1 3t +t2 =2
i j k
o) F()xGt)=[t* t* t|=QRE+DI+283(1+)j+t*+3)k
t* -1 2t

limF(t)xG(t) = 187+ 487 + 24 K
t—

VEKTOREL FONKSIYONLARDA SUREKLILIK

2.6. Tanim: Eger bir F vektor fonksiyonu tanim bolgesindeki bir to degeri i¢in
limF(t) = F(t,)
t—t,
esitligini sagliyorsa F ye to noktasinda siireklidir denir. Bu tanima gore F vektérel
fonksiyonunun to da siirekli olmasi i¢in,

1.F fonksiyonu to da tanimli olmalj,
2. limF(t) var olmaly,

t—t,

3. Bu limit l_?)(to) vektoriline esit olmahdir.

2.1. Sonug: Eger F, G ve h belirli bir aralikta siirekli fonksiyonlar ise o takdirde,
)F+G i)F-G iii)FxG  iv)hF
fonksiyonlar1 da ayni aralikta siireklidir.

Ornek: Asagida verilen fonksiyonlar karsilarinda belirtilen aralikta siireklidirler.

AFM) =t*T+ (2 —1)j+etkt>0
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b)G() = e tT+Intj+2tkt>0
) H(t) = Acosti+Bsint 7+ Ckte [O,ZR],K, B, C sabit vektor.

VEKTOREL FONKSiYONLARDA TUREV

2.7. Tamim: F, [a, b] aralifinda tanimlanmis bir vektor fonksiyonu olsun. F nin bir
t € (a,b) noktasindaki tiirevi

P = lim F(t +AAtt)—F(t)

limitinin degeri olarak tanimlanir. Eger her t € (a,b) i¢in F'(t) tiirevi varsa o takdirde F
ye (a, b) araliginda diferensiyellenebilir denir.

Limit 6zellikleri géz oniline alinarak f(t) fonksiyonunun bilesenleri cinsinden
tlirevi,
F(t)= lim f,(t+At)-f (1) L f,(t+At)-£,(t) T+ f(t+At)-£(t) i
At0 At At At
dir. Eger f;, f,, f3 bilesenleri diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise, o takdirde
F'(0) = £/1 (0T + £, (0F + 3Dk
yazilabilir.

2.2. Sonug: F, (a, b) de diferensiyellenebilirdir olmasi i¢in gerek ve yeter sart F
nin bilesenleri (a, b) de diferensiyellenebilir olmasidir.

2.3. Sonug: Bir vektorel fonksiyon bir noktada diferensiyellenebilir ise o noktada
sureklidir.

2.2. Not: Diferensiyellenebilirlik ile tirevlenebilirlik ayni anlamda
kullanilmaktadir.

Vektor fonksiyonlarinin tiirevi, skaler fonksiyonlar olarak bildigimiz tiirev
kurallar1 aynen gecerlidir.

2.3. Teorem: F,G ve h fonksiyonlar1 t € (a,b) araliginda tiirevlenebilir olsun. Bu
takdirde;

) FO+GO]=FO+£6®

i) [h(OE®] =h'©OF ()

i) [F(© - G(®)] = F'(©) - G(t) + F(©) - G'(v)

iv) [F(t) x G(1)]' = F'(t) x G(t) + F(t) x G'(t)

v) Fu(®)' = F(u@®)u'(®
dir.
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Ispat: i ve ii okuyucuya birakilmistir.
iii) F(t) = [£;, £, f3] ve G(t) = [g1, 82, 8]

[F(O - GO = [(fy, f2 £2)(81,82,85)]'

= [f1g1 + fog, + f3g5]’

fligy + 18"y + 128, + 28", + 385 + f38';

[f'181 +f'28, +f'3g5] + [fig'y + 28", +f38'5
L(f uf ’2’ 3)(81’ gz» g3)] + [(f1, 2, f5)(g'1,8'2,8'3)]
=F'(t)- G(t) + F(t) G (t)

; i j kK
W) [FOxGOT = £ f
81 8, 8

dat [(fzgs g2f3)1 + (fg1 — gaf )i + (fig, — g1f2)E]
[( 283 + 28'3 — gafs — gof )T+ (F'381 + f38"1 — g'sfy — gsf ')y ~
+(f'1g, + f1g’2_)— g'1f; — g1f 2)K]
= {(f'283 — gf)T+ (f'38: — g'sf)T + (f'182 — g1f)k} + {(f28's — ng'32T+
(f38'1 — gsf 'OF + (+f18'2 — g1f 2K}

i j k| |1 j Kk
=\t £ f|+f f f
g8 8 8| 81 8 8
=F'(t) x G(t) + F(t) x G'(v)

w

V) F tiirevlenebilir bir vektor, U da tiirevlenebilir bir vektor olsun.

B 7 d - - T
Fu(t)' = It [fi 1+ 6,7+ f5K]

_dfy L df, L dfy -

_EI-I_E]-I-E]{

_ dfy du,  dfydu.  dfz dup

dgf dac ! dfdu dtd]f du dt
1—> 2—) 3 du

(du +tit@m k)dt

= F'(u@®)u'()

Ornek: F(t) = —sint T+ t2},t > 0
G(t) =eti+Int K
ise l_f(t) . 6(t) tiirevini bulunuz.

1. Yol: l_f(t) 6(t) = —et sint
[F(t) G(t)] dt( etsint) = e'(cost — sint)
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2.Yol: [F(t) - G(®)] = F'(©) - G(t) + F(©) - G'(v)

[F(0) - GO = (cost T+ 2t (e T +Int B) + (' T+ 1 K)(—sint T+ 2))
= (e*cost) + (—e'sint)
= e'(cost — sint)

Ornek: F(t) = 3tT+ 47 — 2t2 kve G(t) = 21+ ty+t3 K, (t = 0) fonksiyonlar igin
F(o) - e(t) ve _ﬁ(t) X G(t) nin tiirevlerini bulunuz.

Cozum:

[F(t) - G(t)];= F'(t) - G(t) + F_()t) -G'(t) . \
= (37— 4tk) - (*T+tj+ k) + (3tT+ 47— 2t>k) - (2tT+ J+ 3t? k)
=6t*+8t3+ 15t + 4

[F() x GO] = F'(t) X G() + F(t) x G'(©)
i j k|1|i j k
=3 0 —4t|+3t 4 -2t°
t2 t ] 2t t ¢

= (63 + 4t — (1112 + 3tH) 7+ (3t2 —50) k //

Vektor degerli fonksiyonlarin skaler ¢arpiminin tiirevinden énemli bir teorem
sudur:

2.4. Teorem: ﬁ, (a, b) de diferensiyellenebilir bir vektér fonksiyon olsun. Her
t € (a,b) igin |[F(®)| buyikligi sabit kalsm. O takdirde; F(t) ile F'(t) diktir
(ortogonaldir).
ispat: Her t € (a,b) igin ||F(t)|| sabit kaldigindan
- 2 - -
[E®]" =F®-F®
d - 2 - -
T IEOI” = 2F® - F®) = 0
olur. Yani 1_5'(t) . ﬁ(t) = 0 dir. F'(t) ile 1_5(t) nin skaler ¢arpimlari t'ye bagl olmaksizin sifir
oldugundan her t € (a,b) icin bu F'(t) ve F(t) vektorleri birbirine diktir.

Ornek: F(t) = (4cost) T+ (4sint) ]+ 3 k vektéri F'(t) vektériine diktir.
Gosteriniz.

Cozim: l_f(t) vektori a yaricaph merkezcil cemberin vektorel denklemidir.
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|IF@®|| = /(42 cos?t) + (42sin?t) + 32 =5
Diger taraftan,

F'(t) = (—4sint) T+ (4cost) T
dir.

F)-F'(t) = (4cost)(—4sint) + (4sint)(4cost) +3-0 = 0//
Bu da gbsteriyor ki F(t) vektdrii F'(t) tiirev vektoriine diktir (ortagonaldir).

UZAY EGRILERI ve TEGET VEKTORLER

2.8. Tammm: U¢ boyutlu uzayda bir egri C olsun. (x,y,z) € C noktasinda, noktanin
koordinatlar bir t parametresine bagh siirekli fonksiyonlar ise, C egrisinde stirekli bir
egri olacak ve

x=x(0),y =y®),z = z(t)
denklemlerine C egrisinin parametrik denklemleri denir.

2.9. Tanim: Uzayda bir noktanin koordinatlari ile o noktay1 orijine birlestiren yer
vektorlerinin bileseni ayni oldugundan C egrisi tizerindeki noktalar

R =x(OT+y(©j+z(k a<t<b
vektori yardimiyla tanimlanir. Bu vektore C uzay egrisinin vektorel denklemi denir.

Burada a ve b sabitler olup, C egrinin u¢ noktalarina karsilik gelen parametre
degerleridir.

Bazen xy-diizleminde islem yapmamiz gerekebilir. O takdirde C egrisini
diizlemsel bir egri olarak aliriz. Boyle bir egrinin parametrik denklemleri x = x(t),y =
y(t) dir. Vektorel denklemi ise,

R(t) =x(®)i+y()], a<t<b

seklindedir. xz ve yz-diizlemlerindeki egriler i¢cin vektorel denklemler sirasiyla,
R(t) =x()i+z(1)], a<t<b
R(t) =y(®)i+z(t)j, a<t<b

seklinde tanimlanir.

Ornek: xy-diizleminde M(x,,y,) merkezli ve a yaricapli cemberin parametrik ve
vektorel denklemlerini bulunuz?

Coziim: P(x, y) cember lizerinde herhangi bir nokta olsun.
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¥a P___
| AN\
| f’j \H__E \
A -
| Ry M )/
X
| /.~ B
= X
Q
OP = OM + MP, MP = (acost) T+ (asint)], OM =x,1+y,], OP =x1+y]

0P =R(t) = (xoT+yo7) + [(acost) T+ (asint)j]
cemberin vektorel denklemidir. 0 < t < 2m dir. //

Ayni ¢emberin parametrik denklemleri:
OP =xT+y]= (xo+acost)T+ (y, +asint)]
den
X =Xg+tacost,y =y +asint, 0 <t<2n
parametrik denklemleri kullanarak, cember denkleminin simetrik formunu elde ederiz.
(x—%0)? + (Y —y0)? = (acost)? + (asint)? = a2
dir.

2.10. Tanim: x(t),y(t),z(t) ler t parametresinin tiirevlenebilir fonksiyonlar:
olmak uizere,
R(t) = x(OT + y(O] + z(DK
vektorel denklemi uzayda bir egri tanimlar. Oyle ki bu egri iizerindeki her noktada bir
tek teget vektore sahiptir. Egri tizerindeki bir nokta t = t, parametre degerine karsilik
gelsin. Egrinin bu noktadaki teget vektorti,

dR .
T (tp) = R(ty)

tiirev vektoriidiir. t, 'a karsilik gelen noktadaki birim teget vektorii t, ile gosterirsek,

T, = E’(to)
IR'Cto) |
olup,
g = XO Hy®j+zZ®k
[x'(t?2 +y'(t)2+z'(t)2]1/ 2
dir.

Ornek: R(t) = (etcost) T+ (efsint) 7+ tk t>0

" . I T y
vektor denkleminin tanimladig1 egrinin t, = > noktasindaki birim teget vektoriini ve

teget dogrusunun denklemini bulunuz?

Cozum:
1. Teget denklemini bulalim.
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R'(t) = et(cost — sint) T+ ef(sint + cost) T+ K
olur. O halde
= (my _ I mo. M, T/ T LA
R (7) =e2 gtcoszn smz) 1+ ez (sm2 +cosz) J+k
= —ez1+ez]+K
olup ty = g noktasindaki teget vektordiir.

2. Bu noktadaki birim teget vektor
- T, T,
_ R'(ty) —eZi+eZj+k
TR ) V1+2¢™

t

olur.

YAY UZUNLUGUNUN PARAMETRE OZELLIiGi

2.5. Teorem: Diizgiin bir C egrisi
RO =x(OT+y®©)]+z(Ok, a<t<b
vektorel denklemi ile verilsin. Egrinin ﬁ(a) sabit ve ﬁ(t) degisken noktalar1 arasinda
kalan uzunluguna s(t) dersek,

s(8) =[x (D) +(y (D) +Z(D)* dt

bicimindedir.

ispat: R(t) = x(D T+ y(®)]+z(HK, a<t<bicn
P= {to, tl, tz, vy tn}
parcalanmasini géz Oniine alalim. Egri tizerinde tg,ty,t,, ..., t, parametresine karsilik
gelen noktalar sirasiyla Ay, A4, A,, ..., A, olsun.

TE A A,
P
A, g,

| y

.-'f -'_?

::‘:-"'f
[Ag, A1l [A1,Az] ..., [An—1, Ap] dogru pargalarinin uzunlugunu sy ile gosterirsek,
Sk =/ (x(ti) — x(ti1))? + (y(ti) — y(tee1))? + (2(t) — z(ti_1))? (1)

olur. Diferansiyel hesabin ortalama deger teoreminden [ty — t,_4] aralig1
x(ty) — x(tg—1) = X () Aty
y(ty) — y(tk—1) = ¥ (t) Aty
z(ty) — z(ty—1) = 2/ () Aty
olacak sekilde en az birer tane uy, vy ve wy noktalar1 vardir. Bu degerler (1)
denkleminde yerine yazilirsa
sk = (X' (W))2 + (' (vi))? + (2 (wi) 2 Aty
olur. P par¢alanmasinin normu ¢ok kiiciik alinirsa, C egrisinin s(t) uzunlugu yaklasik

uzunlugu ZSk toplamina esittir. Dolayisiyla
k=1
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S VY + (0 @O At

bulunur. ||P|| = 0 igin [tx —tx_;] araliginin boyu sifira gideceginden uy, vy ve wy
noktalari ¢akisir. Buna gore

s(t)= lim Z\/ X'(0)° +(y' () +(Z (1)) At,

[Pl-03 =

b
s(t) = [ () +(y'(0)F + (1) dt

olur. // a
integrali ||_§'(t)|| oldugundan yukaridaki esitlik
b
s(t)=
sekline d('jm'i;iir. Bu bize yay u_gunlugu ile t parametresi arasindaki iliskiyi verir. Her iki
ds dR

anin tirevi alinirsa— = ||—
y at — ||at

nin artan bir fonksiyonudur.

R'(t)] dt

> 0 elde edilir. Buradan goruliiyor ki s yay uzunlugu t

t parametresi s yay uzunlugu cinsinden ifade edilebildigine gore C egrisinin R(b)
vektorel denklemi de s'ye bagh olarak R'(s) seklinde ifade edilebilir. Bu durumda C
egrisinin t birim teget vektorii dogrudan dogruya

f_d
ds
olarak yazilabilir.

Ornek: R(t) = 5cost T+ 5sint 7 + k 0<t<2m
dairesel helis denklemini s yay uzunlugu cinsinden ifade ediniz ve dairesel helisin birim
teget vektorini bulunuz?

dR
o _ 2 win2 2 02t —
Cozum.”dtH —\/(—5) sin“t+ 5°cos“t =5
21 3D
dR
s(t)=||—
(t) !dt

2n
dt=[5dt=5t" =10 br
0

Boylece R vektorii s yay uzunlugu cinsinden t = %konularak
R(D) = 5cos§ 1+ 55in§ T+ k

yazilabilir. t birim teget vektorii ise,

rd dR . S S
t_E_ —Ssing 1+cos§]
olarak bulunur.

Ornek: R(t) = efcost T+ efsint J,0 < t < 7 ile verilen denklemin yaninda yazil
parametrelere karsilik gelen parcasinin uzunlugunu bulunuz.
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Gozim: s(t) =[x (1) +(y () + (Z(0))" dt

x(t) = etcoste x'(t) = etcost —etsint
y(t) = e'sinte y/'(t) = efsint + etcost
dR
dt
R(®)
dt

= \/(—5)2 sint + 5% cos’t =5

= /X2 (0 + y*(®

= /(etcost —etsint) + (e'sint + et cost)?

= +/2et

s(t):i %

dt:ﬁfet dt =+/2(e*—1)

Ornek: R(t) =3t7+v7tj+ 3tk , (a ve b sabitler) 0 <t < 27 olan dairesel
helisin uzunlugunu bulunuz.

Goziim: s(t) = [\ (D) +(y (0 +(Z (1)) dt

x(t) = 3t©x'a(t) =3
y() =V3tey(t) =3
z(t) =5t z'(t) =5

ROl
— || = VO +¥O + 20

BiRiM NORMAL VEKTOR

2.11. Tanlm: R bir vektdr olmak iizere

_)

ifadesine b1r1m normal vektor veya normal vektor denir.

Ornek: Bir 6nceki 6rnekte birim normal vektoriinii bulunuz.
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Cozum:
dR inti+acostj
> gt _ —asintitacos . 5
t:”% = - J= _sinti+costi//
a

Bir C egrisi iizerindeki t = t(s) birim teget vektoriinii goz oniine alalim.

- - - dE
t(s) birim oldugundan biyikligi sabit ve |[t(s)||=1 dir. O halde t ve e

vektorleri birbirine diktir. Yani t - % = 0 dir.

dt 9
Eger e 0 ise, t sabit bir vektordiir. Biiytikliigli ve yonii degismez. Bu durumda

C egrisi bir dogru gosterir.

- -

t dt
Eger 1 # 0 ise yazilabilir. Burada 1 vektori ds vektoru ile ayni dogrultu ve

yonde yeni bir birim vektér olup, t ye diktir.

ESAS NORMAL ve BINORMAL VEKTORLER

rd

2.12. Tanim: n(s) = E,(—:;“ vektorine C egrisinin s degerine karsilik gelen bir

noktasindaki esas normal vektori denir.

2.13. Tammm: C egrisinin her bir noktasinda egrinin bir birim teget vektor t ve bir
de t ye dik 1i birim normal vektorii vardir.
b(s) = I(s) X B(s)
olarak tanimlanan b(s) vektérii hem ¢ ye hem de 1 ye dik yeni bir birim vektordiir. Bu b
vektoriine egrinin binormal vektori denir.

2.14. Tanim: C egrisinin her bir noktasinda birbirine dik t, nb gibi li¢ vektor
tanimlanabilmektedir. Bu vektorlere frenet vektorleri ya da frenet tgliisii ad1 verilir.
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2.15. Tanim: t ve 11 vektorleri birbirine dik iki vektor olup her zaman bir diizlem
belirtirler. Bu iki vektoriin igcinde bulundugu diizleme oskiilator diizlemi denir.

2.16. Tanim: 1 ve b vektdrleri birbirine dik iki vektor olup her zaman bir diizlem
belirtirler. Bu iki vektoériin icinde bulundugu diizleme normal diizlemi denir.

2.17. Tanim: T ve b vektorleri birbirine dik iki vektor olup her zaman bir diizlem
belirtirler. Bu iki vektoriin icinde bulundugu diizleme rektifiyan diizlemi denir.

Simdi de tve i vektorleri ve K egriligini t parametresi cinsinden veren asagidaki
denklemleri yazalim.

-

d_ b oo dE_dbode_ g
s R ™ as T dt ds 4t
ds

ve

- o - IR'OxR" ()|

n(t) = =2 K() = 5= =

N (O R LG IR’
dir.

Ornek: R(t) = 5t2 7+ V63t2] + 9t2 k, ¢t > 0 vektorel denklemi ile verilen dairesel
helis egrisinin egriligini, esas normal ve binormal vektorlerini elde ediniz.

Coziim: R(t) = 5t2 7+ V63t2 ]+ 9t2 k
oldugundan
R R'(t) _ 10ti+2v63tj+18tk _ 10ti+2/63tj+18tk
tO=rRor = Z . 13
IROI [102+2463)" +182
dir. t(t) nin tiirevini alirsak,

> v 5i+V63j+9k
tft) ==z
[emll =1
dir. Buradan
= [F®) _ 1
Kt) = =7 =5
RN V0] K

olur. Bu gosteriyor ki dairesel helis her noktasinda sabit egrilige sahiptir.

Simdi de esas normal vektoriinii bulalim.
R(D) = t@® _5 1+\/?_3?;]+9k

dir.

Simdi de binormal vektérii bulalim.
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j
b(t) = T() x R(t) =|5t /63t 9t [=0

elde edilir.

Ornek: R(t) = (t—sint)T+ (1 —cost)],0 <t < 21 vektorel denklemi verilen
egrinin yanlarinda yazili parametrelerine karsilik gelen noktasindaki, teget, normal ve
binormal vektorlerini bulunuz.

Cozum:
R(t) = (t—sint)T + (1 — cos )]
R'(t) = (1 — cost)i+sint ]
IR @] = /(1 = cost)? + sint2
=1 —2cost+ cos?t + sint?2

= ,/2(1 —cost)

Teget vektorii:

R'(t) _ (1=cost) i+sint]j
|Rl(t)” \/2(1—cost)

t(t) = |

Esas Normal Vektor:

sinti—(1—cost)j _ \/sinz t—(1—cost)® _ 1

tm = 2 |2(1—cost) 2 |2(1—cost) 2

sinti—(1—cost)]j
E’(t) _ 2 2(1~cost) _ sint i—(1—cost) j
() ” % \/2(1—cost)

n(t) =

Binormal Vektor:

i j k
B() = () xR =— L li—cost  sint  0|=—k //
2(1—cost)| .
sint —1+cost O

N

dt
In(s)|| = 1 oldugundan K(s) = Tas] elde edilir. K(s) ifadesi negatif olmayan bir

skaler olup, C egrisinin s parametresine karsilik gelen noktasindaki egriligi adini alir.
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Egriligi kisaca egrinin teget dogrultusundan ne kadar ayrildigini gésteren odl¢iisii olarak
ifade edebiliriz, s yay uzunlugu degistiginde K = K(s) de egri iizerindeki noktalara gore
degisir.

Dogru i¢in K = 0, R yarigapli gember i¢in K = % dir.

2.18. Tanim: C egrisi uzerinde parametrenin s degerine karsilik gelen bir
noktasinda K(s) # olmak iizere,
1
p(s) = R(s)

sayisina karsilik gelen degere egrinin o noktasindaki egrilik yaricapi adi verilir.

Ornek: R(t) = (t+sint) T+ (1 — cost)] + 4 sin%ﬁ,t >0,t= %Vektérel denklemi

verilen egrinin yaninda yazili parametresine karsilik gelen noktasindaki egrilik
merkezinin koordinatlari ve egrilik yarigapin bulunuz.

Cozum:
R(D) = (t+sin) T+ (1 - cost)] + 4sin 5k
R'(t) = (14 cost) T+ sint] + 2 cos%ﬁ

||_R)'(t)|| = \/(1 + cost)? + sin?t + 4cosz% =22 (cos %)

||ﬁ, (%)” =22 (Cos%) =2

R'(t) = —sint T+ cost] — sin%ﬁ

i i k
R'(t) x R"(t) =[1+cost sint ZCOS%

. .t
—sint cost —Sll’lE

= (—sin%sint— 2cos£cost> 1— 2cos%(cost—sint)]’+ cos t + cos 2tk

2
R (3)x®"(F) = __Zf_%+§
IR () xR (3)] = v2
R(T HR (Z)XR”(Z)”
@)= R v
p= K(%) =42
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2.19. Tanim: Egrinin her noktasinda egri ile aymi K(s) egriligine sahip ve
yarigapli bir ¢cember vardir. Bu ¢embere, egrinin belirtilen noktadaki egrilik cemberi
denir.

BURULMA ve FRENET-SERRET FORMULLERI

2.20. Tanim: Uzayda diizgiin bir C egrisi
R =x()T+y(©j+z()k, a<t<b

vektorel denklemi ile verilmis olsun. b binormal vektdriiniin s yay uzunluguna gore
tirevini aldigimizda

db >
Fr —1(s) - n(s)

elde ederiz. Burada t(s) skaler ¢arpanina egrinin s parametresine karsilik gelen
noktasindaki burulmasi denir. Burulmay1 kisaca egrinin Oskiilator diizlem ders ayrilma
miktarinin 6l¢lisi olarak ifade edebiliriz. C egrisinin t parametresine bagli olarak
verilmis olmasi halinde,

(s) = R'OxR"O)-R™(®) _ RIOXRT(O)-R™()

K2W|R'®|° IR (xR @)’

dir.

C egrisi s yay uzunlugu cinsinden ifade edildiginde Frenet ti¢liisii olarak bilinen
t1,b birim vektérleri asagidaki onemli denklemleri ger¢ceklemektedir.

dt -

g = Kn

dn s o
E = —Kt+ 1t
db -
Lo

denklemlerine frenet-serret formilleri denir.

Ornek: a ve b pozitif sabitler olmak iizere
R(t) =acosti+asintJ+btk, t=>0
vektorel denklemi ile verilen dairesel helis egrisinin herhangi bir t parametresine
karsilik gelen noktasindaki egriligini ve burulmasini hesap ediniz?

Cozum:
R(t) =acostT+asintj+ btk
R'(t) = —asint T+acost J+ bk
R"(t) = —acost T—asint J
R"® = asint T—acost
ko  JROR)

RO
denkleminden K(t) egriligini hesaplayalim.
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i ik
R'(t) x R'(t) =|-asint acost b|=absintT—abcost]+a’k
—acost —asint 0
IR'(®) x R"(t)|| = Va?b?sinZ t + a?bZ cosZ t + a* = ava? + b?
|IR'(®)|| = VaZsinZt + a? cos? t + b2 = VaZ + b2
bu ifadeler K(t) de yerine yazilirsa,
- R'(t)xR"(t) a
(o < RORO]__a
RO at+h
esitligi bulunur. Simdi de
R'(H)xR"(t))-R"'(t
() = ( (ﬁ)’ SI),) 2()
[R'xR"®||
burulmasini hesap edelim.
(R'(t) x R"(t)) -R"'(t) = (absint T—abcost J+ a?Kk)(asint T—acost )
= a’bsin®t + a’bcos?t+ 0

= a’b
Bu ifadeler t(t) de yerine konursa
aZb b
‘[(t) = =
2 2 a2+b2

elde edilir.

2.3. Not: Dairesel helis egrisi her noktasinda sabit egrilige ve sabit burulmaya
sahiptir.

Ornek: R(t) = a(t—sint)i+a(l —cost)],a> 0,0 <t < 2m vektorel denklemi
verilen egrinin yanlarinda yazili parametrelerine karsilik gelen noktasindaki egrilik ve
burulmasini bulunuz.

Cozum:

R(t) = a(t —sint)T+ a(1 — cost) ]

R'(t) = a(l — cost)i + asint ]

R'(t) = Ja2(1 — cost)? + a2 sin? t
= a\/(1 — cost)? + sin? t
=av1l—2cost+ cos?t+ sin?t
= a,/2(1 — cost)

R'(t) = asinti+acost ]

P
R'(t) x R"(t) =la(1-cost) asint

asint acost

=a%(1—cost) k

o o Fi

Egrilik:
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HR (t)xR”(t) ” 1

K(t
©= ||R (t )” 23/ a(l—cost)l/2

Burulma:
R"(t) =acostT—asint ]
(_ﬁ (t) x _ﬁ"(t)) R"(t) =[-a 2(1 —cost) K][acost T—asintj] =0
(R (OXR"(®)- R”'(t)
IR’ (t)xR”(t)||

EGRISEL HAREKETLERE UYGULAMALAR

2.21. Tamm: R(t), uzayda diizgiin bir egri boyunca ilerleyen bir parcacigin
konum vektori olmak tizere,

AR(t) dR
V(t) - ltﬁo At ( )
ifadesine parcacigin, egriye teget olan hiz vektori denir. t-anindaki hizin buyiukligi ise,
dR ds
Vo = [Vl = &) = &

olur. Buna gore R(t) = x() T+ y() 7+ z(t) K ise hiz vektori,
VO =xX®T+y®T+z@®)k
olup, t-zamanindaki hizin degeri

V(O = JEO)? + T O2+ @O =3

elde edilir.

Eger hareket esnasinda hizi1 ya da hareketin dogrultusu (ya da her ikisi de)
degisiyor iseler o zaman hiz vektori de degisir. V nin degisimi onun tiirevi ile 6l¢tlir ve
a ile gosterilir.

2.22. Tanim: Herhangi bir t aninda, V'nin y6nii hareketin yonii, V'nin biyuklugi
parcacigin siirati ve

— 2=
Sy dV.o o d'R
acy) = at () = a2 Q)
vektori varsa, parcacigin ivme Vektt')rij denir a(t) ivmesi kendi bilesenleri cinsinden,

2
A =4 o1 +d y(t)1+d§(t)k

yazilir. lvmenin buyuklugu ise,

2 2 2

2 2
A(0) = IOl = j(%) +(5) +(5)

2.4. Not: Hiz vektoriinde oldugu gibi ivme vektoriiniin yoni hareketin
yoriingesine teget degildir.

dir.
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a vektorii daima biri t teget birim vektériine ve digeri T birim normal vektoriine paralel
iki vektoriin toplami olarak yazilabilir. Bu yazilis asagidaki bicimdedir.

L.y dV _ d (dR
a(t)—m—ﬂa)
d(dR ds)
ds dt
i.%(d_R.E)
d ds/» ds
~ds dt( dt)

> 2
Sy dt ds\? > ds
a(t) = a (E) + <t ?)

ayrica
dt L ds
—=K:n, —=V
t t
oldugundan.
2
A=K i V24t =K v i+ D=L g4 dVe
dt — —— dt p t
an —~
an

Burada p =% egrilik yaricapidir. Boylece d ivme vektori birbirine dik iki

vektoriin toplamidir. Bunlardan biri teget dogrultusu olup biiytkIigu,
_dv d S

—dt dt
dir. Digeri ise normal dogrultusunda olup buyukligu,

ds V2
-k(§) =wv =
dir. Burada a; ye ivmenin teget bileseni, a,, ye ise ivmenin normal bileseni adi verilir.
a? = ||a||* = a? + a2
esitligi saglanir.

Eger pargasinin egri lizerinde sabit hizla hareket ediyorsa ivmenin teget bile seni
sifirdir. Eger parcasi dogrusal bir yol boyunca hareket ediyorsa K egriligi sifir
olacagindan normal bilegeni sifirdir. Bu durumda sadece tegetsel ivme vardir.
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Yukaridaki izahi su tanimla 6zetleyelim.

1. Hiz, konumun turevi: V(t) = (31—5

dﬁ|

2. Siirat hizin biyiklagi: |[V(©)|| = |E

3. lvme hizin tiirevi: a(t) = %

—

\%
4, W vektori hareketin t anindaki yoniuidiir.

Ornek: R(t) = (sint — tcost)T + (cost + tsint) ]
vektorel denklemi ile tanimlanan bir yoriinge tlizerindeki bir parcanin hareketi goz
ontine aliniyor.

i) Hiz,

ii) Ivme,

iii) Herhangi bir t-aninda ivmenin teget ve normal bilesenlerini bulunuz.

Cozim: i) ﬁ(t) nin tlrevini alarak V(t) hiz vektori bulunur.
V(b = (31—1: = tsint T+ tcost J

dir. Buradan hizin degeri

o . ds
VO = VE2sin?t + t2cos? t = t = 3

dir.

ii) R(t) nin ikinci tiirevini alirsak 3(t) ivme vektdrii bulunur.
2= —.
- d"R d (dR . - . S
a(t) = proie ﬁ(ﬁ) = (sint —tcost) T+ (cost — tsint)]
dir. Buradan ivmenin degeri,
Jat) = /(sint—tcost)2 + (cost —tsint)2 = V1 + t2
olur.

iii) lvmenin teget ve normal bilesenlerini bulalim.

Ivmenin teget bileseni,

2
sy d's _dygdsy _d
a0 =7 =5(x) =q® =1

[vmenin normal bileseni,

a? =a?+a?

a, = a2+a’=,(1+t3)—1=t
elde edilir.
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Ornek: Planor iizerindeki bir kisi, konum vektori

R(t) = (3cos )T+ (3sint) j+ 2t%k
olan bir yol tlzerinde, hizla ylikselen hava nedeniyle helezon ¢izerek yiikselmektedir.
Buna gore;

a) Hiz ve ivme vektorlerini
b) Planoriin herhangi bir t anindaki siiratini
c) Varsa, cismin ivmesinin hizina ortogonal oldugu zamanlarini bulunuz.

Céziim: a) R(t) = (3cos )l + (3sint) ]+ 2t2k
V©) =R = ~@sin0i+ (B cos ) + 4tk
al) = ((11_\'5/ = —(3cost)I— (3sint)j+ 4k
b) Siirat v'nin biiytikligiidiir:
[V®]| = /(=35sint)2 + (3cost)? + (4t)2 = V9 + 16t2
plandr yolu tizerinde yilikseldik¢e daha hizli hareket eder.

c) vve a'nin ortogonal oldugu zamanlar1 bulmak i¢in
V(D)3(t) = 9sintcost— 9sintcost + 16t = 0
olmasini saglayan t degerlerini aralim. Boylece, ivme vektoriniin V'ye dik oldugu tek an
t = 0’dir.

KUTUPSAL KOORDINATLARDA HIZ ve iIVME

Bir parca, diizlemde hareket ediyorsa, dik koordinat sistemine goére bunun
yoringesi

RO = x(O1+ y ()]
denklemi ile verilebilir. Bazi durumlarda boyle bir hareketi incelemek i¢in kutupsal
koordinatlir1 kullanmak dik koordinatlardan daha uygun olur.

Diizlemde (%, y) koordinatlarinin r ve 0 kutupsal koordinatlarina, x = r cos 6,
y =rsin® denklemleri ile bagh oldugunu dikkate alirsak kutupsal koordinatlardaki
vektorel denklemi,

R(t) = r(t)[cos 6 T+ sin 6 J] = r(t)U,
seklinde ifade edilir. Burada,

U, = cosB T+sin0
olup, r(t) ve 6(t) ler sirasiyla parcanin t-anindaki kutupsal yarigap ve kutupsal aciyi
belirtmektedir.
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I

R(t)

X
>

gt
/

U, nin R(t) ile aym y6nde bir birim vektér oldugu agiktir. Ayrica biiyiikligii sabit
ve 1 sayisina esit olan ﬁr nin tirev vektori kendisine dik olacaktir. Bu vektori ﬁe ile
gosterirsek,

dU;

Up = a0 L = —sin® 1+ cosO ]

olup, ﬁe da bir birim vektordir. Diger taraftan,
dU 0 0 U
10 = — cos 1—51n ]

olur. Dik koordinatlarda 1,7 birim vektorlerinin roliinii kutupsal koordinatlarda ﬁr, ﬁe
birim vektorleri almaktadir.

Simdi,
R(t) = r(t)[cos () T+ sinB(t) 7] = r(t)U,
denkleminin tanimladig1 harekete ait hiz ve ivmeyi bulalim:

0 acist zamanin ya da t-parametresinin bir fonksiyonu oldugundan, Ur birim
vektorii de aynm1 degiskenin fonksiyonudur. Bdylece tlirevde zincir kuralinin
uygulanmasiyla,

Gy o QR _dic . dU; do dUr _ o
VO=5=aUrt" g a ~gg — Us
den
dR df=  dO—
V) =S =50 +1 50

dir. Bu denklem kutupsal koordinatlarda hiz formiiliidiir. Béylece hiz vektorii biri ﬁr ye
paralel digeri ﬁe ya paralel olan birbirine dik iki vektoriin toplami olur.

Lr
f‘ln-‘\!\
¥ %
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do

dr
U ve Ue 1n katsayilar1 olan T ve @ skaler carpanlarina hizin kutupsal bilesenleri adi

verilir.

U, ve U birim vektorleri dik oldugundan

dr\ de\?
Vol =v-7= (%) +(%)
yazilir. Boylece bir par¢anin kutupsal koordinatlarda V hizinin ifadesi,

V= () ()

Eger parcanin orijin merkezli bir gember iizerinde hareket ediyorsa o takdirde r

olur.

r
sabit olacagindan — = 0 olup V hiz vektori,

dﬁe
V= dt Ue

dir.

Hizin degeri ise V = ||V|| = rd— olur. Bu durumda w = (31(2 ifadesine acisal hiz ad1

verilir. Buna gore V = rw olur ki dalresel harekette yoriinge tzerindeki hiz, acgisal hizin
yarigap ile carpimina esit oldugu ortaya cikar.

Kutupsal koordinatlarda ivmeyi elde edebilmek icin ﬁ(t) = 1‘(t)ﬁ,r denkleminin

iki defa tiirevi alinirsa,
2% = 2 0
- d'Re  drdodUr , d (. d6 de\ - dUg
a=zUr —aaﬁwt( @) Vo +1 ()
2, 2

- _|d°TF do\“ = 40 drdé
a= lw—r(a) Ur]"‘[ dz +2dtdtlU9

a=[r"—r62U, + [r8" + 2r'0']Uq
dir. Bu denklem kutupsal koordinatlarda ivme vektoriidiir. Bunun bilesenleri sirasiyla,

r'" —r6%ve+ro” + 2r'e’

olmaktadir.
-~ ‘2:'.__?‘:&
. \
/R
Uee [o(t
~A 8 (1)
O

AC

Eger parca bir cember lizerinde sabit bir hiz ile hareket ediyorsa, r sabit olup,

dr de _ d?r d?e
Fri Ovea = sabltolupF = Oveﬁ =0
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olacagindan,

S doy’ =
a=-r (E) U,
sekline doniisiir ki bu cemberin merkezine dogru yonelmis bir normal ivmedir. lvmenin
degeri ise,
de
a=|3| = r(dt) =rw?
olarak bulunur.

Ornek: R(t) = (etcost) T+ (e'sint)},(t>0) vektér denkleminin tanimladig
egrinin t, =E noktasindaki birim teget vektoriini ve teget dogrusunun denklemini

bulunuz?

Coztim: Verilen egrinin parametrik denklemi: x = cost,y = cost, (t > 0) olup
x? +y? = e?' = r? den bu egrinin kutupsal denklemi r = e' dir.

Bu noktadaki teget dogrusunun denklemini bulahm

R, (g) = (e“/4 cosg) T+ (e“/“‘ sin ) f— - "/4C+3
vektoriiniin belirttigi noktadan gegen ve dogrultman vektorii t, =7 = (0; 1) vektoriidiir.
O halde
X7Xo _ ¥Y7¥o @XZXOZEGHM
0 1 2
/4

dogrusudur. x = \/ge dogrusu (oy-eksenine paralel) olur.

Ornek: R(t) = t2 cos 3t T+ t?sin 3t j vektorel denklemi ile tamimlanan yériinge
tizerindeki bir parcanin hareketi goz dniine aliniyor. Hiz vektorini, hizin biytkligiini,
ivme vektorini, ivmenin biiytikliiglini, hizin kutupsal bilesenlerini hesaplayiniz.

Cozum:
R(t) = r(t)[cos 6(t) T+ sinB(t) ]] = r(H)U,

—

U, =cosO(t) T+sin0(t) J
U, = Cll%r = —sin@ T+ cosO ]

Hiz vektorii:

V() =
= 2t(cos 3t T+ sin3t)) + t?(—3sin3t T+ 3 cos 3t J)
= 2t U, + 3t2U,
Burada hizin bilesenleri 2t ve 3t dir.

Hiz biiyikligi V = ||V = /(202 + (3t)2 = 4V4 + 9t2

el

[vme vektorii: a =

ol

2
I

o, | =

-

[}
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= (2 — 3%t?)(cos 3t T+ sin 3t ) + (4t — 3)(—sin 3t T+ 3 cos 3t ))
= (2 — 9t2)4, + (4t — 3)q

ivme bilytkligii: a = ||3]] = /(2 — 9t2)2 + (4t — 3)2

Buna gére ivmenin bilesenleri 2 — 9t2 ve 4t — 3 dir.

VEKTOR DEGERLI FONKSiYONLARIN iNTERALI

Vektor degerli fonksiyonlarin integrali Riemann toplamlar1 olusturularak
tanimlandiginda integral yine bilesen fonksiyonlarin integraline indirgenir. Bu nedenle
integralin tanimini dogrudan bilesen fonksiyonlarin integralleri cinsinden tanimhyoruz.

2.22. Tanmm: f;, f,, f5, [a, b] lizerinde integrallenebilen fonksiyonlar olmak iizere,
F) = QT+ LOT+ 0K
fonksiyonunun [a, b] araligindaki belirli integrali

b b b b
jif(t) dt = Ufl(t) dtj T+Uf2(t) dtj i{jfg(t) dtj k
vektort, belirsiz integrali
[Eyde=([f,(0)de)i+([E,0de)5+([E (0 de)k
vektor degerli fonksiyonudur.
- — —- 1 —
Ornek: F(t) = 2t7+ 6t2]+ 3 k fonksiyonu icin J-F(t) dt ve jF(t) dt integralini
0
hesaplayiniz.

Cozum:
j?(t)dt=f2tfdt+f6t2 dti+J'3dtf<
= 27+ 2t3]+ 3tk

Jl'F"(t) dt = th dt T+J1’6t2 dt E+J1'3 dtk
0 0 0 0

COZUMLU ALISTIRMALAR

1. F vektorel fonksiyon iki defa diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde
[F(t) x F'(©)]' = F(t) x F'(v)
dir. Gosteriniz.
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Cozim: [F(t) x F'(©)] = F'(t) x F'(t) + F(t) x F'(v)
i ik
FOxF(t)=x(t) y'(t) z(t)=0
X(t) y'(t) z(v)
oldugundan
[F() x F'(D] = F(t) x F'(1)
elde edilir.

2. F vektor degerli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. F(t) = ||ﬁ(t)|| ise
F(©) - F'(v) = F(t) - F'(¢) dir. Gosteriniz.

Cozum:
|IF®]| = F(®) < F®) - F(t) = F2(t)
< [F® -FO] = [F2O]
S F©)-F@O +F®) - F(©) = 2F() F(b)
< 2F'(b) - E(t) = 2F(t) F'(v)
< F()-F@®) = F(t) F'(t)

3. Eger G(t) = F(t) x F'(t) - F'(t) ise G'(t) = F(t) x F'(t) - F"”'(t) dir. Gosteriniz.

Cozim: 1. Soruya dikkat edelim.

GO =FOXFOIFO)
=[FOxFOI-F'O+[FOxFOI-F'©)
= [F'(© x F'() + F© x F'(0] - F'(0) + [F© x F©] - F ()
F(O) x F'(0) - F/() + F(©) x F'(©) - F"' (1)

=FO) xF ) -F"(

4.R(t) = 3tT+ 3t27+ 2t3K, (t = 1) vektorel denklemi ile tamimlanan yériingeler
lizerindeki bir hareket goz 6niline aliniyor. Hiz vektori, hizin biiyiikligi, ivme vektort,
ivmenin biiytikliigl ve ivmenin bilesenlerini bulunuz.

Cozum:
P-4 dl:_{) - - 2 g
Hiz vektori: V(t) = T 31+ 6t]7+ 6t°k
t = 1 noktasindaki hiz vektsri V(1) = 37+ 67+ 6 K

Hizin biyiikligi: V(t) = ||\7(t)|| = /32 + (6t)2 + (6t2)% = 3V1 + 4t2 + 4t*
t = 1 noktasindaki hizin biayuklugu V(1) = ||V(1)|| =3v1+4-12+4-1* =15

— 2=
lvme vektorii: : d = %—v = d—? =67+ 12tk
t dt

t = 1 noktasindaki ivme vektériid = 67 + 12k
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ivme biiyiikliigii: a = [|a(t)]| = V62 + 122 = 65
t = 1 noktasindaki ivme biiyiikliigii a = 6v/5

lvmenin teget bileseni: a, = ((11—\,{ = % 9)=0
t = 1 noktasindaki ivmenin teget bileseni a, = 0

2
Normal bileseni: a, = kV? = %veya a’? = a? + a3

a2 =a?—a? = (6V5)? — 0%isea, = 65
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