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3. BOLUM
YONLU TUREV

SKALER ve VEKTOR ALANLARI
3.1. Tamim: Ug boyutlu uzayda bir D bélgesi verilsin;

i) Eger D bolgesi lizerinde tamiml bir f fonksiyonu cok degiskenli (skaler)
bir fonksiyon ise bu D bolgesine f fonksiyonun skaler alani denir.

ii) Eger D bolgesi tizerinde tamml bir F fonksiyonu vektorel bir fonksiyon
ise bu D bélgesine F fonksiyonun vektérel alani denir.

Ornek: Atmosferin her P noktasina T deki sicaklig1 gosteren bir T(P) sayisi
karsilik getirilirse T fonksiyonu ile bir skaler alan verilmis olur.

Skaler alanlar icin diger bazi ornekler; atmosferdeki havanin yogunlugy,
bir atmosferin basinci ve uzaydaki yercekimi potansiyeli gosterilebilirler.

Ornek: Atmosferin her bir P noktasmna o noktadaki riizgar hizin1 gosteren
bir V(p) vektor fonksiyonu karsilik getirilsin. Boylece bir vektor alani tanimlan-
mis olur ki buna hiz alani denir.

Vektor alanlar icin diger bazi ornekler; elektrik alani, magnetik alan ve
yercekimi alani gosterilebilirler.

VEKTOR ALANININ CEBIRi

3.2. Tanim: Vektor fonksiyonlarda oldugu gibi F vektor alani da
I:‘:(X, y,2)=P(x,y,2) i +Q(x,y,2) j+R(X, Y, Z)E
seklinde analitik olarak ifade edilebilir. Burada P, Q, R ler F ile aym bolgede ta-
nimlanmis skaler alanlar olup, F vektor alanim n-biles enleri adini alirlar.

3.1. Teorem: D bolgesinde taniml iki vektor alani
F=Pi+Qj+Rkve G=Ui+Vj+Wk
ve ayni D bolgesinde taniml bir skaler alan f olsun. O takdirde asagidakiler yazi-
labilir.
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i) F£G=(PtU)i+(Q+V)j+(RtW)k
i) fE=fPi+fQj+fRKk
i) FG=(PU)+(Q V)+(RW)

i j Kk
iv) FG=P Q R
Uu v w

F+G, fF ile FxG carpimlar1 yine bir vektor alan oldugu halde F.G skaler carpl-
mu1 bir skaler alandur.

Bu vektorler lizerinde yaptigimiz islemler vektor alanlarina da oldugu gibi
uygulanacagindan teoremin ispati vektorel fonksiyonlardaki gibi yapilir.

BIR SKALER ALANIN YONLU TUREVi

Tek degiskenli skaler fonksiyonlarda tiirev eger limit sagdan yaklasiyorsa
sagdan tiirev, eger soldan yaklasiyorsa soldan tiirev adi verilir. Ama bu durum
vektorlerde ¢ok fazladir. Yani sadece sagdan ve soldan olmayip vektorlerin du-
rumlarina gore degisir.

of of of

f, D skaler bir alan izerinde tiirevlenebilir olsun. f nin —,—,— kismi
0x 0y 0z

tirevleri sirasiyla x, y, z eksenleri yoniindeki degisim oranlarini yani tiirevlerini
gostermektedir. Bazi durumlarda f nin herhangi bir yondeki degisim oraninin
bilinmesi gerekir. Bu bizi yonlii tiirevin tamimlanmasina sevk eder. Simdi bu yonli
tiirevi tanimini verelim.

—

3.2. Tanim: f fonksiyonunun P, noktasinda, u=u, T+u2 i+u3 k birim

vektori yoniindeki yonli tiirevi,
f(x, +su,,y, +su,,z, +su,)—{(x,,¥,,Z,)

df

—(P,)=1lim
s (o) =1lim S
sayisidir. Burada limiti var olmasi gerekir. Yonli tiirev bazen yonlendirilmis tiirev

veya dogrultu tiirevi de denir. Gergekten D deki bir P,(x,,y,,Z,)€D noktasimin
yer vektorii R, olsun. u=u, T+u2 i+u3 K birim vektsrii P, da bir y6n tanimla-

maktadir. Asagidaki sekilde goriilmektedir.
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U vektori yoniinde bulunan ve baslangici Po olan yar1 dogru tzerindeki
herhangi bir P(x,y,z) noktasi ﬁ:ﬁo +su yer vektori ile bellidir. Burada s, Po

dan P noktasina olan uzakliktir. Bu yer vektorii koordinatlar cinsinden;
X=X, +SU;, Y=y, +SU,, Z=Z, +SU,
demektir.

Baslangic1 Po noktasinda ve U birim vektorii yoniinde f nin yénli tiirevini
su sekilde de yazabiliriz.

ds s—0 S
Bu esitligi acik sekilde yazarsak,
df of of of
&(Po) = &(Po) u; + E(Po) u, + E(Po) Us
=fx(P0) U, +fy(Po) U, +fz(Po)u3

olur.

Ornek: f(x,y,z)=3x"+2xy+yz’ skaler alamnin P,(1,—1,2) noktasinda-
ki A=31-27++12k vektorii yoniindeki yonlii tiirevini bulunuz.

Cozim: a—f:fX:6X+2y
ox
g:fy:2x+zz
of
—=f =2yz
oz Y

olup, P,(1,—1,2) noktasindaki degerleri,
f (P)=6.1+2(-1)=4, f (P,)=2.1+2*=6, f (P,)=2(-1)2=—4

ve
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4] =1 + (20 +/12" =5
olup, A ile ayn1 yondeki birim vektor

ﬁ*3a2~\/_~

U= — —k
o] s 5
dir. Bura da u, :E' u, :_é' u, :_\/E diir. O halde vektorii yoniindeki yonlii
tiirev
ﬁ((l'_lpz)):4‘ § +6. —z —4 \/ﬁ :—4\/E
ds 5 5 5 5
olur.

Ornek: f(x,y)=x"y+2e’ skaler alanmnin P,(1,1) noktasindaki ve x-
ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin dlgiisiic a.=30° ise bu ag1 yoniindeki yonlii
tlrevi nedir?

Cozlim: Buna gore ﬁ=C053OT+Sin3OT ve

f f

a—:fX =2xy, 8—=fy =x’ +2¢’

ox oy
dir. Py(1,1) noktasindaki degeri f,(P,)=2.1.1=2, f (P))= 1° +2e' =1+2e olur.

Birim vektorii 4 =cos30i +sin3 0} dir.

O halde U yéniindeki yénlii tiirevi,

%(1, 1)=2c0530+ (1 +2¢)sin30=~/3 + 2
S

olur.

Ornek: f(x,y)=xy—Iny skaler alammin P,(3,2) noktasi ve

R(t)=cost i+2sint j, t>0 egrisi iizerindeki yonli tiirevini bulunuz.

Cozim: f{(t) =costi+2sint
R'(t)=-sinti+2cost j
= J(=sint)’ +(2cos t)* =v/1+3cos’t

_ R'(t) 3 sint - 2cost -

U= - i+ j
v1+43cos?’t  +1+3cos’t
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f(xy)=y—-Iny=f (3,2)=2-In2

1 1 5
£ (xy)=X——=F(3,2)=3-2=2
y(XY) X y y( ) 2 2

(2—In2)sint Scost
+
J1+3cos’t +1+3cos’t

df
—(3,2)=
s >r2)

BIR SKALER ALANIN GRADIYENTI

Diferansiyellenebilir bir f fonksiyonun dogrultu tiirevini hesaplamak igin
daha etkin bir denklemden bahsedelim. O da sudur:

P,(X,,Y, »Z,) dan gecen ve ti=u, i+u, j+u, K birim vektorii yoniinde
artan yay uzunlugu parametresi s ile parametrize edilen
X, +Ssu,,y, +su,,z, +Su,
dogrusuyla ise baslariz. Bu durumda zincir kuralini kullanarak

df of dx of _.dy of _ _dz
= (P,)=—(P,) —+—(P P)—
ds( 0) 5 (F) (F) o)ds

- _J’__

ds oy ds o0z
of of of

:&(Po)u1 +5(Po)uz +£(Po)u3

of - of - of =~ - - =~
—{&(PO)I"FE(PO)]+£(Po)k}[u1 1+U, J+U; k]

bulunur.

3.4. Tanim: D bolgesinde taniml f skaler alaninin P(x,y,z)eD noktasi ol-
sun.

gradf(P)::Si(P)T4~§§(P)T4—§£(P)E

olarak tanimlanan vektore f skaler alaninin P noktasindaki gradiyenti denir.
= 0~ O0- 0
V=—i+—j+—k
ox oy oz
gosterimine Nabla operatorii ya da Del operatorii adi verilir. Bu operator yardi-
miyla,

grad f(P)=V f(p)
seklinde yazilabilir.

Gradiyent tanimum kullanarak f'nin P noktasinda ve U birim vektori yo-
niindeki yonli tiirevi kisaca,
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%(P) =grad f(P).i=V f(p)
S
seklinde ifade edilir.

Ornek: f(x,y)=x’cosy+xy+z* skaler alam verilen P,(2,0,1) noktasin-
daki gradiyentini bulunuz.

Cozim:

§:3x2cosy:>g(2,0,1):3
15):4 15):4

g:—x3siny+X:>ﬁ(2,0,1)=2
oy oy

of _
0z
gradf(x,y)=31+27+2k

Zz:>8—f(2, 0,1)=2
0z

Ornek: Bir skaler alamin gradiyenti iizerine R=x i+ y ] +zk ve

r=+/x°+y*+z* olmak iizere gradr" =n.r" R oldugunu gosteriniz.

Coziim:
gradr" =Vr"
0 0 0 n
Z(&,g;aj (x* +y* +2°)"

n

={2xg(x2 +y° +zz)71 ,2y%(x2 +y? +zz)71 ,Zz%(x2 +y? +zz)71

=n(x’*+y* + 22)5_1 (x,y,2)

Ornek: u ve v diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Bu takdirde;
Vi(uv)=uV3v+2Vu.Vv +v.Viu
dur.

0 ou ov 0 ou ov 0 ou ov
=—|V.—+Uu— |[+—| V.—+Uu— [+ —| V.= +u—
0z oz
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ov du o’u ovou o ovou 0°u ouov  0*v
Vet —— +U— |+
X X ox* oxox  0x°

[8u8v o’u v
H2——+v—+

=2VuVv +uViv+v.Viu
=uVv+2VuVv+v.Viu//

——t+Ve—t——+u_— |+
oydy oy° oydy oy
ov Ou o‘u ovadu o*v
+| ——+V.—+——+u
0z 6z 0z 0z oz 0z*

5

Vektorel analizde 6nemli rol oynayan Y operatoriiniin ve dolayisiyla gra-

diyentin sagladigi bazi 6zellikleri verelim.

3.2. Teorem: D bolgesinde diferansiyellenebilir iki skaler alan f ve g olsun-

lar. Bu takdirde;
1. V(f+g)=Vf+Vg
2. V(cf)=cVf, c bir sabit
3. V(fg)=f Vg+g Vf

. 6(%:gi_ng

g g’

dir.

Ispat: Bu esitliklerin her biri V nin tanim kullanilarak kolayca gosterilebi-

lir. Biz burada 3. sikkin ispatin1 gosterecegiz.

)] of - of - of —~
V(f.g) ——(f.g) i +g(f.g) j +£(f.g)k

_(f8g+g8fj f%+g ot ]+(f8—+g§jf{

ox  0x oy oy oz 0z

_f %85 6g1+%1~( +g gf+gf+§f<
ox oy = oz oy

=fVg+g Vf
elde edilir.
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Ornek: f(x,y)=x*+y?, g(x,y)=3xy ise V(f.g) ve ﬁ[ij yi bulunz.
g

Cozlim: §f=2xf+2yf ve §g=3yi+3xi
V(f.g)=f Vg+g Vf
=(2x)(3y i+3x j)+3xy(2xi+2y j)
=6xy(x+1)i+6x(x+y?)]j
ﬁ(ﬁjz gﬁf—Zfﬁg
g g
(2x)(By i +3xj)—-3xy(2xi+2y j)
) (3xy)’
6x(x—y)i+6x(x-y?)]j
= 9X2y2

F ~
3.3. Teorem: fnin yonlii tiirevinin maksimum degeri j—(PO):HVf(PO)H
S

dir.
ispat: Kabul edelim ki V f(p)#0 olsun ve V f(p) ile ii vektdrii arasindaki

ac1 O ile gosterilsin. Skaler ¢arpimin geometrik 6zelliginden,

S—Z(P) =V f(p)U=|v f(p)HHPJcos 0=[Vt(p)

1

cosO

. .. T . cap U . i
elde ederiz. Bu tliirev 0<0< 5 ise pozitif, 5 <0 <m ise negatiftir.

L
Y

ﬁ::-[}

ds

%(P) = H? f(p)Hcos 0
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esitliginde cos0=1<>0=0 iken yonli tiirev maksimum degerini alir. Bu deger

Hﬁ f” olur. Bu durumda V f nin i ile ayn1 yonde olmas: halinde dogrudur.

Ornek: f(x,y,z)=x"+2y®+3z° skaler alammn P,(2,1,1) noktasinda
f'nin yonli tirevinin maksimum oldugu degeri bulunuz.

Cozim: f'nin yonlu tiirevinin maksimum degeri %(Po)zuﬁf(l% )H dir.
S

of of

—(F,)=2x=—(2,1,1)=4

) P CER)

a—f(PO) =4y = a—f(z, 1,1)=4

oy )¢

of of
—(P,)=6z=>— 2,1’1 =6

Vi(2,1,1)=41+4j+6k

Hﬁf(z, 1, 1)” =\4% +4% +6° =217

Ornek: f(x,y,z)=xy+y’z+xy olsun. P,(1,2,—1) noktasinda f'nin y6nlii

tirevinin maksimum oldugu yonii belirleyiniz. Maksimum ve minimum degerini
ve yoni hakkinda bilgi veriniz.

Cozim: f'nin gradiyenti,
grad f(x,y,2)=(2xy +y) i +(x* +2yz+x) j+y* k

df
dir. O halde P,(1,2,—1) noktasinda s nin maksimum degeri gradiyenti vektori
S

yOniinde,
gradf(1,2,-1)=(2.1.2+2) 1 +(1* +2.2(-1))j+(-1)* k=61 -3 j +k
yoniindedir. Maksimum degeri ise,

?(1, 2,-1) =grad f(1,2,—1):\/62 +(-3)* +17 =J46
S

max

dir. Minimum deger ise; gradiyent vektdriin zit yoniinde yani —4?—103—112
yonindedir ve degeri —+/46 dir.

Ornek: Bir oda icindeki sicaklik dagiimi f(x,y,z)=x°i+y? j+z° k ile
veriliyor. Sicakligin yiikselme oraninin hangi yonde maksimum ve minimum de-
gerlerini ve yonleri konusunda yorum yapiniz.
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Cozum: f{,(x, y,z) noktasindaki yer vektorii olma lizere;

grad f(x,y,2)=2(xi+y j+z R):Z R
dir.

Burada sicaklik artis oram R yer vektorii boyunca orijinden uzaklastik¢a

artar ve maksimum degerini R nin u¢ noktasinda alir. Bu sicakli k-artis oraninin

maksimum degeri ||grad f|| =2\x*+y* +7z* ye esittir.

Minimum sicakhik yonii orijine giden yondedir. Yan1 R nin zit yoniindedir.

3.1. Aksiyom: Bir Po noktasindan belirli bir u yoniinde kiigiik bir ds me-
safesi kadar ilerledigimizde, f'deki degisimi 6ngdrmek igin

df=(Vﬂp.ﬁ}ds

ile bulunur. ds artim miktari, (Vf|p .u) yonli tiirevdir.

Ornek: P(x, y, z) noktas1 Po(0, 1, 0) noktasindan P1(2, 2, -2) noktasina dog-
ru 0,1 birim ilerlerse,
f(x,y,z)=ysinx+2yz
fonksiyonunun degerinin nasil degisecegini tahmin edelim.
Cozim: fnin Po’da KP{ =21+ ] -2k yontindeki dogrultu tiirevini buluruz.
Bu vektoriin yonu

B —

PP, 2-
PP,

li= +1}—Zf<
3° 3

dir. f'nin Po’daki gradiyenti de
grad f(0,1,0)=(ycosx) i +(sinx+2z) j +(2y) E‘(O o i+2k

dir. Bu sbeple,
s o2 12 2=) 2 4 2
radf(0,1,0)u=(i+2k) -i+=j—=k |=——==—=
grad f( )u=( {3 3173 J 273" 3
olur. Po’dan U yoniinde ds = 0,1 birim ilerlemeden dolay1 f'de olusacak degisim
yaklasik olarak

df =(grad f(0,1,0).u)(ds)= (— %}.0,1 ~-0,067br

olur.
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GRADIYENTIN YUZEY NORMAL OZELLIGI

3.5. Tanim: D bolgesinde diferansiyellenebilir bir f(x,y,z) skaler alammn
goz oniine alalim. ¢ sabit olmak tizere f(x,y,z)=c denklemi S yiizeyini gdsterir.
Bu tip ylizeylere seviye ylizeyleri denir.

S seviye ylizeyi lizerindeki bir Po noktasinda f'nin gradiyent vektori yiize-
ye diktir. Buna gore ytizeyin Po noktasindaki birim normal vektort,

_ Vf(R)
n=r -
VE(P,)|
olur.
3.4. Teorem: f'nin Py noktasinda
i) Teget diizlem denklemi;
of of of
&(PO)(X—XO)-F5(130)(}7—}70)-}-&(130)(2—20) =0
ii) Normal dogru;
of of of
X=X, +&(P0)t, Y=Y, +5(P0)t » 277, +z&(P0)t
seklindedir.

Ispat: i) Po noktasinda yiizey normali yiizeye dik oldugundan yiizeyin teget
duzlemine de diktir. O halde S yizeyinin Po noktasindaki teget diizleminin denk-
lemi

(R=R,).Vf(P,)=0

vektorel denklemi ile veya
of - of - of -
&(Po)(x_xo) 1 +5(P0)(Y_YO) ) +5(P0)(Z—Z0)k:0

kartezyen denklemi ile verilebilir. (Burada RO, P,(X,,¥,,Z,) noktasmnin yer vek-

tori, R ise teget diizlem tUzerindeki degisen bir P(x,y,z) noktasinin yer vektori-
nili gostermektedir.)
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ii) Bu ozelligi gostermek okuyucuya birakilmistir.

2
Ornek: X?+y2=3 elipsinin P(—3,1) noktasindaki tegetinin denklemini

bulunuz.

P(-3,1) 3 5+
K‘/awﬁ

2
Cozim: Elips, f(X,y)=X3+y2 fonksiyonunun bir seviye egrisidir. f'nin

P(—3,1) 'deki gradiyenti

:—EY+Zi
(-3.1)

gradf(-3,1)= Z?X i+2yj

olarak bulunur. Teget ise,
2
—g(x+3)+2(y—1)=0

x—-3y=-6
dogrusudur.

3.6. Tanim: Bir bélgeyi icine alan yiizeye kapal yiizey denir. Ornegin kiire
yizeyi bir kapal yilizeydir. Boyle bir ylizey lizerinde ylizeye distan normal birim
vektore, dis birim normal vektdr adi verilir. Yiizey lizerinde tanimh bir p skaler
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alaninin dis birim normal vektdri yoniindeki tlrevine dis normal tirev denir ve

de olarak yazilr.

dn

BIR VEKTOR ALANIN YONLU TUREVI

3.7. Tammm: Bir D bolgesinde P, Q, R ler diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olmak iizere, D de tammh bir F=Pi+Q j+R Kk vektér alanim gdz 6niine alahim.
P,(X,,Y,,Z,) €D noktasinda bir birim vektér ti=u, i+u, j+u, k olsun. F vek-
tor alaninin Po noktasinda ve u vektori yontndeki yonli tirevi,

F(XO +su,,y,+su,,z,+S u3)—§'(xo,y0,zo)

dF

—(P,)=1lim
ds s—0 S
limit degeri olarak tanimlanir. Bu tiirev yine bir vektor alandir.

Yonlii tiirevini F nin bilesenleri cinsinden yazarsak,
dF dP._ .- dQ.. .- dR,. .-
—((P,)=—(P,)i+—(P,)j+—(P,) k
ds(o) ds(o) ds(o)l ds(o)

olur.

Not: Bir vektor alanini n yonlil tiirevinin bile senleri o alanin bilesenleri-
nin yonli tiirevlerine esittir.

Vektor alanin yonlii tiirevinin ifadesi asagidaki gibi yazilabilir
%(PO) =(U.VP)i+(U.VQ)j+(UVR)k
Diger taraftan,
ﬁ.§:u1§+u2%+u3§

oldugundan,
dP: T g - g T =
d—(PO) =(UV)(Pi+Q j+Rk)=(UV)F
S
sekilde ifade edilir.

Ornek: ﬁ(x,y,z) =xy* 1 +x%y j +2° k vektor alaninin P,(2,1,—1) nokta-

sinda ve A=1+ 2} —k vektorii yoniindeki yonli tiirevini bulunuz.

Cozlim: A=T+2}—k ise A=\/22+12+(—1)2 =6
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1 Y re e 2 e 2 1 T

=— 1+2x +—(2xyi+Xx ——(2zk

\/g(y yi) \/g( y j) \/g( )
E(2,1,—1):—4 (41i+4j+Kk)

J6

BiR VEKTOR ALANIN DiVERGENSI

3.8. Tanim: D bolgesinde tanimlanmis bir vektér alani F= PT+Q ] +Rk
olsun.

div1?“=@+a—Q+a—R
15)'4

oy 0z

ifadesine F vektor alaninin divergensi denir.

Bir vektor alanin divergensi bir skaler alandir. Nabla (ﬁ) operatoriinii
kullanarak F vektor alaninin divergensi,

divF=VF
dir.

Not: Nabla (6) operatorii bir vektor olarak goz oniine alinmasina ragmen
bir vektériin biitiin 6zelliklerine sahip degildir. Ornek olarak divF=V.F bir ska-

ler oldugu halde

Ev=rQR| 2,2, 2 ]-pL gl RS
0x 0y Oz
ifadesi bir diferansiyel operatér gosterir. Bu da divF ile ayni degildir. Biz biliyo-
ruz ki skaler ¢carpim degisme o6zelligine sahiptir.

Ornek: li(x,y,z):yf+zf+xlz ve é(x,y,z)zxzzf+yzxf+zzylz oldu-

guna gore div(Fxé) yi bulunuz.

Cozim:
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i
Exio|y

x’z y’x 7%y

NN =
N R

=2y -y -(2y* ~x'2) J+(y'x-x"z")k
div(FxG)=—2xy* — 2yz? —2x%z

3.5. Teorem: D bolgesinde diferansiyellenebilir iki vektor alan F ve G ol-
sunlar. Bu takdirde;

a) div(F+G)=divF+divG, (V.(F+G)=V.F+V.G)
b) div (f.F)=fdivF, (V.(fF)=fV.F)
dir.

Bu teoremin, divergens tanimi ve tlirevin bilinen kurallar1 yardimiyla ispa-
t1 gosterilebilir.

Ornek: ﬁ(x,y,z) =Xy i +(x*+y?) j+(y +2) k vektor alammn divergen-
si nedir?

Cozum:
9

ay(x2 +y2)+§(y+z) =2xy’ +2y+1
z

- 0
div F=—(x°y*)+
8)(( y)

Ornek: ﬁ(x,y):{— 5 Y 2:|T+|: 5 X 5 }j vektor alaninin divergensi ne-
X“+y X“+y

dir?

Coziim: diVﬁ=i— zy 5 +i ZX ~1=0
ox| x“+y oy| X" +y

Ornek: R=x1 +y ] +zk ve r=4x*+ y* +z* olmak iizere r'nin tiirevle-
nebilir herhangi bir fonksiyonu f olsun. Bu durumda asagidaki esitliklerin dogru-
lugunu gosteriniz.

a) div(gradr")=n(n+1)r"? neN

b) RxVf(r)=0
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Cozum:

a) div(grad r")=

o n—2 Kl n-2 o n-2
=—|n(x*+y*+z*) 2 x |[+—|n(x*+y* +z°) 2 y |[+—| n(x* +y° +z°) ? z
ax([ y +z7) J 8y(( y*+z7) yJ 82(( y +z7) J

n-2 n—4 n-2
- n - -
=n(x*+y*+z*) ¢ +nx 2X(x°+y*+2*) 2 +n(x’+y*+2%) 2

+

—4

n—4 n-2 -2 n
27(x* +y°® +z%) 2

+ny.nT_2.2y(x2 +y?+2) 2 +n(xP+y’+z%) 2 +nz2

n-2 n-2

=3n(x*+y*+z°) 2 +n(n-2)(x*+y* +z°) 2
n-2

=[Bn+n(n-2)](x*+y* +z°) 2

=n(n+1)r"?
~ 0 - 0 - 0 -
b) Vf(r) = &f(r) 1+ gf(r) ] + af(r) k

=f(r)r, +1f(r)r, j+f(r)r,k

=f(r)[r, i+r1, j+r, K]

- (1) X it Y i+ z k
_1/)(2+y2+z2 \/x2+y2+z2 \/x2+y2+z2
X

VX2 +yt+7°

=f(r)r'R

=£(r)

(xf+yi+zl#<)}

dir. O halde
RxVE(r)=Rx(f(r)r 'R)=f(r)r '"RxR)=0
olur.
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Pierre-Simon Laplace
23 Mart 1749, Beaumont-en-Auge, Fransa - 05 Mart 1827, Paris, Fransa

3.9. Tanim: Bir D bolgesinde tanimlanmis skaler alan f olsun. f nin gradi-
yenti,

gradf:ﬁf:a—fha—fha—fﬁ
ox oy 0z

bir vektor alanidir. Bu vektor alaninin divergensi

2 2 2 2 2 2
div(grad f)=V.¥f =2 £+ 0 E 49 f: 52 + 0 —+ 52 f=V°f
ox° oy° oz ox~ oy° oz
Bu ifade f skaler alaninin laplasiyeni olarak bilinir.
- = = o> o* &
VV=Vi=s— 4 —+—
ox~ oy~ oz

operatoriine ise Laplace operatori adi verilir.

Matematiksel fizigin, kismi tiirevli denklemlerinden 6nemli biri V=0
Laplace denklemidir. Bu denklemin ¢6ziimii olabilen fonksiyonlar harmonik fonk-
siyonlar adi ile anilmaktadir.

3.10. Tamm: D de tanimli bir vektér alam F olsun. Eger D de 64):13 ola-
cak sekilde bir ¢ skaler alanmi varsa, F vektor alanina korunumlu alan denir. ¢ ska-

ler alanina ise F nin potansiyel fonksiyonu ad verilir.

3.6. Teorem: Korunumlu bir alanin potansiyel fonksiyonu keyfi bir sabit
fonksiyon farkiyla tekdir. Yani ¢, ve ¢, her ikisi de F nin potansiyel fonksiyonu
iseler ¢, —¢, sabittir.

ispat: p=¢, — ¢, ise Vo=V, —V¢, =F-F=0
olur. Bu sonucta ¢ sabit oldugunu gosterir. (Pratikte bu sabit yerine sifir alinir.]

Ornek: Bir F korunumlu vektor alani
F(x,y,z)=(yz+e" cosy) i+ (xz—e*siny) ] +(xy +2x) k
ile veriliyor. Bu alanin potansiyel fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Istenen ¢ potansiyel fonksiyonu ﬁd):le denklemini saglar.

F=(¢,, ¢,,9,) oldugundan
b, =yz+e*cosy, ¢, =xz—e*siny, ¢, =xy +2z
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denklemleri saglanmasi gerekir. Bu denklemlerin birincisini x'e gore integre eder-
sek,

d=xyz+e" cosy +f(y,z)
dir. Burada f keyfi bir integrasyon sabitidir. ¢ fonksiyonunun y'ye gore tiirevini
alr, F nin ikinci bileseni ile esitlersek,
¢, =xz—e"siny +f (y,z)=xz—e"siny
olur. Buradan f (y,z)=0 dir. Bu da f,y den bagimsizdir. O halde ¢ fonksiyonu
d=xyz+e" cosy +f(z)
bicimindedir. Bu ifadeyi z'e gore tiirevini alir F nin liclincil bileseni ile esitlersek,
b, =xy+f'(z)=xy+2z
olur. Buradan
f'(z)=2z
f(z)=z" +c, (c keyfi bir sabit)
elde edilir. Boylece istenilen ¢ potansiyel fonksiyonu,
d=xyz+e*cosy+z° +c
olarak bulunur.

Ornek: Bir F korunumlu vektor alani
F(x,y,z)=e*cosz i +2y j —*sinzk
ile veriliyor. Bu alanin potansiyel fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Istenen ¢ potansiyel fonksiyonu ﬁd):le denklemini saglar.

F= (¢,,9,,9,) oldugundan
o, =e*cosz, o, =2y, ¢, =—e*sinz
denklemleri saglanmasi gerekir. Bu denklemlerin birincisini x'e gore integre eder-
sek,
d=e"cosz+f(y,z)
dir. Burada f keyfi bir integrasyon sabitidir. ¢ fonksiyonunun y'ye gore tiirevini
alir, F nin ikinci bileseni ile esitlersek,
o, =f,(y,2)=2y
olur. Buradan f (y,z)=2y dir. O halde ¢ fonksiyonu
d=e*cosz+y* +f(z)
bicimindedir. Bu ifadeyi z'e gore tiirevini alir F nin tictincii bileseni ile esitlersek,
¢, =—e*sinz+f'(z)=—e"sinz
olur. Buradan
f'(z)=0
f(z)=c, (c keyfi bir sabit)
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elde edilir. Boylece istenilen ¢ potansiyel fonksiyonu,
d=e*cosz+y’+c
olarak bulunur.

Ornek: Bir F korunumlu vektér alani
= —yi+xi
Fx,y)=—"%—~

X' +y

ile veriliyor. Bu alanin potansiyel fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Istenen ¢ potansiyel fonksiyonu ?d):lf' denklemini saglar.
F= (0., 0,,0,) oldugundan

-y
o, = < +y2’ (I)y

X

X +y?
denklemleri saglanmasi gerekir. Bu denklemlerin birincisini x'e gore integre eder-

sek,
b= _j dx _ —1jd—zx =— arctan(iJ +1(y)
y y

dir. Burada f keyfi bir integrasyon sabitidir. ¢ fonksiyonunun y'ye gore tiirevini

alir, F nin ikinci bileseni ile esitlersek,
X

2

b, =———+£,(y)=
1+ [Xj
y
olur. Buradan f (y)=0 dir. Boylece ¢ fonksiyonu

X
o= —arctan(—j +c

y
x> +y°

y
olur.
BIR VEKTOR ALANININ ROTASYONELI (CURL)
3.11. Tamim: Bir F vektor alani,
F(x, y,z)=P(x,y,2) i+ Qx,y,z) ] +R(x,y,z)k
verilsin.

rotﬁ:{a_R_a_an(@_a_Rji{a_Q_@jﬁ
oy oz oz Ox ox oy



www.matematikl.com 20

olarak tamimlanan yeni bir vektor alamina F nin Rotasyoneli denir. Nabla (6)
operatoriinii kullanarak rotasyon ifadesini

i j k
ot =S 200
ox 0oy 0z
P Q R
biciminde yazmak daha kullanishdir. Bu ifadeyi de

rot F=VxF
seklinde yazabiliriz.

Ornek: F=xy?i+xsin(yz)]j+e’z*k vektor alam veriliyor. rot F y1 bu-

lunuz.
Coztim: Rotasyonun tanimindan
i j k
orfz 2 2 2
ox oy 0z
xy> xsin(yz) e'z’
=[z%" —xycos(yz)]i +[-2xy +sin(yz)]k
bulunur.

Ornek: F=(y*z?)1+(x%2?)j+(x*y*)k vektér alam veriliyor. rotF yi
bulunuz.

Cozlim: Rotasyonun tanimindan

i j k
otf=| &2 O
ox 0oy 0z

yzzz XZZZ X2y2
=2x3(y—2z) 1 +2y*(z—x) j +22°(x—y)k

bulunur.

Ornek: lE(x,y,Z) —yi+zj+x k ve é(x,y,z) =X’z 1+y"X j+7%y k oldu-
guna gore asagidaki ifadeleri hesaplayiniz.

a) rot(Fx G) b) (rotF)x (roté)

Cozim:
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i j
a) rot (FxG)= 9 o —
10)'¢ oy 0z
Py -yt —2y +x’z yix-x7?

» ®

=By*x—x° +2yz) i —(2y +2x —2yz) j +(z* —z°) k

i j k
b rotF=| > 2 9§ 5k
x oy oz
z Yy X
i j Kk
rotG=| L 22 =722 i+x°j+y*k
ox oy o0z
X’z y’x 7%y
i j k
(rotF)x(rotG)=|-1 -1 -1
ZZ XZ y2

=(x*-y)i-(Z* -y} j+(# -x)k

3.6. Teorem: D bélgesinde diferansiyellenebilir iki vektér alan F ve G ol-
sunlar. Bu takdirde;

a) rot(§'+f}):rot13+roté, (?x(ﬁ+é):§x§+§x(})
b) rot (fF)=frotF, (Vx(fF)=(f V)xF+Vf+F)
dir.

Bu teoremin, rotasyon tanimi ve tiirevin bilinen kurallar1 yardimiyla ispati
gosterilebilir.

Ornek: Asagidaki ifadelerin dogrulugunu gosteriniz.

a) div(gradf)=V?*f

b) rot(gradf)=Vx V=0

¢) div(rot F)=V.(VxF)=0

d) rot(rot F)=grad(div F)-V*F
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Gozim: gradf=Vf, divF=V.F, rotF=VxF
a) div(grad f)=V.(Vf)=V*f

b) rot(gradf)=§x§f=0

¢) div(rot F)=V.(VxF)=0

d) rot(rot F)=Vx(VxF)=V.(V.F)—(V.V)F =grad(div F)- V*F
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