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4. BOLUM
EGRISEL INTEGRAL

GIRIS

Bu béliimde skaler ve vektor alanlar iizerinde egrisel integralleri in-
celeyecegiz.

'Tf(x) dx ve ” g(x,y)dxdy

integralleri temel matematikten bildigimiz tek ve cift kath integrallerin ya-
pilarinin dogal bir genellestirilmesidir. (Bu integraller xy diizleminin bir
bolgesinde vex'in bir aralig1 lizerinde f ve g fonksiyonlari tanimlanir).

Egrisel integralde integrand fonksiyonu bir uzay egrisi lizerinde, yii-
zey integrali de bir ylizey lizerinde tanimlanmis olacaktir.
SKALER ALANLARIN EGRISEL INTEGRALLERI

Uzayin D bolgesinde tanimlanmis bir diizgiin egri C olsun.
R(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, a<t<b
olmak iizere vektorel fonksiyon konusunda C egrisinin yay uzunlugu

s(t)= THR'(X)H dt

oldugu gosterilmisti. Bu durum ds:‘ﬁ'(t)u dt olacaktir.

f skaler alan1 D bolgesinde siirekli oldugunda f, C egrisi iizerinde ta-
nimh ve stirekli olup, her a<t<b icin f[x(t),y(t),z(t)] degerlerini alir.

f'nin egrisel integrali C egrisi boyunca J. f ds seklinde gosterilir ve

C

[ty z) ds= [f[x(£),y(6),2()]R (1) dt

belirli integrali ile hesaplanir.
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Eger f=1 ise bu integral C egrisinin yay uzunlugunu verir.

Ornek: C egrisi f{(t) =costi+sint j+3t k, 0<t<2m helis oldugu-
na gore

I(x+y+z)ds

integralini hesaplayiniz.

Cozim: f{(t) =costi+sint ] ++/3tk
R'(t)=—sint T+cosntf+\/§ k

Hf{’(t)u = \/(—sin t)* +cos’t + J3' =2
dir. Ayrica s(t)= Hli'(x)”dt =2dt olacagindan

2n
I(x+y+z)ds:2J.cost+sint+tdt
c 0

221':

. t
=2/ sint—cost+—

0
dir.

Ornek: C egrisi x*+y”=16 cemberi olup yonii saatin dénme yénii-
niin tersinde olduguna gore
[x*-y*)ds

integralini hesaplayiniz.

Coziim: x°+y®=16 ¢emberinin parametrik denklemi X=4cos0,
y =4sin0, 0<0 <2 oldugundan vektorel denklemi

ﬁ(t) =4cost i+4sint j

R'(t)=—4sint i +4cosnt j

‘li'(t)” —4%sin®t+4%cos’t =4
ds= Hﬁ(e)u do=4do0

dir. O halde
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2n
J‘(x2 —y*)ds= J‘[42 cos’0—4sin”0].4do
c 0
2n
=4’ [(cos®0—sin”0) do
0

2n
= %sin 20
2

=0//

0

4.1. Teorem: f(x,y,z), C uzay egrisinin iizerine yerlestirilmis bir te-
lin (x,y,z) noktasindaki yogunlugu ise

M= j fds
ifadesi telin kiitlesini verecektir.

Ornek: y =x’paraboliiniin (0, 0) ve (3, 9) noktalar arasina yerlesti-
rilen bir telin yogunlugu f(x,y)=x ise bu telin kiitlesini bulunuz.

Coziim: S6z konusu paraboliin vektorel denklemi
R(t)=xi+x*]j, 0<t<3

olup yay uzunlugu
ds= ‘ f{'(x)de =1+4x°

dir. Boylece istenen telin kiitlesi

3 3 3
M:des:jxx/1+4x2 dx = 12(1+4x2)3/2 =%(37\/§—1)
0

0 0 1

bulunur.

Ornek: Parametrik denklemi x(t)=cost+tsint,
y(t)=sint—tcost, 0<t<2m olan egri lizerine yerlestirilen bir tel pargasi-

nin herhangi bir P(x,y) noktasindaki yogunlugu f(x,y)=+/x>+y” ise bu
telin kiitlesini bulunuz.

Cozim: Parametrik denklemi verilen egrinin vektorel denklemi
R(t)=(cost+tsint)i+(sint—tcost)j, 0<t<2m
f{’(t) =(-sint+sint+tcost)i+(cost—cost+tsint)j
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R'(t)=tcosti+tsintj
olup, ds yay uzunlugu

ds =‘§’(t)“dt =Jt?cos’ t+t?sin’ t dt =t dt
dir. O halde istenen telin kiitlesi

M :Jf(x,y) ds

2n
= J.[(cost+tsint)2 +(sint—tcost)*]"/* tdt
0

2n
= [t(1+)* dt
0

2n

1
= (1+t2)?
;(1+ )

0
:%[(1+4n2)3/2—1]

olur.

4.2. Teorem: Toplam kiitlesi M olan bir telin (X,y,z) agirhk merke-

zinin koordinatlari

_ 1
X = Mjc'x.f(x,y,z) ds

_ 1
y M!y.f(x,y,z) ds

Z

1
M_[z.f(x,y,z) ds

dir.

Ornek: x°+y”?=9, (y=>0) ¢emberinin iist yarisi iizerine yerlestiri-
len bir telin yogunlugu f(x,y)=y ise bu telin agirlik merkezini bulunuz.

Coziim: Cemberin st yarisinin vektorel denklemi
R(t)=3cos0i+3sin0j, 0<O<x
olup, ds yay uzunlugu

ds= \ ﬁ'(e)ude = J(~3sin0)* +(3cos0)*d0 =3 dO

dir. O halde istenen telin kiitlesi
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M :]Ey ds:f(3sin 0)3d6=9(—cos6) =18
0 0

dir. Telin agirlik merkezinin koordinatlan (X,y) ise simetriden dolayr x=0
olur. y ise

_ 1
y= M!y.f(x,y,z) ds

1 ™
=—|(3sin 0)*3d6
18!( )

_3n
4

bulunur. O halde kiitle merkezinin koordinatlar (0,%) noktasidir.

4.1. Tanim: C egrisi lizerindeki her bir P(x, y, z) noktasinin sabit bir
L dogrusuna uzakhig1 d(x, y, z) olmak tizere telin L ye gore Eylemsizlik Mo-
menti

I, = Idz(x,y,z).f(x,y,z) ds

dir. Eger L dogrusu z-ekseni oldugunda d* =x*+y? olacagindan eylemsizlik
momenti

I =_[[X2 +y°)f(x,y,z)ds

C

dir.

4.2, Tanim: Eger f teldeki 1s1 degerini belirleyen bir fonksiyon ise o
takdirde L telin uzunlugu olmak iizere
1

L J.f(x,y,z) ds

egrisel integraline teldeki ortalama sicaklik derecesi denir.

Ornek: f{[t) =costi+sintj+t k, 0<t<27 helisin Ixyz ds integ-

ralini hesap ettikten sonra helisin ortalama sicaklik derecesini bulunuz.

Cozim: Helisin uzunlugy,
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L= [ds= [VZde =242
c 0

ve f(x,y,z)=xyz helisin (x, y, z) noktasindaki 1s1 derecesini ifade eden bir
fonksiyon oldugundan, helisin ortalama sicaklik derecesi

1 1 7 1

—=|f(x,y,z)ds=——— tsin tcos t/2dt =——

L I 2\/575;[ 4
dir.

U¢ boyutlu uzayda f(x, y, z) in bir C egrisi boyunca x, y, z degiskenle-
rine gore egrisel integralleri de su sekilde tanimlanir.

j f(x,y,2)dx = Tf(x(t),y(t),z(t)) x'(t) dt
[(xy.2)dy = [f(x(0),y(t),2(0)) y' (1) dt

If(x,y,z) dz= ]j‘f(x(t),y(t),z(t)) z'(t)dt

dir. Eger f(x,y,z)=1 alirsa sirasiyla integraller

x(b)—x(a), y(b)—y(a),z(b)—z(a)
oldugu goriiliir.

Not: C egrisi boyunca hareket eden bir partikiilin hiz1 R'(t) oldu-

gunda bu partikiilin yer degisimi koordinat eksenleri Uzerindeki izdisii-
mudur.

Iki boyutlu oldugunda, xy diizleminde bir egri C olup, bu egri boyun-
ca f(x,y)>0 olmasi durumunda f nin egrisel integrali geometrik bir anlama

sahiptir.
AZ

..

—> Y

27 £(x,9)

x, Y)
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Sekil 4.1.

Geometrik olarak Sekil 4.1. den de goriliyor ki C egrisi her bir
(x,y)eC noktasindaki ytiksekligi f(x, y) olarak verilen diisey bir silindir

ylizeyini meydana getirir.

Burada If(x,y) ds egrisel integrali yilizey alanini verir. Ayrica
j f(x,y)dx ve jcf(x,y) dy integralleri de silindir ytlizeyinin xz ve yz dizlem-
l;rindeki izdﬁsﬁ;nlerinin alanini vermektedir.

Ornek: x*+4y”=4 (x>0,y>0) egrisi lizerinde dik duran ve (x, y)
taban noktasindaki yiiksekligi f(x,y)=xy olarak verilen bir duvarin yiizey
alanini bulunuz.

Cozlm: Egrinin parametrik denklemi
x=2c0s 0,y =sin0O ve OStsg

oldugundan egrinin vektorel denklemi
R(0)=2cos61+sin0j
R'(0)=-2sinB1i+cosh j

‘ ﬁ'(@)” = \/(—Zsin 0)? +(cos0)? =+/1+3cos’0

dir. O halde istenen yiizey alan 1
n/2 m

2
Ixy ds= I 2c0s 0sin0v1+3sin’ 0 d9:§(1+331n29)3/2 _14
0

o 9

C

bulunur.

Ornek: y=x" paraboliinin 0<x<3 araligindaki pargas iizerinde

7/2

dik duran ve (X,y) taban noktasindaki ytiksekligi f(x,y)=(1+4y)"’“ olarak

verilen bir duvarin ytlzey alanin1 bulunuz.

Coziim: y =x* paraboliiniin vektorel denklemi
R(x)=x1i+x*], 0<x<3

R(t)=1+2x] ise [RI()=v1+4x’
ds= HR'(t)H dx=~/1+4x? dx
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dir. O halde istenen yiizey alani

3
[fGey) ds = [x(1+4x*)/%(1+ 4x*)"/* dx

x(1+4x*)* dx

Oy W O ey

3

1
=—(1+4x*)
20t )

0
1 s

=—(37°-1
20¢ )

olur.

VEKTOR ALANLARIN EGRISEL INTEGRALLERI

Simdi, egrisel integral tanimim vektor alanlarina genisletelim ve fi-
zikteki is konusunu goz 6niine alalim.

F uzayda bir kuvvet alam ve C de F nin etkisi altinda hareket eden
bir partikiiliin yoriingesi olan diizgiin bir egri olsun. D vektoriniin temsil

ettigi dogru pargasi C ve F de sabit bir kuvvet ise F nin partikiil tizerinde
yaptigl is,

is= F.D
dir.

Eger genel olarak C egrisi,
R()=x(t)i+y(t)j+z(t)k, a<t<b
denklemi ile verildiginde C egrisini sonlu sayida C; par¢alarini n birlesimi

olarak ele alip F nin yaptigl isleri toplayarak C iizerinde F tarafindan yapi-
lan isi  hesaplamis oluruz. Bunu yapmak i¢in [a,b] araligin

a=t,<t, <..<t,, <t =b olacak sekilde n-tane alt araliga bolelim. Her
bir Ci pargast t,_, <t<t , 1<i<n i¢in ﬁ(t) tarafindan tanimlansin ve

Aﬁizﬁ(tifl) olsun. ﬁ(tifl) ile ﬁ(ti) arasindaki yay uzunlugunu AS, ile
gosterelim.
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7w
R A

?({”yﬂ

Sekil 4.2.

Sekil 4.2. den gorildigi gibi n-nin biytik degerleri i¢cin AS, yay
uzunlugu Kkiiciilerek HAKH ye esit olacak sekilde yaklasacaktir. Ayrica F

kuvveti G lizerinde yaklasik olarak sabit bir 13i kuvvetine esittir. Burada

F =Fx(§)y(§)2(&)]), t, <& <t 1<i<n
dir. Bu sartlar altinda partikiiliin AS, kadar hareket etmesi halinde F nin
yapmis oldugu is yaklasik olarak

w; :E.Alii
dir.

Diferensiyel hesabin ortalama deger teoreminden
Alii = R(ti)_ﬁ(ti—l)
= ﬁ'(m)Ati s L Snst, A =t -t
dir. O halde C egrisi boyunca partikiile F kuvvet alani tarafindan yapilan
yaklasik is

is= Zﬁi'}-—i;(ni)Ati
i=1
dir. n sayisi biliyldiikce is gercek degerine yaklasacaktir. O halde limit
n — oo giderken

[FIx(0),y(0),2()] R (1) dt

integraline yaklasir. Bu da C egrisi boyunca hareket eden bir partikiile F

tarafindan yaptirilan isi gosterir. F nin C boyunca integraline "Egrisel integ-
ral" denir.

4.3. Tanim: D bolgesinde taniml ve siirekli bir vektor alani
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F(x,y,2)=P(x,y,2) 1 +Q(x,y,2) j + R(x,y,2) k,a<t<b
olsun. D boélgesinde siirekli tiirevlenebilen basit bir C egrisinin denklemi
R(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, a<t<b

verilsin. C egrisi boyunca F nin integrali J. F.dR olarak tanimlanir ve

C

[FdR=] ﬁ[x(t),y(t),z(t)].i—lzdt

dir. Bu egrisel integral genellikle C egrisi ilizerinde tanimli bir skaler alanin
da integralidir. Gercekten,

. R(©

Ry

birim teget vektor olmak iizere f(x,y,z)=F(x,y,z).t dersek

- .~ ¢=dR
!F.dRz!F.E‘

R(t)dt = T(ﬁ.iﬁ)uﬁ'(t)udt = Tf ds

dir. Bu integral C egrisi lizerinde F nin tegetsel bile seninin yay uzunluguna
gore egrisel integralidir.

Egrisel integrallerin baska notasyonlarla gosterimi:

1. F nin egrisel integrali C egrisine degil de A ve B gibi u¢ noktalara
bagli olmasi halinde

B
[FdR=[F.dR
c A
seklinde gosterilir.

2. Egrisel integral F nin bilesenleri cinsinden
j F.dR = j P.dx+jQ.dy+ j R.dz
dir. Bunu kisaca

IP.dx + IQ.dy + JR.dz

seklinde gosteririz. Burada P, Q ve R skaler alanlar, x, y ve z de degiskenler-
dir.

3. C nin basit kapal bir egri olmasi halinde
fFdR
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seklinde gosterilir. Burada ok, egri boyunca pozitif yon olarak alinacaktir.

Ornek: C egrisi y=x" parabolii boyunca, orijinden (2, 4) noktasina

kadar F(x,y)=x’y i+(x*+y)] nin egrisel integralini hesaplaymiz.

Cozum:
A - 2
=
Y P (zlt/)
'
)
I
|
i
) 2 X
Sekil 4.3.

I. Yol: Verilen egrinin vektorel denklemi
R(t)=ti+t’j, 0<t<2
dir. Egri lizerinde
FAR=(t* i+2t? j).(i+2t j)=t* +4¢t°
oldugundan egrisel integral

2
Iﬁ.dﬁzf(t4+4t3)dt:1?12
c 0

dir.

IL. Yol: y =x* oldugundan dy =2xdx, 0<x<2 den

2 2
IXZY dx+(x* +y)dy = IXZXZ dx+(x* +x*)2x dx = j(x“ +4x°)dx = 1?12
0 0

C

bulunur.

Ornek: C, orijin merkezli ve 2 yaricaph ¢emberin iist yaris1 boyunca
yonii saatin donme yéniiniin tersinde olan egrinin F(x,y)=x*i+y j olmak
lizere egrisel integralini hesap ediniz.

Cozim:
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AY
s

-y
R
8
-2 0 2
Sekil 4.4.
x=2c0s0, x=2sin0, 0<0<n
olmak tizere egrinin vektorel denklemi

R(t)=2cos01i+2sin0 j ise F=4cos*01+2sin0 j

olur.
13.3—1; = [4cos2 01+2sin0 ﬂ[—Zsine i+2cosO ]]

=—8sin0cos? 0 +4sin Ocos O
dir. Egrisel integral

Iﬁ.dﬁ = I(—Ssin 0cos” 0+ 4sinOcos0) dO
c 0

i

=(§cos39+25in2 9)

0
_ 16
3
bulunur.
Ornek: C egrisi, x* +y2 =4 c¢eyrek ¢cemberi lizerindeki (2, 0) dan (O,

2) boyunca F‘[X,y) =2xy i +(x*—y?)j mn egrisel integralini hesaplayimiz.

Coziim:

“‘»"',

(0.2)

\\ ¢

N\

(2,0)
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x*+y?=4 c¢emberinin vektérel denklemi R(0)=2cos®i+2sin®j ve

0<06< g dir. Egri tizerinde

F‘.i—I::[Z(ZCOS 0)(2sin ) 7 +(4cos? 0 4sin®0) j]|-2sin6 7 +2cos 0 j |

=—-16c0s 0.sin’ 0+ 8cos> 0 —8cosO.sin’ O

=-24c0s0.sin*0+8cos> 0

oldugundan egrisel integral
=y n/2

F'i_l:: [[~24cos 6.5in 0+ 8cos’ 0] O
c 0

n/2

:(—851n3 9+§sin Ocos? 6+?sin 9}

0

:—8+()+1—6
3
__8
3

olur.

Ornek: Orijinden (1,-1,1) noktasina kadar
F(x,y,2)=(x+y*)i+(x+2) j+xyk
egrisel integralini,

a) Bu iki noktay birlestiren dogru boyunca,
b) li(t) =ti-t’j+t? k,0<t<1 egrisi boyunca hesap ediniz.

Cozlm: a) L yi orijinin (1, -1, 1) noktasina birlestiren dogru pargasi
olarak alalim. Parametrik denklem x=t, y=—t, z=t, 0<t<1 olmak lize-
re L Gizerindeki egrisel integral

j?.dﬁzj(x+y2)dx+(x+z) dy +xy dz
¢ L

(t+t*)dt+(t+t)(—dt)+t(-t)dt

Il
Sl O ——

(~t)dt
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bulunur.

b) f{(t):ti—tzj+t3 k, 0<t<1 egrisi boyunca egrisel integral
(Burada x=t, y:—tz, z=t°)

1
If?.df{:j[(t+t4)f+(t+t3)i—t3 E][T—Zti—Btz R]
c 0

1
= [(t+t* —2¢* —2¢" -3¢%)dt
0

13
5

dir.

Ornek: C, (0, 0, 0) noktasim1 (1, 2, 3) noktasina birlestiren bir parti-
kiiltin kuvvet alani ﬁ(x,y,z) =Xy i+yzj+xz k olduguna gore,
R(t)=ti+2t? j+3t3k, 0<t<1
egrisi boyunca partikiiliin hareket etmesi halinde yapilan isi hesaplayiniz.

Cozum:
15.(;—1; = [t.th 1+2t%3t% j+t2t? E][T+4t j+9t? R]
=2t3+24t° +27t°

=51t° +2t°
yapilan is

1
ke 109
W—J.(Slt +2t )dt_ﬁ

0
birimdir.

Ornek: C egrisi, y =2\/; paraboli boyunca, orijinden (1, 2) noktasi-

na kadar F‘(X,y] =(x*-y)i+(y*—x) ] nin egrisel integralini hesaplaymiz.

Coziim: y = 2x paraboliiniin vektorel denklemi f{(t) =ti+2vt j,
0<t<1 dir. Egri lizerinde



www.matematikl.com 15

F((ji—R—[(t —2\/¥)T+(4t—tﬁ]{ T+%i}

=(t?—2Jt)+3Vt
—t2 14t

oldugundan egrisel integral

jF _j(t +Jt)de= [§+2t3/2j0

3

3

olur.

Ornek: (0,a,0) dan (a,0, n) noktasina kadar
F(x,y,2)=(y—-1)i+(x+1)j+2zk

a

nin egrisel integralini R(t)=asinti+acost j+2t k, 0<t<= helisi bo-

\S]

yunca hesaplayiniz

Cozim:

f{(t)=asintf+acostf+2tlz, o<t<®

N

R'(t)=acost i —asint j+2k
Egri tizerinden

F((ij—l:—[( 1+acost)1+(1+asmt) j +4tk] [acost i—asint ] +2k]

=(—1+acost)acost+(1+asint)(—asint)+8t
=a’cos*t—acost—a’sin’t—asint+8t

oldugundan egrisel integral
n/2

Iﬁ.df{ = I(az cos’t—acost—a’sin’t—asint+8t)dt
0

n/2

2
a’ . .
:(?sm2t —asint+acost +4t2j

0
=0—a+0+7?
=n’-a

olur.

EGRISEL INTEGRALIN OZELLIKLERI
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Egrisel integralin degeri bolim 4.2 deki 6rnek 1 ve 2 den de goriil-
dugu gibi egrinin gosterim bi¢imine bagh degildir. Bunu su sekilde agiklaya-
biliriz:

Cegrisi R(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k,a<t<b ve
R*¥(t)=x*(t)i+y*(t)j+z*(t)k, c<t'<d gibi farkh iki sekilde ifade
edilsin. Her iki durumda da C nin hareket yonii ayni Yani f{(a)zﬁ*(c),
R(b) =R *(d) olsun. Bu durumda

[FdR=[FdR*
veya

[FIx(0).y(0),2(0 1R (1) dt = [Flx* (t),y * ()2 *(t )} R * () dt’

dir. Eger C nin farkhh yonlerindeki hareket farkl ise ﬁ(a):ﬁ*(c),

R(b)=R *(d) dir. O zaman egrisel integralin degerinin isareti degisir. Yani
[FdR=—[FdR*

olur.

Skaler ve vektor alanlarin egrisel integrallerinin bazi temel cebirsel
ozellikleri:

1. C R =§(t), a<t<b egrisi tizerinde tanimh ve siirekli olan f ve g

skaler alanlari ile F ve G vektér alanlar olsunlar. Bu durumda a ve b sabit-
ler icin

[(af+bg)dR =a[f.dR+b[gdR

ve
j(ahbé).dﬁ:ajf:.dmbjé.dﬁ

dir. Bu ozelliklere Lineerlik 6zelligi denir.
2. C egrisi, [a, c] ve [c, b] aralif iistiinde R(t) denklemi ile tamimli C1

ve Cz gibi iki egrinin birlesiminden meydana gelsin. O zaman
[fds=[fds+]fds



www.matematikl.com 17

ve
[FdR=[FdR+ [F.dR

dir. Bu 6zellik adi integraller icin bildigimiz toplanabilme o6zelligidir. Yani
b c b
[£) dx = [ f(x) dx+ [ f(x) dx

dir.

Sekil 4.5.
C egrisi sekil 4.5. deki gibi par¢ali diizgiin, sonlu sayidaki egrilerin birlesimi
olsun. Bu durumda

jfds:jfds+jfds+...+jfds

ve
j F.dR = j F.dR + j FdR +.. + j F.dR

dir. Burada R,(t) ler t,=a ve t, =b olmak iizere t, , <t<t, de C, nin bir
gosterimi olup,

ds, =[Rj(t)dt, 1<i<n
dir.

Ornek: C egrisi (0,0,0) noktasiu (1,1,0) ve (1,1,0) noktasim
(1,1,2) noktalarina birlestiren iki dogru pargasinin toplami olduguna gore
J- xdx—zdy+ 2y dz integralini hesap ediniz.

Cozim:
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A2
(1,1,2)

! K e
x& 7T T T T )
Sekil 4.6.

Sekil 4.6. dan da goruldugu gibi C1 egrisi x=y,z=0 oldugunda
dx=dy,dz=0 ve C; egrisi x=1,y =1 oldugunda dx=0,dy =0 dir. O hal-

de
1

dex—zdy+2ydz:IXdX+I2de=Ide+i2dz=§
0 0

c [N [

dir.

Ornek: C egrisi, kése noktalar1(1,0) , (0,1) , (-1,0) ve (0,-1) olan ka-
renin yoni saatin dénme yo6niniin tersinde olduguna gore

[(x—y)ds

integralini hesaplayiniz.

Cozim:

Cs Cs

0,-1)

Karenin kenarlarinin meydana getirdigi dogrularin denklemi
C,:x+y=1,C,:—=x+y=1,C;:—x-y=1,C,:x-y=1
yazilabilir. O halde integralleri hesaplayalim.
j(x—y)ds: j(x—y)ds+ j(x—y)ds+[(x—y)ds+ j(x—y)ds
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ﬂx—yﬁhz}k—ﬂfxﬂJzdX=J§h2X—UdX=J§&Z—@E=O

'

1

I(x—y)ds= i[x—(1+x)]ﬁdx:—ﬁj dx = —/2x

J.(x—y)ds:j.[x—(l—x)]\/z dxzx/zj- dx:\/zx‘ =2

[x-y)ds=0++2+0+2=2V2

1
0

YOLDAN BAGIMSIZ EGRISEL INTEGRALLER

lf'(x,y,z) =P(x,y,2) i +Q(x,y,2) j +R(x,y,2) k, a<t<b
vektor alani bir D bolgesinde taniml ve siirekli olsun. D bolgesinde herhangi
iki nokta A ve B icin

B
[F.dR=[F.dR
c A
egrisel integrali A ve Byi birlestiren C egrisine baghdir.

4.4. Tamim: Eger egrisel integral sadece A ve B noktalarina bagli, eg-
riye bagli degilse bu durumda integral yoldan bagimsizdir denir. Egrisel
integral basitce A dan B ye bir integral olarak yazariz.

Simdi biz egrisel integralin yoldan bagimsizlig1 icin gerekli ve yeterli
kosullar1 arayacagiz:

flk olarak; F korunumlu bir alan olsun. Bu durumda ﬁd):lz' oldu-
gunda D de siirekli ve tlirevlenebilir bir ¢ skaler alan1 vardir. O halde

p 0 o 3 o 3

10):¢ oy (674

dir. D bolgesinde A ve B nin herhangi iki noktasinin koordinatlar1 da
(X0,¥0,2,) Ve (X,,¥,,Z,) ise bu noktalar1 birlestiren C egrisinin denklemi
de

R(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, a<t<b
dir. O halde

jidﬁ:jpdx+dey+dez
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_T 0 dx o dy o dz|
ox dt aydt "oz de

a

jdd)dt
=¢(X1'Y1lzl)_¢(X0'YO'ZO)

dir. Bu sonug¢ C nin parg¢ali diizglin bir egri olmasi durumunda da gegerlidir.
Gergcekten C egrisi, [a,t,][t,,t,]..[t, ;,b] alt araliklarina karsiik gelen
C,,C

, - C, gibi n-tane diizgiin egri par¢alarimin birlesimi ise

b

I dt Z J g Z‘i’ x(t)y(t), Z(t)| o[x(t),y(t), z(t)|

i=1 [
dir. Burada t, =a,tn =b dir. Boylece yine ayni sonug elde edildi. O halde
ﬁ(l):le in egrisel integralinin degeri egrinin u¢ noktalarinda ¢ nin aldig

degerlerin farkina esittir. Boylece F korunumlu bir vektor alani ise, egrisel
integral yoldan bagimsizdir.

Tersine; J.lf'.dli egrisel integrali yoldan bagimsiz olsun. D de herhan-

gi bir sabit nokta (x,,y,,Z,) ve degisken noktasi da (x,y,z) ise bu iki nok-
tay1 birlestiren D de parcali diizgiin egri boyunca
(x.y,2)
o(x,y,z)= IP(i,n,C)déJrQ(é,n,C)dn+R(ém,C)dC
(%0.,¥0,%0)

integrali ile tanimli bir skaler alan meydana getirelim. Gosterelim Kki;

grad¢=15ise P— % , Q=— % @
8y 0z
dir
Z
(ﬁy‘i.‘)
(XD,H.,EJ (%,9,%)
) F 4

Sekil 4.7.
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(P, Q ve R de ayni yapiya sahip oldugundan biz sadece P:@ esitli-

ox
gini gosterelim.)

¢ nin elde edildi gi integral yoldan bagimsiz oldugundan, sekil 4.7.
den de goriildigi gibi D bélgesinde (x,,y,,z,) dan (x,,y,z) noktasna gi-
den herhangi bir yol segilebilir ve (x,,y,z) ile (x,y,z) noktasin arasim bir
dogru parcasi olarak alabiliriz.

Egrisel integralin toplama o6zelliginden,
(xpy2) (xyz)
d(xyz)= [FdR+ [FdR
(%0,¥0+20) (x1,y,2)
(xyz)
=0(x,,y,2)+ IF.dR

(x1.,y.2)
=9(x,,y,2)+ [P(&M,§) dg

yazabiliriz. Burada (x,,y,z) noktasm (x,y,z) noktasina birlestiren dogru

boyunca y ve z sabit oldugundan dy =0 ve dz=0 dir. O halde ¢ nin x'e
gore kismi tlirevi alinirsa,

%(x,y.z)ﬂ(x,y,z)

elde edilir. Benzer yolla,

%’(X,y,z) =Q(xy,z) ve %(X,Y,Z) =R(xy,2)

bulunur. Bu durumda ¢ fonksiyonu F icin bir potansiyel fonksiyondur. Do-
layisiyla F bir korunumlu alandir.

Ornek:
F(x,y,2)=(y* cosx +2xe’ ) 1 +(cosx +xz’e” ) j +(2ze¥ + 1)k
korunumlu vektor alanlarinin ¢ potansiyel fonksiyonunu bulunuz.

Cozim:

P(x,y,z) =y cos x +2xe’
Q(x,y,z)=cosx +xz’e¥
R(x,y,z)=2ze” +1



www.matematikl.com 22

(0,0,0) dan (x,0,0) noktasina kadar x-ekseni boyunca,
(x,0,0) dan (x,y,0) noktasina kadar y-ekseni boyunca,

(x,y,0) dan (Xx,y,z) noktasina kadar z-eksenine paralel
bir dogru boyunca,

d(x,y,2) = [P(£,0,0) d& + [Q(x,n, 0)dn + [R(x,y,) dg

O Sy %

0 d&+].cosx dn+j(2§e"y +1)dg

y 2 z
=0+ncosx|0 +(Ce” +C)‘O
=ycosx+z’e”¥ +z

&(x,y,z)=ycosx+z’e” +z
dir.

Ornek: F(x,y,z)=(ye*—z)1+(xe’ +2y) ] +(xye* —x)k
korunumlu vektor alanlarinin ¢ potansiyel fonksiyonunu bulunuz.

Cozim:

P(x,y,z)=ye’ -z

Q(x,y,z)=xe" +2y

R(x,y,z)=xye” —x

(0,0,0) dan (x,0,0) noktasina kadar x-ekseni boyunca,

(x,0,0) dan (x,y,0) noktasina kadar y-ekseni boyunca,

(x,y,0) dan (x,y,z) noktasina kadar z-eksenine paralel
bir dogru boyunca,

d(xy,2)= [P(&,0,0)d& + [Q(x,n, 0) dn+ [R(x,y,6) dg

O Sy X

0dg+ ]/.(X +2n)dn+ j‘(xyec —x)dC

y z
=0+(m+n’)), +(xye® —x5)|
=Xy +y’ +xye’ —xz—Xxy

d(x,y,2)=y" +xye’ —xz
dir.
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Ornek: F(x,y,z)= w +2zk, x>+ y®>#0 vektor alanlari yol-
X' +y

dan bagimsiz ise bu vektor alanlarinin ¢ potansiyel fonksiyonunu bulunuz.

Coziim:
P(x,y,z)=- 5 y 5
X +y
X
Q(X,y,Z): 2 2
X +y
R(x,y,z)=2z

P, =0, R, =0ise P, =R,
Q,=0, R, =0ise Q, =R,

O halde F vektor alani yoldan bagimsizdir. Simdi ¢ potansiyel fonksiyonunu
bulalim:

F=(¢,,9,.9,)

y X
= — = =ZZ
& xz+y2'¢y x2+y2'¢z

¢, denklemini x'e gore integre edersek,

o= —arctan(zj + ¢@(y,z) dir. Bu ifadenin y' ye gore tiirevini alirsak ,
y

X X
b, = X 4y +0,(y,2)= X 1y
(py(Y'Z)ZO
o(y,z)=¢(z)

elde edilir. O halde ¢ fonksiyonu

o(x,y,z) = —arctan(zj +¢(z)
y

Bu ifadenin z'ye gore tiirevini alirsak;

b, =0,(z)=2z ise ¢(z)=2z"+c
elde edilir. Boylece istenen ¢ potansiyel fonksiyonu

O(x,y,2)= —arctan[zj +z° +c
y

dir.
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Ornek: F(x,y,2)=(3e* +2xy) i +(x? +zsiny) j + (3xe* —cos y) k
vektor alanlar1 yoldan bagimsiz ise bu vektor alanlarinin ¢ potansiyel fonk-
siyonunu bulunuz.

Cozum:

P(x,y,z)=(3e” +2xy)
Q(x,y,z)=x"+zsiny

R(x,y,z)=3xe” —cosy

P, =6xy+cosz, Q, =4xyise P, #Q,
P =-ysinz, R, =—ysinzise P, =R
Q, =—xsinz, R, =—xsinzise Q, =R,

Burada P, #Q, oldugundan F vektér alani yoldan bagimlidir.

4.1. Teorem: F bir D bolgesi lizerinde tanimlanmis stirekli bir vek-
tor alan1 ve bu D bolgesinde herhangi iki nokta A ve B olsun. Bu takdirde
egrisel integral

B B
jﬁ.dﬁ:jpdx+Qdy+Rdz
A A

olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin korunumlu bir alan olmasiyla mim-

kiindiir. Yani 6(])21E icin gerek ve yeter sart ¢ fonksiyonunun bir D bolge-
sinde siirekli tiirevlenebilir olmasidir. Eger,

Vo=F ise Tﬁ.dﬁ = d(B)— ¢(A)
dir. :

Uyari: Eger integral yoldan bagimsiz ise her kapali egri boyunca in-
tegralin degeri sifirdir. Bunu bir teorem ile verelim.

4.2. Teorem: D boélgesinde siirekli vektor alani F olsun. D nin her
kapal1 C egrisinde

jfr.dﬁzo

olmasi icin gerek ve yeter sart D bolgesinde F nin egrisel integralinin yol-
dan bagimsiz olmasidir.
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Ornek: ¢(x,y,z)=x’y+yz+z?, Vo=F olmak tizere F nin egrisel
integralini (1, -1, 1) noktasindan (2, 1, 3) noktas1 boyunca hesaplayiniz.

Coziim: F, korunumlu bir vektér alam oldugundan, egrisel integral

yalniz ug noktalara bagh olacaktir. O halde
(2,1,3) (2,1,3)

jf:.dli = j VodR =¢(2,1,3)—(1,-1,1)=17
(1,-1,1) (1,-1,1)
bulunur.

DUZLEMDE GREEN TEOREMI

14.07.1793, Nottingham, ingiltere -31.05.1841, Nottingham, Ingiltere

4.3. Teorem(Green Teoremi): D, xy diizleminde bir basit bolge, C
de bu bolgeyi ¢evreleyen pozitif yonde bir egri olsun. Eg er P ve Q, DUC de
stirekli tlirevlere sahip fonksiyonlar ise

iP(X,y) dx+Q(x,y)dy = g(% - %dedy

dir.
Ispat: Teoremin ispatin1 yapmak icin

iP(x,y) dx= —g%dxdy

ve
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facey =] Laxdy

esitliklerinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi bu esitliklerin
birincisinin dogru oldugunu gosterelim:

Ay 4\)’
C,
ped i
| : yeef-——
PG
0 X=0 X‘-ab "X 0 > X
Sekil 4.8.

Sekil 4.8.(1) den de gortldiigii gibi D bolgesinde C egrisi; C1, y = g(x)
(a<x<b) denklemli bir st egri, C2, y = f(x) , (a<x<b) denklemli bir alt
egri ile x = a, x = b gibi dogrular tarafindan sinirlansin ve a<x<b icin
f(x)<g(x) sartim saglasin. Ayrica f ve g fonksiyonlar1 a<x<b araliginda
birinci mertebeden stirekli tiirevlere sahip olsun,

—ﬂapdxd =—j{ g(f] —dy}dx

aly= f(x)

= —I [P(X,y)]f((:)) dx

a
b

=—[[P(x,8(x)) - P(x,£(x))] dx

a
b

= —I P(x,g(x))dx+ jlp(X,f(X)) dx

=— J-PdX+J.PdX
=IPldx+J.Pzdx

bulunur.

Diger taraftan x = a, x = b ise her iki egri iizerinde dx = 0 olacagindan
egrisel integralleri sifirdir. O halde
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oP
P(x,y)dx=—|| —dxdy (D
i IDI oy
dir. Benzer yolla sekil 4.8.(2) dan faydalanarak
Q
x,y)dy = || —dxd 2
fay)dy IDI  dxdy (2)

oldugu goriliir. Boylece elde edilen (1) ve (3) esitligin toplami ile istenen
(1) esitligi elde edilir. Bu e s itlige Green formtli ad verilir.

4.4. Teorem (Green Teoremin Alan Hesabi): D, basit kapali par¢ali
dizgilin bir C egrisi tarafindan sinirlanmis bir bolge ve alani A olsun.

1
A:E§ydx—xdy

dir.
Ispat: Green teoreminden P=-y, Q=x oldugunda
LI
—fy dx—xdy ——J:[(a—Q —@jdxdy: ” dxdy=A
dir. i

Ornek: C, x* +4y* =4 elips egrisi oldugunda
f(x+2y)dx+(3x-y)dy

c

egrisel integralini hesaplayiniz.

Cozim: Green teoreminden, P=x+2y, Q=3x-y oldugunda

P

o =2, «Q =3 olacagindan
19).4

§(x+2y)dx+(3x—y)dy=ﬂ(3—2)dxdy=ﬁ dxdy = A
c D D
dir. Bu da elipsin alanidir.

Elipsin parametrik denklemi,
x=acos0, y=bsin0 ve 0<0<2x

olmak iizere Green formiilii yardimiyla alan hesabindan

1
A=E.[Xdy—ydx
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2n
= % j(a cos 0) (bcos 0) d6 —(bsin 0) (—asin 6) dO
0
1 27
= [(abcos® 0+absin® 0) do
0

127:
=—|abd6
1k

=mab
bulunur.

Ornek: f(x2 —y?)dx+2xydy, x=0,x=2,y=0,y=2 egrisel integ-

ralleri Green teoreminden faydalanarak, verilen cevre egrileri yardimiyla
hesaplayiniz.

Coziim: Green Teoreminden,

P(XJY) = X2 - y2 ’ Q(X,Y) = ZXY
oldugundan

f(x2 —y?)dx+2xy dy=ﬂ(2y+2y) dxdy
c D

Ornek: f 2xy’ dx+x’ydy, 4x*+y*=4 eprisel integralleri Green
teoreminden faydalanarak, verilen cevre egrileri yardimiyla hesaplayiniz.

Cozlm: Green Teoreminden,
P(x,y)=2xy*, Q(x,y)=x"y
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oldugundan

§2xy2 dx+x’ydy = _U (2xy —4xy)dx dy
c D

2 1

=— J Inydxdy

y=—2x=-1
el o

-2

2

:—JZy dy

-2
T,
=0

29

Ornek: Green teoremini kullanarak, 4x2+y2=4 elipsi lizerinden

f (xcosx—e’)dx—(y* +xe’)dy egrisel integralleri hesaplayiniz.

Cozim:

f(xcosx—ey)dx—(y2 +Xey)dy:ﬂ(—ey +e’)dxdy =0
c D

Ornek: Green teoremini kullanarak, Jx +\/§ =5 egrisiyle [0,25]

araliginda f e*siny dx+e* cosy dy egrisel integralleri hesaplayiniz.

C

Cozum:

jr(xcosx—ey)dx—(y2 +><ey)dy:'|.j(eX cosy—e*cosy)dxdy =0
c D
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