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5. BÖLÜM 
YÜZEY İNTEGRALLERİ 

 
 
 
 
 

GİRİŞ 
 

Bu bölümde yüzey integralleri olan Divergens (Gauss) teoremi ve Stokes 
teoremini inceleyeceğiz.  
 

Bir yüzey üzerinde integrel işlemini yaparken yüzeyi düzgün yüzey parça-
larına ayırmak gerekir. Düzgün yüzeyler küre, silindir ve koni gibi yüzeylerdir. 
Düzgün yüzeylerde koordinatların değiştirilmesi ile yüzeyin xy düzlemi üzerinde-
ki izdüşümünün kapalı düzgün bir eğri meydana getirdiğini kabul edelim. Bu yü-
zey z = f(x, y) denklemli, birinci mertebeden sürekli ve diferensiyellenebilir olsun. 
Bu yüzeyler üzerindeki integral, yüzey parçaları üzerindeki integrallerin toplamı-
na eşit olduğundan burada bir yüzey parçası üzerinden integral almak yeterlidir. 
Şekil 5.1 den de görüldüğü gibi z = f(x, y) denklemli yüzeyin her bir noktasındaki 

teğet düzlemi ve doğrultman kosinüslerinin 1,z,z yx   ile orantılı olan normal bir 

doğrultusu vardır. 

 
Şekil 5. 1 

Yüzeyin her bir noktasındaki ds alan parçası, teğet düzlem içinde olup, xy düzlemi 
üzerindeki izdüşümü dxdy olan yüzey parçasıdır. Burada 

dscosdydx   

dir. O halde a açısı yüzeyin her bir noktasındaki normal vektör ile arasındaki açı-
dır ve 

  
2
y

2
x zz1

1
cos


  

olur. 
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T de S yüzeyinin xy düzlemi üzerindeki izdüşümü olmak üzere yüzeyin 
alanı 

   
T

2
y

2
x

s

dydxzz1dsA  

dir. 
 

Örnek: 6z2y3x6   düzleminin koordinat düzlemleri arasında kalan 

parçasının alanını bulunuz. 
 

Çözüm: 

 
Şekil 5.2. 

 
Şekil 5.2. den görüldüğü gibi alanı istenen düzlem parçasının xy düzlemi 

üzerindeki izdüşümü 1
2

y
x   doğrusu ile koordinat eksenlerinin sınırladığı T 

bölgesidir. O halde 








2

y
x13z  olur. 

 

Burada 
2

7
zz1ve

2

3
z,3z 2

y
2
xxx   olduğundan, 

   
T

2
y

2
x dydxzz1A  

de yerine konursa 

 
2

7

4

y
y

2

7
dy

2

y
1

2

7
dyx

2

7
dydx

2

7
A

2

0

22

0y

2

0y

2

y
1

0

2

0y

2

y
1

0x




















  











 

elde edilir. 
 
 

YÜZEY ÜZERİNDE SKALER VE VEKTÖR ALANLARININ İNTEGRALLERİ 
 

5.1. Tanım: f, D bölgesinde sürekli bir skaler alan ve S de düzgün bir yü-
zey. Bu yüzeyin vektörel denklemi 



www.matematik1.com                                                      3 
 

  k)y,x(Wj)y,x(Vi)y,x(U)y,x(R


  

ayrıca xy düzleminin bir T bölgesinde sürekli diferensiyellenebilir olsun. S üze-
rinde f nin yüzey integrali 

  
S

dsf  

şeklinde tanımlanır. O halde 

  
S

yx

S

dydxRR)]y,x(W),y,x(V),y,x(U[fdsf


 

dir. Eğer S yüzey alanı için f =1 ise yüzey alanı 

   
S

yx dydxRRA


 

dir. 
 

Örnek: kxcosjysinxsiniycosxsin)y,x(R


 , (  x0 ,  2y0 ) 

vektörel denklemli kürenin yüzey alanını bulunuz. 
 
Çözüm:  

   










2

0y 0x

yx dydxRRA


 

Den 

  kxsinjysinxcosiycosxcos)y,x(Rx


  

  jycosxsiniysinxsin)y,x(Ry


  

ve 

 

0ycosxsinysinxsin

xsinysinxcosycosxcos

kji

RR yx








 

    kxcosxsinjysinxsiniycosxsin 22


  

 xsinxcosxsinysinxsinycosxsinRR 222424
yx 


 

bulunur. Bu ifadeler yerine konursa, 

  













  4y2dy2dy)xcos(dydxxsinA
2

0

2

0

2

0
0

2

0y 0x

 

bulunur. 
 
 

DİVERGENS TEOREMİ 
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5.1. Teorem (Divergens Teoremi): D, S kapalı yüzeyinin çevrelediği üç 
boyutlu uzay bölgesi ve n


 de yüzeye ait dışa doğru yönlendirilmiş birim normal 

vektör olsun. Eğer F


, D bölgesinde sürekli kısmi türevleri olan bir vektör alanı ise 

   
DS

dzdydxFdivdsn.F


 

dir. 
 

İspat: k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(P)z,y,x(F


  olsun. 

  























DS

dzdydx
y

R

y

Q

x

P
ds)n.kRn.jQn.iP(


 

dir. Teoremin ispatını yapmak için, 

   




SD

dsn.iPdzdydx
x

P 
 

   




SD

dsn.jQdzdydx
y

Q 
 

   




SD

dsn.kRdzdydx
z

R 
 

eşitliklerinin doğru olduğunu göstermek yeterlidir. 

 
Şekil 5.3. 

 
Şekil 5.3. de görüldüğü gibi, S, koordinat eksenlerine paralel doğrularının 

kendisini ikiden fazla noktada kesmediği kapalı bir yüzey, yüzeyin üst kısmına S1, 
alt kısmına S2 ve silindir yüzeyine S3 diyelim. Bunların denklemleri ise 

  )y,x(fz:S 11  , )y,x(fz:S 22  , )y,x(Fz)y,x(F:S 123    

ve S yüzeyinin xy düzlemindeki izdüşümüne T diyelim. Şimdi de eşitliklerin ispatı 
birbirinin benzeri olduğundan, III. nün ispatını yapalım. 

  























T

)y,x(f

)y,x(fzD

dxdydz
z

R
dzdydx

z

R 1

2

 

      
T

)y,x(f

)y,x(f
dxdy)z,y,x(R 1

2
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T

21 dxdy))]y,x(f,y,x(R))y,x(f,y,x(R[  

dir. S, üst parçası için k


 ile 1n


 vektörü arasındaki  açısı bir dar açı olduğundan 

  
111 dsn.kdscosdxdy


  

dir. S2 alt parçası için k


 ile 2n


 vektörü arasındaki  açısı dar bir açı olduğundan 

  
222 dsn.kdscosdxdy


  

dir. Bu durumda, 

   

1s

11

T

1 dsn.kRdxdy))y,x(f,y,x(R


 

ve 

   

2S

22

T

2 dsn.kRdxdy))y,x(f,y,x(R


 

dir. 
 

 

21 s

22

s

11

T

21 dsn.kRdsn.kRdxdy))]y,x(f,y,x(R))y,x(f,y,x(R[


 

               
s

dsn.kR


 

olduğundan 

 




TD

dsn.kRdxdydx
z

R 
 

dir. Benzer şekilde S yüzeyinin diğer koordinat düzlemleri üzerindeki izdüşümleri 
alınarak diğer eşitlikler ispatlanır. Böylece elde edilen eşitliğinin toplamı ile iste-
nilen divergens teoremi ispat edilmiş olur. 
 

Örnek: 4yx 22  , 0z  , 3z   doğruları tarafından sınırlanan bölge üze-

rinde alınan kzjy2ix4)z,y,x(F 22


  vektör alanını divergens teoreminden 

yararlanarak hesaplayınız. 
 

Çözüm:  
DS

dzdydxFdivdsn.F


 

 z2y44)z(
z

)y2(
y

)x4(
x

Fdiv 22 
















 

    




 



2

2x

x4

x4y

3

0zS

2

2

dxdydz)z2y44(dsn.F


 

       









2

2x

x4

x4y

3

0z

2

2

2

dxdy)zyz4z4(  
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2

2x

x4

x4y

2

2

dxdy)9y1212(  

      







2

2x

x4

x4y

2 dx)y6y21(
2

2
 

      




2

2x

2222 dx)]x4(6x421)x4(6x421[  

      




2

2x

2 dxx442  

      















2

2

2

2

x
arcsin

2

4
x4x

2

1
42  

      














 











2

2
arcsin224)2(

2

1

2

2
arcsin2242

2

1
42 22  

      ))1arcsin(21arcsin2(42   

      






 





2

3

2
84  

       84  
 

Örnek: kxzjxyix)z,y,x(F 2


  ve S de 222 ayx,bz,0z   silindir 

yüzeyinin yüzey integralini bulunuz. 
 

Çözüm: x4xxx2)xz(
z

)xy(
y

)x(
x

Fdiv 2 
















 

 

 
DS

dzdydxFdivdsn.F


 

         
 







b

0z

a

ay

xa

xax

22

22

dzdydx)x4(  

       
 






b

0z

a

ay

xa

xax

2 dzdy)x2(
22

22
 

       
 



b

0x

a

ay

222
2

22 dzdy))xa(xa.(2  

       
 



b

0x

a

ay

dzdy0.2  

      0  
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Örnek: kzxjyxix)z,y,x(F 223


  ve S de 1yx 22   yüzeyinin diver-

gens teoreminin doğruluğunu gösteriniz. 
 

Çözüm: 2222223 x5xxx3)zx(
z

)yx(
y

)x(
x

Fdiv 
















 

  

 
DS

dzdydxFdivdsn.F


 

         




 



1

1x

x1

x1y

4

0z

2

2

2

dxdydz)x5(  

       









1

1x

x1

x1y

4

0z

2

2

2

dxdy)zx5(  

       








1

1x

x1

x1y

2

2

2

dxdyx20  

      







1

1x

x1

x1

2 dxyx20
2

2
 

      




1

1x

222 dx)x1x1(x20  

      




1

1x

22 dxx1x40  

      
















 



1

1

2

1

1

2/322

dxx1
4

1

4

)x1(x
40  

      







 



1

1

2 dxx1
4

1
040  

      




1

1

2 dxx110  

      

1

1

2 xarcsin
2

1
x1x

2

1
10











  

      )1arcsin((arcsin5   

      






 





22
5  
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      5  
 
 

Divergens Teoreminin Fizik Açısından İzahı: 
 

F


 br sıvının herhangi bir noktasındaki hızı, t  sariyede ds den geçen sıvı-

nın hacmi taban ds ve eğik yüksekliği tv  olan silindirin hacmi 
  tdsn.vdsn).tv(H 


 

O halde bir saniyede geçen s ı v ı n ı n hacmi 
  dsn.vH


  

dir. Akan bir akışkanın bir P(x, y, z) iç noktasındaki hızı F


 ve akışkan içindeki bir 
D bölgesinin sınırı olan kapalı yüzey S olsun. Bu durumda 

  
S

dsn.F


 

integrali birim zamanda bu bölgeden dışarıya çıkan akışkanı gösterir. Eğer akış-
kan sıkışamaz ise içeri giren akışkan ile dışarı çıkan akışkan bir birine eşit ve 

  0dvFdivdvF.dsn.F
DDS

 


 

halde sıkışamaz bir akışkanın hızının divergensi sıfırdır. 
 

Not: Akan bir akışkanın her noktadaki hızı, o noktadaki birim hacmin bi-
rim zamandaki değişme miktarına eşit bir divergense sahiptir. 
 

Not: Bir F


 vektör alanının birim normal vektörünün kapalı bir yüzey üze-
rinde hesaplanan yüzey integrali, bu vektörünün divergensi söz konusu yüzey 
tarafından sınırlanan hacim üzerinden hesaplanan integraline eşittir. 
 
 

STOKES TEOREMİ 
 

5.2. Teorem (Stokes Teoremi): C, basit kapalı, parçalı düzgün, pozitif 
yönlü bir eğri ve bu eğrinin çevrelediği yüzey, S olsun. Yüzey üzerinde pozitif tara-

fa yönlendirilmiş birim normal vektör n


 ve F


 nin bile şenleri CS  de sürekli ve 
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere 

   
SC

dsn.FrotrdF


 

dir. 
 

İspat: k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(P)z,y,x(F


  olsun. 

  
SSC

dsn.)]kRjQiP([dsn.FrotdzRdyQdxP


 

dir. Buradan, 
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SC

dsn.)iP(dxP


      (1) 

  
SC

dsn.)jQ(dyQ


      (2) 

  
SC

dsn.)kR(dzR


      (3) 

eşitliklerini hesaplayalım. 

 
şekil 5.4. 

 
Şekil 5.4. de görüldüğü gibi, S yüzeyinin xy düzlemindeki izdüşümüne T 

diyelim. f, g ve h tek değerli, sürekli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak 
üzere S yüzeyinin denkleminin z = f(x, y) veya x = g(y, z) veya y = h(x, z) ile göste-
rildiğini kabul edelim. Şimdi, S yüzeyinin denklemi z = f(x, y) ve yer vektörü 

  k)y,x(fjyixkzjyixr


  

olduğundan 

  k)y,x(fj
y

r
y







 

dır. Bu vektör S yüzeyine teğet olduğundan n


'ne diktir. O halde 

  0n.k)y,x(fn.jn.
y

r
y 



 


 

  n.kzn.kfn.
y

r
n.j yy










  

ve S yüzeyi üzerinde P(x, y, z,) = P(x, y, f(x, y)) = F(x, y) olduğundan 

  
y

z
.

y

P

y

P

y

F


















 

dir. Bunları , (1) denkleminde yerine koyarsak, 

   


















SS

dsn.k
y

P
j

z

P
dsn.)iP(


 

       


















S

dsn.k
y

P
n.j

z

P 
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S

y dsn.k
y

P
n.k)z(

z

P 
 

       






















S

dsn.k
y

P

y

z

z

P 
 

dir. Buradan da S yüzeyinin xy düzlemi üzerindeki izdüşümü T olmak üzere, 

       



T

dydx
y

F
 

dir. Düzlemde Green teoremi gereğince 

      
*C

dxF  

dir. C* eğrisinin çevrelediği yüzey T olduğundan, F fonksiyonunun C* eğrisinin her 
(x, y ) noktasındaki değeri, P fonksiyonunun C eğrisinin her (x, y, z ) noktasındaki 
değere eşit olması C ve C* eğrileri için dx ' in değişmediğinden dolayı 

   
SC*C

dsn).iP(dxPdxF


 

dir. Benzer şekilde yz ve zx düzlemleri üzerindeki izdüşüm yapılarak, 

   
SC

dsn.)jQ(dyQ


 

ve 

   
SC

dsn.)kR(dzR


 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanırsa 

   
SC

dsn.)]kRjQiP([dzRdyQdxP


 

               
S

dsn.]F[


 

              
S

dsn.Frot


 

elde edilir. 
 

Not: Stokes teoreminin özel bir hali düzlemde Green teoremidir. 
 

Eğer, yukar ıdaki şartlar ı sağlamayan yüzeyler için de teorem geçerlidir. 

Bunun için yüzey n21 S,...,S,S  gibi alt yüzeylere ayrılarak, yüzeylerin meydana 

geldiği n21 C,...,C,C  eğrileri şartları sağlasın. Bu taktirde her yüzey için Stokes teo-

remi geçerlidir. Bu durumda yüzey n21 S,...,S,S  yüzeylerinin integralleri toplamı 

alınarak S yüzeyi üzerinden toplam integral bulunur. n21 C,...,C,C  eğrileri boyunca 

hesaplanan eğrisel integrallerin toplamı alınarak C eğrisi boyunca hesaplanan 
eğrisel integral bulunur. 
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Örnek: 222 yxaz   yarı küresinin 

    kzsinxjzeiy)z1()z,y,x(F x


  

vektör alanını stokes teoreminden yararlanarak hesaplayınız. 
 

Çözüm: Stokes teoreminden 

  
CS

rd.Fdsn.Frot


 

            
C

x dzzsinxdyzedxy)z1(  

dir. Burada 

  cosax ,  sinay , 0z   ve  dsinadx ,  20  

olup, 

  
CS

dxydsn.Frot


 

            




2

0

d)sina(sina  

            




2

0

22 dsina  

            2a  
bulunur. 
 
 

Örnek: 1zyx 222  küresinin üst yarısını n yüzeyi, C, bu yüzeyin sınırı 

ve kzyjyzi)yx2()z,y,x(F 22


  için stokes teoreminin doğruluğunu göste-

riniz. 
 
 Çözüm: S yüzeyi, orijin merkezli, 1 yarıçaplı olan çemberin xy düzleminde-
ki çevresi C olsun 

 cosx ,  siny , 0z  ,  dsindx ,  dcosdy , 0dz  ve 

 20  eşitlikleri C denklemleridir. Bu takdirde, 

  
C

22

C

dzzydyyzdx)yx2(rd.F


 

            




2

0

2 d]0.0.sindy0.sin)dsin)(sincos2[(  

            




2

0

2 d)sincossin2(  
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2

0

2 cossin
2

1

2

1
cos  

            00101   
              

 
 

Örnek: kxyjyixz)z,y,x(F


 , S de A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) nok-

taları üçgenin köşe noktaları ise stokes teoreminin doğrulunu gösteriniz. 
 
 Çözüm:  

 
Stokes teoreminden 1t0   olmak üzere 

  
CS

rd.Fdsn.Frot


 

 0z,1yx:C1   için 0z,t1y,tx   ise 0dzdtdy,dtdx    

 0x,1zy:C2   için t1z,ty,0x   ise dtdzdtdy,0dx    

 0y,1zx:C3   için t1z,0y,tx   ise dtdz,0dy,dtdx    

O halde 

  

321 CCCC

rd.Frd.Frd.Frd.F


 

  

1

0

1

0

1

0C

dt)t1(tdt)t(dt)t1(dzxydyydxxz  

    

1

0

32
1

0

2
1

0

2

3

t

2

t

2

t

2

t
t 





















  

    00
3

1

2

1
0

2

1
00

2

1
1   

    
6

1
  

olur. 
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Örnek: k)zxz2(jxy3i)4yx()z,y,x(F 22


 , S de 22 yx4z 

paraboloidinin xy düzleminin üstünde kalan kısmının yüzeyi olduğuna göre 


S

dsn.Frot


 integralini hesaplayınız. 

 
 Çözüm:  

  
C

22

CS

dz)zxz2(dyxy3dx)4yx(rd.Fdsn.Frot


 

Burada 

  cos2x ,  sin2y , 1z ,  dsin2dx ,  dcos2dy  , 0dz  ve 

 20  alınırsa 

  
C

22 dz)zxz2(dyxy3dx)4yx(  






2

0

2 0)00.cos2.2(dcos2.cos2.3)dsin2)(4sin2cos4(

 





2

0

222 d)sin.cos24sin8sin4cossin8(  

 





2

0

22 d)sin8sin4cossin16(  

 






















2

0

3 cos8cossin
2

1

2

1
4cos

3

16
 

 

























 8)00(4

3

16
81.0.

2

1
4

3

16
 

 

8
3

16
84

3

16
  

 

 4  
 
 

Örnek:  kxzj)4yz(i)2zy()z,y,x(F


 , S de 0z,0y,0x  , 

eşitlikleri ile belirlenen küpün xy düzleminin üstünde kalan k ı smı için stokes 
teoreminin doğruluğunu gösteriniz. 
 
 Çözüm: 0z,0y,0x   ve 2z,2y,2x   
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xy düzlemi üstünde kalan kısmı  

 kj)1z(iy

xz4yz2zy
zyx

kji

Frot




















  

 

 DHFG yüzü için in


 , 2x   

 4dz2dz
2

y
dzdyydzdyi]kj)1z(iy[

2

0

2

0

2

0

22

0

2

0

2

0

2

0

   


 

 

 ABCO yüzü için in


 , 0x   

 4dz2dz
2

y
dzdyydzdy)i(]kj)1z(iy[

2

0

2

0

2

0

22

0

2

0

2

0

2

0
   


 

 

 ABHF yüzü için jn


 , 2y   

0dz)1z(2dzdxx)1z(dzdxj]kj)1z(iy[
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

   


 

 

 OGDC yüzü için jn


 , 0y   

0dzx)x1(dzdx)z1(dzdx)j(]kj)1z(iy[
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

   


 

 

 BCDH yüzü için kn


 , 2z  

4dyxdydxdydxk]kj)1z(iy[
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

   


 

 

 OAFG yüzü için kn


 , 2z  
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4dyxdydxdydx)k(]kj)1z(iy[
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

   


 

 

 Toplam Sonuç 0440044   
olur. 
 
 

ALIŞTIRMALAR 
 
 

1.  
SD

dsGndzdydxG


 eşitliğinin doğruluğunu gösteriniz. 

 

 Çözüm: )G.(H)HG.(Fdiv


  

ve 

 )Gn.(HG).nH()nH.(Gn).HG(


  

olduğundan 

  
SDD

ds)Gn.(Hdzdydx)Gn.(HdzdydxFdiv


 

dir. Burada H vektörü integral işaretinin dışına alınırsa; 

  
SD

dsGnHdzdydxFdiv


 

ve H sabit bir vektör olduğundan 

  
SD

dsGndzdydxG


 

olur. 
 

2.  
SD

dsn.dzdydx


 eşitli ğ inin doğruluğunu gösteriniz. 

 

 Çözüm: Divergens teoreminden )G.(Fdiv


  olduğundan 

   
DD

dzdydx)G(dzdydxFdiv


 

dir. Burada 

  

.GG.)G.(  ve n.Gn.G


  

olduğundan 

   
SS

dsn.Gdsn.G


 

dir. G


 vektörünü integral dışına alırsak 
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SD

dsnGdzdydxG


 

ve G sabit bir vektör olduğundan 

   
SD

dsndzdydx


 

bulunur. 
 
 

3.  
SD

22 ds)(dzdydx)(


 eşitliğinin doğrulu-

ğunu gösteriniz. 
 

 Çözüm: Divergens teoremi  
SD

dsn.FdzdydxF.


 dir. O halde 

 
DD

dzdydx)(dzdydxF


 

dir. Burada 

        
SD

2

D

ds)(dzdydx).[(dzdydx)(


 (1) 

        
SD

2

D

ds)(dzdydx).[(dzdydx)(


 (2) 

(2) den (1) çıkarılırsa 

  
SD

22 ds)(dzdydx)[(


 

bulunur. Buda ikinci Green özdeşliğidir. 
 
 

4.  
CS

rdGdsG)n(


 eşitliğinin doğruluğunu gösteriniz. 

 

 Çözüm: Stokes teoremi  
SC

dsn.)F(rd.F


 dir. H sabit bir ve HGF


  

alındığında 

  
SC

dsn)].HG([rd).HG(


 

  
SC

dsn].H)G.(G)H.[()rdG(H


 

  
SSC

dsn)].G.(H[dsn].G)H.[rdGH


 

       
SS

ds)]G.(n.[Hds)n.G.(H
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S

ds)]G.(n)n.G.([H


 

       
S

ds]G)n[(H


 

olur. H sabir bir vektör olduğundan 

   
SC

dsG)n(rdG


 

dir. 
 
 

5. Her kapalı C eğrisi için 0rd.F
C




 eşitliğinin doğru olması için gerek ve 

yeter şartın 0F


 olduğunu gösteriniz. 

 

Çözüm: Her kapalı C eğrisi için 0F0rd.F
C




 dir. 

 

0F: 


 olduğunda stokes teoremi gereğince 

 0dsn).F(rd.F
SC

 


 

d ı r. 
 

:  Her kapalı C eğrisi için 0rd.F
C




 dır. Kabul edelim ki 0F


 olsun. 

Bu durumda F


  nin sürekli olduğu bir bölge vardır. Bu bölgede n


 normali 

F


  ile aynı olan bir S yüzeyi vardır. k pozitif bir sabit olmak üzere nkF


  

dir. S nin sınını C olsun. Stokes teoremi gereğince, 

 0dsn.nkdsn).F(rd.F
SSC

 


 

olur. Bu durumda 0rd.F
C




 ile çelişkili olur. O halde 0F


 olmalıdır. 

 

Not: 
C

rd.F


 integralinin yola bağlı olmaması için gerek ve yeter şart 

0F


 olmasıdır. 
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