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1. BOLUM
KOMPLEKS (KARMASIK) SAYILAR

KOMPLEKS (KARMASIK) SAYI KAVRAMI

Negatif sayillarin bulunmasindan sonra, matematikgiler karesi negatif
sayl1 olan sayiy1 aradilar. Matematikgilerin ilk kanaati boyle bir sayinin mevcut
olmadig1 yoniinde oldu. 1637°de Rene Descartes! bu tiir sayilarin varhigina
dikkati ¢ekmistir. 1777’de Leonhard Euler? giintimtizdeki i sayisin1 sembol
olarak kullanmistir. Karmasik say1 sozii ilk defa Gauss3 tarafindan verilmistir.
Elektrik ve magnetizmanin matematiksel ifadesinde karmasik sayilar 6nemli
rol oynamaktadir.

PN
(René Descartes) (Carl Friedrich Gauss) (Leonhard Euler)

x2+ 1 = 0 denkleminde ¢6ziim x =+/—1 dir. Bu ifadenin reel olarak
¢6zimi yoktur. Ama bu ¢éziime sanal sayi1 ad1 verilecek.

1.1. Tanim: v —1 =i olarak kabul edelim. Bu ifadeye sanal say1 denir.

Ornek: v—9 = 3i, v/—25 = 5i dir.

1 René Descartes, (31 Mart 1596 Descartes Fransa - 11 Subat 1650 Stockholm
Isvec)

2 Leonhard Euler (15 Nisan 1707 Basel Isvigre - 18 Eyliil 1783 Petersburg Rusya)
3 Carl Friedrich Gauss (30 Nisan 1777 Braunschweig, Almanya - 23 Subat 1855

Gottingen Almanya)
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1.2. Tanim: a,b € R olmak lizere z = a +i b seklinde tanimlanan sayi-
ya karmasik (complex) say1 denir. C ile gosterilir. Burada a sayisina reel kisim
denir ve Re(z) = a ile gosterilir, b sayisina sanal kisim denir ve Im(z) = b ile
gosterilir.

Ornek: z = 3 + 5iolup Re(z) = 3 ve Im(z) = 5 dir.
z = V2 — 8iolup Re(z) = V2 ve Im(z) = —8 dir.

z=-5+ %i olup Re(z) = —5ve Im(z) = % dir.

z = 10iolup Re(z) = 0 ve Im(z) = 10 dir.
z = —15olup Re(z) = —15 ve Im(z) = 0 dir.

1.1. Not: Goruldiugi gibi —15 reel sayis1 ayn1 zamanda karmasik sayi-
dir. Su halde her reel say1 ayni zamanda karmasik sayidir. Buna gore sayi sis-
temini su sekilde siralayabiliriz.

NcZcQcRcC
(Burada N dogal sayilar, Z tam sayilar, Q rasyonel sayilar, R reel sayilar ve C
kompleks (karmasik) sayilardir)

Ornek: a < 0 < b olmak iizere,
z=vb—a++va—b

kompleks sayisinin reel ve sanal kismini yaziniz.

Cozim: a < 0 <b oldugundan b—a >0 ve a —b < 0 bulunur. Buna

Re(z) =+vb—aveIlm(z) =+va—->b

gore,

dir.

SANAL BiRiMIN KUVVETLERI

Sanal birim olan i nin kuvvetlerini tek tek inceleyelim. v—1 = i oldugu-
nu unutmayalim.

=1 it =i
2 =-1 3 =—i
i*=1 i’ =i
¢ =-1 i7 = —i
:8

=1

—
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seklindedir. Goriildiigii gibi sanal birimin kuvvetleri {1,i,—1, —i} kiimesini

olusturmaktadir. Yani, her n € N icin

i4n+0 =1 i4n+1 =i

i4-n+2 = -1 i4n+3 = —i
olmaktadir. Buna gore,

n = m (mod 4)ise i" =i™

seklinde yazilabilir.
Ornek:
i = i+12+1 = (i)12j = | veya 49 = 1 (mod 4) oldugundan i*° =i
it02 = j#25+2 = (%)252 = —j veya 102 = 2 (mod 4) oldugundan i1%? = —1
i3 = i*8%3 = (i")8® = —i veya 35 = 3 (mod 4) oldugundan i*® = —i
i18 = 44540 = (i)*5i° = 1 veya 184 = 0 (mod 4) oldugundan i’ =1

Ornek: f(x) = x* — x? + 3 ise f(i) yi hesaplaymiz.

Cozim: f(i) =i*—-i#+3=1—-(-1)+3=5

.—95,.-94

2 1 +1

Ornek: z = —5———7 karmasik sayisinin sonucunu bulunuz.
i_97 i_96

+

Coziim: z sayisinin pay ve paydasini i’ ile ¢arpalim.
i97(i_95 -—94-)

7 = +1
i97(i_97 i_%)
2,3

i+

04t
R
=1
-1

+

Ornek: z =i— i3 +i° =i’ + - +i% — i isleminin en sade hali nedir?

Cozim:z=i—1 +1° =i +--+i7 —i"
i— (=D +i—(=i)+-+i— (-0
= 50i
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Ornek: (x —i%°)?7 = —i esitligini saglayan x degerlerden birini bulu-
nuz.

Céziim: 25 = 1 (mod 4) oldugundan i*> =i
27 = 3 (mod 4) oldugundan i#” = —i
bulunur. Buna gore,

elde edilir.

KOMPLEKS SAYILARIN ESITLIGI

1.3. Tanmm: iki karmasik sayinin birbirine esit olmasi icin gerek ve ye-
ter sart reel ve sanal kisimlarin birbirine esit olmasidir.

a,b,c,d € R olmak lizere z;, = a+ib ve z, = c + id olsun.
a+ib=c+id < (a=cveb=4d)
dir.

Ornek: z, = (2x— 1) +yi,z, =3+ (8 —y)i ve z, =z, ise X+ y nin
toplami nedir?

Cozim: (2x —1) + yi = 3 + 4i
2x—1=3vey=8-—y
Xx=2vey=4
X+y=2+4=6

KOMPLEKS SAYILARDA DUZLEM
Reel sayilardaki gibi kompeks (karmasik) sayilarda da bir diizlem var-

dir. Bu diizlem su sekilde tanimlanir.

1.4. Tanmm: iki boyutlu analitik diizlemdeki x eksenine reel eksen, y
eksenine sanal eksen denilerek elde edilen diizleme karmasik (kompleks) say1
diizlemi denir.

Ornek: z = 2 + 3i karmasik say1 diizlemde grafigini bulunuz.
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Cozim:
.‘LI;P
=3[ z=243]
b A
1 1 1 1 :
b D B

Ornek: A=2+iB=3,C=-2+3i,D=4i,E=—-1-4i,F=-2i ve

G = 4 — 3i sayilarini karmasik say1 diizlemde gosteriniz.
Sanal 4y
Eksen

b-
C=-2431 AP0 =044
3

KARMASIK SAYILARDA ISLEMLER

Karmasik sayilarda toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve b6lme islemleri bura-
da bahsedilecektir. Béliimiin ilerleyen noktalarinda karmasik sayilarin kutup-
sal biciminde yazimlarinda tekrar islemlerinden s6z edilecektir.

1.1. Aksiyom: z;, = a +ib ve z, = ¢+ id olan iki karmasik saymnin top-
lama islemi
z, +z, =(a+c)+i(b+d)
seklindedir. Vektorler de toplama islemi geregi karmasik sayilarin toplam is-
leminin geometrik gosterimi asagidaki gibidir.
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A Sanal
Eksen
Zl+ z 2

2 -

' /'le Reel

Eksen

.
—

0 c a

Ornek: z, =5+ 4ivez, = =2 + 6i
7z, +2,=(05-2)+i(44+6) =3+10i

Ornek: z, = —1+ivez,=3—2i
72, +2,=(-1+3)+i(1-2)=2—1i

1.2. Aksiyom: z, =a +ibve z, = ¢+ id olan iki karmasik saymin ¢1-
karma islemi
z, — 2, =(a—c)+i(b—=d)
seklindedir. Vektorler de ¢ikarma islemi geregi karmasik sayilarin ¢cikarma
isleminin geometrik gosterimi asagidaki gibidir.
4 Sanal Eksen

z
d w

/Zl
£
{/ : Reel Eksen

Ornek: z, =4 +5ivez, = —1+ 3i
2, — 72, =4 —-(-1)+i(5-3)=5+2i

Ornek: z, =10 +8ivez, = 1 — 4i
7z, —Z, =(10-1)+i(8 — (—4)) =9+ 12i
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1.1. Teorem: z, =a+ibvez,=c+id olan iki karmasik saymin
carpma islemi
z,Z, = (ac—bd) + i(ad + bc)
seklindedir.

Ispat: z,z, = (a+ib)(c+ id)
= ac +iad + ibc + bdi?

Ornek: z, =2 +5ivez, = -1+ 3i
7,7, = (2(-1)=5-3)+i(2-3+5- (1)) =17 +i

Ornek: z, =3 —2ivez, = 1+ 5i
2,2, =(3-1—(=2)-5)+i(3-5(=3)-1) =13 +1i//

Kompleks sayilarin carpma isleminin geometrik gosterimi su sekilde
yapilir.

z, = a +ib nin gérintisi A, z, = ¢ + id nin gorintiisi B olsun.

¥4 sanal
Eksen

X ekseni lizerinde |OC| = 1 birim olacak sekilde C noktasi alalim. OCA tiggeni-
ne benzer olan bir OBD ti¢geni ¢izildiginde D noktasi z;z, nin goriintiisii olur.

Ornek: z = 3 — 5iise z? ni bulunuz.

Céziim: z2 = (3 — 5i)2 = 9 — 30i + 25i> = —16 — 30i

1.2. Teorem: z, = a + ib ve z, = ¢ + id olan iki karmasik saymin bélme
islemi
Zq (ac+bd)+ (bc—ad)i

Zy C2+d2

seklindedir.
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, z, atib
[spat: — = —
z, c+id
_ (atib)(c—id)
~ (c+id) (c—id)
_ (ac+bd)+(bc—ad)i

c2+d2

/!

Ornek: z, =4 +2ivez, =3 —1i ise

zZq 4+2i (4+2i)(3+1) (4-3-2-1)+(2-3+4-1)i 10+10i

z, 3-i (3—1)(3+i) 32412 10 :
Ornek: z, =3 —ivez, =2+ 8i ise
z;  3-i (3-i)(2-8i) —1-13i 1 13
z, 2+8i (2+8i)(2-81)) 34 34 34
_J§ 3 _V3i, 3/3 _ _
Ornekz T E——Z-Fﬁ —\/_1+\/_ \/_(1—1)
Ornek: > islemini bul
rneki — — — 1sleminin sonucunu bpufunuz.
V=2V3V=6 "
Cozum:
V=9v-16 3i-4i 12i2 -12 2i .
= = — " = 1

V=2v=3v=6 J(-2)(-3)(-6) V3613  6i i2

Ustlii ifadeler ve koKklii ifadeler ile kutupsal koordinatlar kisminda bah-
sedilecektir. Simdi, burada su 6rnekleri verelim.

4 2i . . .
Ornek: z = 7— ise z* nin degeri nedir?

Coziim: 7 = 21 = 2C+D _ 2i+2i
TIS T @)AH)  12412

=—1+i
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z2=(-1+)?=(-1?+2-(-1)-i+i?=1-2i—1=-2i
ZZO — (22)10 — (_21)10 — 210110 — _210
1.3. Teorem: C kompleks sayilar kiimesi tizerinde (C,+, - ) sistemi ci-
simdir.
Ispat: C1) (C,+) sistemi degismeli grup mudur?
G1) Herz, =a+ib €C,z, =c+id € Cigin
z,+2, =(a+ib) +(c+id) =(a+c)+i(b+d)eC
olup C de toplama islemi kapaldir.
G2)Herz, =a+ib€C,z, =c+id €C,z; =e +if € Cigin
z, + (z, + z,) = (a+1ib) + [(c+id) + (e + if)]
(a+ib) + [(c+e) + (d + D]
[a+ (c+e)]+[b+(d+D]i
[@+c)+e]l+ [(b+d)+f]i
=[(a+ o)+ (b+ d)i] + (e +if)
= [(a+ib) + (c+id)] + (e +1if)

=(z,+2z,) +124
olup toplama isleminde birlesme 6zelligi vardir.

G3)Herz=a+1ib € Cve e = e; +ie, € Cbirim (etkisiz) eleman olmak

uzere,

Zz+e=z

(a+ib)+ (e, +ie,) =a+ib

(a+e)+i(b+e,) =a+ib

ate, =aveb+e,=b

e, =0vee,=0
olup toplama isleminde birim (etkisiz) eleman e = 0 +i- 0 dir.

G4) Her z=a+ib€C, z'=m+in€eC ve e=0+i-0€ C olmak
uzere,
z+zl=e
(a+ib)+(m+in)=0+1i-0
(a+m)+i(n+b)=0+1i-0
a+m=0ven+b=0
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m=—aven=-b
olup toplama isleminde z = a + ib nin ters eleman1z~! = —a — ib € C dir.

G5)Herz;, =a+ib €C,z, =c+id € Cicin

z, +z, = (a+1ib) + (c+id)
=(a+c)+i(b+d)
=(c+a)+i(d+b)
=(c+id) + (a+ib)
=2z, +2,
olup toplama isleminde degisme 6zelligi vardir. O halde (C,+) degismeli bir
gruptur.

C2) (C-{0},-) bir degismeli grup mudur?

Gl)Herz;, =a+ib €C,z, =c+id € Cicin

7,2, = (a+1ib) + (c+id) = (ac—bd) + i(ad +bc) € C
olup C de ¢arpma islemi kapahdir.

G2)Herz, =a+ib€Cz,=c+id €C,z; =e +if € Cicin

z,(2,2;) = (a+ ib)[(c+id) (e + if)]
= (a+1ib)[(ce —df) + i(cf+ de)]
= [a(ce — df) —b(cf+ de)] + i[a(cf + de) + b(ce — df)]
= [ace — adf — bcf — bde] + i[acf + ade + bce — bdf]
[(ac —bd)e — (ad + bc)f] + i[(ac — bd)f + (ad + bc)e]
= [(ac —bd) +i(ad + bc)] - (e +if)
= [(@a+1ib) - (c+id)]: (e + if)
= (212,)73
olup carpma isleminde birlesme 6zelligi vardir.

G3)Herz=a+ib € Cve e = e; +ie, € Cbirim (etkisiz) eleman olmak
lizere,
Z-e=1%
(a+ib) (e, +ie,) =a+ib
(ae; — be,) +i(ae, +be;) =a+1ib
ae; —be, =aveae, +be, =b
e, =1e,=0
olup carpma isleminde birim (etkisiz) eleman e =1 +1i- 0 dir.
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G4) Her z=a+ib€C, z'=m+ineC ve e=1+i-0€ C olmak
uzere,
7zz7l=¢e
(a+ib)(m+in)=1+i-0
(aem—b-n)+i(a-n—b-n)=1+i-0
a-m—b:n=1vea-n—b-m=0

a b
m=——sven=—-——
a%+b a®+b
olup carpma isleminde z = a + ib nin ters eleman1 z~! = a i A dir.

a+b?  al+b?
G5)Herz;, =a+ib€C,z, =c+id € Cicin

7,2, = (a+1ib)(c + id)
= (ac—bd) +i(ad + bc)
= (ca— db) +i(da + cb)
= (c+ib) + (a+ib)
=7,2,
olup ¢arpma isleminde degisme 6zelligi vardir. O halde (C —{0}, ) degismeli
bir gruptur.

C3)Herz, =a+ib€Cz,=c+id €Cz; =e +if €Cicin

a)
z,(z, + z3) = (a+ib)[(c+1id) + (e + if)]
= (a+ib)[(c+e) +i(d+ )]
[a(c+e)—b(d+ D] +i[a(d+ ) + b(d+ )]
[ac+ ae — bd — bf] + i[ad + af + bd + bf]
= [(ac— bd) +i(ad + bc)] + [(ae — bf) +i(af + be)]
= [(a+ ib)(c+id)] + [(a+ ib)(e +if)]
= 2,2, + 2,7,

b) a’ya benzer sekilde
(2, +2,)23 = (2, + 25) + (2, + 73)
olup carpmanin toplama iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.

C1, C2 ve C3 aksiyomlarii saglandigindan (C,+, - ) sistemi cisimdir.
1.2. Not: (C,+, - ) sistemi cisim oldugu (R,+, - ) sistemi cisim olma-

sindan da gosterilir. Ciinkii R € C oldugu bilinmektedir. (R, +, - ) sistemi ci-
sim olduguna gore (C,+, - ) sistemi cisimdir.
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BiR KARMASIK SAYININ ESLENIiGI

1.5. Tanim: z = a + ib sayisinin eslenigi Z = a + ib dir.

Ay
z=a+1b
|
| .
0 \ T
z=a-1b

Ornek: z = 4 + 10i sayisinn eslenigi z = 4 — 10i
z = 2 — 5i sayisinin eslenigi z = 2 + 5i
z = 10i sayisinin eslenigi z = —10i
z = 20 sayisinin eslenigi z = 20
seklindedir.

1.4. Teorem: Kompleks sayisinin esleniginin eslenigi kendisidir (z = z)
dir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

1.5. Teorem: Iki karmagik saymnin toplaminin (farkinin) eslenigi, kar-
masik sayilarin eslenikleri toplamina (farkina) esittir.

z2,tz,=2, 117,

ispat:z; £z, = (at1b) £ (ct1d) = (@Fib) £ (cFid) =7, + 7,

1.6. Teorem: iki karmasik sayinin carpimmin eslenigi, karmasik sayila-
rin eslenikleri carpimina esittir.

2,72y =172,

Ispat: Z;7z; = (a£1b) - (c+1d) = (@Fib) - (cFid) = 7; - 7,
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1.7. Teorem: iki karmasik sayinin béliimlerinin eslenigi, karmasik sayi-
larin eslenikleri boliimlerine esittir.

(-2

spat (21) B (a+1b) 0
spat: =\d/ (z, # 0)

(a+ib)(c—id)
(c+id)(c— 1d))

ST

, (2, #0)

(ac+bd) —1(ad+bc))

(
( c2+d*
(
(

(ac+bd)+ 1(ad+bc))

c2+d?
(a—ib)(c+id)
(c— 1d)(c+1d))
_a—ib
~ c—id

I
ST

Ornek: Zi1 ifadesini reel ve sanal kisimlarina ayiriniz.
vA

. z—=3 x+iy-3
Cozim: =~
z+1 X+1y+1

_ (x=3)+iy

- (x+1)+iy

_ [x=3)+iyl[(x+D—iy]
[(x+1)+iy][(x+1)—iy]
(x2—2x+y2—3)+i(2Xy(x—1))

(x+1)% +y2

_ x2-2x4y%-3 v ) = 2xy(x—1)
(x+1)2+y (x+1)2+y2
IKINCI DERECEDEN DENKLEMLERIN KARMASIK KOKLERI

Daha 6nceden ikinci dereceden denklemleri incelemistik. Orada A < 0
oldugunda reel kok yoktur demistik. Ciinkii reel bir saymnin negatif karekoki
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yoktur. Ama burada v—1 = i olarak tanimladigimiza gére, boyle durumdaki
ifadelerinde bir anlam kazanacagi muhakkaktir. Simdi bunlar1 6rneklerle izah
edelim.

Ornek: x? — 2x + 3 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Coziim: A =(—-2)>—4-1-3=-8<0
—(—=2)+/-8 i :

—(=2)—/=8 _ 2-2/2i

%, = ( 2).1 _2 sz/zlzl_ﬁi

Ornek: x? + 2x + 5 = 0 denkleminin koéklerini bulunuz.

Coziim:A=22—-4-1-5=-16<0
_ —24+/—16 _ —2+4i

Xy =57 == -1+ 2i
o o216 _ —244i
2 2-1 2

1.3. Not: 2. dereceden denklemin iki kokii karmasik say: ise kokleri
birbirlerinin eslenigidir.

Ornek: Bir kokii 3 + 2i olan ikinci dereceden denklemi bulunuz.

Cozum: Bir kok x; = 3 + 2iise diger kok x, = 3 — 2i dir. Buna gore,
Kokler toplamix, + x, = (3+2i)) + (3—2i) =6
Kokler garpimi x, - x, = (3 + 2i) - (3 — 2i) = 32 + 22 = 13
oldugundan 2. dereceden denklem,
X2+ (X, + X)X+ (X, %X,) =0
x2+6x+13=0
bicimindedir.

Ornek: x3 — 8 = 0 denkleminin kéklerini bulunuz.
Coziim: x3 — 23 = 0 denklemini ¢arpanlara ayirma uygulayalim.

x—2)(x*+2x+4)=0
X; = 2vex’+2x+4=0
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dir. Buna gore,
A=22—-4-1-4=-12<0
—(-2 —-12 i
= (=2)+/ :2+§J§1:1+\/§i

21
_ —(=2-V-12 _2-23i _ .
X; = 71 = = 1—+3i

dir.

KARMASIK SAYILARDA MUTLAK DEGER (MODUL)

1.6. Tanim: Kompleks (karmasik) say1 diizleminde, bir komplkes sayi-
ya karsilik gelen bir noktanin, baslangi¢ noktasina uzakligina bu sayinin mut-
lak degeri (modiilii) denir ve | |ile gosterilir.

=a+ib

| L
z = +a +1ib ise |z| = Va? + b?

Ornek: z = 3 — 4i ise |z| = V32 + 42 = 5 dir.

Ornek: z = (a+ 3) + 5i ve |z| = 13 ise a’nin pozitif degeri nedir?

Coztim: 13 = /(a+ 3)% + 52
169 = (a+3)? + 25
144 = (a + 3)2
+12=a+3
a=9vea= —15

1.8. Teorem: z € C, |z| = |Z| = |-z| = |-Z]

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

1.9. Teorem: z € C , 7Z = |z|? dir.

Ispat:z=a+ibveZz =a—ibise
zZ = (a+ib)(a—ib)
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= a? — aib + aib — b?i?
a’ + b?
= |z|?

Ornek: z =3 +4ivez = 3 — 4iise
ZZ=(3+4i)(3—4i)=32+42 =25
|z| =v25=75

Ormnek: z=-2 —4ivez=—-2+1 ise
77=(—2-)(-2+1) = (-2)2+1%2=5
lz| =/5

1.10. Teorem: z,,z, € C, |z, - z,| = |z,| - |z, | dir.

Ispat:z;, =a+1ib,z, =c+id

7, *Z, = (a+1ib)(c+ id) = (ac—bd) + i(ad + bc)

|z, - z,| = \/(ac—Dbd)? + (ad + bc)?
= \/(ac)z — 2abced + (bd)? + (ad)? + 2abcd + (bc)?
= \/(ac)z + (bd)2 + (ad)? + (bc)?
= [@ F D) (Z+ &)

= |21| ) |Zzl

Ornek: |(1 +1i)- (/3 + i)| isleminin sonucu nedir?

Cozum:

|[(A+1)- B+D|=11+il - [V3+i

=VIP 12 (V3 + 12

=2v2

1.1. Sonug: Matematiksel indiiksiyon yardimiyla herhangi sayida terim
iceren carpimlara,

1Zy - 2y -z | = 1z4| - |25 -+ |2, ], (n=2,3,4-)
seklinde genellestirilir. Bu genellemeden
|z = [z|"

elde edilir.
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Ornek: z = 5 — 12iise |z*| nin degeri nedir?

Cozim: |z*| = |z|* = (\/m)4 — 134

21
)

1.11. Teorem: z,,z, € C,

Ispat: z, =a+1ib,z, = c + id olmak lizere,

z; _a+ib _ (a+ib)(c—id) _ (ac+bd)—i(ad—bc)
Z, c+id = (c+id)(c—id) 24 42

(ac+bd) 2+ (ad—bc)?

(2+d?)’

21| —
)

(ac)2+2abed +(bd) 2 +(ad) 2= 2abed +(bc)?
2
(c2+d2)

@0)2+(bd)?+(ad)*+(bc)?

(c2+d2)2

@2+b?)(c2+d%)

(2+d?)

Il Il
2 2 2

a2+b2
c2+d2
Z4|
9l

5

N

Ornek: z = 41-{__4; olduguna gore |z| nedir?

= :%;—I, (z, # 0)dir.

17
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4+4i| CA+4]  (4P+4% 42 A

1—i |~ |1—=il — - -
i 11—i| /12+12 V2

Cozim: |z| =

1.1.Lemma: z,,z, € C,z, -7, + 2, - 2, < 2|z, - Z,| dir.

ispat: z, = a+ib,z, = c + id olmak tUzere,
z, + 7, = (ac+ bd) — (ad — bc)
z, + 7z, = (ac+ bd) + (ad — bc)
verilerini taraf tarafa toplarsak,
Z, "2, + 2, *Z, = ac+ bd 6]
olur. Ayrica,
|z, - 7| = /(ac + bd)? + (ad — bc)? (2)
Buna gore (1) ve (2) esitliklerinden,
2|z, - 7,| = 2\/(ac +bd)? + (ad — bc)?
> 2./(ac+ bd)?
= 2(ac+ bd)
=2,'2, 12,7

bulunur.

1.12. Teorem: z,,z, € C , ||z,| = |2,|| < |z, £ z,| < |z,| + |z, dir.

Ispat: 1.9. teoremden zz = |z|? oldugunu biliyoruz.
|z, + 7,1 = (2, + 2,) (2, + 2;,)

= (zy +2,)(2; + Z,) , (1.5 teorem)
= (2,27) + (2,2,) + (2,21 +247;,)

< |z, |* + |z,|* + 2|z, 7, | , (1.1 lemma)
= |z,|? + |2,|* + 2|z, ||%, | , (1.10 teorem)
= (|Z1| + |Z2|)2

1z, +2,1% < (24| + 12, ])?
esitsizligi elde edilir. Mutlak deger negatif olmayacagindan

Izl__i- Z,| < lz.| + |z, | (1)
bulunur. Uggen esitsizligi kullanilarak asagidaki ifadeler de elde edilir:

1z, | =1(z; +2,) — 2, < |z + 72,1 + |2,

|z,| = |z,] <lzy +2,] (2)

1z, | = [(zy + 2,) — 74| < |z + 2,| + |—24]

—lzy + 7| < [z4] = |z, | (3)

(2) ve (3) esitsizliklerinden
||Z1|_|Zzl|<|21 +Zzl (4)

18
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bulunur. (1) ve (4) esitsizliklerinden
||Z1| - |Z2|| < IZl izzl < |Z1| + |Z2|
elde edilir.

1.2. Sonug: Uggen esitsizligi, matematiksel indiiksiyon yardimiyla her-
hangi sayida terim iceren toplamlara,

|z, +z, + -+ z,| < |z | + 1z, | + -+ |z,] , (n=234,..)
seklinde genellestirilir.

Bu sonug¢ tiimevarim ile ispat edilir.

KARMASIK SAYILARDA iKi NOKTA ARASINDAKI UZAKLIK

1.13. Teorem: z, =x, +y,i ve z, =x, +y,i iki karmagik sayisinin
uzunlugu,

1z, —z,| = \/(X1 —X3)%+ (Y, —Y,)?
dir.

Ispat:

Z, =X, +y,ive z, = X, + y,i iki karmasik sayisinda x eksenindeki izdlisimi
X, + X, dir, y eksenindeki izdlisiimii y, +y, dir. Pisagor teoremi geregi,

|z, — z,| = \/(X1 —X;)%+ (y, —¥2)?

dir.

Ornek: z, = 2 — 5i ve z, = —3 + 7i sayilar1 arasindaki uzaklk kag bi-
rimdir?

Cozim: |z, —z,| = \/(Xl —X,)% + (y1 — ¥2)?

=2 = (=3) + (-5-7)7
=13
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1.3. Sonug¢: z = x + yive z, = X, +y,i i¢in
) lz—z)l=r
i) |z—z,<r
i) |z —zo| > 1
sartina uyan z karmasik sayilarin kiimesi, zo sayisina uzakligi r olan noktalarin
kiimesidir. Bu ise zo merkezli r yaricapli bir daireyi gosterir. (i) gemberin lize-
rinj, (ii) cemberin icini, (iii) cemberin digin1 gosterir.

Ornek: z, = 3+ 4i ise A={z:z € C,|z —z,| = 3} kilmesini karmasik
diizlemde belirtiniz.

Cozlm: z = x + yi olsun.
|z —zo| =3
|(x+ yi) — (3 + 4i)| = 3
|x=3)+(y—-4|=3
JE=3)?2+(y-4)?*=3
x—=3)2+(y—4)>=9
denklemini elde edilir. Bu denklem merkezi (3,4), yaricap1 3 olan bir gember
belirtir.

&

0 3

Ornek: A ={z:z€C,|z— (2+1)| <3} kiimesini karmasik diizlemde
gosteriniz.

Cozim: z = x + yi olsun.
lz—(2+1)| <3
|((x+yi))—(2+i)]<3
x-2)+ (y-Dil<3
JE=-2)2+(F-1)2%<3
x—2)2+(y—-1)2<9
denklemini elde edilir. Bu denklem merkezi (2,1), yaricap: 3 olan bir gember
belirtir.
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F 3

1.4. Sonug: z=x+yi, z; =X, +y,i ve z, =X, +y,i i¢in |z —z,| =
|z — z,| sartina uyan z karmasik sayilarinin kiimesi z1 ve zz sayilarina es uzak-
likta bulunan noktalarin kiimesidir. Bu ise z1 ve z2 yi birlestiren dogru parc¢a-
sinin orta dikmesini gosterir.

Ornek: A={z:z€C,|z+ 3i| < |z + 4 — 2i|} kiimesini karmasik diiz-
lemde gosteriniz.

Cozim: z = x + yi olsun.

|z + 3i] < |z +4 - 2i
|x + iy + 3i| < |x+ iy + 4 — 2i]
JX2+ (y+3)2<Jx+ 4?2+ (y - 2)?
X2+ (y+3)2 < (x+4)*+ (y—2)*?
x2+y*+6y+9<x*+8x+16+y*—4y+4
10y —8y—-11<0

dogru boélgesi elde edilir.

105 -8 —11=0

e

1.5.Sonu¢:z = x +yi, z, =x; +y,ivez, =X, +y,iicin
|z —z,| =k |z—2z,]|
sartina uyan z karmasik sayilarinin kiimesi, z1 ve z2 sayilarina uzakliklari orani
k olan noktalarin kiimesidir. Bu ise Apolonyus ¢emberini gosterir.
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Ornek: A={z:z€C,|z+3i|<3|z+4+i|]} kiimesini karmasik diiz-
lemde gosteriniz.

Cozim: z = x + yi olsun.
lz+ 1| < 3|z+ 4+
Ix +yi+ 1| < 3[x+yi+ 4+
JE+FDZ+y2<3/x+4)2+ (y +1)?
x+ 1D2+y?2<9[(x+4)%+ (y+ 1)?]
82 +8y?+68z+ 18y + 149> 0

e

-4

~

1.6. Sonuc¢: z = x +yi, z, =X, +y,ivez, =X, +y,iicin
|z -z, +1z—z,| =k
sartina uyan z karmasik sayilariin kiimesi, z1 ve z2 sayilaria uzakliklar: top-
lami1 k olan noktalarin kiimesidir. Bu ise odaklar1 z1 ve z2 olan bir elipsi goste-
rir.

-

1.7.Sonu¢: z = x +yi, z, =x, +y,ivez, =X, +y,iicin
|z =z, —z—z,| =k
sartina uyan z karmagik sayilarinin kiimesi, z1 ve zz sayilarina uzakliklar: farki
k olan noktalarin kiimesidir. Bu ise odaklar1 z1 ve z2 olan bir hiperbolii goste-
rir.

1.14. Teorem: z,ve z, # 0 olmak lizere;
i) z, z, = 0 ise bu iki komples say1 birbirine diktir.
ii) z,; 'z, = 0 ise bu iki komples say1 birbirine paraleldir.
iii) EIZLZIZJ = 0 ise z1'in z2 lizerine dik izdsimidr.
2
iv) |z, Xz,| =0 ise bu iki komples say1 arasindaki paralelkenarin

alanidir.

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.
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KARMASIK SAYILARIN KUTUPSAL BiCiMi

1.15. Teorem: r = Va2 + b2 olmak iizere z = a + ib € C karmasik sayi-
sinin kutupsal bicimde yazimi,
z =r1(cosB + isin 0)

seklindedir.
Ispat: z = a + ib sayis1 igin,
il
J
bESEES z=a+ib
r :
EE
3 4

yazilir. Burada sin 0 = gve cosO = ? dir. Bunu z = a + ib de yazarsak,

Zz=rcosO+irsin® =r(cosO +isinb)
elde edilir.

Ornek: z = /3 + i sayisini kutupsal koordinatlara geviriniz.

Coziim: z = /3 + i sayisinin koordinat sekli

! Z=a3+1
1 _________
r :
|x
ﬁ ¥
olacagindan r = 1’\/§2 + 12 = 2 bulunur. Ayrica,
sme—zvecose—T se 8 =30 =3

dir. Buna gore z = v/3 + i sayisi
- T iin®
Z=2 (cos6 +1sm6)
bulunur.

Ornek: z = /2 ++/2i sayismi kutupsal koordinatlara ceviriniz.
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Coziim: z = V2 + /2i sayismin koordinat sekli

Bt

olacagindanr = ,’\/fz + \/22 = 2 bulunur. Ayrica,

sin® = gve cose=gise9 = 450 =%
dir. Buna gore z = v/2 + v/2isayisi

Z=2 (cos% +ising)

bulunur.

Ornek: z = —/2 + V/6iise (-z) sayisinmn kutupsal bigimi bulunuz.

Coziim: Z = —V2 —V/6i

—-Z =2 +6i
r=|-zl = (V2 +V6 =22
J\y
1) -2)
2v2, 1
4
60° § X
0 13 >
sinﬂz%zgvecosez%z%isee:600:g

dir. Buna gére —z = /2 +/6i sayis1

Z = Zﬁ(cos% +i sing)

bulunur.

1.16. Teorem (Euler Formiilii): 6 € R olmak lizere
e'® = cosB® +isin@
bicimindedir. Bu gésterimine Euler formili denir. Sifirdan farkh z karmasik
sayisinin kutupsal formda

z = r(cos® + isin ) = re'®
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Z =r(cos® — isin B) = re 1®

yazilabilir.

Ispat: Kuvvet serileri konusunda Taylor serisinde

3 5 7
sinx=x—%+%—%+---

2 4 6
cosx=1-— §,+Z—,—)é—,+---

%3

—1+ + +3,+

oldugu blllnmektedlr Buna gore

0)° , (i
o=1+42 +(‘) (13,) +-

2 3
0 .6
=1+i0— 5y —igp+ -

A WA

= cosO+isin0
elde edilir.

Ornek: z = /2 + +/2i kartezyen koordinatlarda olan kompleks sayisi,

Z=2 (cosg + isin%)

kutupsal bigimine (;evrlhp,

z=2e's
Euler formiilti formunda yazilir.

Ornek: Ozel olarak 6 = 1 alinirsa
em=cosm+isinmt=-1
bulunur.

1.8. Sonug: z = x + iy icin e? = etV = e*(cos 0 + isin 0) dir.

a Z
Ornek: e® sayisini reel ve sanal kisimlara ayiriniz.

Cozim: z = x + iy ise
z X i

1y
e — ee ee

X P
= g® e(cosy+1smy)

X o X o
— @€ COsygie siny

e
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— eex cosy[cos(ex sin y) + i sin(e* sin Y)]

Re (z) = e® €Y cos(e* sin y)veIm (z) = e®” €osY gin(eXsin y)

KUTUPSAL BiCiMDEKiI KARMASIK SAYILARDA ISLEMLER

Kutupsal bicimdeki karmasik sayilarda ¢arpma, bolme, tistli ifadeler ve
kokli ifadelerin birer teoremleri mevcuttur. Toplama ve ¢ikarmalari ise kar-
tezyen hale cevirerek yapmak daha kolay olur. Ama bas katsay: degerleri (r)
esit olan iki kutupsal koordinatlarin toplanmasinda trigonometrik doniisiim
formiilleri kullanilarak ¢6ziilebilir.

Ornek: z, = 3(cos48 + isin 48) ve z, = 3(cos 24 + isin 24)
z, +2z, = 3(cos48 +isin 48) + 3(cos24 + isin 24)
= 3(cos 48 + cos24 + i(sin 48 + sin 24))

_ 48+24 48—24 . . 48424 48—24
—3(cos > cos— + i(sin > coOs— ))

= 6(cos12-cos36 + i(sin36-cos12))
=6c0s12(cos36 + isin 36)

1.17. Teorem: z, =r,(cos@; +isinB;) ve z, =r,(cosB, +1isinB,)
olmak tuizere,
z,Z, = r r,(cos(0; +6,) +isin(6, + 6,))
ya da

seklindedir.

Ispat:

z,Z, = r,(cos0; +1isinB;)r,(cos6, +1isin6,)
= r,r,(cos0, cosB, +icos0, sinB, +isin 6, cosO, + i*sin B, sin 6,)
= ryr,((cos®, cosB, —sinB,sinB,) +i(cosB,sin B, + sin B, cosO,))
=r,r,(cos(0; +86,) +isin(6,; + 6,))

Ornek: z, = 2(cos 22+ isin 22) ve z, = 3(cos 23 + i sin 23) ise z,z,
nedir?

Cozim: z,z, = 2 -3(cos(22+ 23) +isin (22 + 23))
= 6(cos 45 + isin 45)



www.matematikl.com

27
_ (V2,2
= 6(7-}' 17>
= 3v2(1 +1)
Ornek: 7z, =+/2(cos 82 +isin 82) vez, = v/8(cos 38 +1i sin 38) ise
Z,Z, nedir?

Cozim: z,z, = V2 - 8(cos (82+ 38) + i sin (82 + 38))
= 4 (cos 120 +1i sin 120)
= 4 (—cos 60 +1i sin 60)

=4(—%+i§)
= 2(—1+V3i)

1.18. Teorem:

z, =r,(cos 0, +isin0,) vez, = r,(cos O, +isin 6,)
olmak tizere,

Z, T .

E; = ;;(cos(e1 —0,) +isin(6; — 6,))
ya da

El = r e(el_ez)

Z, T

2
seklindedir.

Ispat:

zq _ ry(cosB;+sin6,)

Z, Tp(cos6,+sinB,)
_1rq(cos6;+sinB;)(cosB,—sin6,)
" ry(cosB,+sin 6,)(cosB,—sin B,)

_ 14(cosB, cosB,—icosB; sinB,+isin O, cos 92—12 sin 64 sin 6,)
ry (cos? 92+sin2 0,)
_ 14(cosB, cosB,+sin 04 sin 6, +i(—cos B, sin B,+isin B, cos6,))
r
2
%(cos(ﬁl —9,) +isin(8,— 6,))

Ornek: z, = 12(cos 80 + i sin 80) ve z, = 3(cos 40 + i sin 40) ise ;1
degeri nedir?
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Coziim: 2L = 22 (cos(80 — 40) + isin(80 — 40))
2

Abraham De Moivre
26 Mayis 1667, Vitry-Le-Francois, Fransa-27 Kasim 1754, Londra, Birlesik
Kralhk

1.19. Teorem (De Moivre Kurali): z = r(cos 0 + isin 0) olmak tizere,
z" = r"(cosn® +isinnd)
ya da

Zz0 = I.neine
seklindedir.

Ispat: Bu ispat1 tiimevarmm yoluyla yapalim.
a) P(1) icin z* = r'(cos® +isin 0) = r(cosO + isin0) olup dogrudur.

b) P(k) : zX=r¥(coskd +isinkf) dogru oldugunu kabul edelim,
P(k + 1) i¢in dogruluguna bakalm.
z**1 = [r¥(cosk® + isin kB)][r(cos 8 + isin 0)]
= r¥**1(coskf cos O + cosk0 sin 0 + isin kO sin O + i% sin kO sin 6)
= r**1((cosk6 cos 8 — sin kO sin 8) + i(cos kB sin 6 + sink6 sin 0))
=r*1((cos(k® + 0)) +i(sin(k8 + 0))
= r**1((cos(k + 1)0) +i(sin(k + 1)0)
olacagindan P(k + 1) i¢in dogrudur.

Ornek: z = 3(cos 18 + isin 18) ise z'° nin degeri nedir?

Cozim: z> = 3'%(cos15- 18 + isin 15+ 18)
31%(cos 270 +isin 270)
315(0 — i)

= —3%i

28
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Ornek: z = v/2(cos 15 + isin 15) ise z°® nin degeri nedir?

Cozim: z° = \/fe(cos6 15+ isin6-15)
= 23(cos90 +isin 90)
=8(0 + i)
= 8i

1.20. Teorem: z = r[cos(0 + k2m) + isin(0 + k2m)] olmak lizere z nin
n. dereceden koki, (k= 0,1,2,...,n — 1)

Nz=Wg 5. nq =T (cos@ +isin 9+rll<2n)

ya da
Nz =Wy, ng = W i@+
seklindedir.
Ispat: z = r[cos(0 + k2m) + isin(8 + k2m)]
Yz = ¥/r[cos(0 + k2m) + isin(0 + k2m)]/" (1.19. teoremden)
n~ _n 0+k2m , . . O0+Kk2m
Vz = \/F(cos —— +isin— )
1.9. Sonugc: z = r(cos 0 + i sin 0) olmak tizere z'nin kara kokii,
k = 0 igin wy, = +/r (cosg +1i sin%)
. 04+m . . B4T 0, .. 0
k = 1i¢in w, = r (cosT +1smT) = —r (cosz + 151n§)
seklindedir.

Ornek: z = 4(cos 60 + isin 60) sayisinin karekékiinii bulunuz.

Cozum:
w, = V4 (cos62—0+isin62—0)
= 2(cos30 +isin 30)

=2(§+i%)
=V3+i

w, = —/4 (cos6z—o+ isin62—0)
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= —2(cos30 +isin 30)
_ V3, .1

=-2 (7+1§)

= —/3—i

Ornek: z = 1 + i sayisinin kara kokiinii bulunuz.

Cozum: z'yi 6nce kutupsal koordinata ¢evirelim.
i

Fy
"I ______

(==
-

sin9=%=72,cose=%=g ise 0 = 450=%dir. Buna gore,

Z= \/f(cosg+ isin%)

elde edilir. Simdi kara kokiinti alalim.
W, = W(cosg + isin g) ve w; = —W(cosg +i sing)
seklinde bulunur.

1.10. Sonug: z = r(cosO + isin ) olmak tizere z nin kiip kokd,
k =0 icin w, = 3\/F(cos9 + isin 9)

3 3
k=1iginw, = 3\/F(COS e+32ﬁ + isin 6+32n)
k=2 igin w, = 3\/F(c05¥+ isin 9+34n)

seklindedir.

Ornek: z = 8(cos 45 + isin 45) sayisinin karekékiinii bulunuz.

Cozim: w, = 3\/§(COS43—5+ isinﬁ) = 2(cos15 + isin 15)

3
w, = 3\/§(C0545—|:9)360 +isin 45_2360) = 2(cos135 + isin 135)
w, = 3\/§(cos45—g720 +isin45+3720) = 2(cos 255 +isin 255)

Ornek: z* + i = 0 denkleminin koklerini bulunuz.
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Coziim: z* = —i denkleminde a=0,b=—1 olup r=1, sin® =0,
cos® = —1 dir. Buna gore 6 = 3—“dir.

31'[
+k2m +k2m
Vz=Wy,,5 = \/_<cos—24—+1sm-24—)

31

- 31
k = 0icin w, = cos—g-+ isin—5-

- 7 710
k= 1i¢in w; = cos—g +isin—g
k=2igcinw, = COSHTT[ +isin%
k=3 i¢inw,; = COSISTT[ +isinlsT1T

kokleri elde edilir.

1.21. Teorem: (z") = (z)"

Ispat: z = r(cos 8 + i sinB) olsun. z" = r*(cosnB + isin nB) dir.

(z)" = [r(cos® +1s1n0)]"
= [r(cos® —isinB)]"
= r"(cosnB — isin nB)
= r"(cosn® + 1s1n ndb)

= ("

BiR KARMASIK SAYININ TERSI

1.22. Teorem: z = r(cos 6 + isin 0) olsun. Bu takdirde bu sayinin tersi,
z 1 =r"1(cosO — isin B)
ya da

dir.
Ispat: z = r(cos® +isin8)

z~1 =r"1(cos(—0) +isin(—0)) , (1.20. teorem geregi)
=r"1(cosB® — isin 0) , (Kosiiniis ¢ift, siniis tek fonk.)

Ornek: z = % (cos120 + isin 120) ise z~ ! yi bulunuz.
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IS N . 1
Coziim:z™' = (7) (cos120 + isin 120)
= 2(cos120 —isin 120)
= 2(cos(180 — 60) — isin(180 — 60))

= 2(—cos60 —isin 60)

1

Ornek: z7* = 4(cos210 + isin 210) ise z karmasik sayisini bulunuz.

Cozim: z = (z71) 7!
= [4(cos210 +isin210)]7?
= 7 (cos210 — isin 210)

= 7 (cos(180 + 30) — isin (180 + 30))
= % (—cos30 + isin 30)

_1( V3, .1
—z(—7+lz)
_ —3+i

- 8

KARMASIK SAYININ ARGUMENTI

1.7. Tanim: k € Z, z = r[cos(0 + k2m) + isin(0 + k2m)] karmasik sayi1-
sinda 0 + k2T agisina z sayisinin argimenti denir. argz = 0 + k21 biciminde
yazilir. Eger a1 0 < 0 < 21 ise karmasik sayinin esas arglimenti denir.

Ornek: z = +/2 + +/2i sayisin1 argiimentini bulunuz.

Coziim: z =+/2 ++/2i sayismm kutupsal bigimi z = 2 (cosc + isin %)

oldugu yukari da gosterildi. Buna gore argzg dir.

Ornek: z =1 + cos40 +isin 40 karmasik sayisinin esas argiimantini
bulunuz.

1+4cos 2x

Coziim: cos?x = 5

denklemini hatirlayalim.
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z=1+cos40 +isin 40
=1+cos2-20+isin2-20
= 2c0s%20 +isin 20 cos 20
= 2c0s20(cos20 + isin 20)
oldugundan,
r = 2cos20 ve argz = 20°
dir.

Ornek: z = —i + tan 36 karmasik sayisinin esas argiimantin bulunuz.

sin36
cos 36
1. bolgede sin36 = cos54 ve kosiniis cift fonksiyon oldugundan

— c0s36 = cos(—36) = cos 36 = sin 54 olur.

Z= ﬁ(cosf% + isin 36)

oldugundan,

Cozim:z = —i+tan 36 = i= ﬁ(sin 36 —icos36)

— — 240
r'= ;53¢ Veargz = 36

dir.

Ornek: arg(z + 3i) =% esitligini saglayan z karmasik sayisinin gorun-

tisiini bulunuz.

Cozum: arg(z + 3i) = %
arg[z— (=31)] = %
1Y
45° X
0
=3i
oldugundan z, = —2i sayisindan baslayan ve x ekseni ile 459 lik a¢1 yapan yar1

dogru pargasidir. //

Kutupsal bicimde karmasik sayilarin ¢arpma, bélme, tistlii ve kokli ifa-
deler teoremlerinden asagidaki sonug ¢ikarilir.
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1.23. Teorem:
i) arg(z,z,) = argz, + argz, (mod2m)

ii) arg (;1) = argz, — argz, (mod2m)
2

ili) argz™ = n-argz (mod2m)

iv) argi/z = w (mod2m)

v) argz = —argz (mod 2m)

Ispat: i) 1.17. teoremde
Z,Z, = r,r,(cos(0, +6,) + isin(6; + 6,))
oldugundan
arg(z,z,) =0, +0, = argz, +argz, (mod2m)
olur.

ii) (;1) z, = z, yazilabileceginden,
2
arg (%) z, = arg z,(mod2m)
arg (%) + argz, = arg z, (mod2m)
arg (%) = argz, — argz, (mod2m)
iii ve iv aksiyomlar1 okuyucuya birakilmistir.

v) zZ = |z|? oldugunda |z|*> € R olacagindan argzz = 0 (mod 21) dir. (i)

den
argz + argZ = 0 (mod 2m)
argzZ = —argz (mod 2m)
elde edilir.

Ornek:
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z4 y

50
70

¥ o<

)

Verilen sekle gore arg(z,z,) in degeri nedir?

Cozim: argz, = 180 — 50 = 130°
argz, = 180 + 50 = 250°
arg(z,z,) = argz, + argz,

=130 + 250
= 380°
=20°

Ornek:

z
2
Verilen sekle gore arg(z,z,) in degeri nedir?

Cozum:r; = 4veargz, =90—-6
r, =5veargz, =180 + 6

oldugundan
z, = 4[cos(90 — 0) + isin(90 — 0)], z, = 5[cos(180+ 0) +isin(180 + 6)]

Z, +2, = 20[cos(90 — 6 + 180 + 0) + isin(90 — 6 + 180 + 6)]
= 20[cos270 +isin 270]
= —20i
bulunur.

BiR KARMASIK SAYININ ORIiJiN ETRAFINDA DONDURULMESI
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1.24. Teorem: z = a + ib sayis1 orijin etrafinda pozitif o acis1 kadar
donduritlirse,
z, = (a+ ib)(cosa + isin a)
elde edilir.

Ispat: z = a + ib sayis1 a a¢is1 kadar dondiirtliip z, sayisi elde edelim
- y
Z4

0 X

0

z=a+1ib =r(cosB +isinB) olsun. Bu takdirde,
z, =r(cos(0 + a) +isin(6 + a))
=r(cosO +1isin0)(cosa+ isin )

= (a+ib)(cosa + isin a)
bulunur.

Ornek: z = 1 +iv/3 sayisinn orijin etrafinda pozitif yénde 300 déndii-
rilmesi ile olusacak karmasik say1 nedir?

Coziim: z, = (1 +iv3)(cos30 + isin 30)

=(1+i\/§)(\/—§+il>
J2‘+ il ff+2f
_3 1+i@_@
AR 2 2
=2i

BiR MATRISIN ESLENIGI

1.8. Tanim: Bir A, ,, € C matrisinin her bir terimlerinin kompleks

(karmasik) esleniginin olusturdugu yeni matrise A matrisinin eslenigi denir. A
matrisinin eslenigi A ile gosterilir.
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N 3+i -10 . ... — |3-1 =10 |
Ornek: A= matrisinin eslenigi A= dir.
2 2i 2 -2

1.25. Teorem: A ve B iki matris, o € C olsun.
)y (A=A

Bu teoremin ispati okuyucuya birakilmistir.

HERMITYEN ve TERS HERMITYEN MATRISLER

1.9. Tanim: A bir kompleks sayili kare matris olmak tizere, AT = A ise

A matrisine Hermityen matris, AT = —A ise A matrisine ters Hermityen matris
denir.

8 3-i 1+2i
Ornek: A=|3+i 7 -3i | matrisinde AT = A oldugundan Her-
1-2i 3i 4
mityen matristir.
5 3i 4

Ornek: A=| 3i 7  3+4i| matrisinde AT = —A oldugundan ters

-4 -3+41 2
Hermityen matristir.

BiRiIMSEL MATRIS

1.10. Tanim: A bir kompleks sayili kare matris olmak iizere, AT = A™!
ise A matrisine birimsel matris denir.
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1 -1 —1+i
Ornek: A:1 i i 1+i | matrisinde AAT = I oldugunu goste-
2 1+1 —1+i 0
relim.

1 -1 —1+4i]] 1 i 1+i ]
Coziim: A-E:% i 1+ || - i 14+
1+i —-1+i 0 _—1+i 1+i 0 |
1 - —1+i]] 1 -1 1-i |
I i 1+i i i —1-i
4_1+i ~1+i 0 ||-1-i 1-i O |
[ 1+1+2 —i—i+2i 1-i+i-1+0
=1 i+i—2i 1+1+2 i+1-1-i
4_1+i—i—1+0 —i+1-1+i+0 2+2+0
100
=0 1 0
00 1

oldugundan A matrisi birimsel matristir.

1.26. Teorem: Kompleks bir A matrisinin birimsel olmasi icin gerek ve

yeter sart satirlarinin komplkes vektorlerinin i¢ carpimina gore bir ortonor-
mal kiime olusturmasidir.

COZUMLU ALISTIRMALAR

1+i

1. I 4 isleminin sonucu nedir?
—i

A)1 B)-1 C-i D)i E)O

Cozim: Bolme islemi yapabilmek icin paydanin eslenigi alinarak,
1+ (1+D)(+i)  142i4i%2  1+2i-1  2i

= = = — =i
1-i  (1-i)(1+1) 12 +12 2 2

elde edilir.

Cevap:D
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2. 2+ ive 2 —1i kompleks say1 olan denklem, asagidakilerden hangisi-
dir?

A)x?—4x—-5=0 B)x?+4x+5=0 C)x?—4x+5=0
D)—x?—-4x+5=0 E)—x?+4x+5=0

Cozum:
Kokler toplami: 2+i+2 —-i=4
Kokler carpimi: (2 +1)(2—1) =22 +12=5
ikinci dereceden denklem: x? —4x+ 5= 10
Cevap: C

3. cosB + isin © = cis 0 ile gosterilmek iizere z =i + /3 sayisinin, ku-
tupsal koordinatlarda ifadesi hangisidir?

A)cis 0 B) cis 30  C) cis 45 D) cis 60 E) cis 90

¢oziim: Verilen z = i + v/3 sayisiin kutupsal koordinat diizleminde ya-
zalm

¥ &
ib----- -

= W

seklindedir. r = ,/ 12 4+ \/§2 =2, sina = %, cosa = g olduguna gore o = 30°
dir. Oyleyse z sayis1 kutupsal koordinatlarda,
z = cos 30 +1isin 30 = cis 30
elde edilir.
Cevap: B

2—1i
4, 27 sayisinin esleniginin reel kismi asagidakilerden hangisidir?
i

8 3
M3 B) -3 0 D) -3 B)S
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Cozium: Kompleks sayillarda paydanin eslenigi alinarak,

2—-i  (2-i)(2-i) 4-8i-i® 3 8

241 (2+i)(2—i) 22412 5 5
bulunur.

Cevap: E

5.z = /3 — i kompleks sayis1 icin z6 nedir?

A) —64 B) —32 C)64i D)-32i E)O
Cevap: z = v/3 —i kompleks sayisin1 kutupsal koordinat bicimine cevi-
relim.
Y4
o} a,
N L X
r .
-1}------- =~
r= ’(—1)2 + \/§2 = 2,sin(360 —a) = %, cos(360 —a) = g

olduguna goére o = 330° dir. Oyleyse z sayis1 kutupsal koordinatlar bicimi,
z = 2(cos 330 + isin 330)
dir. Simdi kutupsal koordinatlarin kuvvet bulmasini inceleyelim.
z® = 2%(cos6- 330 + isin 6 - 330)
= 64(cos 180 +isin 180)
=64(—1+i-0)
= —64
Cevap: A

6.z=(x+1) +ix,a € Rve |z+ iz| = 2 ise x'in degeri nedir?

A)-3 B)-2 )0 D)1 E)2

Cozim:
z=(x+ 1D +ixveiz =i[(x+1) +ix] =ix+i—x

z+iz=x+x+it+ix+i—-x=x+ix+2)

|z +iz|] = x?+ (x+2)2=2
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X2+ x> +4x+4=14
2x(x+2)=0
x=0vex=-2
Cevap: B

7. 4 + 3i kompleks sayisinin ¢carpmaya gore tersinin sanal kismi nedir?

3 4
A)2 B)-3 O, Do BSi

Lo 1 4-3i _4 3.
COzim: 2™ = 733 = 7639 ~ 25 T 25|
Cevap: C
8.z= }ig: olduguna gore, |z| nin degeri nedir?
A)1 B)2 (©3 D)4 E)S
. 1+48i| _ [1+8i] _ J1°48°
Cozim: |z| = -| = - = =1
1-8i |1—81| 2 2
J1°+8
Cevap: A

2
9. o +a + bi = 2 + 2i olduguna gore a + b nin degeri kagtir?
A)0 B)1 (C2 D)3 E)4

2
Cozim:—— +a+ bi = 2+ 2i
1+1
2(1-i)
(1+i)(1-i)
2(1-i)
+a+bi=2+4+2i
12+12
1—i+a+bi=2+2i
a+bi=1+43i
a=1veb=3
at+b=4

+a+bi=2+4+2i

Cevap: E
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10. (1 + i3)(1 + i°) isleminin sonucu nedir?
A)4 B)1 CO0 D)2 E) -2

Cozim: (1+i3)(1+i®) =0 -DA+i)=12+1%2=2

Cevap:D
11. (1 +1)® + (1 — i)® toplamu kagtir?
A)2 B)4 (08 D)16 E)32
Cozium:
AQ+D3+@Q-D8=[1+DY*+[(1-1?*
= [1%+ 2i +i%]* + [1%2 = 2i +i%]*
= (2D)* + (—-2i)*
= 16i* + 16i*
=32
Cevap: E

12. Kompleks diizlemde A(2 + 4i),B(—4 — 2i),C(6 + 7i) noktalar1 veri-
liyor. A noktasinin [BC] dogrusunun ortasina olan uzakhgi ka¢ birimdir?

A)2 B)V3 (€3 D)V5 E)6

Cozim: x ekseni reel eksen, y ekseni sanal eksen oldugundan
A(2 + 4i),B(—4 — 2i),C(6 + 7i)
A(2,4),B(—4,-3),C(6,7)
yazilir. Buna gore [BC] nin orta noktasini D ile gosterirsek,

o= (252 =17) 0.

bulunur. A noktasinin D noktasina uzakligi,

AD| = J(Z- D2 + (4- 2)2 =5

dir.
Cevap: A

1+i) 100
13. (:) sayis1 asagidakilerden hangisidir?
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A)i B)-i -1 D)1 E)2

Cozim:
50

()" - (O - ()™ () oy

14. |z + 3 —i| = 8 esitligini saglayan z karmasik sayilarin geometrik
yerinin denklemi asagidakilerden hangisidir?

A)(x+3)*+ (y—1)*>=8 B) (x+3)*+ (y—1)* =64
C)(x+3)2+(y—-1)2=16 D) (x+3)?+ (y+1)? =64
E) x—3)2+(y+1)2=32

Cozim: z = x + iy olsun.
lz+3—1i =8
|x +iy+3—1i =8
|(x+2) + (y— 1il =8
JE+3)?2+ (y-1)%2=8
x+3)>+F—-1?* =064

Cevap: B
j8n+1,:12n
15.n € Z* ,W ifadesinin sonucu nedir?
A)-i B)1+i Ci D)-1+i E)2
Cozim:
i S s SO S0 _
i16n—1 = 13 =—i= _iZ =i +i=-1+i
Cevap:D
16. |z — 4| = |z| ise, zZnin kompleks diizlemdeki geometrik yeri asagi-
dakilerden hangisidir?
A)x=4 B)y=14 C)x*+y?=16 D)x?—y%?=16

E) y% = 16x
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Cozim: z = x + iy olsun.
|z — 4| = |z]
|x + iy — 4| = |z
|(x—4) +yi| =[x + iy
JE=BTE Y = {52 477
(x—4)% +y? =x%+y?

(x—4)% = x?
X—4=—xvex—4=x
Xx=4

elde edilir.
Cevap: A

17.z+ 2 — 1= 2i+ 2 olduguna gore z kompleks sayisinin argiimenti 0

ise, sin 0 kactir?

AE Bi 01 Dﬁ El
) B O1 D) B
Cozim:z+2 —1=2i+2
z=4+3i
z=V4?+3%2=5
T z=3i+4
3F————
|
I
i I >
0 4
sint=§

Cevap: B

18. x* — 2x% + 8 = 0 denkleminin kokerlerinden biri asagidakilerden
hangisi degildir?

A)-2 B)2 (i D)-i E)O

Cozim: x* — 2x2+ 8 =0
x2—-DH(*+2)=0
x?—4=0vex*+2=0
X = +2 ve x = ++/2i
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Cevap: E

19. Kompleks sayilar kiimesi tizerinde * islemi,
z,%Z, =7, +Z, + 5
bigiminde tanimlaniyor. Buna gore, (2 — i) ®(3 + i) isleminin sonucu nedir?

A)i B)2i C)5 D)10 E)10i
Cozum:
z, %2, =2, +2, +5
2-)*®«B+i)=2—-i+3+i+5=10
Cevap:D

20. (cos15 +isin15)(cos 15 — isin 15) isleminin sonucu nedir?
A)-1 B)0o (€1 D2 Q3
Cozim: (cos15 +isin 15)(cos15 —isin 15)

= (cos?15 —i? sin? 15)

= cos*15 +sin* 15

=1
Cevap: C

2k
1 i
21. —=+—+| toplaminin sonucu nedir?
St

A)-1 B0 01 D)2 03

10 &(1+i)"
ozim: + =»|—
\ z(ﬁ zj ;(ﬁj
_§(1+2i+ink
k=1 2
48
:Zik
k=1
e UGS A LRSS Sl RS RUTSS

=0
Cevap: B
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